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Resumen: Varios investigadores, (por ejemplo [2] cap. 7), han considerado problemas rela-
cionados con la ecuación 
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 y los han resuelto aplicando técnicas de problema de momentos. Además es conocido que 
puede aplicarse  la transformación de Laplace para resolver ecuaciones en derivadas par-
ciales, como es el caso de la ecuación 
 

                                                              0
2

2
2

2

2

=
∂
∂

−
∂
∂

x
ua

t
u  

 
con a  constante y condiciones iniciales 
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Consideramos aquí el problema de hallar una función ),( xtF  tal que 
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una ecuación en derivadas parciales de primer orden cuasilineal, con las condiciones de 
contorno 
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En este trabajo aplicamos un enfoque, a nuestro entender novedoso, que combina ambas 
técnicas para resolver este problema. 
Utilizando la transformada bidimensional de Laplace se transformará (1) en un problema de 
momentos de Hausdorff bidimensional. 
Se encontrará una solución aproximada y se acotará el error de la solución estimada utili-
zando las técnicas sobre problema de momentos bidimensional. 
 
También se mostrará que (1) es equivalente a resolver una ecuación integral de Fredholm 
de primera especie. 
 
Palabras claves: problema de momentos, densidad bi-dimensional, estabilidad de la solución, ecua-
ciones integrales. 
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1. INTRODUCCIÓN 
El problema de momentos de Hausdorff bidimensional consiste en recobrar una función 

),( yxf dados sus momentos      
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donde ( ) ( )1,01,0 ×=I .  
 
Existe solución cuando ∑∑ >

i j
ijija 0µ   para todo polinomio ∑∑=

i j

ji
ij yxayxP ),(  tomando valo-

res no negativos para todo Iyx ∈),( ([2],cap. 1, teorema 1.1). 
 
Si consideramos soluciones para este problema que pertenecen a )(2 IL , un teorema de 
exactitud de la solución aproximada por el método de expansión truncada, asumiendo que 
los datos { }ijµ  de la ecuación (2) podrían contener algún error, sería el siguiente [1], [3]                          
   
2. TEOREMA DE EXACTITUD 

Teorema  Supongamos que la función ),( yxf  en )(2 IL  verifica para algún  N, ε  y E las 
condiciones  
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Entonces   
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),(),( ϕλ        siendo { }ijϕ  base ortonormal de polinomios de Le 
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),(),( ϕλ  sería la solución aproximada por el método de expansión truncada. 

 
 
3.   RESOLUCIÓN DEL PROBLEMA UTILIZANDO TRANSFORMADA DE LAPLACE 
 
Escribimos la ecuación diferencial (1) como   xt utGu )(−= . Asumimos que )(tG  tiene deriva-
da continua. 
 
Si aplicamos la transformada de Laplace con respecto a x: 
                                                      
                                               )()()( xxtx uLtGuL −=                   (3) 
donde   
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Considerando a ξ  fijo, escribimos 
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Tenemos entonces una ecuación diferencial ordinaria en la variable t de la forma 
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La solución general de esta ecuación diferencial es 
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Para determinar C planteamos  
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Luego de hallar ),( ξtU multiplicamos ambos miembros de  (4)  por ste− e integramos con 
respecto a t: 
 

                                     ),(),(),(
0 0

 

0

 ξξξ sUIdtetUdxdteextu sttsx == −
∞ ∞

−
∞

−∫ ∫∫       (5) 

 
Por lo tanto  ),( ξsUI es la transformada bidimensional de Laplace de ),( xtu . 
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Consideramos el cambio de variable tev −=   y  xew −= . Entonces la transformada (5) puede 
ser escrita  
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Para 1  ,1 +=+= nms ξ     la ecuación (6)  da 
 

                       ,....2,1,0,       )1,1(),(
1

0

1

0

==++=∫ ∫ nmnmUIdvdwwvfwv mn
nm µ      (7) 

 
Entonces (1) es equivalente a la inversión de la transformada de Laplace (5) ,  y la inversión 
de ésta es equivalente al problema de momentos de Hausdorff bidimensional (7). 
 
En el caso de ser )(),( 2 ILwvf ∈  se resuelve el problema con el método de la expansión trun-
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)()(),( wlvlwv nmmn =ϕ , )(vlm polinomio de Legendre  en ( )1,0  de grado m. 
Entonces ),(),( xt

NN eepxtq −−= aproxima la solución de (5), por lo tanto también aproxima la 
solución de (1). 
 
Aplicando el teorema de estabilidad se llega a  
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donde  2E  es una cota para  
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4.   EJEMPLO NUMÉRICO 
 
Partimos de la función  ( )123 2

),( xtcextF +−= , donde c es la constante de normalización, la cual 
satisface (1) con ttG 6)( = . De esta forma  consideramos las condiciones iniciales 
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Buscamos la solución ),( ξtU . Luego hallamos ),( ξsUI  según (5). 
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Tomamos 2,1,0, =nm  y aplicamos el algoritmo correspondiente al método de expansión trun-
cada. Se encuentra una aproximación ),( wvpN  para ),( wvf  en (6). 
 
En la figura 1 superponemos las gráficas de ),( wvpN  y ))ln(),ln(( wvF −− . 
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                                     Figura 1: función aproximada         y  función exacta 
                                                
 
 
Otra forma de escribir (1) como una ecuación integral sería la siguiente. 
Nuevamente  escribimos la ecuación diferencial (1) como   xt utGu )(−=  
Consideramos la función 
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Entonces  0)( =− τξτ xGRR . 
Y luego de algunos cálculos podemos escribir 
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Aplicamos la primera identidad de Green: 
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Desarrollando cada término, tomando límite para   ∞→M   y asumiendo que:   
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se llega a la igualdad 
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La expresión anterior es una ecuación integral de la forma 
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Si )(y      ),,(  , ),( xxKu ϕξτξτ  son funciones de cuadrado integrable, entonces una forma de 
resolver (8) consistiría en tomar una base  arbitraria )(xmψ  de ),0(2 ∞L  y resolver el problema 
de momentos generalizado 
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Se puede probar que resolver (9) es equivalente a resolver (10).  Se  encuentra una solución 
aproximada de (10) para Nm ,...,2,1=  bajo la suposición que las ),( ξτmb′  son linealmente 
independientes. 
 
 
CONCLUSIONES 
 
El método clásico de la Transformada de Laplace para resolver ecuaciones en derivadas 
parciales implica tener que hallar la correspondiente antitransformada. En este trabajo pro-
ponemos un método alternativo basado en técnicas de problema de momentos que permiten 
hallar, bajo ciertas condiciones, una aproximación de la solución que no requiere de la anti-
transformada y también una cota para el error. Un segundo camino que hemos explorado 
consiste, en vez de usar transformada de Laplace, en transformar la ecuación diferencial en 
una ecuación integral la cual puede intentar resolverse aplicando también técnicas de pro-
blema de momentos.  
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