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Resumen

Este trabajo se basa en un articulo de John Mallet-Paret y George
R. Sell y corresponde a la materia Trabajo de iniciacién a la investi-
gacioén.



1. Introduccion

Es muy conocido el Teorema de Poincaré-Bendixon para sistemas del tipo

z = f(z), (1.1)

donde z € R?, f : D — R?, D C R? esun dominio y tal que la solucién ¢(t, p),
#(0,p) = p, de (1.1) existe para —oo < t < oo. La solucién ¢(t,p) es la tinica
solucién a través de (0, p) y, por lo tanto, es continua para (t,p) € R3. Para
cada t fijo, recordamos que la funcién ¢(t,.) : R> — R? es un homeomorfismo.
Dicho teorema nos asegura que si 7+ es una semidrbita positiva acotada
y w(7*) no contiene puntos de equilibrio, entonces una de las siguientes
alternativas tiene lugar

(i) v+ = w(r)

)

(i) w(v*) = 7F — 4+

En cualquiera de los casos, el conjunto limite w es una 6rbita peridédica
y ademas en el caso (ii) éste es un ciclo limite. También es vilido el mismo
resultado para una semiérbita negativa.

Este teorema sugiere una forma de determinar la existencia de una érbita
periédica en el plano. Supongamos que encontramos un conjunto M cerra-
do y acotado en R? tal que no contiene puntos de equilibrio de (1.1) y es
positivamente invariante (esto es, toda solucién de (1.1) que empieza en M
permanece en M para t > 0). En tal caso aseguramos que M contiene a una
semidrbita positiva acotada y*. Més atin, dado que M es cerrado, el conjunto
limite w estd en M. Por lo tanto del Teorema de Poincaré-Bendixon queda
garantizada la existencia de una 6rbita periddica en M.

La demostracién de este teorema usa el hecho de que una curva de Jordan
J, es decir una curva cerrada y simple, separa a R? en dos regiones, una regién
interior y otra exterior a la curva, generalmente llamadas Jins y Jezt. Esto se
conoce como Teorema de la curva de Jordan, y no vale en RN para N > 2,
por lo tanto no hay una generalizacién del teorema de Poincaré-Bendixon
para sistemas de dimensién mayor con las mismas caracteristicas del sistema
(1.1). Un contraejemplo para el caso N = 3 es por ejemplo

=
p=m
p = p(sinf + 7 sin @).



con 6(0) = ¢(0) =0y p(0) = 1. Donde la solucién estd acotada en R3, pero
ésta no es periddica y tampoco tiende a una solucién periddica.

Este trabajo estd basado en un paper de John Mallet-Paret y George
Sell (ver [3]) en el cual se prueba el Teorema de Poincaré-Bendixon para
sistemas de ecuaciones diferenciales de retroalimentacién ciclica monétona
con retardo. Este también supone simplemente la acotacion de la solucion
z(t) para t — oo y obtiene un resultado andlogo al enunciado para (1.1). El
sistema que consideramos tiene la siguiente forma

i%(t) = fo(z°(t),z'(t))
i) = fiz'(), 2 (), (), sii=1,2,...,N—-1 (1.2
V() = fN@EV(t), 2V (2),2°(t - 1))

con las condiciones de monotonia

0f(n,6,€) >0, &———6f (.£,9) >0, paratodo (n,§,¢)€R3 (1.3)
on a¢
parai =0,1,...,N. Las cantidades ¢’ son todas £1, y han sido normalizadas
para que
i 1 siz _,é N,
‘5—{5* sii=N (14)

La cantidad 6* € {—1,1} estd fija e indica la naturaleza de la retroali-
mentacién, positiva o negativa.

También analizaremos sistemas llamados unidireccionales que tienen la
siguiente forma

() = f1(2* (), (- 4Y)), i=0,1,...,N, (1.5)

donde N > 0, los indices son tomados médulo N + 1 y 3 > 0, para cada i
y ademds f* posee la propiedad de monotonia

M #0, paratodo (£,¢) € R2 (1.6)

a¢

Observemos que el primer sistema es mds general que éste, pues permite una
doble interaccién de la variable ¢ con sus dos vecinas z**!.



En cuanto al sistema unidireccional tenemos que por medio de una trans-
formacién normalizadora obtenemos un sistema del mismo tipo pero con
B =0parai# Ny BN =1, con derivadas positivas en (1.6) para i # N.
El signo de la derivada %%N puede ser o bien positivo o bien negativo, en la
mayoria de los problemas de interés por sus aplicaciones es negativo.

Un caso especial de sistema unidireccional estd dado por la ecuacién de
orden N + 1 retardada

p(D)z(t) = f(z(t—1)), donde D=a;";,

yp(D) = (D —-£%(D—¢€')...(D—£€N) es un polinomio de grado N +1 con

todas sus raices reales, y donde f'(z) # 0 para todo z € R. Efectivamente,

llamando z°(t) = z(t) y z**(t) = z'(t) — €z*(t), para 0 < i < N — 1, se

obtiene un sistema unidireccional con todos los 3 = 0 excepto A = 1.
Una ecuacién de interés es la conocida Ecuacién de Mckey-Glass

£(t) = —pa(t) + pg(z(t — 1)),

donde g es monétona. Esta aparece en diversas dreas como por ejemplo fisi-
ologia, biologia y éptica. Los sistemas unidireccionales surgen en modelos de
sintesis enzimaticas y en la teoria de redes neuronales.

Una de las ecuaciones mds renombrada a la que se le aplica este resultado
es la Ecuacién de Wright

y(t) = —ay(t - 1)(1 +y(2)) ,

con a > 0, lo cual para y(t) > —1 es equivalente a

£(t) = f(z(t - 1)), f(z)=—a(e"-1)
por el cambio de variables e* = y + 1. Notemos ademds que esta ecuacién
entra dentro del caso unidireccional para N = 0.
2. Notacién y preliminares
El espacio de fase adecuado para el sistema (1.2) es el espacio de Ba-

nach C(K), donde K = [-1,0]U{1,2,...,N} y la norma de dicho espacio
estd dada por

Il = | (_sup_ 1@l o) 6@ ...

RN+1
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para cada ¢ € C(K). Este espacio es una ligera modificacién del espacio
C([-1,0],RN*!) encontrado en [1] y estd adaptado para nuestro sistema en
el cual el retardo aparece solamente en la iltima variable. Para facilitar la
notacion a partir de ahora escribiremos C en lugar de C(K).

Llamamos C*(K) al conjunto

C'=CY(K)={peC/ larestriccién ¢_10 es

continuamente diferenciable}

y definimos en él la norma

)
RN+1

lollowro = | ( _sup_(10(0) + (6N o). ... o))

donde (6) denota a la derivada %(0).

Decimos que z(.) es una solucién de (1.2) sobre un intervalo I = [0 —
1,0 + Al donde ¢ € Ry A > 0, cuando z° € C([o — 1,0 + A]), z(.) es
continuamente diferenciable sobre [0, 0 + A] y por supuesto z(.) satisface el
sistema (1.2) para t € 0,0 + A].

Sea z(.) una solucién de (1.2) sobre algin intervalo I = [0 — 1,0 + A],
donde 0 € Ry A > 0. Para cualquier t € [o,0 + A], definimos a z; € C por

_ [ 2(t+6) parafe[-1,0],
zt(ﬁ)—{ z0(t) gziaﬂe{l,Q,---aN}-

En varias oportunidades escribiremos por conveniencia de notaciéon
2N =20t - 1) ,

aunque observamos que N + 1 ¢ K, y que zV*!(.) no es ninguna de las
funciones coordenadas del sistema (1.2). Denotamos con z(0,¢) = z(¢) a la
solucién z(.) de (1.2), (1.3) que cumple x5 = z¢(¢) = @ y sea también T'(t)
la aplicacién de C en C! definida por T'(t)¢ = z;(¢). Observemos que para
una solucién z(.) sobre [t°,¢*) tenemos que z; € C! para todo ¢ € [t +1,t*).
En efecto, la funcién T'(t) para el tiempo ¢t > 1, es continua de C en C* (ver
[1]).

Pensemos en el sistema (1.2) como un sistema de la forma z(t) = f(z,),
donde f : C — RN*!. Decimos que un equilibrio para el sistema (1.2) es
una funcién & € C tal que f(k) = 0. Sea ademds E C C el conjunto formado
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por los equilibrios del sistema (1.2). Observamos que cada « € E es una
funcién constante sobre K.

Ahora definimos para cada ¢, con 0 < i < N, a la funcién proyeccién
planar 7' : C — R? por

T :{ (p(2),p(i +1)) para0<i< N-1,
v (QO(N)’QO(_I)) paraz': N .

Estas funciones tendran un rol destacado en el Teorema de Poincaré-Bendixon.

Un problema de valores iniciales para (1.2) se plantea agregando una
condicién z;,0 = ¢ para algiin ¥ € R y ¢ € C. Este problema tiene una
solucién tnica z(.) sobre un intervalo maximal a la derecha de ¢°, llamémoslo
(% ¢*). Llamaremos érbita hacia adelante de esta solucién en el espacio
de fase al conjunto

(2.1)

vHp)={z:/ tet®,t)}CC,
y definimos también
i) ={z;/ tet®+T,t"}CC

para algin 7" > 0. Si t* < oo, entonces ||z;|lc — oo cuando t — t*, y
de manera que si 7*(p) estd acotada entonces necesariamente t* = o0o; en

efecto, la clausura y+(y) es compacta. Ademds, cuando t* = oo, definimos
al conjunto limite omega w(p) C vt () como

w(ip)={Y€C/ existe t" — o0 tal que z; — t}.

Este conjunto limite omega satisface las propiedades standard. En parti-
cular, si 7*(¢y) estd acotado entonces w(yp) es no vacio, compacto, conexo
e invariante. Decimos que un subconjunto A C C es invariante, positiva
y negativamente, si T(t)A = A para cada t > 0, donde T(t) denota al
operador solucién en el tiempo t. Ademas, a través de cada 3 € w(yp) existe
una solucién bildtera u(.) en w(p), esto es, una solucién que cumple que
up =¥ y que u; € w(yp) para todo t € R

Anélogamente, si una solucién z(.), con z, = ¢, estd definida sobre un
intervalo maximal a la izquierda (¢*,t%], también podemos considerar a la
orbita hacia atras

v (p)={z:/ te,’}CC,
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y definimos también

1) ={z/ te,*-T)}CcC

para algin T > 0. Si ademas la solucién z(.) estd definida para t — —oo,
podemos definir al conjunto limite alfa, a(¢) C v (¢), como

a(p) ={YeC/ existe t"— —oco talque x;m — P}.

Podria pasar que dado un ¢ € C cualquiera, no exista una solucién hacia
atrds, sin embargo cuando ésta existe es tnica. Este hecho implica que si
A C C es un subconjunto compacto e invariante, entonces T'(t) genera un
flujo bildtero sobre A. Para probar la unicidad hacia atrés, suponer que z(.)
y u(.) son soluciones de (1.2) sobre un intervalo I, y que z;0 = w0 para algiin
t° € I. Veremos que z; = u; para todo t € I cont < t°, y por lo tanto
para todo ¢t € I. Para probar esto es suficiente mostrar que z, = u; para
todo t € [t° — 1,t°) N I. Llamemos J = [t® — 1,t°] N I, y supongamos que el
intervalo tiene longitud positiva, tenemos que z°(t) = u°(t) y por lo tanto
que 7°(t) = 4°(t) para todo t € J, pues T,0 = up. De la primer ecuacién
del sistema (1.2) y de la monotonfa estricta de f° en su segundo argumento,
tenemos que z'(t) = u!(t) para todo t € J. Continuando sucesivamente de
esta manera con las restantes ecuaciones del sistema (1.2) y con la monotonia
de las funciones f* en su iltimo argumento, tenemos que z*(t) = u*(t) para
todot € Jy para 0 < i < N + 1. Con esto llegamos a la conclusién deseada.

Observemos también que si A C C' es un conjunto invariante y acotado
con clausura compacta A, entonces A C C!. La clausura de A en la topologia
de C! es el mismo conjunto que la clausura de A en la topologia de C, y las
topologias inducidas sobre A de C y de C! son equivalentes. Esto se deduce
directamente de la definicién de las normas de C y de C! y de la continuidad
de la aplicacién T'(t).

Para finalizar enunciamos al teorema que, como dijimos en la intro-
duccidn, sera necesario para llegar a demostrar al resultado principal.

Teorema 2.1 (El teorema de la curva de Jordan). Sea J una curva
de Jordan en R%. Entonces J separa al plano, mds precisamente R* — J =
Jint U Jegt donde Jint Y Jezt SOn conjuntos abiertos disjuntos, Jin: (llamado
el interior de J) es acotado y Jezy (llamado el exterior de J) es no acotado.
Ademds ambos conjuntos son arcoconezos.



3. Enunciado de resultados

Consideramos un sistema del tipo (1.2), con las condiciones (1.3) y (1.4),
donde suponemos ademds que las f* son C* sobre R3, o sobre R? en el caso
de f°(cuando i = 0, la variable 7 est4 ausente, esto es, f° es funcién de £ y
¢ solamente).

El caso N = 0 da una ecuacién escalar que estd incluida en esta teoria.
En este caso se interpreta al sistema (1.2) como

% = fo(z°(t), 2%t - 1))
y las condiciones de monotonia en este caso son

0
5“%:5—’5—) >0, paratodo (£¢)€eR? & =6*€{-1,1}.

A lo largo del trabajo se necesita esta pequefia modificacién en la notacién
para el caso escalar, aunque en general no se lo mencionara.

Observar que en (1.3) solamente la segunda desigualdad necesita ser es-
tricta. En muchos sistemas de interés la primer variable 7 estd ausente en
cada una de las ecuaciones (no solamente para el caso ¢ = 0), dando origen
a los llamados sistemas unidireccionales

i) = fi(z'(t), =z (t)), 0<i<N-1,
M) = fNE(),2°t-1)). (3.1)

El siguiente resultado es el principal y podrd demostrarse al término de la
seccidn 6.

Teorema 3.1 (El Teorema de Poincaré-Bendixon). Considerar el sis-
tema (1.2), donde las funciones f* satisfacen (1.3). Sea z(t) una solucion
de (1.2) sobre algin intervalo [t° 00), y suponemos que z(t) estd acotada en
RV*! cuando t — oo. Sea w(z) C C(K) el conjunto limite omega de esta
solucion en el espacio de fase C(K). Entonces o

(a) w(z) es una sola drbita periddica no constante

o

(b) para cada solucion u(t) de (1.2) con u; € w(z)Vt € R, tenemos que
a(u) Uw(u) C E, donde a(u) y w(u) denotan los conjuntos limites o y w
respectivamente , de esta solucion y donde E C C(K) denota el conjunto de
puntos de equilibrio de (1.2).



En cualquier caso, cada funcion proyeccion planar
7w — T (w(z)) CR?,

para 0 < i< N, es 1 —1, y sumerge al conjunto compacto w(z) homeomdrfi-
camente en el plano.

Observemos que el caso (b) del teorema 3.1 cubre la situacién més simple
en la cual el conjunto limite omega w(z) es justamente un solo punto de
equilibrio, esto es, cuando z(t) se acerca a un solo equilibrio para ¢t — oo.

4. La Funcion de Lyapunov discreta

Las funciones de Lyapunov discretas

Vt,v=:C-{0} - {0,1,2,...,00},

estan asociadas con sistemas de retroalimentacion ciclicos signados. Estos
sistemas estan relacionados con los sistemas de retroalimentacion ciclica
mondtona (1.2), (1.3). Se entiende por un sistema de retroalimentacién ciclico
signado a un sistema no auténomo del tipo

y‘f(t) = g‘_’(t,y_"(t),y‘(t)),
7)) = ¢ty Ly @),y (), si i=1,2,...,N—-1, (4.1)
gv(t) = gV yVTI®), ¥V (1), 0t - 1),

en el cual las funciones g* satisfacen las condiciones de signo

>0 cuandon>0y (>0,

9'(t,n,0,0) { <0 cuandon<0yd(<0, (4.2)

para 0 < i < N y para cada t (con la variable 7 ausente en (4.2) cuando
i = 0, como antes). Las cantidades §* son como en (1.4) y suponemos que
las funciones g¢'(¢,7,&,¢) son continuas en t (sobre algin intervalo I), para
0 < i < N y ademés son C! en (1,£,¢) € R3. Las funciones V* que se
definirdn més abajo son funciones de Lyapunov para el sistema (4.1), (4.2),
donde + denota al signo de la constante de retroalimentacion ™.

Para relacionar a los sistemas (1.2) y (4.1) se escribe al sistema monétono
(1.2) como i(t) = f(z;) donde f : C — RN+, Sean z(.) y Z(.) dos soluciones
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cualesquiera de (1.2) sobre algiin intervalo I y considerar la diferencia y(t) =
z(t) — Z(t). Entonces

y(t) = f(z)— f(Z)
= fly+2) — f(Z:) = 9(t,0) ,

donde g : I x C — RN+ est4 definida por

9(t, ) = flo+ 1) — f(Z4) .

Esta funcién g depende de la funcién z(.) elegida. Verifiquemos que g tiene
la forma (4.1) y satisface las condiciones de signo (4.2), si f satisface las
condiciones de monotonia (1.3).

Se ve facilmente que cumple (4.1), pues

y(t) = (t) — z(t) = f(z) — £(2)
= f+2) - f(z)
= (tvyt)

Para ver que satisface (4.2), lo hacemos solamente para el caso en que
1 <1 < N —1 ya que los otros se analizan andlogamente. Observemos que

g't,1,0,0) = f'(n+ 2710, 2(0).¢+ 24 (0) - £E (), 2(0), 5 1)
= filn+ 27 (), 20, ¢+ 7)) - FED,20),.CHEV@) (43)
HFET, 20,0+ 2 ©) - FE0),20),27 ),

y como f* es no decreciente respecto a su primera variable tenemos que la
primera diferencia en (4.3) es > 0sin > 0y es < 0 si 7 < 0. De la misma
manera se tiene que la segunda diferencia en (4.3) es > 0si 6*( >0y es <0
si 6°¢C < 0. Por lo tanto de estas dos observaciones se tiene que

; >0 cuandon >0y §¢ >0,
g(t,n,O,C){<O cuandon <0y 6'( <0

como se queria probar.

También se puede hacer una versién infinitesimal de la construccién de ar-
riba. Si z(.) es una solucién de (1.2), entonces podemos considerar la ecuacién
variacional lineal
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y(t) = g(tayt)’ donde g(ta 90) = f!(It)‘P 3 (44)

y donde f'(1)), para cualquier ¥ € C, es la derivada de Fréchet de f : C —
RN+ en 1. Nuevamente, esta g tiene la forma (4.1) y satisface las condiciones
de signos (4.2), si f satisface las condiciones de monotonia (1.3). Es claro que
y(t) = Z(t) es una solucién particular de (4.4). Se ve que se cumple pues

y(t) = E(t) = f(ze) &
= flz) ue
= 9(t) -
Para ver (4.2), observemos que como

0f*(n,0,¢) 9f'(n,0,¢)
A

¢'t,n,0,¢) =

y sabemos que ﬂg,;_‘lﬁ > 0 entonces el primer término en el segundo miem-
bro cumple que es > 0sin > 0y es < 0sin < 0. Si se utiliza nuevamente
las condiciones de monotonia (1.3), se tiene que el segundo término cumple
que es > 0 si 6°¢ > 0y es < 0 si §°¢ < 0. Si unimos ambas observaciones se
obtiene la condicién (4.2).

Observemos también que y(t) = 0 es siempre una solucién de (4.1), (4.2),
y también que la unicidad hacia atrds vale para esta solucién. Esto es, si y(.)
es una solucién de (4.1), (4.2) sobre un intervalo I, y si y;0 = 0 para algiin
t® € I, entonces y, = 0 para todo t € I. La demostracién de este hecho
es similar a la demostracion de unicidad hacia atrds para (1.2) dada en la
seccién 2.

Entendemos por una solucién no trivial del sistema (4.1) una solucién
para la cual y; # 0.

Definimos ahora a las funciones V* que se mencionaron antes. Para esto
definimos primero al nimero de cambios de signo para cualquier ¢ € C — {0}
(al cual denotaremos sc(yp)), esto es

sc(p) = sup{k>1/36°<h' <...<6*concadaf' € Ky
0@ )p(0) <0 paral <i<k}, (4.5)

con la convencién que sc(p) = 0si p(f) > 00 ¢(f) <0 paratodof € Ky
ademds consideramos que sc(0) no estd definido. Observemos que sc(p) = co
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es posible en (4.5). Definimos ahora

E sc(p)  sisc(yp) es par o infinito,
Vi{e) = { sc(p) +1 si sc(yp) es impar, (G6)

. sc(p)  sisc(p) es impar o infinito,
Valp) = { sc(p) +1 si sc(yp) es par, &)

y donde
Vt:C-{0} -{0,2,4,...,00}, V~:C-{0}—{1,3,5,...,00}

Los siguientes dos resultados fueron probados en [4] y serdn de suma utilidad
de aqui en adelante.

Teorema 4.1. Sea y(.) una solucién no trivial del sistema de retroalimentacién
ciclico signado (4.1), (4.2), sobre un intervalo I, y sea + el signo de la cons-
tante de retroalimentacién §* para este sistema. Entonces V*(y,) es una fun-
cion no creciente de t, esto es,

VE(ya) > VE(yp) si t' <t® con tt2el.

Una consecuencia inmediata del teorema 4.1 y de lo discutido anterior-
mente es que si z(.) y Z(.) son dos soluciones diferentes de (1.2), (1.3), en-
tonces

V*(x, — z,) esno creciente en ¢,

y que si z(.) es una solucién no constante de (1.2), (1.3), entonces
V*(&,) es no creciente en t,

dado que en estos casos tanto z(.) — Z(.) como Z(.) son soluciones de (4.1),
(4.2).

Teorema 4.2. Sea y(.) una solucidn no trivial de (4.1), (4.2) sobre un in-
tervalo I. Se supone que para algint € I tambiént — 3 € I y que en este
tiempo t una de las siguientes alternativas tiene lugar:

(a) y'(t) =y (t) = 0 para algini con0<i< N ; o

(b) v (t) =0 y &'y~ (t)y*+!(t) > 0 para algini con1 <i< N

entonces o

Vi) < VE(y—s) o VEwy) =o00.
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Notemos la siguiente consecuencia de los teoremas 4.1, 4.2. Suponemos
que y(.) es una solucién no trivial de (4.1), (4.2) sobre algun intervalo infinito
[t% 00) y también que V*(y,) < co para t grande (este ocurre necesariamente
si V*(yp) < oo para la condicién inicial ). Entonces V*(y;) es constante y
finito para t grande ( por teorema 4.1 V*(y,) es no creciente y esta acotado
por V*(yx)), y por lo tanto ni (a) ni (b) del teorema 4.2 pueden tener lugar
para t grande.

La negacion de la condicién (a) es de particular interés para este trabajo
y podemos expresar a ésta como

Ty, #0 paratodotgrandey 0<i<N,
donde 7* es la funcién proyeccién planar (2.1). En el caso en que y(t) =
z(t) — Z(t) es la diferencia de dos soluciones de (1.2), (1.3), tenemos que
m'z, # %, paratodot grandey 0<i< N.
Suponemos que y(.) es una solucidn no trivial de (4.1), (4.2), sobre un inter-
valo I, que para algin t € I también tenemos que t — 4 € I y que ademds
VE () = V*(41-4) < 0.

Es claro entonces que para cualquier § € [—1,0] tenemos que t — 4 <
t+60—-3<t+60<t, porlotanto

Vi(ytw) = Vi(yt+0—3) <00 (4.8)

por teorema 4.1.
Observemos ahora que

(v°(t+0),9°(t +6)) # (0,0). (4.9)

Esto se debe a que si y°(t + 6) = 0, entonces como por (4.8) y por teorema
4.2 tenemos que (y°(t+6),y'(t+6)) # (0,0), obtendriamos que y*(t+6) # 0.
Luego se tiene

P>t +6) =gt +06,0,4'(t+6) #0 (4.10)

por las desigualdades estrictas en (4.2). Asi se obtiene (4.9). Es inmediato
que (4.9) nos dice que todos los ceros de y, € C! en el intervalo [-1,0] C K
son simples, esto es

7:(0) # 0 siempre que () =0 paraalgin 6 € [-1,0]. (4.11)
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Notemos que 6°4°(¢ + 8)y'(t + 6) > 0. Esto se debe a que las condiciones
de signo (4.2) para el caso N = 0 son

>0 cuando 8% (t +6) > 0,

i 1
g'(t+6,0,y (t+9){ <0 cuando 8%!(t +6) < 0,

(4.12)

de donde se desprende que g*(t + 6,0,y (t +0)) = §°(t +6) y 8% (¢ +6) > 0
tienen el mismo signo, y se obtiene lo que se afirmaba. Observemos también
que esto, para el caso en que 8 = 0, se puede expresar de la siguiente manera

6° 4:(0) 4:(1) > 0  siempre que 1,(0) =0, (4.13)

utilizando al elemento y; € C.
Definimos ahora un conjunto al que llamaremos S y que sera de mucha
utilidad para este trabajo. Sean

S = {p € C"/sip(i) = 0entonces §'p(i — 1)p(i + 1) < 0},
paral <i <N, (4.14)

con la convencién que (N + 1) = p(—1). Sean también

S® = {p € C"/sip(0) =0 entonces 5°5(0)p(1) > 0},
S7! = {p € C"/sip(-1) =0 entonces 6" p(N)p(~1) < 0} y (4.15)
S* = {p € C"/sip(d) =0 para algtin € [—1,0] entonces ¢(8) # 0}.

Definimos entonces al conjunto S por

8= [ﬁSi

i=—1

ns*.

Claramente .S es abierto en la topologia de C! y, adem4s, como se prueba
en el apéndice A, S es denso en C'. Notemos también que

To#0€R?*sip €S, para0 <i< N, (4.16)

donde 7 estd dado por (2.1). Esto se deduce directamente de la definicién
de los conjuntos S.
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Teorema 4.3. Sea y(.) una solucién no trivial de (4.1) , (4.2) sobre un
intervalo I. Se supone que para algint € I tambiént —4 € I y que ademds

VE(y) = VE(y_s) < 00. (4.17)

entonces y, € S y en particular
Ty 70 para0 <i < N. (4.18)

Demostracién : Observemos que V*(y) = V*(y,—3) < oo por utilizar
(4.17) y también (4.8) para el caso en que § = 0. De esta manera por teorema
4.2 se puede concluir inmediatamente que y; € S* para cadaicon1 <z < N.
Claramente (4.11) y (4.13) implican, respectivamente, que y;, € S* y que
Y € SO,

Lo tinico que resta ver para probar que y; € S es que y, € S~1. Supon-
gamos entonces que y(—1) = 0, esto es, y°(¢ — 1) = 0. De esta suposicién
y por cumplirse que y; € Sy, concluimos que y;(N) = y™(t) # 0. Como
también y, € S* entonces 3 (—1) = 7°(t — 1) # 0. Por lo tanto, si y, ¢ S~!
necesariamente

N yN(t) 9%t — 1) > 0. (4.19)

Supongamos que estamos en el caso (4.19). Observamos que por cumplirse
quey, € S'para0 <i< N—1yquey € S"y por el hecho que §* = 1 para
0<i1< N -1, tenemos que

$°()y'(t) >0 siy® =0,
vl )yt () <0 siy'(t) =0 paral<i<N-—-1y (4.20)
7°(t+0) #0 siy’(t +6) =0 para algin 6 € [-1,0].

De (4.20) , del hecho que y°(t — 1) = 0 y de la definicién (4.5) de la funcién
sc(.) tenemos que

sc(yi-e) = sc(y:) +1 para e > 0 pequeiio.

Ademds observamos que 6Vy" (¢)y°(t + 6) > 0 para todo 6 € [—1, 0] cercano
a —1. Esto se debe a que por (4.19) el signo de 6Vy,(N) es el mismo que el
de 9:(—1) y a que como y;(—1) = 0 entonces

si y:(—1) > 0 entonces y,(f) > 0 para § € [—1,0] y cercano a —1.
si y¢(—1) < 0 entonces y;() < 0 para 6 € [—1,0] y cercano a —1.
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Luego, el signo de g;(—1) es el mismo que el de y;(#) para 6§ € [-1,0] y
cercano a —1, obtenemos de esta manera lo que se afirmé recientemente.
Por la ltima observacion tenemos que

sc(y;) es par si 6" = 6" > 0y es impar si 6¥ = 6" < 0.

Esto simplemente se deduce de analizar las posibles dos alternativas:

Si 6V = 6* =1 entonces el signo de y;(N) es igual al signo de y;(f) para
aquellos 8 € [—1,0] cercanos a —1, con lo cual sc(y;) es par.

Si 6V = §* = —1 entonces el signo de y;(N) es distinto al signo de ,(6)
para aquellos 6 € [—1, 0] cercanos a —1, con lo cual sc(y;) es impar.

Ahora si utilizamos las definiciones (4.6) y (4.7) de V* y analizamos otra
vez los dos casos posibles tenemos que

VEW-o) = VE(w) +2,

para € pequeno. Para llegar a esto simplemente hacemos:

si 6% = §* = 1 entonces tenemos que sc(y;) es par y sc(y—) = sc(y;) + 1
es impar, entonces V*(y;—c) = sc(ye—e) + 1 =sc(y) +1+1=V+(y,) +2.

si ¥ = & = —1 entonces tenemos que sc(y;) es impar y sc(y_c) =
sc(y;)+1 es par, entonces V= (y—¢) = sc(ys—e)+1 = sc(yy)+1+1 = V= (y,) +2.

En cualquiera de los dos casos se cumple lo que afirmdbamos. Utilizando
la igualdad V*(y—) = V*(y:) + 2 obtenemos que V*(y,_4) > VE(y,—c) >
V*(y:), contradiciendo a (4.17). Esto prueba entonces que , € S~!, y por lo
tanto que y; € S como se afirmaba.

Por otra parte de y; € S y de (4.16) obtenemos la validez de (4.18) O.

Las funciones de Lyapunov V* son discontinuas en muchos puntos de
C — {0}, pues ésta toma valores enteros. Por otro lado, consideradas como
funciones sobre C! — {0}, el siguiente resultado muestra que son continuas
con respecto a la topologia sobre el conjunto S. Esto muestra que mientras
que y; € S la cantidad V*(y;) permanece constante.

Teorema 4.4. Las funciones V* son semicontinuas inferiormente sobre C —
{0}, esto es,

VE(p) < iminf V¥(p™) sip™ — p e C — {0}

Las funciones V* son finitas y continuas , por lo tanto son localmente cons-
tantes sobre el subconjunto denso abierto S C C! — {0} en la topologia C*;
esto es, si p € S, entonces existe € > 0 tal que
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VEE) = V() <o siflE-pllo <e. (421)

Demostracién : Ver apéndice A.

Es muy importante conocer cuando V*(y;) < oo y para esto enunciamos
a otro de los teoremas de [4].

Teorema 4.5. Sea y(.) una solucién de (4.1),(4.2) sobre un intervalo I =
(—o0,t*). Asumimos que y(t) estd acotada cuandot — —oo, digamos que
l¥*(t)| < R para algin R, para todo t suficientemente negativo y para cada s.
También suponemos que para alguna constante B:

gi(t, E-1gigit)
oI

<B

para |€£1,|€| < R y todo t suficientemente negativo, para cada j = i —
1,72,i+1 y 0 <14 < N (omitimos j = —1 cuando i =0). Entonces

V() <oco  paratodo tel.

Observemos que este teorema no implica que V*(y;) esté acotado cuando
t — oo. El siguiente resultado es consecuencia inmediata del teorema 4.5 y
de la relacién entre los sistemas (1.2),(4.1).

Corolario 4.6. Sean z(.) y Z(.) soluciones de (1.2),(1.3) sobre un intervalo
I = (—00,t*), y se supone que ambas z(t) y Z(t) son acotadas cuando t —
—00. Entonces para todo t € T

VE(z, —1,) < 00 siempre que I, £ I;, Y

VE(z,) < o0 siempre que I # 0.

Demostracién: Consideramos primero y(t) = z(t) — Z(¢), por la relacién
entre los sistemas (1.2) y (4.1), tenemos que y(t) es solucién de (4.1). Ademds
por ser tanto z(t) como Z(t) acotadas cuando t — —oo, existe R > 0 tal que
|z*(t)] < Ry |7*(t)] < R para todo i tal que 0 < ¢ < N y para todo t
suficientemente negativo. Entonces tenemos que y(t) también es acotada y
la cota correspondiente es 2R .
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Ahora por la definicién de g tenemos que

agz'(t, 61‘—1, £i, €i+1) B 8fi(§i_l 4 .’fi_l(t), gi 4 .’Z‘i(t), £i+1 e ﬂ_li+1 (t))
o€i - 0&I ’

y ademds si [, |€*| < 2R obtenemos que

|E + 2 (2)), 1€ + £(2)] < 3R.

Debido a que f* es C! para todo i = 0,1,..., N tenemos que existe B > 0

tal que Im%ﬂ < B para tales i y para j = ¢ —1,¢,i+ 1 (donde para

el caso 2 = 0, j toma solamente los valores 7,7 + 1) cuando |£%*!], |€!| < 3R.
Luego tenemos que

‘ 9g'(t, &1, &, &)
o0&’

<B  para [¢*]|€| < 2R,

i=0,1,...,.N yj=i-1di+1

Ahora podemos aplicar al teorema 4.5 y obtenemos que V*(y;) < oo para
todo € I, es decir V*(z; — ;) < oo para todo t € I siempre que T; = Z;.
Para ver que es vélida la misma conclusién para z; se procede analogamen-
p 1 i— igisl
te usando que f es C! para garantizar la cota de |2*(t)| y de Q“’—“—‘E—aé;‘f'—“l

)

luego se utiliza otra vez el teorema 4.5.0

Observacion: Mencionemos ahora una consecuencia de los resultados vistos
hasta ahora. Supongamos que z(.) es una solucién periédica y no constante
de (1.2), (1.3), llamemos T a su periodo minimo, esto es

Ty =T, sii t = s(mddulo T).

Tomamos cualquier ¢ € (0,T), sea Z(t) = z(t +¢), y sea y(t) = z(t) — Z(¢).
Entonces y(.) es una solucién T-periddica y no nula de un sistema de retroa-
limentacién ciclica signado (4.1), (4.2). Veamos que por teorema 4.1 tenemos
que V*(y,) es constante en ¢ € R, para esto consideramos el intervalo [t!, ! +
T] y sea t* un punto de dicho intervalo, entonces

Vi(ytl) 2> Vi(y:?) 2> Vi(ytlﬂ") = Vi(?,’tl)s

con lo cual VE(y;2) = V*(yn) para todo t? € [t},t! + T}, esto es, V*(y,) es
constante en un periodo completo y por lo tanto en todo R.
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El corolario 4.6 implica que el valor de V*(y;) es finito, y entonces (4.18)
de teorema 4.3 implica que 7'y, # 0 para todot € Ry 0 < i < N, entonces

Ty = (% (1), % (i + 1)

(z¢(7) — Zo(2), ze(+ 1) — Zo(i + 1)
(z:(3), z:( + 1)

(z'(8),z**(2)

Dado que c € (0,T) es arbitrario, concluimos inmediatamente de (4.22)
que para cada 1 la funcién

1(2), Ze(i + 1))

) # 0
) # 0
) # (@
) # ((t+c),z"* (¢ +c)). (4.22)

t € R — (z'(t), z**(t)) € R? (4.23)

es T-periédica y 1 — 1 sobre [0,T), y por lo tanto que (4.23) describe una
curva de Jordan en el plano (esto es, una curva regular, cerrada y simple).
Es decir que cada funcién

7 1 y(p) € C — 7' (y(p)) C R?

manda la érbita periddica (i) (acd ¢ = z, es la condicién inicial ) home-
omorficamente sobre su imagen 7*(y(yp)) en el plano.

Notemos ademds que V*(i;) es finito y constante, y asi que z, € Sy por
lo tanto

iy = (2°(t), 27 (t)) # (0,0)

para todo t € R (para verificar que es asi se usan los mismos argumentos de
recién). Luego, cada una de las curvas (4.23) es una inmersién de la circuns-
ferencia S? en el plano.

5. Resultados preliminares

En esta seccién nos acercaremos bastante a la demostracién del teorema
3.1, el teorema de Poincaré-Bendixon.

En toda esta seccién, z(t) denota una solucién fija de (1.2),(1.3) sobre
el intervalo [0, 00). Suponemos que z(t) estd acotada cuando ¢ — oo, como
en el enunciado del teorema, y de manera que existe un conjunto limite
omega no vacio w(zp) C C para esta solucién (usualmente, zo € C denota
la condicién inicial de la solucién z(.)). Recordamos que el conjunto w(zg)
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es no vacio, compacto, conexo e invariante, y que el operador solucién de
(1.2) restringido a w(zp) provee un flujo bildtero. De este modo, si ¢ € w(zo)
entonces existe una solucién tnica u(t) de (1.2), con up = ¢ y u; € w(zo)
para todo ¢t € R. Nos referiremos a ésta como la solucién a través de ¢.
Dado que estamos considerando a un sistema especifico (1.2), (1.3), con un
pardmetro de retroalimentacion determinado 6* € {—1, 1}, denotaremos a la
funcién de Lyapunov V*, donde + denota el signo de 6*, simplemente como
V.

La idea basica acd es mostrar que varios subconjuntos de w(zy) (o mds
generalmente subconjuntos de v+ (zy)) son mandados homeomoérficamente
sobre el plano por las funciones 7*. Aplicaremos adecuadamente a los flujos
inducidos sobre estas imagenes versiones adaptadas del argumento familiar
del teorema de Poincaré-Bendixon. La ltima meta serd mostrar que todo
w(zp) es mandado homeomoérficamente sobre el plano, aunque para esto se
necesitaran una larga serie de lemas.

El siguiente lema muestra que las clausuras de las 6rbitas individuales

v(p), para ¢ € w(zy), son mandadas homeomérficamente sobre el plano.

Lema 5.1. Sea ¢ € w(zg). Entonces eriste un entero v tal que

si p,nen(p) y v#n entonces Viw—-n=v y v—-neSs.

En particular, cada funcién m = m*, donde 0 < i < N, envia a y(p) home-

omdrficamente sobre su imagen 7(y(p)) en el plano.

Demostracion: Ver apéndice B.

Que cada drbita clausurada (), para ¢ € w(zy), es enviada homeomérfi-
camente en el plano, no implica directamente que lo mismo sea verdadero
para el conjunto total w(zy). Se necesitan mds resultados antes de poder
hacer esta conclusion; el préximo lema es un paso en esa direccidn.

Lema 5.2. Sea ¢ € w(zy), tal que a(p) Nw(p) = O. Entonces existe T > 0
y un entero v tal que

si YeEY(p) y neENF(T0), y W#n se satisface que
Vig-m=v 'y ¢-neSs.

En particular, 1) # m'n para tales ¢ ym, y para cada i con 0 <i < N.
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Demostracion: Ver apéndice B.

Los préximos dos resultados tratan sobre érbitas periddicas y equilibrios.

Lema 5.3. Sean u(.) yv(.) dos soluciones periédicas distintas de (1.2), (1.3)
(esto es, v(up) Ny(vg) = 0)). Entonces existe un entero v tal que

st p€v(uw) y Y €(vo) entonces Vip—t)=v y ¢—9eS. (51)

Cada proyeccion planar m = 7', para1 < i < N, es 1 — 1 sobre las Jrbitas
Y(uo) y Y(vo), y sus imdgenes w(y(uo)) y m(y(vo)) son curvas de Jordan
disjuntas en R2.

Si alguna de las dos u(.) o v(.) es un equilibrio y la otra una solucidén

periddica, o si ambas son equilibrios, entonces valen resultados andlogos, in-
cluyendo (5.1).

Demostracién: Consideremos el caso en que ambas soluciones u(.) y v(.)
son periddicas (la demostracién para los otros casos es muy similar).

En el final de la seccién 4 se demostré que 7 envia a y(up) y a Y(vp)
homeomdrficamente sobre sus rangos en el plano. Entonces es suficiente para
probar el lema verificar que se cumple (5.1). Que las imdgenes m(y(ug)) y
m(7y(vp)) sean disjuntas se sigue directamente del hecho que como p—1 € S,
por lo tanto mp # w1y por (4.16), con ¢ y ¥ como en (5.1).

Considerar la funcién W : R? — {0,1,2,...00} dada por W(¢t,s) =
V(us — v,), la cual tiene periodos T! y T2, en las variables ¢ y s respec-
tivamente, donde T" y T2 son los periodos de las soluciones u(.) y v(.).
Consideramos a W como funcién sobre el toro S! x S!, donde tomamos t y
s médulo T? y T2. En particular, nos interesa el conjunto

[ ={(ts) €S xS /u—v, €8S}

El conjunto T es abierto pues si tomamos un (¢, s°) € T entonces (°,s°) €
S! x 8!y, ademss, up0 —vp0 € S. Como S es abierto, entonces existe un € > 0
tal quesiop € C'y || (upp—vp)— @ ||cr < € se tiene € S. Sabemos que existe
un §' > 0 tal que si |t — %] < 4" entonces || u; — up ||c1 < €/2 y que también
existe un 6 > 0 tal que si |s — s°| < 82 entonces || vs — vy ||c1 < €/2. Si ahora
llamamos § = min{4?, %} y consideramos al conjunto de los (¢,s) € S* x S
tales que |t —t°| <8 y |s — s°| < § tenemos que

|| (e — vs) — (w0 — ve0) llor < || we — wpo ller + || ve — v lor < €/2+¢€/2=¢
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entonces u; — v; € S, obteniendo asi que I es abierto.

Observemos que, por el teorema 4.4, tenemos que W es constante y finita
sobre cada componente conexa de I'. Obtenemos que W(t, s) < co para todo
t, s, por el corolario 4.6. Ademads, por el teorema 4.1, W(t, t+c) es una funcién
no creciente de t para cada c € R fijo, asi en particular

th’m W(t, t+c) =v(c)

para algun entero v(c). Por lo tanto, el teorema 4.3 implica que para cada
c € R, tenemos que (¢,t + ¢) € I' para t grande. Esto es porque por el
corolario 4.6 se cumple que W(¢,t + ¢) < oo para todo t € R y, entonces,
para t grande tenemos que W(t,t + c) es constante, resultando u; — v,4c € S,
es decir, (t,t+ ¢) € I, para t grande.

Con c fijo pero arbitrario, sea t = t° elegido para que W(t°,°+c) = v(c),
y (t%,t°+c) € T. Entonces existe una sucesién t" — —oo tal que (#*,t"+c) —
(t9,t° + c) sobre el Toro S! x S!, y para cada n grande tenemos también que
W(t",t" + ¢) = v(c) por el teorema 4.4. Por lo tanto,

Jim W(t,t+c) = v(c)

que, junto al otro limite probado y a que W(¢,¢ + ¢) es no creciente, implica
que W(t,t + ¢) = v(c) para todo t € R. Como W(t,t + ¢) es constante y
finito, se tiene que u; — v;,. € S para todo t € R por el teorema 4.3, es decir
que (t,t +¢) € T para todo t € R y, por lo tanto, que ' = S! x S1. De esto
vemos que v(c) es independiente de c concluyendo la prueba de (5.1).0

Lema 5.4. FEziste un entero v tal que

st p€w(zg) y k€EE N w(zg), ¥y +#kK entonces
Vie—k)=v y p—kE€S, (5.2)

donde E C C denota al conjunto de puntos de equilibrio de (1.2).
Demostracion: Fijamos algiin equilibrio k € E' N w(zy), y definir v(k) por
v(Kk) = tll'm V(z: — k).

La existencia de este limite estd garantizada por ser V no creciente (por
teorema 4.1) y finita (por corolario 4.6).
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Sea ¢ € w(zg) con ¢ # k. Entonces existe una sucesién ("), tal que
t" — 0o y z;» — ¢ cuando n — o0. Por ser ¢ # k existe ng tal que para
n > ng tenemos que zy» # k. Ahora por la semicontinuidad inferior de V'
obtenemos
Vip—k) < Iiﬂg}fV(xtn — k) = v(k).

Si, ademas, ¢ — k € S entonces existe n; > ng tal que si n > n; entonces
T, — Kk € S (por ser S abierto). Como V es continua sobre S tenemos que

V(p — k) = lim V(zim — k) = v(k).

Ahora fijamos algiin ¢ € w(zo), con ¢ # k, y sea u(.) la solucion a través
de . Observemos que, por ser w(z,) invariante, u; € w(zo) para todo t € R
¥, ademds, u;, # k para todo t € R. Luego, tenemos que V(u; — k) < v(k)
para todo t € R. Como u; € w(zy) para todo t real y w(zy) es compacto
entonces u(.) es acotada. Por otro lado, como x es un equilibrio entonces
también es acotado. Luego, por el corolario 4.6 tenemos que V(u; — k) < 0o
para todo t € R. Como V(u; — k) estd acotada y es no creciente entonces
V(w — k) es constante para t grande. Por lo tanto, u; — k € S (por teorema
4.3) y, de esta manera, V' (u; — k) = v(k), para t grande. Se sigue del teorema
4.1 que V(u; — k) > v(k) para todo t € R y asi de esta desigualdad y la
obtenida anteriormente concluimos que V(u, — k) = v(k) < oo para todo
t € R. Ahora, por el teorema 4.3 tenemos que u; — k € S para todo t € R.
Entonces si consideramos en particular ¢ = 0 tenemos que V(ug — k) = v(k)
y up — k € S, es decir,

Vie—k)=v(k) y p—K€S.

Para completar la demostracién del lema, debemos mostrar que el entero
v(k) es independiente de la eleccion del punto de equilibrio. Suponer que
k!',k? € E N w(zo) son puntos de equilibrio distintos. Entonces:

- si k! toma el rol de ¢ en (5.2) tenemos que V(k! — k%) = v(k?),

- si k? toma el rol de ¢ en (5.2) tenemos que V (k% — k') = v(k!),

y debido a que V (k! — k?) = V(k? — k!) obtenemos

v(k') = V(K2 — k') = V(k' - £?) = v(s?),
como deseibamos.O

En los argumentos siguientes trataremos de imitar la conocida demos-
traciéon del teorema de Poincaré-Bendixon, adaptando ésta a la presente
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situacién. Si bien la propuesta general es familiar, deben tenerse algunos
cuidados, por esto es que hacemos algunas observaciones previas. Desde aho-
ra en adelante conservaremos al indice 7 en m = 7' fijo, pero arbitrariamente,
con0<i< N.

Supongamos que A C C es un conjunto invariante y compacto (uno
estd pensando especificamente en A = (), para ¢ € w(zp)). Supongamos
también que para algin entero v tenemos que

Si y,n€A y ¥#n entonces V(¢ —n)=v y v—-n€S. (56.3)

Observemos que para el caso en que A = () tenemos que por el lema 5.1
se cumple (5.3).

Entonces 71 # 7 para cualquier 1,7, donde 7 = 7* es alguno de los
mapas (2.1), por lo tanto,

m:A—m(A) CR? (5.4)

es un homeomorfismo. Para poder justificar esto solamente hay que analizar
la continuidad de =, pues es claro que 7 es biyectiva y al ser A compacto
no hace falta analizar la continuidad de #~!. La continuidad de 7 es trivial,
pues dado ¢ € A y € > 0 basta con tomar § = € para obtener que

i lp—wll<é entonces [In(e) — (@)l < e,

es decir, ya se prob6 que (5.4) es un homeomorfismo.

Dado que el sistema (1.2) genera un flujo bildtero sobre A, inmediata-
mente obtenemos un flujo continuo inducido sobre la imagen compacta via
7, m(A). Deseamos construir un campo vectorial continuo

F:m(A) CR? - R? (5.5)

esto es, una ecuacion diferencial ordinaria sobre 7(A), la cual satisface este
flujo.

Tomamos algin 9 € A y sea v(.) = v(., %) la solucién a través de 1, esto
es, vp = vo(®) = ¥ y vy = n(¥) € A. Podemos derivar con respecto a t para
obtener ¥;(1) € C, y observamos que ésta depende continuamente de t € R
y ¥ € A. En efecto, esta es una consecuencia sencilla del hecho que tenemos
un flujo bildtero sobre A y de que la funcién T : C — C* es continua. Por lo
tanto, tenemos que si ¢ estd definida por

d:A-C y  O) =),
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entonces ¢ es continua (lo cual se deduce de lo observado més arriba donde
dijimos que (1) depende continuamente de ¢ y de 1) y cumple

U = D(vy). (5.6)

Para justificar (5.6), sea v; € A y consideramos w;(.,v;) = w,(.) la solucién
a través de v, esto es, wy = wo(v:) = v; y wy, = w,s(v;) € A. Claramente
Ws = V4, POr la unicidad de solucién del sistema (1.2),(1.3). Ahora por la
definicién de & tenemos que

@(’Ut) = 'u')o(vt) = ’lj)() = ’i)h

entonces ®(v;) = v; como queriamos ver.
Por el homeomorfismo (5.4), existe una tnica funcién continua F como
en (5.5), para la cual

m ®(¢y) = F(ry) paratodo ¢YeEA (5.7)
Esto es, porque basta con definir a F por
F=modo (ma)™!

ya que F' resulta ser continua por ser composicion de funciones continuas y
ademads si ¢ € A tenemos que

F(myp) = 7ro<I>o(7r[A)_1(7r1/))
= mod(y) =7(2(v))

es decir, que F satisface (5.7). Para verificar la unicidad suponemos que
existe G : m(A) € R? — R? una funcién continua tal que 7®(y)) = G(m)
para todo ¢ € A. Entonces tenemos que para todo ¥ € A se cumple que
m®(Y) = F(my) y n®(y) = G(my), estoes F = G.

Se sigue de lo anterior que para cualquier solucién v(.) con v; € A, la
imagen £(t) = m(v;) en R? satisface la ecuacién diferencial ordinaria

£(t) = F(£(t)) (58)

en el subconjunto compacto del plano 7(A). Para justificar (5.8) simplemente
hacemos

£(t) = moy = 7®(w) = F(mv;) = F(E(2)),
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donde las igualdades anteriores quedan justificadas por (5.6), (5.7) y la defini-
cién de &(.).

Observemos que, de la continuidad del campo vectorial F' no podemos
deducir que el problema de valores iniciales de ecuacién (5.8) tenga solucién
unica. Debido a esto, utilizaremos la solucién determinada candénicamente.
Dado cualquier £° € m(A), existe un tnico ¥ € A con 7 = £° y una
tinica solucién v(.) de (1.2) en A con vy = 9. Como ya hemos observado,
£(t) = mv, satisface la ecuacién (5.8) con £(0) = £°. Por lo tanto, atin cuando
las soluciones de (5.8) pueden no ser tinicas, a través de cada £° € A hay una
solucién determinada canénicamente £(.) obtenida del flujo sobre A.

En la seccién 6 emplearemos algunas técnicas de la demostracién del
Teorema de Poincaré-Bendixon cldsico. En particular, usaremos el concep-
to de transversal. Recordemos que si £° € 7(A) es tal que F(£°) # 0, una
transversal L es un segmento de recta abierto y contenido en R? suficien-
temente pequerio, con £° € L, tal que el vector F(£) # 0 no es paralelo a L

y existe un vector no nulo ¢ € R? ortogonal a L tal que el producto interno
satisface

(g, F(£)) > 0, paracada £ € LNm(A). (5.9)

Si €% € m(A) es tal que F(£°) # 0, entonces la continuidad de F' sobre el
compacto m(A) asegura que existe una transversal L al campo vectorial en
£°, y una primer funcién de retorno R asociada a L. Recordemos también
que la primer funcion de retorno

R:UCLnw(A)— Lnm(A), (5.10)

esta definida y es continua sobre el abierto relativo U de puntos de L N
m(A) cuyas trayectorias retornan a L en tiempo futuro. Para esta definicién
de R, tomamos solamente la solucién determinada candénicamente definida
anteriormente, la solucidon obtenida del flujo sobre A.

El siguiente resultado nos permite usar a la Funcién de Retorno R co-
mo si ésta hubiese surgido de un campo vectorial planar. En particular, este
resultado muestra que R es mondtona y también, que bajo condiciones ade-
cuadas, la imagen planar de alguna 6rbita cercana a A cruza a L en la misma
direccion.

Lema 5.5. Sea A C C un conjunto compacto e invariante, 7 = 7 alguno
de los mapas (2.1), y F : w(A) — R? el campo vectorial dado por (5.6),(5.7),
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como se describié anteriormente. Sea £° € w(A) tal que F(£°) # 0, sea L
una tranversal a través de £°, y sea R como en (5.10) la primer funcidn de
retorno asociada. Entonces R es estrictamente mondtona, esto es

si <€ con €, €U entonces R(£°) < R(E),

y donde < denota a uno de los dos ordenes naturales sobre L.

Se supone ademds que A = () para algin ¢ € w(xy) para el cual
a(p) Nw(p) = 0. Entonces existe T > 0 y € > 0 tales que

si mr,€L, t>T, vy |nz,—€°| <e entonces {q,mi;) >0, (5.11)

con q como en (5.9). Esto es, la imagen 7z, de la trayectoria t — z; bajo
cruza a la tranversal L en la misma direccion que el campo vectorial F', por
lo menos cerca a £° y para t grande.

Demostracion: La demostracion de la monotonia estricta de R depende del
teorema de la curva de Jordan. Con £° < £° como planteamos, consideramos
a las correspondientes soluciones (determinadas canénicamente) £(.) y £(.)
de (5.8) a través de esos puntos. Sean T'y T los primeros tiempos de retorno
de esas soluciones, para que £(T) = R(€°) y £(T) = R(£°), y consideramos
la curva de Jordan J formada por el arco t — £(t) para t € [0,T] y por el
segmento de recta [£°, R(€°)] C L. Tenemos que £(t) ¢ J para todo ¢ en el
intervalo abierto (0, T), y asi que para € > 0 pequefio los dos puntos £(e) y
£(T — €) pertenecen a la misma componente conexa de R? — J, o al interior
Jint, 0 al exterior J.z;.

Por otro lado, vemos facilmente que si R(€°) > R(£°) entonces £(e) y
&(T — €) necesariamente pertenecen a diferentes componentes conexas de
R2— J (ver Figura 1). Esto es una contradiccién y concluimos de esta manera
que R(£%) < R(£°), como afirmabamos.

Para probar la segunda parte del lema, sea A = m para algin ¢ €
w(zo) y para el cual a(p) Nw(p) = O, y suponemos que (5.11) falla para
T arbitrariamente grande y € arbitrariamente pequeno. Entonces existe una
sucesién " — oo tal que w1z, € L con mxm — £°, pero con

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

T — 1 € w(zg), (56.13)
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Figura 1: Orden en L.

ya que como w(zp) es compacto entonces hay una subsucesién de (), que
converge a un 17 € w(xg). Por comodidad denotamos a dicha subsucesién
igual que la sucesién. Sea 1 € m tal que 7Y = £°, y sea v(.) la solucién a
través de 1, entonces

(Q17ri70) = <Q17rq)¢)
= (g, F(mp)) = (g, F(£")) > 0,

es decir que hemos obtenido que

(g, 77) > 0. (5.14)
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Ademis por la continuidad de 7 tenemos que 79 = lim 7z = £° y como
n—oo

también 7y = £° entonces por el lema 5.2 tenemos que 7 = 7. Debido a que
mLm — 0 = ), es decir mT;m — Ty, se tiene que mIm — TV Entonces,
por (5.12) y por la continuidad del producto interno, tenemos

(g, o) = lim (g, Tém) <0,
contradiciendo (5.14).0

El siguiente resultado esta relacionado con la posible no unicidad de la
ecuacién diferencial ordinaria (5.8). En éste se prueba que si £(.) es una
solucién no constante (o equivalentemente que v(.) es no constante, donde

£(t) = mv,), entonces F(£(t)) # 0.

Lema 5.6. Suponemos que A C C es un conjunto compacto e invariante
para (1.2),(1.3), y suponemos que (5.3) vale para algin entero v. Entonces
si v(.) es una solucidn en A y no es un punto de equilibrio, tenemos que

w0y #0, por lo tanto  F(£(t)) #0,
donde £(t) = mvy y F es como en (5.6),(5.7).

Demostracién: Para cada t € R tenemos que, por (5.3),
V(e (Vr4e — ) = V(0rpe —v) = v

para todo € > 0 pequerno, y por lo tanto por la semicontinuidad de V' tenemos
V(%) < vy ademaés valiendo la igualdad cuando v; € S(por el teorema 4.4).
Como en la demostracién del lema 5.1, tenemos que ¥, € S para todo |t|
grande, y por lo tanto que V(%) = vy 7, € S para todo ¢t € R (usamos el
hecho que 9(.) satisface la ecuacién variacional lineal, la cual es un sistema de
retroalimentacién ciclico signado). Entonces por (4.16), el hecho que v; € S
implica que 79, # 0, como queriamos ver.O

6. La demostracion del Teorema de Poincaré-
Bendixon
Vamos a usar los resultados de la secciéon 5 y argumentos planares del

estilo de los del cldsico Teorema de Poincaré-Bendixon para probar el teorema
3.1.
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Lema 6.1. Sea ¢ € w(zg), y sea u(.) la solucién a través de p. Supongamos
que u(.) no es periddica. Entonces o a(p) Uw(p) C E 0 a(p) Nw(p) = 0.

Demostracién: Sea u(.) como en el enunciado del lema, y suponemos adem3s
que a(y) o w(yp) contiene a un punto que no es un equilibrio, digamos que
existe ¥ € w(yp) el cual no es un equilibrio. Llamamos v(.) a la solucién a
través de 1, debemos probar que a(p) Nw(p) = 0.

Debido al lema 5.1, podemos construir un campo vectorial continuo (5.5)
sobre el conjunto mA, donde A = y(p) y # = 7* es alguna de las funciones
proyeccién planar (no importa cual de ellas). El flujo sobre A de nuestro
sistema (1.2) es mandado homeomoérficamente por 7 en el correspondiente
flujo sobre m(A), y satisface la ecuacion diferencial ordinaria (5.8) como de-
scribimos en la seccién previa.

Sea £° = 1, como 1) no es un equilibrio entonces por el lema 5.6 se
cumple que 7, # 0, entonces

F(&(t)) = F(mv,) = n(dv) =70, #0

¥, luego obtenemos en particular para el caso t = 0 que F(£(0)) = F(£°) # 0.
Podemos, pues, construir una transversal L al campo vectorial F en £°, con
una funcién de retorno asociada, como en (5.10), definida y estrictamente
mondétona sobre U C LN w(A) (por el lema 5.1).

Ahora sea ((t) = mu;. Como ¥ € w(p) = w(ug), entonces existe una
sucesién t* — oo cuando n — o0, tal que u» — 1. Como 7 es continua
entonces m(u;m) — i, esto es, ((t7) — £°, es decir que £° = 7y pertenece
al conjunto limite omega de la érbita ¢(.).

Necesariamente ((t) € L para infinitos ¢t cuando ¢ — oo; en efecto, existe
t" — oo tal que (" € L y R(¢") = ¢(**!, donde denotamos (™ = ((¢"). Para
justificar esto, primero vemos que dado un € > 0 existe un § > 0 tal que
toda trayectoria que pase a través de la bola B;(£°) en ¢t = 0 debe cruzar
a L en algin tiempo t € (—¢,¢€). Supongamos que L es un segmento de la
recta g(z) = aTz — ¢ = 0 y sea 7(t, z) la solucién de (5.8) que comienza en
n(0,z) = z. Definimos G(t,z) = g(n(t,z)) = a’n(t, z) — c. La trayectoria de
n(t, z) cruza a L si G(t,z) = 0 para algiin tiempo t'. Sabemos que G(0, &%) =
9(n(0,€°)) = 0 y, ademis, que

9G(0,¢°)

5 - a"F(n(0,€%)) = a"F(£%) #0.

Por el teorema de la funcién implicita, existe una funcién diferenciable
con continuidad ['(z) : W — R definida sobre un entorno W de £° tal que
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I'(¢% = 0 y G(I'(z),z) = 0. Ahora, por la continuidad de I'(z), dado un
€ > 0 existe un § > 0 tal que si |jz — £%)| < 4 entonces |['(x)| < €. Luego, si
T € Bs(£°), la trayectoria que comienza en z cruza a L en ['(z) € (—¢,¢).

Figura 2: Curva de Jordan J™.

Ahora vemos que si la trayectoria esta acotada (como es en nuestro caso),
entonces eligiendo a e suficientemente pequefio, el punto donde la trayectoria
cruza a L puede hacerse arbitrariamente préximo a £°. Observemos que
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[In(T =&

In(P(z),z) —z +z - €|

< In(C(=z),z) = (0, z)|| + ||lz — €

S sup IF(n(t, 2)IIIT(z) — 0] + |lz - €°||.
Podemos elegir § > 0 menor que e. Ademas sabemos que F es continua y
n(t, z) estd acotada, entonces existe k > 0 tal que ||F(n(t,z))|| < k. Luego,

(In(C(z),z) —€°|| <ke+e¢—0 cuando €— 0.

Entonces el punto donde se cruza a L puede hacerse arbitrariamente préximo
a £°. Como £° pertenece al conjunto limite omega de ¢(.) entonces ((t) entra
en la bola Bs(£°) infinitas veces y entonces ésta cruza a L infinitas veces. Sea
¢™ la sucesion de puntos que cruzan a L ordenados segin el indice creciente
de t, esto es, (" = ((t") donde t™ < t"*! para todo n y R((") = ("*1.

Por suponer que la solucién u(.) no es periédica y, por lo tanto, ¢(.) tam-
poco, se sigue que (™ # ("*! y entonces necesariamente (" es una sucesién
estrictamente monGtona (por el lema 5.1). Ademds, por lo observado anteri-
ormente, debemos tener (" — £°.

Para cualquier m considerar la curva de Jordan J™ compuesta del arco
t — ((t) parat € [t™,t™*!] (recordar que la funcién t — {(t) es 1 — 1 sobre
R), junto con el segmento de recta [¢(™,{™*!] C L como se ve en la Figura 2.
Ademas, el punto ((t), para t en los intervalos (—o0,t™) y (t™*!, 00), esté en
diferentes componentes conexas (el interior J7, y el exterior J7, o viceversa)
de R? — J™.

Supongamos que ((t) € J7, parat < t™, y que ((t) € J7, para t > t™t1,
Entonces tenemos que

rla@) SR,y w(w(p) I

Tomamos cualquier punto 7 € a(p) Nw(y) y sea w(.) la solucién a través de
este punto, entonces w; € a(p) Nw(p), y asi

mw, € T, N T, = J™, 6.1)

para todo t € R. Sin embargo, (6.1) no puede valer para todo t, por la
definicién de J™ como un segmento de la drbita ¢(.), y un segmento de
recta [(™,(™"'] de la transversal L. Con esta contradiccién se completa la
demostracién.0
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Proposicion 6.2. Sea ¢ € w(zo) y sea u(.) la solucion a través de o. En-
tonces u(.) es periddica o a(p) Uw(p) C E.

Demostracién: Supongamos que u(.) es como en el enunciado de la proposi-
cién, que, ademds, no es periddica y que a(yp) o w(yp) (digamos que w(yp))
contiene a un punto que no es un equilibrio. Entonces, por el lema 6.1 tenemos
que a(@) Nw(p) = 0. Observemos que las hipétesis del lema 5.2 se cumplen,
entonces podremos usar a este resultado mds adelante en la demostracién.

Fijamos un punto 1 € w(y) que no es un equilibrio y sea v(.) la solucién
a través de este punto. Denotamos £° = 1) y L a una transversal a través
de £° para el campo vectorial planar F, con funcién de retorno R. Como en
la demostracion del lema 6.1, tenemos una sucesién estrictamente monétona
("€ U C Lcon R((") =¢* y (™ — £9 donde (" = ((t") para alguna
sucesién t" — oo donde ((t) = mu,.

Consideremos la curva trazada en R? por 7z, para t grande. Para cualquier
m sea J™ la curva de Jordan en la demostracién del lema 6.1. En particular,
fijamos m suficientemente grande para que ||(™ — €°|| < €, donde € es como
en (5.11), en el enunciado del lema 5.5. Los puntos (™! y (™*? estdn en
diferentes componentes conexas de R — J™, esto es porque los puntos ((t),
para t en los intervalos (—o0, ™) y (™*1, 00) est4n en diferentes componentes
conexas y porque (™! = ((t™1) y (™*+2 = ((t™*?). Como

¢ ™ e m(v(p)) € T(w(zo)) ,

se sigue que 7z, se acerca arbitrariamente tanto a (™! como a (™*? cuando
t — oo. En particular, la curva 7z, debe cruzar a J™ en t arbitrariamente
grande y entrar a Ji, y a J, infinitas veces para dichos ¢.

Por el lema 5.2, existe T > 0, tal que si t > T, entonces z; € V7 (z,)

y mp # mz, para todo ¥ € (), esto es, Tz, ¢ 7(7(p)) y, en particular
wzy & m(y(p)). Por lo tanto, si mz, € J™ para tales t, necesariamente wz; €
(¢™,¢™*!) C L. También por el lema 5.5 y por la eleccién de m, para t
grande la curva 7z, cruza a L siempre en la misma direccién que F(£°), por
lo menos cuando esta cruza al segmento de recta ((™,(™*!). Sin embargo,
esto es imposible cuando 7z, entra y sale de cada componente de R? — J
infinitas veces para t arbitrariamente grande. Con esta contradiccién queda
probada la proposicion.O
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Proposicién 6.3. Se supone que w(zq) contiene a una drbita periédica no
constante, digamos v(p) C w(zo) pera algin ¢ € w(zo). Entonces w(zo)
coincide con y(p).

Demostracién: Con ¢ como en el enunciado de la proposicién, suponemos
que Y(¢) # w(zo). Sea U C C un entorno acotado de la érbita (i) tal que
UNE =0 (estoes, U no contiene a puntos de equilibrio), y tal que w(z,)
no es un subconjunto de U.

Primero vamos a construir a una segunda érbita periédica en w(zp),
digdmosle v(¥) C w(zy), distinta de (), tal que y(v) C U. Para hacer
esto, observamos previamente que dado que U contiene a alguno, pero no a
todos, los elementos de w(zy), la trayectoria z; entra y sale repetidamente
del conjunto U cuando ¢ — o0o; en efecto existen intervalos I™ = [t*, " + 77|
tales que z, € U para todo t € I™, con z;» € U, y con t* — oo y la lon-
gitud de los intervalos 7" — o00. Ya que OU es compacto, podemos tomar
una subsucesién convergente z;» — 1 € w(zy), obteniendo un punto ¥ € U
tal que la solucién v(.) a través de 1 satisface que v; € U para todo ¢t > 0.
Para justificar esto tltimo suponemos que existe un t! > 0 tal que v & U,
entonces utilizando la continuidad de T" tenemos que zyn 1 — v;1. Ademds
como ™" — 00, existe ng tal que si m > ng tenemos que t" + t! € I™, esto
es Ty € U para n > ng. Entonces vy = limp_oo T;nypt debe estar en U.
Se llega entonces a un absurdo y, por lo tanto, v, € U para todo t > 0 como
afirmibamos. Necesariamente w(vy) C U (pues, v, € U para todo t), y asf re-
sulta que w(vp)NE = 0. Por la proposicién 6.2, la solucién v(.) es una solucién
periédica no constante. También, v(.) es distinta de la solucién periédica a
través de ¢, ya que vp € OU, mientras que y(p) C U y 7(¢) NOU = 0.
Observamos que de la periodicidad, como la solucién v(.) satisface v, € U
para todo ¢t > 0, por lo tanto, también para t € R, esto es, y(3)) C U.

De una manera similar, reduciendo la medida de los U de v(¢) para que
la érbita (1)) construida antes ahora esté fuera de U. Puede mostrarse que
también existe una tercer érbita periddica (n), distinta de y(p) y v(¥).

Por el lema 5.3, tenemos que las imédgenes 7(y()), w(v(¥)) y 7(v(n)) de
estas tres orbitas son curvas de Jordan disjuntas. Ademas, si en la construc-
cién de arriba elegimos a los entornos U suficientemente pequenos, asegu-
ramos que la distancia entre las tres drbitas es suficientemente pequeiia para
que estas tres curvas de Jordan estén anidadas en el siguiente sentido

J'CJ: y JPCJP, siendo

int wnt

J'=7(v(e), JP=7(v(®)), J*=n(v(n)),
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donde posiblemente se renombré a los puntos ¢, ¥ y  y donde como es
usual Ji; es el interior de una curva de Jordan J. Veremos que 7z, ¢ J?
para todo ¢ grande, con el fin de obtener una contradiccién y asi completar
la demostracion. De esta manera se contradice el hecho que 7z, pasa arbi-
trariamente cerca de las curvas J! y J3, para t arbitrariamente grande y, por
lo tanto, debe cruzar repetidamente a la curva intermedia J? cuando ¢t — oo.

Sean u(.) y v(.) las soluciones a través de ¢ y 7 respectivamente, y sea
v el entero del enunciado del lema 5.3 para estas dos soluciones. Entonces
como u, — v; € S cuando s,t € R, existe un entorno W C C" en la topologia
de C*, con vy(p) C W, tal que

x—-un€S y Vix—w)=v paratodo xeW y teR

Notemos que en esto tltimo usamos que S es abierto y que V es localmente
continua sobre S. Siempre que 7 > 0 es tal que . € W, entonces V(z,—v;) =
v para todo t. Como y(p) C w(zp), existe T arbitrariamente grande, y se sigue
por lo tanto que existe 70 tal que

V(z,—w)=v paratodo s>7° y teR. (6.2)

Inmediatamente concluimos de (6.2) y del teorema 4.3 que z, — v; € S para
todo s > 7% +4 yt e Ry, por lo tanto, usando (4.16) que

nz, ¢ m(y(¢))) paratodo s> 7°+4. (6.3)

Pero en (6.3) se afirma que nz, ¢ J? para todo s grande, como queriamos
ver. Con esto, la demostracién de la proposicién estd completa.O

Con los resultados anteriores ya podemos demostrar al teorema 3.1.

Demostracién del Teorema de Poincaré-Bendixon:

La afirmacién de que (a) 6 (b) en el enunciado del teorema tienen lugar,
se sigue directamente de las proposiciones (6.2) y (6.3). Por lo tanto, lo tnico
que debemos probar es que cada funcién proyecciéon planar 7 = 7t es 1 — 1
sobre el conjunto limite omega w(zy).

Si vale (a)del enunciado del teorema, entonces w(zp) es una sola érbita
periddica, y por la observacién al final de la seccién 4 no hay nada més que
ver.

Entonces supongamos que vale (b) del enunciado del teorema y sea v el
entero del enunciado del lema 5.4. Mostraremos que

si p, Y Ew(rg) ¥y @#1Y entonces V(p—1) = (6.4)
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De este hecho y del teorema 4.3 se sigue que ¢ — ¥ € S para tales @, y, por
lo tanto, que mp # 7y por (4.16), como desedbamos.

Sean ¢,% € w(zo) puntos distintos. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que % no es un equilibrio (pues en el otro caso tenemos que por
el lema 5.4 se sigue la validez de (6.4)). Sea u(.) la solucién a través de ¢,
y sea t" — oo tal que z;» — 1. Suponemos sin pérdida de generalidad que
también 7™ — 00, donde 7" = t"*! —t™ (pues si no fuese asi, por tener que
t" — oo podemos tomar una subsucesién de ésta, digamos (™), tal que
T™ = ™+ — ™ — oo cuando k — 00). Entonces, por la semicontinuidad
inferior y la monotonia de V, tenemos que

V(’UO — .’L'tn+l) S V(U()_Tn — .’1,',n+1_.,u) = V(U_Tn — .’l:tn.)
y, por lo tanto, que

V(e —9) <liminf V(ug — Zpn+1) < liminf V(u_rn — T4n). (6.5)
n—o00 n—o00

Observemos que por tener que a(ug) C E tenemos que u_,» converge a un
punto de a(uy), o sea, hacia un punto de equilibrio. Como ademés u; € w(zg)
para todo t entonces el limite de u_,~ también estd en w(zp). Luego, dicho
limite estd en EFNw(zg). Como también tenemos que z;» se acerca a un punto
%, que no es un equilibrio, en la topologia de C! y por el lema 5.4, tenemos
que U_,n — I € Sy que V(u_,n — z4n) = v para todo n grande. Esto junto
con (6.5) prueba que V(o — ¢) < v.

Supongamos que V(p — ¥) < v para ciertos ¢, € w(zp) distintos. Ob-
tendremos ahora una contradicciéon que completara la demostracién. Sean
u(.) y v(.) las soluciones a través de ¢ y v repectivamente. Si reemplazamos
por u, y v, para T suficientemente grande, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que ¢ — 9% € S. Nuevamente sea t* — oo con Iy — ¥y
™ = t"*! — ¢ — 00. Como ¢ — 9 € S (y por la semicontinuidad inferior)
tenemos que para n grande se cumple

V(UTn - l'tn+1) S V(U() — :L'tn) = V((,D — ’(,ZJ) <. (66)

Por otro lado, pasando a una subsucesién en (6.6) para la cual u,» — &,
donde k € w(up) C FE es un equilibrio, obtenemos por la semicontinuidad
inferior de V' que V(k — %) < v. Sin embargo, esto contradice al lema 5.4.0
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7. Mas resultados sobre soluciones peridédicas

En esta seccidn exploramos mas propiedades de las soluciones periddicas
de (1.2),(1.3). En particular daremos condiciones para que soluciones periédi-
cas sean sinusoidales, en el sentido que las funciones coordenadas z*(t) tengan
exactamente un médximo y un minimo local por periodo y sean mondtonas
entre estos. Este siempre es el caso para sistemas (1.5), (1.6). También vere-
mos, bajo condiciones bastante generales, que cuando la funcién f! en (1.5)
es impar, entonces las soluciones periddicas heredan la simetria, y deben
satisfacer z (t + ) = —z(t), donde T es el periodo.

Recordemos que llamamos sistema unidireccional a un sistema del tipo
(3.1). Més generalmente decimos que las f* para algiin 7 en el sistema (1.2)
es unidireccional cuando f*(n,£,() depende solamente de sus dos iiltimos
argumentos, £ y , esto es, si la ecuacién para z'(t) en (1.2) tiene la forma

#(t) = fi(z'(t), z"(t)).

Observemos que f° siempre es unidireccional en (1.2), mientras que cada
una de las f* para 1 < i < N, puede ser o no unidireccional. Si f* es
unidireccional para cada ¢ con 0 < i < N, de manera que el sistema (1.2)
tiene la forma (3.1), decimos simplemente que este sistema es unidireccional.

Teorema 7.1. Supongamos que para algin i, con0 < i < N, la funcién f* es
unidireccional, y sea z(.) una solucién periédica y no constante de (1.2),(1.3),
de periodo minimo T. Entonces para t € [0,T), la coordenada z*(.) toma
ezactamente dos veces cada valor en su rango, excepto para el mdrimo y el
minimo, los cuales son tomados eractamente una vez. En particular, eristen
tiempos t° < t! <t + T tales que

(%) < z*(t) <z'(t') y i'(t)>0, para t°<t<t!,
() <z(t) <r(t!) y i(t)<0, para t<t<t®+T,(7.1)

y asi 2(.) es estrictamente creciente desde su minimo hasta su mdrimo, y
estrictamente decreciente desde su mdzimo hasta su minimo (ver Figura 8).

Demostracion: Observamos que nuestras hipdtesis aseguran que la funcién

Fi(mi,zi+l) — (.’L‘i, fi(zi,xi+l))
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Figura 3: Funcién z*(.) para f* unidireccional.

es un difeomorfismo de R? en su imagen en R?, por las condiciones de mono-
tonia (1.3). Por lo tanto, la funcién

t €[0,T) — I(n'z,) = I'(a'(t), 2+ (1)) = (2'(¢), 2'(2)) (7.2)

es 1 — 1 y describe una curva de Jordan en el plano. Notemos también que
(7.2) es una inmersién, esto es, (z'(t), '(t)) # (0,0) para todo t, por ser
una consecuencia del hecho que ¢ — 7'z, es una inmersién, como notamos
al final de la seccién 4, y el hecho que I'" es un difeomorfismo. Pues, si
suponemos que i*(t°) = 0 para algiin ¢°, debemos verificar que #*(t°) # 0.
Como z*(t) = f'(«*(¢),z*!(¢)) entonces

af:‘(mi(t(})? xi-—i—l(tﬂ))

iH(1%) = 5

i‘H-l (tﬁ]'

Luego, por ser 7'z una inmersién tenemos que **+!(t°) # 0 y, por las condi-
, 1t (40 i1 (40

ciones de monotonia (1.3), que M’—’af—ﬂ # 0 resultando #'(t%) # 0

como deseabamos ver.
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Sean t°, ¢! tales que t° < t! <t + T y ademds

,'l: to — 2 i t 1 tl — 2 ) .

() =minz'(t),  2'(t)) = mdxz'(z)
Verifiquemos que es suficiente que probemos una versién més débil de (7.1),
ésta es

' (t%) < 2'(t) < 2'(t") y i'(t) >0, para t°<t<t!
't <zi(t) < z'(t") y i'(t) <0, para t'<t<t®+T.(7.3)

Para ver que alcanza con esto, asumamos que se prob6 (7.3) y veamos que
estos mismos t° y t! sirven para verificar (7.1). Supongamos que existe t €
(t%,¢!) tal que z*(t) = 0, luego, &*(£) # 0 obteniendo asi dos casos :

si #(f) > 0 entonces en ¢ hay un minimo local y entonces esto contradice
al primer renglén de (7.3).

si Z'(f) < 0 entonces en { hay un méximo local y otra vez llegamos a una
contradiccion.
Luego, obtenemos que en realidad i*(t) > 0 para t° < t < t'. De manera
andloga se obtiene que 7*(t) < O para t! <t <t®+T.

Supongamos entonces que (7.3) falla, especificamente que no se cumple
el primer renglén de (7.3). Entonces por el teorema de Sard existe un £ €
(z'(t%), z*(t!)) tal que £ es un valor regular de z*(.) en (t°,t!), esto es,

i'(t) #0, siempre que z'(t)=¢& y te (&%),
y tal que z*(¢*) = € con £*(¢*) < 0 para alguno de tales t = t*.
Con un tal £ fijo, consideramos los t € (t°,#!) para los cuales z'(t) = £ y

#*(t) > 0, necesariamente existen mds de un ¢ como éste, por lo menos uno
a cada lado de t*. Denotamos

P={((t) eR¥/z'(t)=€ y i'(t)>0 ,donde te (t°¢)}).
Sean t2,t3 € (t°,t), con 2 < t3, tales que

T'(t?) = ¢, $(t*) >0 y
z'(t%) =€, #(t%) > 0,

y tales que el segmento de recta abierto que une a (£,z*(t?)) y (£, (%))
no contenga puntos de P. Denotamos este segmento de recta por L C R?
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y ademds llamamos K a la imagen de t € [t2,#3] — (2(¢), #*(¢)). Entonces
la unién J = K U L es una curva de Jordan (ver Figura 4). Claramente la
curva (z'(t),2'(t)) estd en diferentes componentes conexas de R — J para
t € [t9,t?) y para t € (t3,2!]. Pero esto es imposible, ya que ambos puntos
(24(t°), %(t%)) = (z4(¢%),0) y (*(}), 2*(t!)) = (z*(t!),0), correspondientes al
minimo y al méximo de *(.), estn en J., el exterior de J, y tenemos que
(z'(t),z'(t)) ¢ J para t € [t°¢%) U (t3,4]. Esta contradiccién completa la
demostraciéon.0l
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Figura 4: Curva de Jordan J = kU L.

El préximo resultado muestra que si las funciones en (1.2),(1.3) son im-
pares, entonces las soluciones periddicas que oscilan alrededor del cero gozan
de una correspondiente propiedad de simetria.
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Teorema 7.2. Supongamos que todas las funciones f* en (1.2),(1.3) son
impares, esto es:
fo(—éa _C) = _fO(g’ C)a
fl(_n’ _§’ —C) = _fz(na 61 C)a para 1 < 1 < N,
y sea z(.) una solucion periddica y no constante de (1.2). Suponemos también
que z°(t) = 0 para algin t € R, entonces

T <t + g) = —z'(t), paratodo teR, y 0<i<N, (7.4)

donde T es el periodo minimo de z(.). Si el sistema (1.2) es unidireccional
y el origen es el inico punto de equilibrio de (1.2), entonces toda solucién
periodica y no constante de (1.2) satisface (7.4) para su periodo minimo T.

Antes de probar el teorema 7.2, necesitamos analizar la relacién entre las
curvas de Jordan 7*(y(¢)) y los puntos 7', donde y(y) es una 6rbita periédi-
cay kK es un punto de equilibrio. El préximo resultado calcula el mimero de
vueltas de esas curvas alrededor de tales puntos.

Proposicion 7.3. Sea z(.) una solucién periddica y no constante de (1.2),(1.3),
de periodo minimo T, y sea k € C un punto de equilibrio de este sistema.
Sea W(z — k) el nimero de vueltas de la curva

te[0,T) — 7' (z, — k) = (2'(t) — &', 2*1(t) — k™) € R?
alrededor de 0 € R2. Sea

o0 s 7%(t) # K° para todo t € R
T 11, siz%t) =k para algunt € R.

Entonces tenemos que
W'z —k)=6M para 0<i<N.

Si ademds M = 1, el valor constante V(z, — k) es positivo. Finalmente,
si M =1 y si para algin i, f* es unidireccional, entonces z'(t) = k' para
ezactamente dos valores de t € [0,T), y para estos i tenemos que £'(t) # 0
cuando z'(t) = K'.

41



Antes de encaminarnos hacia la demostracién de la proposicién 7.3, in-
cluimos el siguiente corolario. Es interesante destacar que el andlogo a este
resultado para el caso general (bidireccional) no parece ser conocido.

Corolario 7.4. Consideramos el sistema unidireccional (3.1), satisfacien-
do (1.3), y sea z(.) una solucidn periédica y no constante de este sistema.
Entonces, existe un punto de equilibrio k tal que el nimero de vueltas cumple

W'z —k) =4 para 0<i<N. (7.5)

Demostracién: Sea I* C R el rango de la funcién coordenada z*(.), para
0 <i < N+ 1. Acd estamos incluyendo zV+!(¢) = z%(t — 1) y, por lo tanto,
IN+1 = J% Primero mostraremos que para cada £ € I*, con 0 < i < N,
existe n € I'*! tal que f*(£,m) = 0. Para probar esto, primero observemos
que por ser I* = ([0, T)) = z*([0, T]) y z*(.) una funcién continua, entonces
I' debe ser un intervalo cerrado. Dado £ € I* tal que £ no sea un extremo del
intervalo (esto es, que no sea ni el minimo ni el maximo de z*(.)) , existen
pues, por el teorema 7.1, dos tiempos t°, ¢! tales que

() =¢ , @20y
() =¢ , (t)<0

Luego, podemos deducir que

fi6 () = fi(2' (), e (1) =2 (F) 20 = fi(€,2™' ("))
fi& 2™ (E) = Fi'(@), 21 () = 2'(") <0 = f1(E 2 (tY)

Ahora, como fi(£,.) toma valores no negativos y no positivos entonces, por
el teorema de los valores intermedios, existe n € I**! tal que f*(§,n) = 0.
Observemos que si £ € I' es un extremo del intervalo, entonces existe t° tal
que z¥(t°) = £ y £'(t°) = 0, de esto se deduce inmediatamente que

izt (@) = fia't?),2*()
= (% =0,

>0,
<0.

por lo cual basta con tomar en este caso a n = r**1(t%) € I'*!,
Las condiciones de monotonia (1.3) implican que tal 7 es tinico y depende
continuamente de &, a tal 7 lo denotamos n = h*(€), de manera que h' : I* —
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I'*! es continua, con fi(€, hi(£)) = 0 para todo £ € I'. Ahora consideramos
la composicidn

h:I°1° dadapor h=h"ohMlo...0h.

Entonces por el teorema del punto fijo, existe £* € I° tal que h(£*) = £°.

Veamos que a partir de £* obtenemos un punto de equilibrio. Considera-
mos la funcién « : R —» RV*! donde k = (x%, k!,..., k") y cada &' estd dada
por

=€ y &=h"1«"") para 1<i<N.
Luego, por las definiciones de h' y de &, y por ser £* punto fijo, tenemos que
s, &) = fi(x', hi(k')) =0, para 0<i< N -1,

fR(N, k) = fY (s, €7) = f(s", h(€)) = fN (", RV (kY)) = 0,
de donde, k es un equilibrio.
Finalmente vemos que se cumple (7.5). Para esto notemos que, como
k% = &* € I°, entonces existe t € R tal que z0(t) = £* = k%, luego M = 1.
Ademis, por la proposicién 7.3 sabemos que W*(z — k) = 6*M para 0 < i <
N, obtenemos que se cumple (7.5) como desedbamos ver.O

La construccién que haremos ahora jugara un rol clave en la demostracion
de la proposicién 7.3. Consideremos la funcién

A:C(K) = C[-1,N +1]

dada por interpolar linealmente a cada funcién entre los puntos de K U {N +
1}. Es decir, que para cada ¢ € C(K) primero definimos

A(@)(0) = { 5*3&0—)1) bara 8 ¢ 1€in 1, (7.6)

y luego interpolando obtenemos

A(@)(0) = (i+1—-0)A(p)() + (0 — )A(p)(@ + 1), (7.7)
para i1<#<i+l y 0<i<N.

Notemos que 4™ entra en la férmula de A. Estrictamente deberiamos hablar
de dos funciones, A*, donde + es el signo de 6*. De aqui en més, escribiremos
simplemente ), una vez fijado el valor §*.
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Ahora supongamos que z : R — R¥*! es una funcién C! (no necesa-
riamente una solucién) y que satisface =, € S C C! para todo t € R. Por
ejemplo, z(.) puede ser la diferencia entre una drbita periddica y un punto
de equilibrio de (1.2). Estamos interesados en la geometria del conjunto de
ceros

Z(z)={({t,0) ERx [-1,N+1]/ Xz.)(8) = 0}.

El siguiente resultado muestra que el conjunto de ceros Z(z) consiste de
cierta curvas discretas dadas como gréficas de funciones § = 1(t) sobre ciertos
intervalos de ¢.

Proposicién 7.5. Sea £ : R — RN*+! una funcién C* y que satisface =, € S
para todo t € R. Entonces cada componente coneza del conjunto Z(z) es una
grdfica
6 = (1), tel, (7.8)

de una funcién continua ¢ : I — [—1, N + 1] sobre algin intervalo cerrado
I. La funcién 1 satisface:

(a) ¥(t) = —1 si y solo si t es el extremo derecho del intervalo I (si tal
extremo eziste);

(b) ¥(t) = N+1 siy sdlo sit es el extremo izquierdo del intervalo I (si
tal extremo existe);

(c) si ¥ (t®) < 0 entonces

P(t) = —(t - ) + (%)

es lineal y su pendiente es —1 para todo t tal que —(t — t°) + (t°) € [-1,0];

(d) si Y(t°) < 0 entonces (t) > 9(t°) para todot € I cont < t°;

(e) st el intervalo I no estd acotado en la direccion positiva, entonces
z9(t) # 0 para todo t grande; y similarmente si I no estd acotado en la
direccidn negativa, entonces z°(t) # 0 para todo t negativo de norma grande;

(f) la funcién A(z;)(0) cambia de signo a través del grdfico de 1.

Ademds, tenemos que

(g) siempre que z°(t—1) # 0, entonces la cantidad V' (z;) es precisamente
el numero de ceros

V(g) = card{f € [-1, N +1]/ Az)(6) = 0}, (7.9)

y también
(h) si0 < i < N, entonces para cada t ezxiste, como mdzimo, un punto
(t,0) € Z(z) coni <0 <i+1.
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Demostracion: Ver apéndice C.

Proposicién 7.6. Sea  : R — RN¥*! una funcion C* tal que z, € S para
todo t € R y periddica de periodo T > 0. Entonces el nimero de vueltas de
la funcion

t— 'z, = (z*(t), 7 (t))

alrededor del origen, para 0 <t < T, estd dado por
Wiz)=6M, para 0<i<N, (7.10)
donde M es un entero definido por
card{t € [0,T) / z°t) =0} = 2M. (7.11)
Demostracion: Fijamos 6 < 6 en [-1, N + 1], y consideramos la funcién
t — (A(z:)(8), M(:)(6)) € R*. (7.12)

La proposicién 7.5 implica que existe a: > 0 tal que si § — § < o entonces el
rango de (7.12) no contiene al origen. Efectivamente es suficiente con elegir o
menor que el minimo de la separacién vertical ¥"*(t) — ¥"(t) de las curvas
que componen a Z(z), sobre todo t para el cual esto esté definido. También
observar que si § y 6 pertenecen al mismo intervalo [i,i+1],donde 0 < i < N,
entonces el rango de (7.12) no contiene al origen, no importa el valor de
0 — é, por (h) de la proposicién 7.5. En cualquier caso el niimero de vueltas
de (7.12), con respecto al origen, para 0 < t < T, estd definido. Denotamos
W(6,0) a esta cantidad. Veamos ahora que

W(i,i+1)=6W'(z) para 0<i<N. (7.13)

Para esto separemos en dos casos, para ¢ # N y parai = N. Sii1 # N
entonces la curva es t — (z;(i), z;(i + 1)) = (2(t), z+1(t)) = n'(z,) y &* = 1,
luego usando (7.6) tenemos que W(i,i + 1) = Wi(z) = §'Wi(z). Si, en
cambio, i = N entonces la curvaest — (z;(N), 6V z,(—1)) = (2 (t), sV z°(¢t -
1)) = (zV(t), 6Nz *1(t)) y, en este caso, usando otra vez (7.6) tenemos que
W(i,i+1) = 6"W"(z) y queda justificado (7.13).

La cantidad W (0, 0) es localmente constante en (6, #) donde se definié (por
homotopia). Sea

Fr={0,0)ec[-1,N+1]x[-1,N+1]/ 6<f y 6 6—-0<a
6 9,é€[i,i+1] para algin ¢ con 0<3i< N},
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con a como antes. Entonces W (6, 6) est4 definido para todo (6,8) € T' y es
constante sobre cada componente conexa de I'. Claramente I'" es conexo y,
por lo tanto, el nimero de vueltas de (7.13) es independiente de ¢, pues cada
(3,7 + 1) € T'. Luego, para probar (7.10) es suficiente ver solamente el caso
i = 0, que es, verificar que se cumple W%(z) = 6°M, o equivalentemente que

W(0,1) = M. (7.14)

La demostracion de (7.14) se deducird de algunas observaciones junto con
la definicién del conjunto S°. Supongamos que 6° = 1. Como z, € S C S°
para todo t (es decir, ;(0)z4(1) = 2%(t)z!(t) > 0, para todo t) tenemos que
siempre que la curva

t — (2%(t), ' (¢)) (7.15)

toca al eje vertical z° = 0, entonces ésta cruza transversalmente desde la
izquierda hacia la derecha, si ! > 0, y desde la derecha hacia la izquierda,
si ! < 0, como puede observarse en la Figura 5.

A
3 >0 = MH>0
X

N

dinei) = fao

Figura 5: Curva t — (z°(t), z'(t))
Ademas la curva (7.15) no pasa por el origen. Esto implica que la cantidad
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(7.11) es par, y que el niimero de vueltas de (7.15) es M. Con esto probamos
(7.14) y completamos la demostracién.O

Utilizando al resultado anterior podemos probar facilmente la proposicién
7.3.

Demostracion de la proposicién 7.3

Con z(.) y « como en el enunciado, por el lema 5.3 tenemos que ;—& € S
para todo t € R, y asi podemos aplicar la proposicién 7.6 a la diferencia
z(.) — k. En efecto, si z°(t) # «° para todo ¢, entonces en (7.11) M = 0 (con
79(t) — k° reemplazando a z°(t)), y asi Wi(z — k) = 0 para cada i, como
queriamos ver.

Ahora suponemos que z%(t) = ° para algiin ¢; por lo tanto, M en (7.11)
es positivo. Como la funcién f© es unidireccional, podemos usar el teorema
7.1 que nos garantiza que 2M < 2, resultando M = 1. Luego, Wi(z — k) = &
para cada ¢, como deseabamos. En este caso también debemos probar que
V(zy — k) > 0. Si V(z, — k) = 0, entonces sc(z; — k) = 0 para todo t, y
podemos suponer sin pérdida de generalidad que z;(6) — x > 0 para todo
t € Ry# € K. En particular, %) — k° > 0 para todo ¢. Si aplicamos la
proposicién 7.6 a z(.) —  resulta que z°(t) = k° exactamente dos veces en
[0,T) (pues, M = 1). Ahora por el teorema 7.1 obtenemos que x° no es ni
el minimo ni el maximo de z%(.); en particular, z°(t) < «° para algin ¢, una
contradiccioén.

Debemos probar ahora la iltima parte del enunciado de la proposicién.
Asumimos que M = 1y que f* es unidireccional para algiin i. Necesariamente
k' pertenece al rango de z(.), pues si para todo t € [0,T) se tiene que
z'(t) # k' (es decir, ' (t)— k' # 0) entonces lacurvat € [0,T) — 7'(z,—k) =
(z'(t)—~', 21 (t)—Kk*t!) € R? no atraviesa al eje vertical de R? y, por lo tanto,
no da ninguna vuelta alrededor del origen y tendriamos que W*(z — k) = 0,
una contradiccién. El teorema 7.1 asegura que el valor ' es tomado por
7'(.) como méximo dos veces por periodo. Para completar la demostracién
tenemos que mostrar que siempre que z'(t) = k' se tiene que z'(t) # 0.
Supongamos lo contrario, que z*(t) = k! y #*(t) = 0 para algiin ¢. Tenemos

0=23'(t) = f('(t), =™ (1)) = f'(x", (1)),

y también f!(x‘,k**!) = 0 para el equilibrio . Por lo tanto, la monotonia
estricta de f* en su iltimo argumento implica que z*! = k**!. Luego,

7Ti£l:g — (:L'i(t),x'“ (t)) — (I{l, ni+1) — 7l’ili
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para este valor de t, contradiciendo al lema 5.3.0
Ahora ya estamos en condiciones de poder probar el teorema 7.2.

Demostracion del teorema 7.2:
Sea T el periodo minimo de z(.), y consideramos el conjunto J = 7%(y),
esto es,

J={(z(),z'(t)) e R?/ te[0,T)},

el cual es una curva de Jordan. Observemos que —z(t) también es solucién
de (1.2) pues

¥t = —a't) = —fE 020,54 1) = £ (1), —2), ~e* (1)
F@ @), v (1), ¥ (1)

Entonces, si llamamos —J a la curva
—J ={(-2°¢),—='(t)) e R*/ te[0,T)}

tenemos, por el lema 5.3, que o bien J N —J =@ o bien J = —J.

Si suponemos que z°(t) = 0 para algiin ¢, por la proposicién 7.3 (con
k = 0), resulta que W*(z) = 6* # 0, y asi las dos curvas, J y —J, encierran
al origen (0,0) en su interior. De esta manera se sigue que J = —J. Pero
esto junto al lema 5.3, implica que la solucién —z(.) es simplemente una
translacién en el tiempo de la solucién z(.), digamos que —z(t) = z(t + 7)
para todo t € R, para algin 7. Entonces

z(t) = —z(t+ 1) = —[-z(t + 27)] = z(t + 27), paratodot € R,

y, por lo tanto, 2r = T, es decir, que —z(t) = z (t + %) Hemos probado
entonces (7.4).

En el caso en que (1.2) es unidireccional y 0 € R¥*! es el tinico equilibrio,
tenemos por el corolario 7.4 que J y —J deben contener al (0,0) en sus
interiores. La demostracion en este caso continua como antes.O
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A. Apéndice de la seccion 4

o Densidad de S en C!

Para probar que S es denso en C!, tomamos ¢ € C' y vamos a ver que
existe (¢™), C S tal que ¢ — ¢ para n — oo. Veamos primero algunos
casos particulares:

- Si ¢ no se anula nunca entonces ¢ € S y tomamos ¢™ = ¢ para todo n.
- Si ¢ se anula solamente en algin i con 1 <4 < N, entonces definimos para
cada n

n t) site |[-1,00U{l,...,i—1,i4+1,...,N},

Py sit= ’l:,

que claramente cumple ser C! y no anularse nunca, con lo cual ¢ € S.
Ademas es trivial que ™ — .

- Si ¢ se anula solamente en ¢ = 0 entonces definimos a la sucesién " de la
siguiente manera

si ¢(t) > 0 para todo t € [—1,0] entonces sea

[~
{cpt)—i—l si te[-1,0],

o(t site{l,2,...,N},
-1

si ¢(t) < 0 para todo t € [—1,0] entonces sea

n . (t)—f—l" SltE[_laO]a
¥ (t)—{ i(t) site{1,2,...,N},

nuevamente las funciones ¢™ no se anulan y son C? obteniendo que estdn en
S y ademads que ¢ — .

- Si ¢ se anula solamente en t = —1 otra vez consideramos a las dos situa-
ciones ¢(t) > 0 6 ¢(t) < 0 para todo t y definimos a ™ como en el caso
anterior.

- Si ¢ se anula dnicamente en un 6* € [—1,0] entonces se tienen las dos
posibilidades

si o(6*) # 0 entonces p € S y tomamos @™ = ¢ para todo n.

si @(6*) = 0 entonces otra vez se da una de las dos posibilidades que ¢(t) > 0
6 p(t) < 0 para todo t € [—1,0] y definimos a ¢™ como en el caso anterior.
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Finalmente notemos que el caso general sera combinacién de los casos
particulares recién detallados. Esto muestra que S es denso en C'.

¢ Demostracién del teorema 4.4

Para poder probar que V* es semicontinua inferiormente vemos antes que
sc(.) también lo es. Para esto sean ¢ € C — {0} y (¢™)n C C — {0} tal que
©™ —nnoo @ en C. Es claro que en el entorno de aquellos puntos donde ¢ no
se anula tendremos que ¢™ tampoco lo hard para n grande, por esta razén
analizamos solamente qué pasa en aquellos puntos donde ¢ se anula.

Supongamos que (i) = 0 para algin 1 < ¢ < N, entonces en {i —1,4,i+
1}, ¢ y ¢" para n grande tendrdn la misma cantidad de cambios de signo o
" tendra uno mas.

Andlogamente se analiza si ¢(0) =0y si ¢(t*) = 0 para algin t* € [-1,0).
Luego tenemos que, para n grande, se cumple que sc(p) < sc(¢™) y entonces

sc(p) < liminf sc(p™),

con lo cual se tiene que sc(.) es semicontinua inferiormente. Veamos ahora
que V* también lo es. Sean ¢ y ¢™ como antes. Supongamos que estamos en
el caso de 6V = §* = 1, obtenemos que

- si sc(p) es par entonces V1 (p) = sc(p) < Hnnl ior.}f sc(pt) = h}g E’r.}f V(™).
- si sc(¢p) es impar entonces V*(p) = sc(p) +1 < [h"rlri inf sc(M)] +1=
ligior.}f[sc(w") +1] = liminf V™).

Se analiza de la misma manera para el caso 6V = §* = —1.

Para ver que V* resulta ser finita sobre S tomamos ¢ € S y debemos
comprobar que sc(¢) < oo. Para poder verificar esto utilizaremos la simplici-
dad de los ceros de ¢ en [—1,0]. Supongamos que se tienen infinitos cambios
de signo de ¢ en [—1,0]. Por la continuidad de ¢ y por el teorema de valores
intermedios tenemos que por cada uno de estos cambios de signo hay un
0 € [-1,0] para el cual () = 0. Consideramos a los infinitos § obtenidos
de estos cambios de signo, por ser [—1,0] compacto existe una sucesién (67);
tal que ¢/ — 6* cuando j — oo , con 6* € [—1,0]. Usando nuevamente que ¢
es continua tenemos que ¢(0*) = 0. Como ¢ € S y por lo tanto en particular
¢ € 5", tenemos que ¢(6?) # 0 para todo j. Luego existen infinitos j para los
cuales ¢(67) > 0 e infinitos j para los cuales $(6’) < 0 (la existencia de estos
se debe a que entre dos puntos donde ¢ se anule y tenga ademads derivada
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positiva debe haber un punto intermedio donde ¢ se anule y tenga derivada
negativa). Ahora, debido a la continuidad de ¢ tenemos que ¢(6*) = 0. Es
decir, que de esta manera encontramos un §* € [—1, 0] para el cual ¢(8*) =0
y ¢(6*) = 0, llegando asi a un absurdo. Por lo tanto, el nimero de cambios
de signos es finito y, en consecuencia, V* es finita.

Comprobemos la continuidad de V* sobre S. Si ¢p(—1) # 0 y p(N) # 0,
entonces usando las definiciones (4.14), (4.15) de S* para 0 < i < N — 1
vemos facilmente que sc(y) = sc(y), por lo tanto que V*(y) = V*(yp), para
1) cercano a ¢ en C*.

Observemos que ¢(—1) y ¢(N) no pueden ser ambas nulas, ya que ¢ €
S~1. Primero suponemos que ¢(—1) = 0 y ¢(N) # 0, digamos ¢(N) > 0.
Supongamos también que §* = 1 (el caso en que 6* = —1 se trata similar-
mente). De la definicién (4.15) de S~! tenemos que ¢(—1) < 0, de manera
que en particular sc(yp) es impar. Ademds cualquier pertubacién C! de ¢ a
1 puede introducir a lo sumo un cambio de signo mds, a saber uno cerca a
6 = —1. Esto es, para algiinn ¢ > 0,

sc() € {sc(p),sc(p) +1}  silY—pllor <e (A1)

De la definicién (4.6) de V'*, la imparidad de sc(yp) y de (A.1) tenemos
que

VW) =V¥(p)=sclp)+1 silv—o¢le <e (A.2)

Finalmente suponemos que ¢(—1) # 0y ¢(N) = 0, digamos que p(—1) >
0 y que estamos en el caso en que §* = 1. Entonces la definién (4.14) de SV
implica que (N —1) < 0, asi que nuevamente sc(y) es impar. Se puede veri-
ficar facilmente que vale (A.1) y por lo tanto también (A.2). Luego, cualquiera
sea el caso, concluimos (4.21) como desedbamos O.
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B. Apéndice de la seccién 5

¢ Demostracion del lema 5.1

Para poder demostrar el lema 5.1 vemos previamente algunos resultados.

Lema B.1. Tomamos ¢ € w(zy), y sea u(.) la solucién de (1.2) a través de
@. Sea T > 0 tal que T no es un periodo de u(.), esto es, u, # ¢ (si u(.) no
fuese periddica podriamos tomar cualquier T > 0). Entonces existe un entero
v =v(T) < 00 tal que

V(uger —u) = v(r)  paratodo t€R (B.1)

y, ademds,

Ugyr — U € S para todo t € R. (B.2)

Demostracién: Como ¢ € w(zy), tenemos que z;n — ¢ en C para alguna
sucesion t" — oo. Veamos ahora que para cualquier ¢ € R,

Tgnjppr — Tgngt — Uppr — Uy # 0, cuando n — oo, (B.3)

y que ademds la convergencia en (B.3) es en el espacio C1.
Para verificar (B.3) probaremos que dado un s € R fijo se tiene que
Tynys — Ug cuando n — oo en C'. Observemos que

Tingpg = T(tn + S) (Io) = T(S)(ztn)

y que

u; = T'(s)(uo) = T(s)e,
de donde se ve que podemos escribir a la norma de la diferencia de la siguiente
manera

| Ztnss — usllcr = [| T(s)(zen) — T(s)2 |l

Utilizando que T'(s) : C — C! es continua y que z;» — ¢ tenemos que
| T(s)(ze¢n) — T(s)p|lcr se puede hacer tan chico como se quiera. Luego,
tenemos que Ty, — u, cuando n — oo en C!. Si ahora usamos esto,
primero para el caso en que s = t y después para el caso en que s =t + 7,
obtenemos los limites

Tgnyy — Uz Yy Tnpppr — Ugpr cuando n — oo en C!.
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Observemos que ademds u;yr — u; # 0, ya que 7 no es un periodo de u(.).
Claramente se tiene que se cumple (B.3) como se queria ver.
Ahora definimos v(7) por

v(r) = tllglo V(Zier — 21)

donde aplicamos el teorema 4.1, del que se concluye que V' es no creciente
(adin no sabemos que v(T) < 00). Como V es semicontinua inferiormente,
por teorema 4.4, tenemos que para cadat € R

V(Ut.f.»r - Ut) S n]’.ilglo V(xtn+t+7~ - zt"-l-t) = 1/(7'). (B4)

Observemos que si supiésemos que u;4r —u; € S en (B.4), tendriamos una
igualdad (por el teorema 4.4). En particular, sabemos que V (u;, — ;) < 00
para todo ¢ € R, por el corolario 4.6, ya que u(.) estd acotada cuando t —
—oo (esto se debe a que u(.) es la solucién a través de ¢ € w(zg) y w(zo)
es invariante y compacto). De este modo, para todo ¢t grande tenemos que
V (ut+- — ) es constante (por ser V' no creciente y finita) y por lo tanto, que
Ugyr — Uy € S por teorema 4.3. Esto implica que V(uq, — u;) = v(7) para
todo t grande y, por lo tanto v(7) < oo (lo cual se desprende de lo observado
después de (B.4)). Ahora concluimos, por teorema 4.1, que V(upyr — uy) >

v(7) para todo t € R, por lo tanto, usando (B.4), V(u,+, —u;) = v(7) para
todo t € R. Luego, obtuvimos la validez de (B.1), y de esto se sigue (B.2)
por teorema 4.3.0

Corolario B.2. Se supone que para algin T > 0, w(zy) contiene una drbi-
ta la cual no es un equilibrio, ni es una solucion periddica de periodo (no
necesariamente minimo) 7. Entonces v(o) = v(r) para todo o cercano a 7.

Demostracién: Sea u(.), con u; € w(zg), la solucién de (1.2) como en el
enunciado del lema. Esto es, u, # ug, y por lo tanto u, # uy para todo o
cercano a 7. Por el lema B.1 tenemos que

V(U) = V(ua - uO) = V(u0+tr - UO) (B5)

para tales o. También, u, —uy € S varia continuamente en o, en la topologia
C!. Por lo tanto, por teorema 4.4, la cantidad (B.5) es constante para o
cercano a 7.0
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Corolario B.3. Sea ¢ € w(zy). Entonces eziste un entero v tal que

si wnev(p) y v#n entonces V@w—m)=v.  (BS)

Demostracién: Sea u(.) la solucién a través de . Si u(.) no es una solucién
periédica ni un equilibrio, entonces tenemos (B.1) del lema B.1 para cualquier
T > 0, y asi que v(7) es independiente de 7 > 0 por el corolario B.2. Si por
otra parte u(.) es una solucién de periodo minimo 7" > 0, entonces (B.1) vale
para 0 < 7 < Ty v(7) es independiente de tales 7. En cualquiera de los dos
casos concluimos (B.6).0

Damos ahora la prueba del lema 5.1.

Demostracion: Sea v como en el corolario B.3, veamos que la semicon-
tinuidad inferior de V implica que

si Y,n€(p) ¥y ¥#n entonces V(y—n) v

Para esto tomamos (¥"),, (1) C ¥(p) tales que ™ — ¢ y 0™ — 71 cuando
n — 00. Por ser ¢ # n existe un Ny tal que para n > N, tenemos que
™ # n™. Luego, por el corolario B.3 tenemos que V(3™ — ") = v. Si usamos
ahora la semicontinuidad inferior de V' tenemos

V(i —n) <liminf V(Y™ —n") = liminfv = v.

También del teorema 4.4 y del corolario B.3, tenemos que

si Y,n€v(p) y v—n€S entonces V(v—n)=uw

En efecto, repetimos la misma cuenta de arriba, esto es, como V es continua
sobre S (que es abierto y entonces podemos tomar puntos de y(y) arbitrari-
amente cercanos a % y a 7 en la topologia de C') , luego para n grande
Y™ — ™ € Sy, ademas,

Vi —n)=lim V(¥" —n") = lim v =v.

n—o0

Ahora fijos ¥ y n como en el enunciado del lema, sean v(.) y w(.) las

soluciones a través de esos puntos respectivamente. Como 9 € y(y) entonces
¥ € (@), ¥ € w(p) o ¥ € a(p). En consecuencia,
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si 1 € v(¢) entonces v; = u,; para algin ¢, con lo cual v, € () C ¥(y),
para todo t € R.

si 9 € w(p) entonces v, € w(p) € ¥(p) para todo t € R, pues w(yp) es
invariante. Se procede andlogamente para v € a(yp).
Luego, en cualquier caso v; € v(¢) para todo t € R. Haciendo lo mismo con
7 obtenemos que w; € () para todo t € R. Entonces, por lo observado al
principio de la demostracién, tenemos que V(v; — w;) < v para todo t € R.
Asi V(v; — w,) es finito y constante para todo ¢ tal que |¢| es grande (ob-
servemos que podrian ser diferentes las constantes para los distintos limites,
t = 0oyt — —00). Por lo tanto, por el teorema 4.3 v; — w; € S para |t|
grande y asi que V(v; — w;) = v para tales t. De esta manera V(v —w;) = v
para todo t € R, lo cual implica, por el teorema 4.4, que v; — w; € S para
todo t. L

Para probar la iltima frase del lema tomamos ¥, € () tales que ¥ #
entonces por la primera parte del lema tenemos que ¥ — n € S. Utilizamos
ahora (4.16) y obtenemos que

m(Y—n) # 0
w(y) # m(n)

es decir, que 7 es inyectiva sobre y(¢).0
o Demostracién del lema 5.2

La demostracion del lema 5.2 requiere de un resultado un poco mas débil
que enunciamos a continuacion.

Lema B.4. Sea ¢ € w(zy), y se supone que a(p)Nw(p) = B. Entonces eziste
T > 0 y un entero v tal que

si. pEY(p), n€YT(x0) y Y#n entonces V(¢ —n)=vr.

Demostracion: Suponemos que el resultado es falso con v como en el enun-
ciado del lema 5.1. Entonces existen sucesiones

W@™aCy(p) y t" =00 con V(§" — ) # v

Supongamos que

V(@™ —z¢n) >v  para cada n;
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el caso de la desigualdad opuesta se trata similarmente (haremos una ob-
servacién al final de la demostracién). Sea v™(.) la solucién a través de 9".
Construiremos una sucesioén s™ que cumplird

s"<t", con s"™—o00, talque

Ten = CEY(p) y limsup||via_m — C[|50, (B.7)

n—oo

para algin {. Veamos cémo de (B.7) obtenemos una contradiccién. Como

Y™ € v(p) entonces v} € ¥(p) para todo t, entonces (Vi _;n )n C (), que es

compacto, entonces posee una subsucesion convergente a algiin 1 € () (esto
es v _,n — 1 con ¢ € ¥(i)). Por comodidad llamamos a dicha subsucesién
de la misma manera que la sucesién original. Ademds, tenemos que ¥ # (
debido a la desigualdad estricta en (B.7).

Por el lema 5.1 ¢ — ( € S y entonces por teorema 4.4
V(Ugntn —Zin) =V (W —()=v
para n grande. Por otro lado, como s™ < t® y como
Upn_gn = T(s" —t")Y" = T(s™)v"n
Ten = T(s™)(o)
deducimos, usando el teorema 4.1, que

V(T(s™)v e — T(s™)zo) = V(T (™0™ n — T(t")xo),

es decir
V('Usn_tn. = xsn) Z V('Utr:;_tn — l‘tn) = ‘/('Ual - .’l:tn) = V('if_?n = .'L'tn) >v

para todo n, una contradiccion.

Antes de la construccién de la sucesién s™, hacemos otra observacién. Sea
t" — 0o y sea ¢ € w(zp), entonces existe una sucesién s™ < t*, con s — 00y
zsn — (. Para ver que esto es asi, hacemos lo siguiente : existe una sucesién
(t")n con t* — oo paran — oo y tal que T — ¢ paran — 00, esto es porque
¢ € w(zo). Ya que t* — oo entonces existe k; tal que si k > k; tenemos que
t! < tk. Por la misma razén existe k, > k, tal que si k > k; se cumple que
12 < t*. Continuando de esta manera obtenemos que existe k, > k,_; tal que
si k > k,, tenemos que t* < t*. Definimos ahora a (s*) por

k_ t_k—l para 1 < k < Kk,
t" para k, <k < k.41
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Claramente s* — co y z,x — ¢ (pues t* — oo y za — () y, ademas, s*

definié justamente para que s™ < t" para todo n.

Ahora debemos considerar varios casos para la construccién de la sucesién
s™. Primero suponemos que %™ € w(¢) para infinitos n. En este caso tomamos
cualquier ¢ € a(p) C w(zy) y tomamos s™ como en la observacién de arriba.
Entonces como 9™ = v§ € w(p) para infinitos n, tenemos que para estos n se
cumple que v _;» € w(y) y, como ¢ € a(p) y por hipétesis w(p) Nalp) =0,
tenemos que se cumple que el limite superior en (B.7) es positivo. Se hace
similarmente si 9" € a(p) para infinitos n tomando ¢ € w(y) para lograr
(B.7).

Ahora suponemos que una cantidad finita de términos de (¢*),, pertenecen
aw(yp)Ua(p). Entonces 9™ € () para todo n grande, esto es ™ = u,» para
todo n grande y para alguna sucesién ("), C R (u(.) denota a la solucién
a través de ). En este caso tomamos dos puntos, ¢! € a(p) y ¢* € w(p), ¥
sucesiones s2" < s < t" con $*™ — 00, y Zgn — (* para i = 1,2 (primero
se elige la sucesién s!'™ de t" como arriba, y luego se repite el procedimiento
para elegir a s>™ de s''®). Ahora surgen dos subcasos. Primero, si

se

limsup(7™ + s"™ — ") > —o0 (B.8)

n—00

tomamos ( = (! y s™ = s»", pues entonces

1t 5up |67 _gn — | = Hmsup [l in_en — C1| >0,
n—oo n—oo
usando nuevamente que a(yp) N w(p) = @ (pues al estar en el caso (B.8)
tenemos que el limite de %,;n qn_4m para n — 00 no es un elemento de
a(p)).
Por otro lado, si (B.8) es falso, tomamos ( = ¢(* y s® = s*". Entonces
T" + 82" — t" — —00 (pues 7" + s>" — " < 7" + sV — "), y asf

lim sup |[t% _n — || = limsup |[tiynyg2n_n — C2|| > 0,
n o0

n—00 —

ya que el limite de u,ny2.n_s» €s un elemento de a(p). En cualquiera de los
casos construimos una sucesién s™ que satisface (B.7).

Finalmente observemos que en el caso V(¢® — zn) < v, la demostracién
se modifica eligiendo s™ > t™ en lugar de s™ < t*.00

Damos ahora la prueba del lema 5.2.
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Demostracion:

La demostracién es muy similar a la del lema 5.1.

Sea v el que da el lema B.4. Sean ¢ € 7(p) y 1 € 77 (zo) tales que ¢ # 7
y ¥ —n € S. Tomamos ("), C 7#(zo) tal que n* — 1 cuando n — oo. Por
ser 1 # 1 entonces existe ng tal que si n > ny tenemos que n™ # 1. Ademas,
como S es abierto y ¥ — n € S, entonces existe un n; > ny tal que si n > ny
tenemos que 1 — 7" € S. Entonces usando la continuidad de V' sobre S que

da el teorema 4.4 y el lema B.4 obtenemos

Viy—n) = lim V—-71")= lim v =

n—oo

Sean ahora 1/, ) como en el enunciado de este lema, esto es, ¥ € y(p), n €

Y4 (zo) y ¥ # n. Consideramos ™ como arriba. Entonces, usando nuevamente
el teorema 4.4 y el lema B.4, tenemos que

V(i —n) <liminf V(¢ — ") = liminfv = v.

Consideremos a w(.) la solucién a través de n (w(.) estard sobre la trayectoria
z(.) o puede ser que 7 € w(zo) ¥y wy € w(zo) C 7F(zo) para todo t € R).
Luego, V(¢ — w;) < v para todo t € R y, por lo tanto, V(¢ —w;) < v es
constante y finito para |t| grande (tanto t — co como ¢ — —o0). Ahora por
el teorema 4.3 tenemos que ¥ — w, € S para |t| grande, y asi V(¢ —wy) = v
para tales t. De esta manera, V(¢)—w,) = v para todo t € Ry, por el teorema
44, Y — w, € S para todo t.

En particular, 9 —wg € Sy V(¥ — wp) = v, es decir, Y —n € Sy
Vi —n)=vr.

Para la segunda parte del lema, sean ¥ € () y 7 € 74 (o) donde ¥ # 1.
Entonces, por lo que ya probamos, tenemos que ¥ —7n € Sy, por lo tanto,
usando (4.16) obtenemos

mY-n) # 0
m(¥) # 7(n)

para0 <i< N.O
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C. Apéndice de la secciéon 7

¢ Demostracion de la proposicion 7.5

La demostracion es bastante elemental y consiste principalmente en con-
siderar (t°,0°) € Z(z), y luego examinar la estructura del conjunto Z(r)
cerca de este punto, usando la definicién del conjunto S. Para empezar, sea
(t°,6%) € Z(z), donde i < 6° < i + 1 para algiin entero ¢, con 0 < i < N.
Necesariamente A(z;)(¢) y A(z:)(¢ + 1) son no nulos y con signos opuestos
para. t cercanos a t°, pues en otro caso 7'z = 0, contradiciendo que z, € S.
Si igualamos a cero el lado derecho de (7.7) se tiene la férmula

z'(t)
7i(t) — Siziti(t)

—z-l—)‘ =1+

() (2) — Alze) (i + 1)
la cual es una cantidad estricta entre i e i + 1, y (¢,%(t)) es el tGnico punto
de Z(z) cercano a (t°,6°).

Ahora suponemos que 6° = i es un entero con 1 < i < N. Entonces
las dos cantidades A(zw)(z — 1) y A(zw0)(i + 1) son no nulas y tienen signos
opuestos, nuevamente porque ;0 € S (recordamos para esto a la definicién
(4.14) de S*). Como €° € [i,i + 1] y también 6° € [i — 1,4], observamos
que al considerar la primera situacién obtenemos (t) como en (C.1) y si
consideramos la segunda situacién obtenemos

(C.1)

Yt) =i 1+ gilgzlmi 5 (C.2)

Entonces si z*(t)z*+!(t) < 0 para t cercano a t° usamos (C.1), si en cambio
T*(t)z*~(t) < 0 para t cercano a t° usamos (C.2).
Ahora suponemos que #° € [—1,0), entonces z°(t° + 6°) = 0. En este caso
Z(z) estd dado localmente por la grifica
=—(t—t°)+6° para t<t°+6°+1 cercanoa 0,

dado que si t es cercano a t° debe haber un  cercano a 6° (y, por lo tanto,
6 € [-1,0)) tal que

Az:)(0) =0 z,(0) =0 < z°(t + 6) = 0.
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Luego, como z°(t + ) = z°(t° + 8°) = 0 y por ser los ceros de z° aislados,
tenemos que
t+6=t"+6°

de donde se desprende inmediatamente lo que afirmabamos.

Si #° = 0, entonces que el signo de z°(t) para t cercano a t° esté dado
por la condicién §°2°(t)z!(t) > 0 (debido a la definicién del conjunto S° en
(4.15)), implica que Z(z) es nuevamente localmente una gréfica. Pues para
ver esto usamos la condicién (C.1) para el caso en que i = 0, entonces nos
queda 6

z0(t) — 6%z, (t)
y observamos que el denominador no se anula precisamente por la condicién
de los signos.

Finalmente suponemos que #° = N +1, asf que z°(t° — 1) = 0. Conocemos
de la definicién del conjunto S~! en (4.15), que 6V (t°)a°(t° — 1) < 0, esto
es, A(z;)(N) y A(2¢)(N + 1) son no nulos y tienen signos opuestos para t
cercano a t°. Como A(z;)(6) estd dado por interpolacién lineal para 6 entre
N y N +1, obtenemos al conjunto Z(z) localmente como la gréfica 6 = 1(t),
pero sélo parat > t°, con %(t°) = N+1y %(t) < N+ 1 parat > t° y cercano
a t0. Esto se debe a que si en (C.1) consideramos a i = N, tenemos que

z" (t) N zN(t)
TN (t) — SNZN+L(t) — N+ (t) — 6Nzt —1)

De esta 1iltima igualdad vemos que se cumple lo afirmado.

Hasta ahora hemos probado que cada componente conexa de Z(z) es una
grafica (7.8), y que se cumplen (a),(b),(c) y (d) del enunciado. Notemos que
en todos estos casos A(z;)(f) cambia de signo al cruzar la gréfica de 9, esto
es, también se cumple (f).

Observemos, de la definicién de V' y A, que también vale (g). Para verificar
esto, simplemente hay que analizar los distintos casos posibles. Supongamos
que 6* =1 (si 6 = —1 se procede en forma similar), como ademds sabemos
que z,(—1) # 0 supongamos que z;(—1) > 0, entonces A(z:)(N + 1) =
§*z;(—1) = z;(—1) > 0. Ahora aparecen nuevos subcasos:

- si sc(z;) es par entonces z;(N) > 0, luego

P(t) =N +

V(z:) = sc(z;) = nimero de ceros de A(z;),

- si sc(z;) es impar entonces z;(N) < 0.
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Entonces o bien z;(N) < 0 en cuyo caso
V(z:) = sc(z¢) + 1 = niimero de ceros deA(z;),
o bien z;(IN) = 0 en cuyo caso z;(N — 1) < 0 y, entonces, otra vez
V(z:) = sc(zt) + 1 = nimero de ceros deA(z).

Anélogamente se analiza el caso en que z;(—1) < 0.
La validez de (h) se sigue directamente de la definicién de A, en particular
de la férmula de interpolacién lineal (7.7).

Femm————

------------------------------------------------------------------------------------------------------

et LT L PR PSP PR T IS T TIT STES X

s

-

--------------------------------------------

Figura 6: Para este t* existen infinitos 8" tal que (¢*,0") € Z(z)
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Para terminar veamos que se cumple (e). Supongamos que I no esta acota-
do en la direcci6n positiva, pero que existe t* — oo con z°(t") = 0. Notemos
que z%(t") = ;»(0) = A(z»)(0), luego (t*,0) € Z(z). Entonces para cada n
hay una curva ¢ : I* — [-1, N + 1] en Z(z) con ¢"*(t" + 1) = —1, donde
1" + 1 es el extremo derecho de I™*, ¥"(t") =0y (¢,9"(t)) € Z(z) para todo
t € I™. Luego, por (c) tenemos que

Y"(t) = —t+t" paratodo t"<t<t"+1.

Como las graficas de 1 y %™ son disjuntas en R?, se sigue que I = (—oo0, t*+
1] ya que en otro caso la grafica de ¢ cruzaria a la grafica de 9 para poder
alcanzar la recta § = N + 1. Como las grificas de todas las funciones 3™
son dos a dos disjuntas, entonces tenemos que para algin ¢* negativo y de
médulo grande, el lado derecho de (7.9) es infinito (ver Figura 6). Pues dado
t*, existe 6™ tal que Y (t*) = 9*,(t*,6") € Z(z) y 6™ # 6™ si n # m. Entonces
V(zi) = card{d € [-1,N +1] / A(zs)(8) = 0} = 0o y llegamos asi a un
absurdo, ya que z;- € S. Por lo tanto, comprobamos la validez de (e).O
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