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1. Introducción
Es muy conocido el Teorema de Poincaré-Bendixon para sistemas del tipo

i = /(z) , (1.1)

donde x G R2, f : D —* R2, D C R2 es un dominio y tal que la solución φ(ί, p), 
φ(0,ρ) = p, de (1.1) existe para —oo < t < oo. La solución φ(ί,ρ) es la única 
solución a través de (0,p) y, por lo tanto, es continua para (i,p) G R3. Para 
cada í fijo, recordamos que la función φ(ί,.) : R2 —>■ R2 es un homeomorfismo. 
Dicho teorema nos asegura que si 7+ es una semiórbita positiva acotada 
y ω(7+) no contiene puntos de equilibrio, entonces una de las siguientes 
alternativas tiene lugar

(i) 7+ = ω(7+)
o
(ii) ω(7+) = 7+ — q+
En cualquiera de los casos, el conjunto límite ω es una órbita periódica 

y además en el caso (ii) éste es un ciclo límite. También es válido el mismo 
resultado para una semiórbita negativa.

Este teorema sugiere una forma de determinar la existencia de una órbita 
periódica en el plano. Supongamos que encontramos un conjunto M cerra
do y acotado en R2 tal que no contiene puntos de equilibrio de (1.1) y es 
positivamente invariante (esto es, toda solución de (1.1) que empieza en M 
permanece en M para t > 0). En tal caso aseguramos que M contiene a una 
semiórbita positiva acotada 7+. Más aún, dado que M es cerrado, el conjunto 
límite ω está en M. Por lo tanto del Teorema de Poincaré-Bendixon queda 
garantizada la existencia de una órbita periódica en M.

La demostración de este teorema usa el hecho de que una curva de Jordán 
J, es decir una curva cerrada y simple, separa a R2 en dos regiones, una región 
interior y otra exterior a la curva, generalmente llamadas Jint y Jext. Esto se 
conoce como Teorema de la curva de Jordán, y no vale en RN para N > 2, 
por lo tanto no hay una generalización del teorema de Poincaré-Bendixon 
para sistemas de dimensión mayor con las mismas características del sistema 
(1.1). Un contraejemplo para el caso N = 3 es por ejemplo
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con 0(0) = </>(0) = 0 y p(0) = 1. Donde la solución está acotada en R3, pero 
ésta no es periódica y tampoco tiende a una solución periódica.

Este trabajo está basado en un paper de John Mallet-Paret y George 
Sell (ver [3]) en el cual se prueba el Teorema de Poincaré-Bendixon para 
sistemas de ecuaciones diferenciales de retroalimentación cíclica monótona 
con retardo. Este también supone simplemente la acotación de la solución 
x(t) para t —* oo y obtiene un resultado análogo al enunciado para (1.1). El 
sistema que consideramos tiene la siguiente forma

¿°(t) = /°(*°(í), **(*))
¿*(í) = /’(x’*1(t),xl(t),xl+1(t)) , si i = 1,2, 1 (1.2)

¿N(t) = /N(xN-1(t),xN(t),x°(t-1))

con las condiciones de monotonía

para todo (77, ξ, ζ) G R3, (1.3)

para i = 0,1,..., TV. Las cantidades δτ son todas ±1, y han sido normalizadas
para que

δ1 = 1 si i TV,
δ* si í = TV (1-4)

La cantidad 5* G {—1,1} está fija e indica la naturaleza de la retroali
mentación, positiva o negativa.

También analizaremos sistemas llamados unidireccionales que tienen la 
siguiente forma

¿’(ί) = Γ(?(ί),χ’+1(ί-/?)), i = 0,1,..., TV, (1.5)

donde TV > 0 , los índices son tomados módulo TV +1 y > 0, para cada i 
y además fl posee la propiedad de monotonía

para todo (ξ, ζ) G R2. (1.6)

Observemos que el primer sistema es más general que éste, pues permite una 
doble interacción de la variable xl con sus dos vecinas z2±1.
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En cuanto al sistema unidireccional tenemos que por medio de una trans
formación normalizadora obtenemos un sistema del mismo tipo pero con 
β1 = 0 para i β- N y βΝ = 1, con derivadas positivas en (1.6) para i ψ N. 
El signo de la derivada puede ser o bien positivo o bien negativo, en la 
mayoría de los problemas de interés por sus aplicaciones es negativo.

Un caso especial de sistema unidireccional está dado por la ecuación de 
orden N + 1 retardada

p(D)x(t) = f(x(t - 1)), donde D = ,
at

y p(P) = (D — ξ°)(Ζ) — ξ1)... (.D — ξΝ) es un polinomio de grado N -I-1 con 
todas sus raíces reales, y donde f'(x) / 0 para todo x 6 EL Efectivamente, 
llamando x°(t) = x(t) y xl+1(í) = i*(t) — ξ£χι(ί), para 0 < i < N — 1, se 
obtiene un sistema unidireccional con todos los /? = 0 excepto βΝ = 1.

Una ecuación de interés es la conocida Ecuación de Mckey-Glass

i(t) = -μτ(ί) -I- pg(x(t - 1)) ,

donde g es monótona. Ésta aparece en diversas áreas como por ejemplo fisi
ología, biología y óptica. Los sistemas unidireccionales surgen en modelos de 
síntesis enzimáticas y en la teoría de redes neuronales.

Una de las ecuaciones más renombrada a la que se le aplica este resultado 
es la Ecuación de Wright

£(t) = -ατ/(ί- l)(l + ?/(t)) ,

con a > 0, lo cual para y(t) > — 1 es equivalente a

±(t) = f(x(t - 1)), f(x) = —a(ex - 1)

por el cambio de variables ex = y + 1. Notemos además que esta ecuación 
entra dentro del caso unidireccional para N = 0.

2. Notación y preliminares
El espacio de fase adecuado para el sistema (1.2) es el espacio de Ba- 

nach C'(Á'), donde K = [—1,0] U {1,2,..., N} y la norma de dicho espacio 
está dada por
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para cada φ G Este espacio es una ligera modificación del espacio
<7([—1,0], R^4"1) encontrado en [1] y está adaptado para nuestro sistema en 
el cual el retardo aparece solamente en la última variable. Para facilitar la 
notación a partir de ahora escribiremos C en lugar de C'(ZC).

Llamamos C1(A’) al conjunto

C1 = Cl{K) = {φξθ / la restricción 9?|[-i,o] es 
continuamente diferenciable}

y definimos en él la norma 

donde φ(θ) denota a la derivada ^(0).
Decimos que rr(.) es una solución de (1.2) sobre un intervalo I = [σ — 

Ι,σ + Λ] donde σ G R y A > 0, cuando x° G <7([σ — Ι,σ + A]), x(.) es 
continuamente diferenciable sobre [σ, σ + A] y por supuesto x(.) satisface el 
sistema (1.2) para i G [σ, σ + A].

Sea rr(.) una solución de (1.2) sobre algún intervalo I = [σ — 1, σ +A], 
donde σ G R y A > 0. Para cualquier t G [σ, σ + A], definimos a xt G C por

&t(&) =
z°(t + Θ) para θ E [—1,0] ,
xe(t) para Θ G {1,2,..., N} .

En varias oportunidades escribiremos por conveniencia de notación

aunque observamos que N + 1 K, y que xw+1(.) no es ninguna de las 
funciones coordenadas del sistema (1.2). Denotamos con x(0,</>) = χ(φ) a la 
solución x(.) de (1.2), (1.3) que cumple xo = χο(φ) = φ y sea también T(t) 
la aplicación de C en C1 definida por Τ(ί)φ = Χί(φ). Observemos que para 
una solución x(.) sobre [t°, ¿*) tenemos que xt G C1 para todo t G [t° +1, t*). 
En efecto, la función T(t) para el tiempo t > 1, es continua de C en C1 (ver 
[1])·

Pensemos en el sistema (1.2) como un sistema de la forma ¿(t) = f(xt), 
donde f : C R'v+1. Decimos que un equilibrio para el sistema (1.2) es 
una función κ G C tal que = 0. Sea además E C C el conjunto formado 
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por los equilibrios del sistema (1.2). Observamos que cada n 6 E es una 
función constante sobre K.

Ahora definimos para cada i, con 0 < i < N, a la función proyección 
planar π1 : C —> R2 por

π*φ = (9?(i), <p(i + 1)) para 0 < i < N — 1 ,
(φ(Τν),99(—1)) paraí = JV. (2-1)

Estas funciones tendrán un rol destacado en el Teorema de Poincaré-Bendixon.
Un problema de valores iniciales para (1.2) se plantea agregando una 

condición xto = φ para algún t° 6 R y φ E C. Este problema tiene una 
solución única x(.) sobre un intervalo maximal a la derecha de t°, llamémoslo 
[t°,t*). Llamaremos órbita hacia adelante de esta solución en el espacio 
de fase al conjunto

7+(^) = {xí/ te[t°,t*)}cc,

y definimos también

7r(^) = {xt / tE [t° + T, í*)} C C

para algún T > 0. Si t* < oo, entonces || xt ||c —*· oo cuando t —+ í*, y 
de manera que si q+(y>) está acotada entonces necesariamente t* = oo; en 
efecto, la clausura 7+(φ) es compacta. Además, cuando t* = oo, definimos 
al conjunto límite omega cu (y?) C 7+(φ) como

cu(</?) = {Ψ C / existe tn —> oo tal que xtn —> ψ} .

Este conjunto límite omega satisface las propiedades standard. En parti
cular, si 7+(<^) está acotado entonces ω(<^) es no vacío, compacto, conexo 
e invariante. Decimos que un subconjunto A C C es invariante, positiva 
y negativamente, si T(f)A = A para cada t > 0, donde T(t) denota al 
operador solución en el tiempo t. Además, a través de cada E cu(<^) existe 
una solución bilátera n(.) en ω(φ), esto es, una solución que cumple que 
uo = Ψ y Que “t E para todo í E R

Análogamente, si una solución x(.), con xtn = φ, está definida sobre un 
intervalo maximal a la izquierda (t*,t°], también podemos considerar a la 
órbita hacia atrás

7"(<^) = {xt/ t E (t*, t°]} C C ,
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y definimos también

7t(<¿) = W te(t*,t°-T)}cc

para algún T > 0. Si además la solución a?(.) está definida para t —»■ — oo, 
podemos definir al conjunto límite alfa, α(φ) C como

a(<^) = {ψ E C / existe tn —> —oo tal que xtn —> ψ] .

Podría pasar que dado un φ E C cualquiera, no exista una solución hacia 
atrás, sin embargo cuando ésta existe es única. Este hecho implica que si 
A C C es un subconjunto compacto e invariante, entonces T(í) genera un 
flujo bilátero sobre A. Para probar la unicidad hacia atrás, suponer que rr(.) 
y n(.) son soluciones de (1.2) sobre un intervalo I, y que x¿o = ii^ para algún 
t° E I. Veremos que xt = ut para todo t E I con t < t°, y por lo tanto 
para todo t E I. Para probar esto es suficiente mostrar que xt = Ut para 
todo t E [t° — 1, t°] Γ) I. Llamemos J = [t° — 1, t°] ΓΊ /, y supongamos que el 
intervalo tiene longitud positiva, tenemos que rr°(t) = u°(t) y por lo tanto 
que x° (í) = ü°(t) para todo t E J, pues xto = iqo. De la primer ecuación 
del sistema (1.2) y de la monotonía estricta de f° en su segundo argumento, 
tenemos que xl (t) = u1 (i) para todo t E J. Continuando sucesivamente de 
esta manera con las restantes ecuaciones del sistema (1.2) y con la monotonía 
de las funciones fl en su último argumento, tenemos que x'(i) = ul(t) para 
todo t E J y para 0 < i < N + 1. Con esto llegamos a la conclusión deseada.

Observemos también que si A C C es un conjunto invariante y acotado 
con clausura compacta A, entonces A C C1. La clausura de A en la topología 
de C1 es el mismo conjunto que la clausura de A en la topología de C, y las 
topologías inducidas sobre A de C y de C1 son equivalentes. Esto se deduce 
directamente de la definición de las normas de C y de C1 y de la continuidad 
de la aplicación T(t).

Para finalizar enunciamos al teorema que, como dijimos en la intro
ducción, será necesario para llegar a demostrar al resultado principal.

Teorema 2.1 (El teorema de la curva de Jordán). Sea J una curva 
de Jordán en R2. Entonces J separa al plano, más precisamente R2 — J = 
Jint U Jext donde Jint y Jext son conjuntos abiertos disjuntos, Jint (llamado 
el interior de J) es acotado y Jext (llamado el exterior de J) es no acotado. 
Además ambos conjuntos son arcoconexos.
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3. Enunciado de resultados
Consideramos un sistema del tipo (1.2), con las condiciones (1.3) y (1.4), 

donde suponemos además que las f1 son C1 sobre R3, o sobre R2 en el caso 
de f° (cuando i = 0, la variable η está ausente, esto es, f° es función de ξ y 
ζ solamente).

El caso TV = 0 da una ecuación escalar que está incluida en esta teoría. 
En este caso se interpreta al sistema (1.2) como

¿° = /0(z0(t),z°(t-l)) ,

y las condiciones de monotonía en este caso son

> θ’ Para e ^2’ 8° e {—1,1} ·

A lo largo del trabajo se necesita esta pequeña modificación en la notación 
para el caso escalar, aunque en general no se lo mencionará.

Observar que en (1.3) solamente la segunda desigualdad necesita ser es
tricta. En muchos sistemas de interés la primer variable η está ausente en 
cada una de las ecuaciones (no solamente para el caso i = 0), dando origen 
a los llamados sistemas unidireccionales

¿l(t) = Ρ(^ι(ί),^ι+1(ί)), o < ¿ < tv — i,
i"(t) = (3.1)

El siguiente resultado es el principal y podrá demostrarse al término de la 
sección 6.

Teorema 3.1 (El Teorema de Poincaré-Bendixon). Considerar el sis
tema (1.2), donde las funciones fl satisfacen (1.3). Sea x(t) una solución 
de (1.2) sobre algún intervalo [í°, oo), y suponemos que x(t) está acotada en 
Rw+1 cuando t —> oo. Sea ω(χ) C C(A) el conjunto límite omega de esta 
solución en el espacio de fase C(K). Entonces o

(a) es una sola órbita periódica no constante
o
(b) para cada solución u(t) de (1.2) con Ut G w(x)Vt G R, tenemos que 

a(u) U ω(ΐί) C E, donde a(u) y ω(ιϊ) denotan los conjuntos límites a y ω , 
respectivamente , de esta solución y donde E C C'(A) denota el conjunto de 
puntos de equilibrio de (1.2).
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En cualquier caso, cada junción proyección planar

π1 : ω —> 7τ’(ω(ζ)) C R2 ,

para O < i < N, es 1 — 1, y sumerge al conjunto compacto ω(χ) homeomórfi- 
camente en el plano.

Observemos que el caso (b) del teorema 3.1 cubre la situación más simple 
en la cual el conjunto límite omega ω(χ) es justamente un solo punto de 
equilibrio, esto es, cuando x(t) se acerca a un solo equilibrio para t —> oo.

4. La Función de Lyapunov discreta
Las funciones de Lyapunov discretas

y+,y-:c-{o}^{o,i,2,...,oo},

están asociadas con sistemas de retroalimentación cíclicos signados. Estos 
sistemas están relacionados con los sistemas de retroalimentación cíclica 
monótona (1.2), (1.3). Se entiende por un sistema de retroalimentación cíclico 
signado a un sistema no autónomo del tipo

!/o(*) = /(í’^wyw),
^(t) = ρ’(ί,Ζ/ί_1,?/’(ί),^+1(ί)) , si i = l,2,...,N-1 , (4.1)

^(t) = gN(t,yN-\tlyN^,y\t-l^,

en el cual las funciones gl satisfacen las condiciones de signo 

^(M. 0,0 > 0 cuando η > 0 y δ1ζ > 0 ,
< 0 cuando η < 0 y διζ < 0 , (4.2)

para 0 < i < N y para cada t (con la variable η ausente en (4.2) cuando 
i = 0, como antes). Las cantidades δ1 son como en (1.4) y suponemos que 
las funciones <?’(t, η, ξ, ζ) son continuas en t (sobre algún intervalo 7), para 
0 < i < N y además son C1 en (77, ξ, ζ) G R3. Las funciones V* que se 
definirán más abajo son funciones de Lyapunov para el sistema (4.1), (4.2), 
donde ± denota al signo de la constante de retroalimentación δ*.

Para relacionar a los sistemas (1.2) y (4.1) se escribe al sistema monótono 
(1.2) como ¿(t) = f(xt) donde f : C —> R^·*"1. Sean z(.) y ¿r(.) dos soluciones 
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cualesquiera de (1.2) sobre algún intervalo I y considerar la diferencia t/(í) = 
z(t) — x(t). Entonces

= f(yt + xt) - f(xt) = s(í, yt),

donde g : I x C —> R27-1·1 está definida por

y(t,v) = f(v + xt) - f(xt) ■

Esta función g depende de la función z(.) elegida. Verifiquemos que g tiene 
la forma (4.1) y satisface las condiciones de signo (4.2), si f satisface las 
condiciones de monotonía (1.3).

Se ve fácilmente que cumple (4.1), pues

y(t) = z(t) - ¿(t) = y(zt) - /(zt)
= /(?/t+Zi)-/(zt)
= d(t, yt) ■

Para ver que satisface (4.2), lo hacemos solamente para el caso en que
1 < i < N — lya que los otros se analizan análogamente. Observemos que

y\t, 77,0, <) = A*? + ¿í_1(t), ζ\ί), ζ + Zi+1(t)) - /’(zi_1(t), z¿(t), zi+1(t)) 
= Á77 + zi_1(t),zi(í),C + zi+1(í)) “/ (zi~1(t),zi(í),C + ¿i+1(í)) (4.3)
+/ι(ζι_1(ί),ζ'(ί),ζ + ζι+1(ί)) - f (zl_1(i),zl(t),zl+1(t)) ,

y como fl es no decreciente respecto a su primera variable tenemos que la 
primera diferencia en (4.3) es > 0 si η > 0 y es < 0 si η < 0. De la misma 
manera se tiene que la segunda diferencia en (4.3) es > 0 si διζ > 0 y es < 0 
si διζ < 0 . Por lo tanto de estas dos observaciones se tiene que

gi(t, τ/,Ο,ζ) > 0 cuando η > 0 y δίζ > 0,
< 0 cuando η < 0 y διζ < 0

como se quería probar.
También se puede hacer una versión infinitesimal de la construcción de ar

riba. Si z(.) es una solución de (1.2), entonces podemos considerar la ecuación 
variacional lineal
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y(t) = g(t,yt), donde p(t, 92) =, (4.4)
y donde /'(ψ), para cualquier ψ G C, es la derivada de Fréchet de f : C —► 
RN+1 en ψ. Nuevamente, esta 77 tiene la forma (4.1) y satisface las condiciones 
de signos (4.2), si f satisface las condiciones de monotonía (1.3). Es claro que 
y(t) = ¿(t) es una solución particular de (4.4). Se ve que se cumple pues

y(t) = ¿(t) = /(xt)

=
= yt) ■

Para ver (4.2), observemos que como

y sabemos que > 0 entonces el primer término en el segundo miem
bro cumple que es > 0 si η > 0 y es < 0 si η < 0. Si se utiliza nuevamente 
las condiciones de monotonía (1.3), se tiene que el segundo término cumple 
que es > 0 si διζ > 0 y es < 0 si δζζ < 0. Si unimos ambas observaciones se 
obtiene la condición (4.2).

Observemos también que y(t) ξ Oes siempre una solución de (4.1), (4.2), 
y también que la unicidad hacia atrás vale para esta solución. Esto es, si ?/(.) 
es una solución de (4.1), (4.2) sobre un intervalo I, y si ytc¡ = 0 para algún 
t° € /, entonces yt — 0 para todo t G I. La demostración de este hecho 
es similar a la demostración de unicidad hacia atrás para (1.2) dada en la 
sección 2.

Entendemos por una solución no trivial del sistema (4.1) una solución 
para la cual yt 0.

Definimos ahora a las funciones V± que se mencionaron antes. Para esto 
definimos primero al número de cambios de signo para cualquier φ G C — {0} 
(al cual denotaremos sc(<^)), esto es

sc(<¿>) = sup{ k > 1/ 3 θ° < 01 < ... < 6k con cada θτ G K y 
φ(0ι_1)φ(0ι) < 0 para 1 < i < k } , (4.5)

con la convención que sc(<¿>) = 0 si 92(0) > 0 o φ(0) <0 para todo θ E K y 
además consideramos que sc(0) no está definido. Observemos que sc(^) = 00 
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es posible en (4.5). Definimos ahora

v» =
sc(<t?) si sc(<¿>) es par 0 infinito,

(4.6)sc(<¿>) + 1 si sc(<^) es impar,

v-(v) =
sc(</?) si sc(</>) es impar 0 infinito,

(4.7)sc(<^) + 1 si sc(<^) es par,

y donde

V+: C—{0}—> {0,2,4,...,oo} , : C-{0} {1,3,5,...,00}

Los siguientes dos resultados fueron probados en [4] y serán de suma utilidad 
de aquí en adelante.

Teorema 4.1. Sea y(.) una solución no trivial del sistema de retroalimentación 
cíclico signado (4.1), (4.2), sobre un intervalo I, y sea ± el signo de la cons
tante de retroalimentación δ* para este sistema. Entonces V±(yt) es una fun
ción no creciente de t, esto es,

V±(yti)>V±(yt2) si t1 <t2 con t\t?El.

Una consecuencia inmediata del teorema 4.1 y de lo discutido anterior
mente es que si x(.) y ¿(.) son dos soluciones diferentes de (1.2), (1.3), en
tonces

V±(xí — xf) es no creciente en t,

y que si x(.) es una solución no constante de (1.2), (1.3), entonces

^(¿t) es no creciente en i,

dado que en estos casos tanto x(.) — r(.) como ¿(,) son soluciones de (4.1), 
(4.2).

Teorema 4.2. Sea r/(.) una solución no trivial de (4.1), (4.2) sobre un in
tervalo I. Se supone que para algún t G I también t — 3 G I y que en este 
tiempo t una de las siguientes alternativas tiene lugar:

(a) y1 (i) = y,+1(t) = 0 para algún i con 0 <i < N ; o
(b) ylft) = 0 y áb/l_1(t)?/í+1(t) > 0 para algún i con 1 < i < N 
entonces o

V±(yt) < o V±(yt) = oo .
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Notemos la siguiente consecuencia de los teoremas 4.1, 4.2. Suponemos 
que y(.) es una solución no trivial de (4.1), (4.2) sobre algún intervalo infinito 
[t°, oo) y también que V±(yt) < oo para t grande (este ocurre necesariamente 
si V±(ytn') < oo para la condición inicial ). Entonces V±(yt) es constante y 
finito para t grande ( por teorema 4.1 Vr±(í/t) es no creciente y está acotado 
por V±(j/to)), y por lo tanto ni (a) ni (b) del teorema 4.2 pueden tener lugar 
para t grande.

La negación de la condición (a) es de particular interés para este trabajo 
y podemos expresar a ésta como

Klyt φ 0 para todo t grande y 0 < i < N,

donde π’ es la función proyección planar (2.1). En el caso en que y(t) = 
x(t) — x(t) es la diferencia de dos soluciones de (1.2), (1.3), tenemos que

7Tlxt 7TlXt para todo t grande y 0 < i < N.

Suponemos que ?/(.) es una solución no trivial de (4.1), (4.2), sobre un inter
valo I, que para algún t G I también tenemos que t — 4 G I y que además

^(j/t) = V±(yt-i') < oo.

Es claro entonces que para cualquier Θ G [—1,0] tenemos que t — 4 < 
t + Θ — 3 < t + Θ <t, por lo tanto

^(l/t+e) = ν£(?/ί+β-3) < oo (4.8)

por teorema 4.1.
Observemos ahora que

(»"(t + e),^(i + «))/(O,O). (4.9)

Esto se debe a que si y°(t 4- Θ) = 0, entonces como por (4.8) y por teorema 
4.2 tenemos que (t/°(í 4-0), j/1 (í 4-#)) (0,0), obtendríamos que y1(t+6) ψ 0. 
Luego se tiene

?/°(t + 0) = c?°(í 4- 0,0,3/1 (£ 4- 0)) ^0 (4.10)

por las desigualdades estrictas en (4.2). Asi se obtiene (4.9). Es inmediato 
que (4.9) nos dice que todos los ceros de yt G C1 en el intervalo [—1,0] C K 
son simples, esto es

yt(0) ψ 0 siempre que yt(6) = 0 para algún 0G[-1,0]. (4.11)
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Notemos que 8°yO(t 4- 0)j/x(t + 0) >0. Esto se debe a que las condiciones 
de signo (4.2) para el caso N = 0 son

gl(t+e,O,y1(t + e) > 0 cuando + 0) > 0,
< 0 cuando S°y1(t + 0) < 0, (4.12)

de donde se desprende que gz(t 4- 0,0, y^t 4- 0)) = y°(t 4- 0) y 5°y1 (t 4- 0) > 0 
tienen el mismo signo, y se obtiene lo que se afirmaba. Observemos también 
que esto, para el caso en que 0 = 0, se puede expresar de la siguiente manera

δ° Pí(0) Pt(l) > o siempre que yt(0) = 0, (4.13)

utilizando al elemento yt G C.
Definimos ahora un conjunto al que llamaremos S y que será de mucha 

utilidad para este trabajo. Sean

S* = G C1/ si y?(i) = 0 entonces δτφ(ί — 1)ςο(ζ 4-1) < 0}, 
para 1 < i < N, (4-14)

con la convención que φ(Ν 4-1) = </?(—1). Sean también

S° = {φ G C1./ si <^(0) = 0 entonces ό°φ(0)<^(1) > 0},
S"1 = {φ G C1 / si φ(—1) = 0 entonces δΝφ(Ν')ψ(—1) < 0} y (4.15)

S* = {φ G C1/ si <¿>(0) = 0 para algún 0 G [—1,0] entonces φ(0) ψ 0}.

Definimos entonces al conjunto S por

Claramente S es abierto en la topología de C1 y, además, como se prueba 
en el apéndice A, S es denso en C1. Notemos también que

πιφ ψ 0 G R2 si φ e S , para 0 < i < N, (4-16)

donde π’ está dado por (2.1). Esto se deduce directamente de la definición 
de los conjuntos S\
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Teorema 4.3. Sea una solución no trivial de (4.1) , (4.2) sobre un 
intervalo I. Se supone que para algún t G I también t — 4 G I y que además

y±(2/t) = V±(2/t_4)<oo. (4.17)

entonces yt G S y en particular

nyt ψ 0 para 0 <i < N. (4-18)

Demostración : Observemos que ^(z/t) = V±(yt-3>) < oo por utilizar 
(4.17) y también (4.8) para el caso en que Θ = 0. De esta manera por teorema 
4.2 se puede concluir inmediatamente que yt G S* para cada i con 1 < i < N. 
Claramente (4.11) y (4.13) implican, respectivamente, que yt G S* y que 
yt e S°.

Lo único que resta ver para probar que yt G S es que yt G S-1. Supon
gamos entonces que yt(—1) = 0, esto es, y°(t — 1) = 0. De esta suposición 
y por cumplirse que yt G Sn, concluimos que yt(N) = yN(t) ψ 0. Como 
también yt G S* entonces yt(— 1) = y°(t — 1) ψ 0. Por lo tanto, si yt £ S-1 
necesariamente

δΝ z/N(t)y°(t-l)>0. (4.19)

Supongamos que estamos en el caso (4.19). Observamos que por cumplirse 
que yt G St para 0 < i < N — ly que yt G S* y por el hecho que δι = 1 para 
0 < z < TV — 1 , tenemos que

y0(t)j¿(í) >0 si y° = 0,
z/í_1(i)z/,+1(t) < 0 si yl(t) = 0 para 1 < z < TV — 1 y (4.20)
z/°(í + 0) 0 si y°(t + 0) = 0 para algún 0 G [—1,0].

De (4.20) , del hecho que y°(t — 1) = 0 y de la definición (4.5) de la función 
sc(.) tenemos que

sc(z/t_e) = sc(z/¿) + 1 para e > 0 pequeño.

Además observamos que óNyN(t')y°(t 4- 0) > 0 para todo 0 G [—1,0] cercano 
a —1. Esto se debe a que por (4.19) el signo de óNyt(N) es el mismo que el 
de yt(—1) y a que como yt(—1) = 0 entonces

si yt(—1) > 0 entonces yt(0) > 0 para 0 G [—1,0] y cercano a —1. 
si yt(—1) < 0 entonces z/t(0) < 0 para 0 G [—1,0] y cercano a —1.
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Luego, el signo de yt(—1) es el mismo que el de yt(6') para Θ G [—1,0] y 
cercano a —1, obtenemos de esta manera lo que se afirmó recientemente.

Por la última observación tenemos que

sc(t/í) es par si δΝ = δ* > 0 y es impar si δΝ — δ* < 0.

Esto simplemente se deduce de analizar las posibles dos alternativas:
Si δΝ = δ* = 1 entonces el signo de yt(Nj es igual al signo de yt(ff) para 

aquellos θ E [—1,0] cercanos a —1, con lo cual sc(yt) es par.
Si δΝ = δ* = — 1 entonces el signo de yt(Nj es distinto al signo de y fifi) 

para aquellos θ E [—1,0] cercanos a —1, con lo cual sc(j/t) es impar.
Ahora si utilizamos las definiciones (4.6) y (4.7) de V* y analizamos otra 

vez los dos casos posibles tenemos que

V±(yt-e) = V±(yt) + 2,

para c pequeño. Para llegar a esto simplemente hacemos:
si δΝ = δ* = 1 entonces tenemos que sc(yt) es par y sc(yt_e) = scfyfi) + 1 

es impar, entonces V+(yt-c) = sc(yt_t) + 1 = sc(t/t) + 14-1 = V+(yt) + 2.
si δΝ = δ* = —1 entonces tenemos que sc(?/t) es impar y sc(?/í_e) = 

sc(í/t)+l es par, entonces V_(?/t_e) = sc(yt_e)+l = scQ/t)+l+l = y-(yt)+2.
En cualquiera de los dos casos se cumple lo que afirmábamos. Utilizando 

la igualdad V±(yi_£) = V±(yt) + 2 obtenemos que V±(7/í_4) > >
V±(yt), contradiciendo a (4.17). Esto prueba entonces que yt E S_1, y por lo 
tanto que yt E S como se afirmaba.

Por otra parte de yt E S y de (4.16) obtenemos la validez de (4.18) □.

Las funciones de Lyapunov V± son discontinuas en muchos puntos de 
C — {0}, pues ésta toma valores enteros. Por otro lado, consideradas como 
funciones sobre C1 — {0}, el siguiente resultado muestra que son continuas 
con respecto a la topología sobre el conjunto S. Esto muestra que mientras 
que yt E S la cantidad V±(yt) permanece constante.

Teorema 4.4. Las funciones V± son semicontinuas inferiormente sobre C— 
{0}, esto es,

V%) < lím inf ν±(φη) si φη -> φ E C - {0}. 
n—*00

Las funciones V± son finitas y continuas , por lo tanto son localmente cons
tantes sobre el subconjunto denso abierto S C C1 — {0} en la topología C1; 
esto es, si φ E S, entonces existe e > 0 tal que
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(421)ν±(ξ) = y*^) < oo si ||ξ-φ||σι < β·

Demostración : Ver apéndice A.

Es muy importante conocer cuándo V±(?/t) < oo y para esto enunciamos 
a otro de los teoremas de [4].

Teorema 4.5. Sea y(fi) una solución de (4.1),(4.2) sobre un intervalo I = 
(—oo, f). Asumimos que y(t) está acotada cuando t —► —oo, digamos que 
|y*(í)| < R para algún R, para todo t suficientemente negativo y para cada i. 
También suponemos que para alguna constante B:

para |ξι±1|, |ξι| < R y todo t suficientemente negativo, para cada j — i — 
l,i, i + 1 y O <i < N(omitimos j = -1 cuando i — 0/ Entonces

V^íyt) < oo para todo t E I.

Observemos que este teorema no implica que V±(y¿) esté acotado cuando 
t —► oo. El siguiente resultado es consecuencia inmediata del teorema 4.5 y 
de la relación entre los sistemas (1.2),(4.1).

Corolario 4.6. Sean rr(.) y x(.) soluciones de (1.2),(1.3) sobre un intervalo 
I = (—oo,t*), y se supone que ambas x(t) y x(f) son acotadas cuando t —> 
—oo. Entonces para todo t E I

V±(xt — xfi) < oo siempre que xt^xt, y

V±(it) < oo siempre que xt 0.

Demostración: Consideramos primero y(í) = x(f) — x(fi), por la relación 
entre los sistemas (1.2) y (4.1), tenemos que y(fi) es solución de (4.1). Además 
por ser tanto x(í) como x(t) acotadas cuando t —* —oo, existe R > 0 tal que 
|z’(t)| < R y |^’(t)| < R para todo i tal que 0 < i < N y para todo t 
suficientemente negativo. Entonces tenemos que y(fi) también es acotada y 
la cota correspondiente es 27? .
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Ahora por la definición de g tenemos que

y además si |ξι±1|, |ξ'| < 2R obtenemos que

if±i+xi±i(t)i,iei+¿i(t)i<37?.

Debido a que fl es C1 para todo i = 0,1,..., N tenemos que existe B > 0 
tal que < β paya tales i y para j = i — l,i,i + l (donde para
el caso i = 0, j toma solamente los valores i,i + 1) cuando |ξι±1|, |ξ’| < 37?. 
Luego tenemos que

para |ξί±χ|, |ξ*| < 2R,

i = 0,l,...,N y j = i — l,i,i + 1.

Ahora podemos aplicar al teorema 4.5 y obtenemos que V±(yt) < oo para 
todo G I, es decir V±(xt — rrt) < oo para todo t G I siempre que xt = Xt-

Para ver que es válida la misma conclusión para xt se procede análogamen
te usando que f es C1 para garantizar la cota de |¿2 (i) | y de ,
luego se utiliza otra vez el teorema 4.5.□

Observación: Mencionemos ahora una consecuencia de los resultados vistos 
hasta ahora. Supongamos que rc(.) es una solución periódica y no constante 
de (1.2), (1-3), llamemos T a su período mínimo, esto es

xt — xs sii t = s (módulo T).

Tomamos cualquier c G (0, T), sea x(t) = x(t + c), y sea y(tj = s(i) -x(t). 
Entonces r/(.) es una solución T-periódica y no nula de un sistema de retroa- 
limentación cíclica signado (4.1), (4.2). Veamos que por teorema 4.1 tenemos 
que V±(yt) es constante en t G R, para esto consideramos el intervalo [i1, t1 + 
T] y sea t2 un punto de dicho intervalo, entonces

con lo cual V±(j/t2) — V±(yt1) para todo t2 G [i1, i1 4- T], esto es, V^Q/t) es 
constante en un período completo y por lo tanto en todo R.

18



El corolario 4.6 implica que el valor de V±(yt) es finito, y entonces (4.18) 
de teorema 4.3 implica que Trlyt ψ 0 para todo i 6 R y 0 < i < jV, entonces

v'yt = (7/i(7),7/t(í + l)) / 0
- xt(i),xt(i + l} - Zt(¿ + 1)) Ψ 0

(xt(i), xt(i + 1)) ψ (xt(z),rt(í +1)) 
(xl(í),x*+1(t)) ψ (zl(t + c),rrl+1(í + c)). (4.22)

Dado que c E (0, T) es arbitrario, concluimos inmediatamente de (4.22) 
que para cada i la función

t E R -> (^(t), a;i+1(t)) E R2 (4.23)

es T-periódica y 1 — 1 sobre [0,T), y por lo tanto que (4.23) describe una 
curva de Jordán en el plano (esto es, una curva regular, cerrada y simple). 
Es decir que cada función

π* : 7(^) QC tt1(7((^)) C R2

manda la órbita periódica 7(99) (acá φ = x0 es la condición inicial ) home- 
omórficamente sobre su imágen 7rz(7(<¿>)) en el plano.

Notemos además que V±(xt") es finito y constante, y así que xt E S y por 
lo tanto

7Tlxt = (il(t),il+1(í)) Ψ (0,0)

para todo t E R (para verificar que es así se usan los mismos argumentos de 
recién). Luego, cada una de las curvas (4.23) es una inmersión de la circuns- 
ferencia S1 en el plano.

5. Resultados preliminares
En esta sección nos acercaremos bastante a la demostración del teorema 

3.1, el teorema de Poincaré-Bendixon.
En toda esta sección, x(t) denota una solución fija de (1.2),(1.3) sobre 

el intervalo [0,00). Suponemos que x(t) está acotada cuando t —> 00, como 
en el enunciado del teorema, y de manera que existe un conjunto límite 
omega no vacío ω(ζο) C C para esta solución (usualmente, xq£C denota 
la condición inicial de la solución x(.)). Recordamos que el conjunto 
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es no vacío, compacto, conexo e invariante, y que el operador solución de 
(1.2) restringido a ω(ζ0) provee un flujo bilátero. De este modo, si φ G w(r0) 
entonces existe una solución única ií(t) de (1.2), con uq = φ y Uf G u>(a?o) 
para todo t G R. Nos referiremos a ésta como la solución a través de φ. 
Dado que estamos considerando a un sistema específico (1.2), (1.3), con un 
parámetro de retroalimentación determinado δ* G {—1,1}, denotaremos a la 
función de Lyapunov V±, donde ± denota el signo de <5*, simplemente como 
V.

La idea básica acá es mostrar que varios subconjuntos de ω(ζο) (θ más 
generalmente subconjuntos de 7+(x0)) son mandados homeomórficamente 
sobre el plano por las funciones π1. Aplicaremos adecuadamente a los flujos 
inducidos sobre estas imágenes versiones adaptadas del argumento familiar 
del teorema de Poincaré-Bendixon. La última meta será mostrar que todo 
ω(ζ0) es mandado homeomórficamente sobre el plano, aunque para esto se 
necesitarán una larga serie de lemas.
___El siguiente lema muestra que las clausuras de las órbitas individuales 
7(99), para 99 G ω(χ0), son mandadas homeomórficamente sobre el plano.

Lema 5.1. Sea φ G ω(ζο). Entonces existe un entero u tal que

si ψ,η G 7(1^) y ψ entonces V(í¡) — η) — v y ψ — η G S.

En particular, cada función π = π1, donde 0 < i < N, envía a 7(99) home
omórficamente sobre su imagen π(7 (92)) en el plano.

Demostración: Ver apéndice B.

Que cada órbita clausurada 7(φ), para 9? G ω(ζο), es enviada homeomórfi
camente en el plano, no implica directamente que lo mismo sea verdadero 
para el conjunto total ω(χο)· Se necesitan más resultados antes de poder 
hacer esta conclusión; el próximo lema es un paso en esa dirección.

Lema 5.2. Sea φ E w(ro), tal que α(φ) ΓΊ ω(φ) — 0. Entonces existe T > 0 
y un entero v tal que

si ^€7(99) y ηΕ^^χο), y Ψ η se satisface que
— η) = v y ψ — η E S.

En particular, ψ π1 η para tales -ψ y η, y para cada i con 0 < i < N.
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Demostración: Ver apéndice B.

Los próximos dos resultados tratan sobre órbitas periódicas y equilibrios.

Lema 5.3. Seanu(.) yv(.) dos soluciones periódicas distintas de (1.2), (1.3) 
(esto es, 7(u0) Π 7(^0) = 0))■ Entonces existe un entero v tal que

si G 7(^0) y Ψ € 7(^0) entonces V(tp — ψ)=νρφ- i/j E S. (5.1)

Cada proyección planar π = π1, para 1 < í < TV, esl — 1 sobre las órbitas 
7(i¿o) y 7(^0), y sus imágenes 7r(7(u0)) y π(7(νο)) son curvas de Jordán 
disjuntas en R2.

Si alguna de las dos u(.) o ?;(.) es un equilibrio y la otra una solución 
periódica, o si ambas son equilibrios, entonces valen resultados análogos, in
cluyendo (5.1).

Demostración: Consideremos el caso en que ambas soluciones u(.) y v(.) 
son periódicas (la demostración para los otros casos es muy similar).

En el final de la sección 4 se demostró que π envía a 7(«o) y a 7(^0) 
homeomórficamente sobre sus rangos en el plano. Entonces es suficiente para 
probar el lema verificar que se cumple (5.1). Que las imágenes π(7(^0)) y 
π (7(^0)) sean disjuntas se sigue directamente del hecho que como φ — ψ & S, 
por lo tanto πφ π·0 por (4.16), con φ y ib como en (5.1).

Considerar la función W : R2 —»· {0,1,2,... 00} dada por W(í, s) = 
V(ut — Vg), la cual tiene períodos T1 y T2, en las variables t y s respec
tivamente, donde T1 y T2 son los períodos de las soluciones u(.) y «(.). 
Consideramos a W como función sobre el toro <SX x «S1, donde tomamos t y 
s módulo T1 y T2. En particular, nos interesa el conjunto

Γ = {(i, s) e S1 x <Sx/uf -vs e S}.

El conjunto Γ es abierto pues si tomamos un (t°, s°) G Γ entonces (t°, s°) G 
S1 x «S1 y, además, utn —vtn G S. Como S es abierto, entonces existe un e > 0 
tal que si φ G C1 y || (utr> —uto) — φ ||σι < e se tiene φ G S. Sabemos que existe 
un ó1 > 0 tal que si |í —1°| < δ1 entonces || u* — utn ||ci < e/2 y que también 
existe un δ2 > 0 tal que si |s — s°| < δ2 entonces || vs — vsn ||ci < e/2. Si ahora 
llamamos δ — mínfá1, δ2} y consideramos al conjunto de los (í, s) G «S1 x S1 
tales que \t —t°| < δ y |s — s°| < δ tenemos que

|| (i¿t - vs) - (uto - uso) ||ci < || m - uto ||ci + || vt - vto Hc-i < e/2 + e/2 = e 
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entonces ut — vs E S, obteniendo así que Γ es abierto.
Observemos que, por el teorema 4.4, tenemos que W es constante y finita 

sobre cada componente conexa de Γ. Obtenemos que W(t, s) < oo para todo 
t, s, por el corolario 4.6. Además, por el teorema 4.1, W(t, t+c) es una función 
no creciente de t para cada c E R fijo, así en particular

lím W(t, i + c) = v(c)t—>oo

para algún entero i/(c). Por lo tanto, el teorema 4.3 implica que para cada 
c E IR, tenemos que (t, t + c) G Γ para t grande. Esto es porque por el 
corolario 4.6 se cumple que W(t, t + c) < oo para todo í G IR y, entonces, 
para t grande tenemos que W(t, t + c) es constante, resultando ut — vt+c E S, 
es decir, (t, t + c) G Γ, para t grande.

Con c fijo pero arbitrario, sea t = t° elegido para que W(t°, t° + c) = z/(c), 
y (t°, t°+c) G Γ. Entonces existe una sucesión tn —> —oo tal que (ín, tn+c) —> 
(t°, t° + c) sobre el Toro «S1 x S1, y para cada n grande tenemos también que 
W(tn,tn + c) = i/(c) por el teorema 4.4. Por lo tanto,

lím W(í, t + c) = i/(c)
i—*—OO

que, junto al otro límite probado y a que W(t, t + c) es no creciente, implica 
que W(t, t + c) = i/(c) para todo i G 1. Como W(í, t + c) es constante y 
finito, se tiene que Uf — vt+c E S para todo t E IR por el teorema 4.3, es decir 
que (t, t + c) G Γ para todo t E IR y, por lo tanto, que Γ = S1 x «S1. De esto 
vemos que z/(c) es independiente de c concluyendo la prueba de (5.1).Π

Lema 5.4. Existe un entero v tal que

si φΕω{χο) y κ E E Γ) ω(το), y entonces
- k) = v y φ — κ E S, (5.2)

donde EcC denota al conjunto de puntos de equilibrio de (1.2).

Demostración: Fijamos algún equilibrio κ E E ΓΊ ω(ζ0), y definir z/(/í) por 

= lím V(xt — k).
t—

La existencia de este límite está garantizada por ser V no creciente (por 
teorema 4.1) y finita (por corolario 4.6).
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Sea φ G ω(ζ0) con φ κ. Entonces existe una sucesión (tn)n tal que 
tn —> oo y Xfn —> φ cuando n —+ oo. Por ser φ 7^ κ existe no tal que para 
n > no tenemos que xtn ψ κ. Ahora por la semicontinuidad inferior de V 
obtenemos

V(ip — k) < líminf V(xtn — κ) = υ(κ).Π—+ΟΟ
Si, además, φ — κ € S entonces existe τΐχ > n0 tal que si n > nj entonces 
Xtn — κ G S (por ser S abierto). Como V es continua sobre S tenemos que

ν(φ — κ) = lím V(xtn — κ) = ι/(κ).
n—*oo

Ahora fijamos algún φ G ω(τ0), con φ ψ κ, y sea n(.) la solución a través 
de φ. Observemos que, por ser ω(χ0) invariante, nt G w(a?0) para todo íeR 
y, además, ut ψ κ para todo t G R. Luego, tenemos que V(ut — κ) < ζ/(κ) 
para todo t E R. Como E ω(τ0) para todo t real y ω(χο) es compacto 
entonces w(.) es acotada. Por otro lado, como κ es un equilibrio entonces 
también es acotado. Luego, por el corolario 4.6 tenemos que V(ut — κ) < oo 
para todo t E R. Como V(ut — κ) está acotada y es no creciente entonces 
V(ut — k) es constante para t grande. Por lo tanto, Ut — κ E S (por teorema 
4.3) y, de esta manera, V(ut — κ) = ζ/(κ), para i grande. Se sigue del teorema 
4.1 que V(ut — κ) > ΐ'(κ) para todo t E R y así de esta desigualdad y la 
obtenida anteriormente concluimos que V(ut — κ) = ζ/(κ) < oo para todo 
t E R. Ahora, por el teorema 4.3 tenemos que ut — κ E S para todo t E R. 
Entonces si consideramos en particular t = 0 tenemos que V{uq — κ) — ν(κ) 
y uq — κ E S, es decir,

V(<¿> — k) — y φ — κ, E S.

Para completar la demostración del lema, debemos mostrar que el entero 
z/(«) es independiente de la elección del punto de equilibrio. Suponer que 
κ\κ2 E E Π ω(χ0) son puntos de equilibrio distintos. Entonces:
- si κ1 toma el rol de φ en (5.2) tenemos que — κ2) = ι/(κ2),
- si /t2 toma el rol de φ en (5.2) tenemos que V(k2 — κ1) = z/(kx), 
y debido a que V^k,1 — κ2) = V(k2 — κ1) obtenemos

z/(kx) = V(k2 — κ1) = V(k1 — κ2) = z/(k2),

como deseábamos. □

En los argumentos siguientes trataremos de imitar la conocida demos
tración del teorema de Poincaré-Bendixon, adaptando ésta a la presente 
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situación. Si bien la propuesta general es familiar, deben tenerse algunos 
cuidados, por esto es que hacemos algunas observaciones previas. Desde aho
ra en adelante conservaremos al índice i en π = π* fijo, pero arbitrariamente, 
con 0 < i < N.

Supongamos que A C C es un conjunto invariante y compacto (uno 
está pensando específicamente en A = 7(1/?), para φ G ω(χο))· Supongamos 
también que para algún entero v tenemos que

Si ψ, ηζΑ y 'ψ η entonces — rf) = v y ψ — η € S. (5.3) 

Observemos que para el caso en que A = 7(^7) tenemos que por el lema 5.1 
se cumple (5.3).

Entonces πη para cualquier ψ,η, donde π = π* es alguno de los
mapas (2.1), por lo tanto,

π : A —> 7r(A) C R2 (5.4)

es un homeomorfismo. Para poder justificar esto solamente hay que analizar 
la continuidad de π, pues es claro que π es biyectiva y al ser A compacto 
no hace falta analizar la continuidad de π-1. La continuidad de π es trivial, 
pues dado φ G A y e > 0 basta con tomar δ = e para obtener que

si ||<£ — ψ\\ < δ entonces ||7τ(ςσ) — π(^>)|| < e,

es decir, ya se probó que (5.4) es un homeomorfismo.
Dado que el sistema (1.2) genera un flujo bilátero sobre A, inmediata

mente obtenemos un flujo continuo inducido sobre la imagen compacta vía 
π, 7f(A). Deseamos construir un campo vectorial continuo

F : tt(A) C R2 -> R2, (5.5)

esto es, una ecuación diferencial ordinaria sobre 7f(A), la cual satisface este 
flujo.

Tomamos algún G A y sea υ(.) = υ(., ψ) la solución a través de ψ, esto 
es, vo = uo(^) = y vt = Ut(V’) € A. Podemos derivar con respecto a t para 
obtener üt(-0) G C, y observamos que ésta depende continuamente de t G R 
y ψ G A. En efecto, esta es una consecuencia sencilla del hecho que tenemos 
un flujo bilátero sobre A y de que la función T : C —> C1 es continua. Por lo 
tanto, tenemos que si Φ está definida por

Φ : A -> C y Φ(ν>) = úo(V’), 
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entonces φ es continua (lo cual se deduce de lo observado más arriba donde 
dijimos que Vt(^) depende continuamente de t y de φ) y cumple

ϋί=Φ(ΐ/ί). (5.6)

Para justificar (5.6), sea vt G A y consideramos ws(.,vt) = ws(.) la solución 
a través de vt, esto es, w0 = w0(vt) = vt y ws = ws(vt) G A. Claramente 
w8 = vt+s por la unicidad de solución del sistema (1.2),(1.3). Ahora por la 
definición de Φ tenemos que

φ(ί7ί) = W0(vt) = ™0 = Vt,

entonces Φ(^) = vt como queríamos ver.
Por el homeomorfismo (5.4), existe una única función continua F como 

en (5.5), para la cual

π Φ(^>) = Ρ(πφ) para todo φ G A (5.7)

Esto es, porque basta con definir a F por

F = π o Φ o (7T|a)_1

ya que F resulta ser continua por ser composición de funciones continuas y 
además si φ G A tenemos que

Ε’(π^) = 7Γ O Φ O (7Γ|α)-1(7Γ·0)
= π o Φ(^>) = π(Φ(·0))

es decir, que F satisface (5.7). Para verificar la unicidad suponemos que 
existe G : π (A) G R2 —> R2 una función continua tal que πΦ(^>) = G(7r^) 
para todo φ G A. Entonces tenemos que para todo φ G A se cumple que 
πΦ(^) = F(m/j) y πΦ(^) = ΰ(πφ), esto es F = G.

Se sigue de lo anterior que para cualquier solución i>(.) con vt G A, la 
imagen ξ(ί) = π(νφ en R2 satisface la ecuación diferencial ordinaria

ξ(ί)=Γ(ξ(ί)) (5.8)

en el subconjunto compacto del plano 7r(A). Para justificar (5.8) simplemente 
hacemos

ξ(ί) = nvt = πΦ(^) = F(nvt) = F(£(t)), 
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donde las igualdades anteriores quedan justificadas por (5.6), (5.7) y la defini
ción de ξ(.).

Observemos que, de la continuidad del campo vectorial F no podemos 
deducir que el problema de valores iniciales de ecuación (5.8) tenga solución 
única. Debido a esto, utilizaremos la solución determinada canónicamente. 
Dado cualquier ξ° € π (A), existe un único ψ G A con πψ = ξ°, y una 
única solución υ(.) de (1.2) en A con vo = i¡). Como ya hemos observado, 
ξ(ί) = 7rvt satisface la ecuación (5.8) con ξ(0) = ξ°. Por lo tanto, aún cuando 
las soluciones de (5.8) pueden no ser únicas, a través de cada ξ° E A hay una 
solución determinada canónicamente ξ(.) obtenida del flujo sobre A.

En la sección 6 emplearemos algunas técnicas de la demostración del 
Teorema de Poincaré-Bendixon clásico. En particular, usaremos el concep
to de transversal. Recordemos que si ξ° G π (A) es tal que F(£°) 0, una
transversal L es un segmento de recta abierto y contenido en R2 suficien
temente pequeño, con ξ° G L, tal que el vector Ε(ξ) 0 no es paralelo a L 
y existe un vector no nulo q G R2 ortogonal a L tal que el producto interno 
satisface

{q, Ε(ξ)) > 0, para cada ξ6ίΠπ(Α). (5.9)

Si ξ° G 7f(A) es tal que F(£°) 0, entonces la continuidad de F sobre el
compacto π (A) asegura que existe una transversal L al campo vectorial en 
ξ°, y una primer función de retorno R asociada a L. Recordemos también 
que la primer función de retorno

R : U C L A tt(A) -+ L D tt(A), (5.10)

está definida y es continua sobre el abierto relativo U de puntos de L Γ) 
π (A) cuyas trayectorias retornan a £ en tiempo futuro. Para esta definición 
de R, tomamos solamente la solución determinada canónicamente definida 
anteriormente, la solución obtenida del flujo sobre A.

El siguiente resultado nos permite usar a la Función de Retorno R co
mo si ésta hubiese surgido de un campo vectorial planar. En particular, este 
resultado muestra que R es monótona y también, que bajo condiciones ade
cuadas, la imagen planar de alguna órbita cercana a A cruza a L en la misma 
dirección.

Lema 5.5. Sea A C C un conjunto compacto e invariante, π = π1 alguno 
de los mapas (2.1), y F : π(Α) —> R2 el campo vectorial dado por (5.6),(5.7), 
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como se describió anteriormente. Sea ξ° G π(Α) tal que F(£°) ψ O, sea L 
una tranversal a través de ξ°, y sea R como en (5.10) la primer función de 
retorno asociada. Entonces R es estrictamente monótona, esto es

si ξ° < ζ° con ξ°,ξ° EU entonces R(£°) < R{^\

y donde < denota a uno de los dos órdenes naturales sobre L.
Se supone además que A = 7(φ) para algún φ G iv(x0) Para el cual 

α(φ) Π = 0. Entonces existe T > O y e > O tales que

si Kxt G L, t>T, y ΙΙπαΐί — ξ°|| < e entonces {q,nxt) > O, (5.11) 

con q como en (5.9). Esto es, la imagen irxt de la trayectoria t —> xt bajo π 
cruza a la tranversal L en la misma dirección que él campo vectorial F, por 
lo menos cerca a y para t grande.

Demostración: La demostración de la monotonía estricta de R depende del 
teorema de la curva de Jordán. Con ξ° < ξ° como planteamos, consideramos 
a las correspondientes soluciones (determinadas canónicamente) ξ(.) y ξ(.) 
de (5.8) a través de esos puntos. Sean T y T los primeros tiempos de retorno 
de esas soluciones, para que ξ(Τ) = Λ(ξ°) y ξ(Τ) = 7?(ξ°), y consideramos 
la curva de Jordán J formada por el arco t -+ ξ(ί) para t G [0, T] y por el 
segmento de recta [ξ°,_β(ξ°)] C L. Tenemos que ξ(ί) 0 J para todo t en el 
intervalo abierto (0, T), y así que para e > 0 pequeño los dos puntos ξ(ε) y 
ξ(Τ — e) pertenecen a la misma componente conexa de R2 — J, o al interior 
Jinti θ al exterior Jext.

Por otro lado, vemos fácilmente que si /?(ξ°) > 7?(ξ°) entonces £(e) y 
ξ(Τ — e) necesariamente pertenecen a diferentes componentes conexas de 
R2 — J (ver Figura 1). Esto es una contradicción y concluimos de esta manera 
que 7?(ξ°) < 1ϊ(ξ°), como afirmábamos. ____

Para probar la segunda parte del lema, sea A = 7(92) para algún φ G 
cj(x0) y para el cual α(φ) ΓΊ u>(<¿>) = 0, y suponemos que (5.11) falla para 
T arbitrariamente grande y e arbitrariamente pequeño. Entonces existe una 
sucesión tn —> 00 tal que KXtn G L con 7ixtn —> ξ°, pero con

(g,7riin)<0. (5.12)

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

—> 7 G ω(τ0), (5.13)
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Figura 1: Orden en L.

ya que como ω(χ0) es compacto entonces hay una subsucesión de (xt”)n que 
converge a un η G u>(x0)· Por comodidad denotamos a dicha subsucesión 
igual que la sucesión. Sea e 7(77) tal que πψ = ξ°, y sea u(.) la solución a 
través de ψ, entonces

(g,7rv0) = (ρ,πΦ^)
= (9,Γ(π^)) = (9,Ρ(ξο))>Ο!

es decir que hemos obtenido que

(ρ,7Γύ0) > 0. (5-14)
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Además por la continuidad de π tenemos que πη = lím 7rxtn = ξ° y como 
η—>οο

también πψ = ξ° entonces por el lema 5.2 tenemos que η = ψ. Debido a que 
Trxtn —> ξ° = 7τ^, es decir 7rxtn —> kvq, se tiene que Kxtn —> ttvq. Entonces, 
por (5.12) y por la continuidad del producto interno, tenemos

(q, 7τύ0) = lím (g, 7r¿tn) < 0,
n—>oo

contradiciendo (5.14).O

El siguiente resultado está relacionado con la posible no unicidad de la 
ecuación diferencial ordinaria (5.8). En éste se prueba que si ξ(.) es una 
solución no constante (o equivalentemente que ?;(.) es no constante, donde 
ξ(ί) = nvt), entonces Ρ(ξ(ί)) 0.

Lema 5.6. Suponemos que A C C es un conjunto compacto e invariante 
para (1.2),(1.3), y suponemos que (5.3) vale para algún entero v. Entonces 
si n(.) es una solución en A y no es un punto de equilibrio, tenemos que

Trvt ψ 0 , por lo tanto F(£(tj) ψ 0,

donde ξ(ί) = Kvt y F es como en (5.6),(5.7).

Demostración: Para cada t eR tenemos que, por (5.3),

V(e_1(vt+e - vt)) = V{yt+e -vt) = v

para todo e > 0 pequeño, y por lo tanto por la semicontinuidad de V tenemos 
V’(i't) < y y además valiendo la igualdad cuando vt G S(por el teorema 4.4). 
Como en la demostración del lema 5.1, tenemos que vt G S para todo |í| 
grande, y por lo tanto que V(út) = υ y vt G S para todo i G R (usamos el 
hecho que ύ(.) satisface la ecuación variacional lineal, la cual es un sistema de 
retroalimentación cíclico signado). Entonces por (4.16), el hecho que vt G S 
implica que m)t ψ 0, como queríamos ver.ü

6. La demostración del Teorema de Poincaré- 
Bendixon

Vamos a usar los resultados de la sección 5 y argumentos planares del 
estilo de los del clásico Teorema de Poincaré-Bendixon para probar el teorema 
3.1.
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Lema 6.1. Sea φ G ω(ζο), y sea u(.) la solución a través de φ. Supongamos 
que tt(.) no es periódica. Entonces o α(φ) U ω(φ) C E o α(φ) ΓΊ ω(</?) = 0.

Demostración: Sea n(.) como en el enunciado del lema, y suponemos además 
que α?(φ) o ω(φ) contiene a un punto que no es un equilibrio, digamos que 
existe ψ G el cual no es un equilibrio. Llamamos n(.) a la solución a 
través de debemos probar que α(φ) ΓΊ ω(φ) = 0.

Debido al lema 5.1, podemos construir un campo vectorial continuo (5.5) 
sobre el conjunto πΑ, donde A = 7(9?) y π = π1 es alguna de las funciones 
proyección planar (no importa cual de ellas). El flujo sobre A de nuestro 
sistema (1.2) es mandado homeomórficamente por π en el correspondiente 
flujo sobre π (A), y satisface la ecuación diferencial ordinaria (5.8) como de
scribimos en la sección previa.

Sea ξ° = πψ, como ψ no es un equilibrio entonces por el lema 5.6 se 
cumple que 7rvt ψ 0, entonces

Ε(ξ(ί)) = A7™*) = π(Φ^ί) = ττύί 0

y, luego obtenemos en particular para el caso t = 0 que Ε(ξ(0)) = Γ(ξ°) φ 0. 
Podemos, pues, construir una transversal L al campo vectorial F en ξ°, con 
una función de retorno asociada, como en (5.10), definida y estrictamente 
monótona sobre U Q L Π π(Α) (por el lema 5.1).

Ahora sea ζ(ί) — nut. Como ψ G ω(<ρ) = ω(τζο), entonces existe una 
sucesión tn —* 00 cuando n —* 00, tal que —> ψ. Como π es continua
entonces ir(utn) —* πψ, esto es, ζ(ίη) —► ξ°, es decir que ξ° = πψ pertenece 
al conjunto límite omega de la órbita ζ(.).

Necesariamente £(t) G L para infinitos t cuando t —> 00; en efecto, existe 
tn —> 00 tal que ζη G L y 7?(ζη) = ζ"+1, donde denotamos ζ" = ζ(ίη). Para 
justificar esto, primero vemos que dado un ε > 0 existe un δ > 0 tal que 
toda trayectoria que pase a través de la bola B¿(£°) en í = 0 debe cruzar 
a L en algún tiempo t G (—e, ε). Supongamos que L es un segmento de la 
recta g(x) = aTx — c = 0 y sea g(t, z) la solución de (5.8) que comienza en 
77(0, z) = z. Definimos G(í, z) = g(p(t, z)) = ατη(φ z) — c. La trayectoria de 
r¡(t, z) cruza a L si G(t, z) = 0 para algún tiempo i1. Sabemos que G(0, ξ°) = 
0(^(0, ξ°)) = 0 y, además, que

Por el teorema de la función implícita, existe una función diferenciable 
con continuidad Γ(ζ) : W —> R definida sobre un entorno W de ξ° tal que 
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Γ(ξ°) = 0y G(r(x),x) = 0. Ahora, por la continuidad de Γ(χ), dado un 
e > 0 existe un δ > 0 tal que si ||x - ξ°|| < δ entonces |Γ(χ)| < e. Luego, si 
x € Bj(£°), la trayectoria que comienza en x cruza a L en Γ(τ) G (—e, e).

Figura 2: Curva de Jordán Jm.

Ahora vemos que si la trayectoria está acotada (como es en nuestro caso), 
entonces eligiendo a e suficientemente pequeño, el punto donde la trayectoria 
cruza a L puede hacerse arbitrariamente próximo a ξ°. Observemos que
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||?7(r(3;),rr)-ξ°|| = ||τ7(Γ(ζ),x) - x 4- x - ξ°||
< ||?7(Γ(τ),ζ)-77(0,3;)|| + ||rc-£°||
< sup ||Γ(?7(ί,3;))|||Γ(3;)-0| + ||3;-ξο||.

—ε<ί<ε

Podemos elegir δ > 0 menor que e. Además sabemos que F es continua y 
η(ί, x) está acotada, entonces existe k > 0 tal que ||F(77(t, x))|| < k. Luego,

||77(Γ(τ),χ) — ξ°|| < ke + e —> 0 cuando e —> 0.

Entonces el punto donde se cruza a L puede hacerse arbitrariamente próximo 
a ξ°. Como ξ° pertenece al conjunto límite omega de ζ(.) entonces ζ(ί) entra 
en la bola -S<s(£0) infinitas veces y entonces ésta cruza a L infinitas veces. Sea 
ζη la sucesión de puntos que cruzan a L ordenados según el índice creciente 
de t, esto es, ζη = ζ(ίη) donde tn < tn+1 para todo n y Β(ζη) = ζη+1.

Por suponer que la solución u(.) no es periódica y, por lo tanto, ζ(.) tam
poco, se sigue que ζη ψ ζη+1 y entonces necesariamente ζη es una sucesión 
estrictamente monótona (por el lema 5.1). Además, por lo observado anteri
ormente, debemos tener ζη —> ξ°.

Para cualquier m considerar la curva de Jordán Jm compuesta del arco 
t —> ζ(ί) para t G [tm, tm+1] (recordar que la función t —> ζ(ί) es 1 — 1 sobre 
R), junto con el segmento de recta [£m, £m+1] C L como se ve en la Figura 2. 
Además, el punto ζ(ί), para t en los intervalos (—oo,ím) y (tm+1, oo), está en 
diferentes componentes conexas (el interior J™t y el exterior o viceversa) 
de R2 - Jm.

Supongamos que ζ(ί) G J™t para t < tm, y que ζ(ί) G J^t para t > tm+1. 
Entonces tenemos que

π(α(φ)) QJZt Y ττ(^(φ)) C J™t,

Tomamos cualquier punto 77 G α(<^) Πω(ν?) y sea w(.) la solución a través de 
este punto, entonces wt G ΙΊ ω(φ), y así 

7FWtG = F", (6.1)

para todo t G R. Sin embargo, (6.1) no puede valer para todo t, por la 
definición de Jm como un segmento de la órbita ζ(.), y un segmento de 
recta [£m, £m+1] de la transversal L. Con esta contradicción se completa la 
demostración. □
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Proposición 6.2. Sea φ G ω(χο) y sea u(.) la solución a través de φ. En
tonces ω(.) es periódica o α(φ) Uw(p) C E.

Demostración: Supongamos que r¿(.) es como en el enunciado de la proposi
ción, que, además, no es periódica y que ο(φ) o ω(φ) (digamos que ω(φ)) 
contiene a un punto que no es un equilibrio. Entonces, por el lema 6.1 tenemos 
que α(φ) ΙΊ ω(φ} — 0. Observemos que las hipótesis del lema 5.2 se cumplen, 
entonces podremos usar a este resultado más adelante en la demostración.

Fijamos un punto ip G ω(φ) que no es un equilibrio y sea u(.) la solución 
a través de este punto. Denotamos ξ° = πψ y L a una transversal a través 
de ξ° para el campo vectorial planar F, con función de retorno R. Como en 
la demostración del lema 6.1, tenemos una sucesión estrictamente monótona 
ζη G U C L con 2?(ζη) = ζη+1 y ζη —> ξ°, donde ζη = ζ(ίη) para alguna 
sucesión tn —> oo donde ζ(ί) = irut.

Consideremos la curva trazada en R2 por nxt, para t grande. Para cualquier 
m sea Jm la curva de Jordán en la demostración del lema 6.1. En particular, 
fijamos m suficientemente grande para que ||£m — ξ°|| < e, donde e es como 
en (5.11), en el enunciado del lema 5.5. Los puntos £m_1 y £m+2 están en 
diferentes componentes conexas de R — Jm, esto es porque los puntos ζ(ί), 
para t en los intervalos (—oo, ím) y (tm+1, oo) están en diferentes componentes 
conexas y porque ζ”1-1 = C(ím_1) y ζ™+2 = £(tm+2). Como

e π(7(φ)) ς π(ω(ι<))) ,

se sigue que nxt se acerca arbitrariamente tanto a ζ”1-1 como a £m+2 cuando 
t —+ oo. En particular, la curva nxt debe cruzar a Jm en t arbitrariamente 
grande y entrar a J™t y a J™t infinitas veces para dichos t.

Por el lema 5.2, existe T > 0, tal que si t > T, entonces xt G 7jt(rro) 
y π-ψ nxt para todo i¡) G 7(<^), esto es, nxt ^(7(99)) y, en particular 
nxt π(7(φ)). Por lo tanto, si nxt G Jm para tales i, necesariamente nxt G 
(C’n,C’7l+1) ίΞ L. También por el lema 5.5 y por la elección de m, para t 
grande la curva nxt cruza a L siempre en la misma dirección que Ε(ξ°), por 
lo menos cuando esta cruza al segmento de recta (Cm,Cm+1). Sin embargo, 
esto es imposible cuando nxt entra y sale de cada componente de R2 — J 
infinitas veces para t arbitrariamente grande. Con esta contradicción queda 
probada la proposición. 
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Proposición 6.3. Se supone que u(xq) contiene a una órbita periódica no 
constante, digamos 7(99) G u(x0) para algún φ G ω(χο)· Entonces ω(χο) 
coincide con 7(99).

Demostración: Con φ como en el enunciado de la proposición, suponemos 
que 7(99) ψ ω(^ο)· Sea U C C un entorno acotado de la órbita 7(9?) tal que 
U ΓΊ E = 0 ( esto es, U no contiene a puntos de equilibrio), y tal que ω(ζ0) 
no es un subconjunto de U.

Primero vamos a construir a una segunda órbita periódica en ω(τ0), 
digámosle 7^) C ω(χ0), distinta de 7(99), tal que 7^) C U. Para hacer 
esto, observamos previamente que dado que U contiene a alguno, pero no a 
todos, los elementos de ω(τ0), la trayectoria xt entra y sale repetidamente 
del conjunto U cuando t —► 00; en efecto existen intervalos In = [tn, tn + τη] 
tales que xt G U para todo t G In, con xtn G dU, y con tn —> 00 y la lon
gitud de los intervalos rn —> 00. Ya que dU es compacto, podemos tomar 
una subsucesión convergente xtn ψ e ω(χο), obteniendo un punto ψ G dU 
tal que la solución v(.) a través de ψ satisface que vt G U para todo t > 0. 
Para justificar esto último suponemos que existe un t1 > 0 tal que uti U, 
entonces utilizando la continuidad de T tenemos que χ^+ρ —► vti. Además 
como τη —> 00, existe n0 tal que si n > n0 tenemos que tn +11 G In, esto 
es xtn+ti G U para n > 7i0. Entonces vti = lím^oo xtn+ti debe estar en U. 
Se llega entonces a un absurdo y, por lo tanto, vt G U para todo t > 0 como 
afirmábamos. Necesariamente ω(ΐ?0) G U (pues, vt G U para todo í), y así re
sulta que υ("«ο)Π£ = 0. Por la proposición 6.2, la solución u(.) es una solución 
periódica no constante. También, u(.) es distinta de la solución periódica a 
través de φ, ya que v0 G BU, mientras que 7(99) C U y 7(99) Π dU = fy. 
Observamos que de la periodicidad, como la solución u(.) satisface vt G U 
para todo t > 0, por lo tanto, también para t G K, esto es, 7^) C U.

De una manera similar, reduciendo la medida de los U de 7(99) para que 
la órbita 7^) construida antes ahora esté fuera de U. Puede mostrarse que 
también existe una tercer órbita periódica 7(77), distinta de 7(φ) y 7(7^).

Por el lema 5.3, tenemos que las imágenes 77(7(99)), 7t(7(·^)) y 77(7(77)) de 
estas tres órbitas son curvas de Jordán disjuntas. Además, si en la construc
ción de arriba elegimos a los entornos U suficientemente pequeños, asegu
ramos que la distancia entre las tres órbitas es suficientemente pequeña para 
que estas tres curvas de Jordán estén anidadas en el siguiente sentido

J1 Q Jint Y J2 Q Jint siend° 

J1 = 77(7(99)), J2 = 77(7^)), T3 =77(7(77)), 
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donde posiblemente se renombró a los puntos 9?, y η y donde como es 
usual Jint es el interior de una curva de Jordán J. Veremos que nxt J2 
para todo t grande, con el fin de obtener una contradicción y así completar 
la demostración. De esta manera se contradice el hecho que KXt pasa arbi
trariamente cerca de las curvas J1 y J3, para t arbitrariamente grande y, por 
lo tanto, debe cruzar repetidamente a la curva intermedia J2 cuando t —»· oo.

Sean ií(.) y w(.) las soluciones a través de φ y ψ respectivamente, y sea 
v el entero del enunciado del lema 5.3 para estas dos soluciones. Entonces 
como us — vt E S cuando s, t E R, existe un entorno W C C1 en la topología 
de C1, con 7(90) C W, tal que

χ — vt E S y V(x — vt) = v para todo χ E W y t E R.

Notemos que en esto último usamos que S es abierto y que V es localmente 
continua sobre S. Siempre que τ > 0 es tal que xT E W, entonces V(xT—vt) — 
v para todo t. Como 7(<¿>) C w(r0), existe τ arbitrariamente grande, y se sigue 
por lo tanto que existe t° tal que

V(xs — vt) = v para todo s > r° y t E R. (6.2)

Inmediatamente concluimos de (6.2) y del teorema 4.3 que xs — vt E S para
todo s>T°+4yteRy, por lo tanto, usando (4.16) que

nxs $ τγ(7(-^)) para todo s > t° + 4. (6.3)

Pero en (6.3) se afirma que nxs J2 para todo s grande, como queríamos
ver. Con esto, la demostración de la proposición está completa. □

Con los resultados anteriores ya podemos demostrar al teorema 3.1.

Demostración del Teorema de Poincaré-Bendixon:
La afirmación de que (a) ó (b) en el enunciado del teorema tienen lugar, 

se sigue directamente de las proposiciones (6.2) y (6.3). Por lo tanto, lo único 
que debemos probar es que cada función proyección planar π = π1 es 1 — 1 
sobre el conjunto límite omega ω(το)·

Si vale (a)del enunciado del teorema, entonces ω(χ0) es una sola órbita 
periódica, y por la observación al final de la sección 4 no hay nada más que 
ver.

Entonces supongamos que vale (b) del enunciado del teorema y sea 1/ el 
entero del enunciado del lema 5.4. Mostraremos que

si φ,ψ E ω(ζ0) y φ / ψ entonces ν(φ — ψ) = ν. (6.4) 
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De este hecho y del teorema 4.3 se sigue que φ — ip € S para tales φ,ψ y, por 
lo tanto, que πφ ψ πψ por (4.16), como deseábamos.

Sean φ,ψ Ε ω(χ0) puntos distintos. Podemos suponer sin pérdida de 
generalidad que ψ no es un equilibrio (pues en el otro caso tenemos que por 
el lema 5.4 se sigue la validez de (6.4)). Sea w(.) la solución a través de φ, 
y sea tn —> oo tal que xtn —> ψ. Suponemos sin pérdida de generalidad que 
también τη —» oo, donde τη = tn+1 — tn (pues si no fuese así, por tener que 
t" -»oo podemos tomar una subsucesión de ésta, digamos (tnfc)k, tal que 
Tnk _ ¿nk+1 _ -f.nk cuan¿o fe qq) Entonces, por la semicontinuidad
inferior y la monotonía de V, tenemos que

V(Uq — Xtn+1) < V(lÍ0_Tn — Xtn+l_Tn) = V(tí_Tn — Xtn)

y, por lo tanto, que

ν(φ —ψ) < lím inf V(u0 — xtn+i) < lím inf V(u_Tn — xtn). (6.5)
n—*oo n—>oo

Observemos que por tener que a(uo) C E tenemos que u_Tn converge a un 
punto de a(u0), o sea, hacia un punto de equilibrio. Como además Ut Ε ω(τ0) 
para todo t entonces el límite de u_Tn también está en ω(χ0)· Luego, dicho 
límite está en ΕΓ\ω(χ0). Como también tenemos que xtn se acerca a un punto 
ψ, que no es un equilibrio, en la topología de C1 y por el lema 5.4, tenemos 
que ií_Tn — xtn E S y que V(u_Tn — xtn) = y para todo n grande. Esto junto 
con (6.5) prueba que ν(φ — ψ) < v.

Supongamos que V(ip — ψ) < v para ciertos φ,·0 Ε ω(χ0) distintos. Ob
tendremos ahora una contradicción que completará la demostración. Sean 
u(.) y u(.) las soluciones a través de φ y ψ repectivamente. Si reemplazamos 
por uT y vT para t suficientemente grande, podemos suponer sin pérdida 
de generalidad que φ — ψ E S. Nuevamente sea tn —► oo con xtn —> ψ y 
Tn _ ¿n+i _ ¿n Como φ — ψ E S (y por la semicontinuidad inferior)
tenemos que para n grande se cumple

V{UTn — Xtn+1) < V(u0 — Xtn) = V((fl ~ ψ~) <V. (6.6)

Por otro lado, pasando a una subsucesión en (6.6) para la cual uTn —> k, 
donde κ Ε ω(η0) C E es un equilibrio, obtenemos por la semicontinuidad 
inferior de V que V(n — ψ) < v. Sin embargo, esto contradice al lema 5.4.Ü
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7. Más resultados sobre soluciones periódicas
En esta sección exploramos más propiedades de las soluciones periódicas 

de (1.2),(1.3). En particular daremos condiciones para que soluciones periódi
cas sean sinusoidales, en el sentido que las funciones coordenadas xl(í) tengan 
exactamente un máximo y un mínimo local por período y sean monótonas 
entre estos. Este siempre es el caso para sistemas (1.5), (1.6). También vere
mos, bajo condiciones bastante generales, que cuando la función /’ en (1.5) 
es impar, entonces las soluciones periódicas heredan la simetría, y deben 
satisfacer x (t + = —x(t), donde T es el período.

Recordemos que llamamos sistema unidireccional a un sistema del tipo 
(3.1). Más generalmente decimos que las fl para algún i en el sistema (1.2) 
es unidireccional cuando /’(??, ξ,ζ) depende solamente de sus dos últimos 
argumentos, ξ y ζ, esto es, si la ecuación para il(t) en (1.2) tiene la forma

Observemos que f° siempre es unidireccional en (1.2), mientras que cada 
una de las f\ para 1 < i < TV, puede ser o no unidireccional. Si fl es 
unidireccional para cada i con 0 < i < N, de manera que el sistema (1.2) 
tiene la forma (3.1), decimos simplemente que este sistema es unidireccional.

Teorema 7.1. Supongamos que para algún i, con 0 < i < N, la función fl es 
unidireccional, y seax(.) una solución periódica y no constante de (1.2),(1.3), 
de período mínimo T. Entonces para t 6 [0, T), la coordenada x*(.) toma 
exactamente dos veces cada valor en su rango, excepto para el máximo y el 
mínimo, los cuales son tomados exactamente una vez. En particular, existen 
tiempos t° < t1 <t° + T tales que

x2(t0>) < xl(t) < ^‘(t1) y i’(t) > 0, para t° <t < t1,
xl(t°) < xz(t) < ^(t1) y ¿’(t) < 0, para t1 < t < t° + T, (7.1)

y así xl(.) es estrictamente creciente desde su mínimo hasta su máximo, y 
estrictamente decreciente desde su máximo hasta su mínimo (ver Figura 3). 

Demostración: Observamos que nuestras hipótesis aseguran que la función 

r(?,a;i+1) = (?,f(?,?+1))
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Figura 3: Función x*(.) para /* unidireccional.

es un difeomorfismo de R2 en su imagen en R2, por las condiciones de mono
tonía (1.3). Por lo tanto, la función

t G [0,T) r(^xt) = P(?(t),?+1(¿)) = {x\t),x\t}) (7.2)

es 1 — 1 y describe una curva de Jordán en el plano. Notemos también que 
(7.2) es una inmersión, esto es, (¿’(t), x’(í)) / (0,0) para todo t, por ser 
una consecuencia del hecho que t —> nlXt es una inmersión, como notamos 
al final de la sección 4, y el hecho que P es un difeomorfismo. Pues, si 
suponemos que ¿l(í0) = 0 para algún í°, debemos verificar que χ*(1°) 0.
Como ¿l(t) = /’(χι(ί),ζι+1(ί)) entonces

Luego, por ser iCxt una inmersión tenemos que ±'+1(t°) ψ 0 y, por las condi
ciones de monotonía (1.3), que θ resuitando i’(t°) 0
como deseábamos ver.
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Sean t°, í1 tales que t° < t1 < t° + T y además

= mínx'(í), rrT(íx) = máxx’ít).
teR te»

Verifiquemos que es suficiente que probemos una versión más débil de (7.1), 
ésta es

< xl(t) < χ*(ίχ) y ¿’(t) > 0, para t° < t < t1,
o;*(í0) < x‘(t) < χι(ίχ) y ¿’(t) < 0, para i1 < t < t° + T. (7.3) 

Para ver que alcanza con esto, asumamos que se probó (7.3) y veamos que 
estos mismos t° y t1 sirven para verificar (7.1). Supongamos que existe t G 
(t°, i1) tal que ¿l(t) = 0, luego, ¿’(t) ψ 0 obteniendo así dos casos :

si i1 (i) > 0 entonces en t hay un mínimo local y entonces esto contradice 
al primer renglón de (7.3).

si ¿'(í) < 0 entonces en t hay un máximo local y otra vez llegamos a una 
contradicción.
Luego, obtenemos que en realidad ¿l(í) > 0 para t° < t < i1. De manera 
análoga se obtiene que ¿’(í) < 0 para t1 < t < t° + T.

Supongamos entonces que (7.3) falla, específicamente que no se cumple 
el primer renglón de (7.3). Entonces por el teorema de Sard existe un ξ G 
(xl(t°), ^(t1)) tal que ξ es un valor regular de rr2(.) en (í°, í1), esto es,

ár*(i) ψ 0, siempre que xl(t) = ξ y ί€(ί°,ίχ),

y tal que x'(t*) = ξ con ¿’(t*) < 0 para alguno de tales t = t*.
Con un tal ξ fijo, consideramos los t G (í°, í1) para los cuales zl(t) = ξ y 

¿l(í) > 0, necesariamente existen más de un t como éste, por lo menos uno 
a cada lado de i*. Denotamos

P = {(ξ, ¿’(t)) G R2/x’(t) = ξ y ¿l(í) > 0 , donde £G (ίθ,ί1)}.

Sean t2,t3 G (í°, í1), con t2 < i3, tales que

a;’(t2) = ξ, ¿’(t2) > 0 y
^'(í3) = ξ, ¿‘(í3) > θ,

y tales que el segmento de recta abierto que une a (ξ,χ’(ί2)) y (ξ, ¿l(t3)) 
no contenga puntos de P. Denotamos este segmento de recta por L C R2
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y además llamamos K a la imagen de t G [t2, í3] —> (τ’(ί), ¿’(í)). Entonces 
la unión J = K U L es una curva de Jordán (ver Figura 4). Claramente la 
curva está en diferentes componentes conexas de R - J para
t e [i°, t2) y para t e (ί3,ί*]. Pero esto es imposible, ya que ambos puntos 
(χ*(ί°), ¿*(i0)) = (z‘(í°),0) y (^‘(í1), ¡¿‘(í1)) = (x*(t1), 0), correspondientes al 
mínimo y al máximo de íri(.), están en Jext, el exterior de J, y tenemos que 
(ír‘(t), i‘(t)) 0 J para t e [i°, í2) U (t3, i1]. Esta contradicción completa la 
demostración. □

Figura 4: Curva de Jordán J = k U L.

El próximo resultado muestra que si las funciones en (1.2),(1.3) son im
pares, entonces las soluciones periódicas que oscilan alrededor del cero gozan 
de una correspondiente propiedad de simetría.
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Teorema 7.2. Supongamos que todas las funciones fl en (1.2),(1.3) son 
impares, esto es:

A-í.-O = -Aí, O,
/■(-'?. -?> -C) = -/’(')> í, C), para 1 < i < N,

y sea a;(.) una solución periódica y no constante de (1.2). Suponemos también 
que x° (í) = 0 para algún t E R, entonces

xl θ + = —xl(i), para todo t E R, y 0 <i < N, (7.4)

donde T es el período mínimo de rc(.). Si el sistema (1.2) es unidireccional 
y el origen es el único punto de equilibrio de (1.2), entonces toda solución 
periódica y no constante de (1.2) satisface (7.4) para su período mínimo T.

Antes de probar el teorema 7.2, necesitamos analizar la relación entre las 
curvas de Jordán 7Γ2(7(φ)) y los puntos 7t*/í, donde 7(φ) es una órbita periódi
ca y κ es un punto de equilibrio. El próximo resultado calcula el número de 
vueltas de esas curvas alrededor de tales puntos.

Proposición 7.3. Seax(fi) una solución periódica y no constante de (1.2),(1.3), 
de período mínimo T, y sea κ E C un punto de equilibrio de este sistema. 
Sea Wl (x — κ) el número de vueltas de la curva

t E [0, T) —> Tr^Xt — /c) = (zl(t) — /íl,rl+1(t) — κι+1) e R2

alrededor de 0 E R2. Sea

M =
0, si x° (t) 7^ k° para todo t E R
1, si r°(í) = para algún t E R.

Entonces tenemos que

Wl(x — κ) = δτΜ para 0 <i < N.

Si además M = 1, el valor constante V(xt — κ) es positivo. Finalmente, 
si Μ = 1 y si para algún i, fl es unidireccional, entonces xz(t) — kz para 
exactamente dos valores det E [0, T), y para estos i tenemos que ¿’(í) 0
cuando xz(t) = κ,1.
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Antes de encaminarnos hacia la demostración de la proposición 7.3, in
cluimos el siguiente corolario. Es interesante destacar que el análogo a este 
resultado para el caso general (bidireccional) no parece ser conocido.

Corolario 7.4. Consideramos el sistema unidireccional (3.1), satisfacien
do (1.3), y sea x(.) una solución periódica y no constante de este sistema. 
Entonces, existe un punto de equilibrio κ tal que el número de vueltas cumple

W*(x — κ) = δ1 para 0 <i < N. (7.5)

Demostración: Sea Γ C R el rango de la función coordenada rrl(.), para 
0 < i < N -f-1. Acá estamos incluyendo xN+1(t) = x°(t — 1) y, por lo tanto, 
IN+1 = Io. Primero mostraremos que para cada ξ G I’, con 0 < i < N, 
existe η E Γ+1 tal que /’(ξ, η) = 0. Para probar esto, primero observemos 
que por ser Γ = x1 ([0, T)) = z’([0, T]) y x’(.) una función continua, entonces 
Γ debe ser un intervalo cerrado. Dado ξ E Γ tal que ξ no sea un extremo del 
intervalo (esto es, que no sea ni el mínimo ni el máximo de τι(.)) , existen 
pues, por el teorema 7.1, dos tiempos t°,tl tales que

x¿(t°) = e , x\t°)>0 y
^(t1) = ξ , ¿‘(t1) < 0.

Luego, podemos deducir que

?(ξ,ιί+1(ί0)) = f(ii(í°),=*‘0°·) >0 =5· /i(í,ii+1(t°))>0,
=/(?(«■), I‘+,(t‘))=ii(t1)<0 => < 0.

Ahora, como /ι(ξ,.) toma valores no negativos y no positivos entonces, por 
el teorema de los valores intermedios, existe η E Il+1 tal que /’(£, 77) = 0. 
Observemos que si ξ E Γ es un extremo del intervalo, entonces existe t° tal 
que x2(t°) = ξ y ¿l(t°) = 0, de esto se deduce inmediatamente que

/‘(ξ,?+1(ί°)) = /(?((»),
= il(t°) = 0,

por lo cual basta con tomar en este caso a η = xl+1(t°) € Γ+1.
Las condiciones de monotonía (1.3) implican que tal η es único y depende 

continuamente de ξ, a tal η lo denotamos η = /ζι(ξ), de manera que h1 : Γ 
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7,+1 es continua, con /*(£, /?(ξ)) = 0 para todo ξ e Γ. Ahora consideramos 
la composición

h : 7° —> Io dada por h = hN o hN_1 o ... o h°.

Entonces por el teorema del punto fijo, existe ξ* e Io tal que Λ(ξ*) = ξ*.
Veamos que a partir de ξ* obtenemos un punto de equilibrio. Considera

mos la función κ : R —»· Rw+1 donde κ — (/í°, k1, ..., kn) y cada está dada 
por

«° — ξ* y /cl = fil_1(/ct_1) para l<i<N.

Luego, por las definiciones de hl y de κι, y por ser ξ* punto fijo, tenemos que 

/*(«*, k’+1) ==/*(«*, («’))= 0, para 0<i<N— 1,

fN(nN, κ°ϊ = fN(nN, ξ*) = h(e*)) = fN(KN, hN(KNY) = 0,

de donde, κ es un equilibrio.
Finalmente vemos que se cumple (7.5). Para esto notemos que, como
= ξ* G Io, entonces existe t E R tal que x°(t) = ξ* = κ°, luego M — 1. 

Además, por la proposición 7.3 sabemos que Wl(x — k) = διΜ para 0 < i < 
N, obtenemos que se cumple (7.5) como deseábamos ver.Q

La construcción que haremos ahora jugará un rol clave en la demostración 
de la proposición 7.3. Consideremos la función

λ : C(7<)C[-l, V + 1]

dada por interpolar linealmente a cada función entre los puntos de KU [N + 
1}. Es decir, que para cada φ E C(K} primero definimos 

φ(0) para 0 E K
δ*φ(—1) para 0 = N + 1, (7-6)

y luego interpolando obtenemos

Α(φ)(0) = (¿ + l-0)A(<¿>)(í) + (0 - i)A(^)(í + 1), (7.7)
para i < Θ < i + 1 y 0 < i < N.

Notemos que δ* entra en la fórmula de A. Estrictamente deberíamos hablar 
de dos funciones, A±, donde ± es el signo de δ*. De aquí en más, escribiremos 
simplemente A, una vez fijado el valor δ*.
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Ahora supongamos que χ : R —■> RN+1 es una función C1 (no necesa
riamente una solución) y que satisface xt € S C C1 para todo f G R. Por 
ejemplo, t(.) puede ser la diferencia entre una órbita periódica y un punto 
de equilibrio de (1.2). Estamos interesados en la geometría del conjunto de 
ceros

Ζ(τ) = {(i, Θ) E R X [-1, N + 1] / A(zt)(0) = 0}.

El siguiente resultado muestra que el conjunto de ceros Z(x) consiste de 
cierta curvas discretas dadas como gráficas de funciones θ = ψ(ί) sobre ciertos 
intervalos de t.

Proposición 7.5. Sea x : R —> R'v+1 una función C1 y que satisface xt E S 
para todo t E R. Entonces cada componente conexa del conjunto Z(x) es una 
gráfica

θ = ψ(ί), tEl, (7.8)
de una función continua ψ : I [—1,7V + 1] sobre algún intervalo cerrado 
I. La función ψ satisface:

(a) if(t) = —1 si y sólo si t es el extremo derecho del intervalo I (si tal 
extremo existe);

(b) ψ(ί) = N + 1 si y sólo si t es el extremo izquierdo del intervalo I (si 
tal extremo existe);

(c) si ^(t°) < 0 entonces

W) = -(¿-i0) +^(í°)

es lineal y su pendiente es —1 para todo t tal que —(i — t°) + ^(t°) E [—1,0];
(d) si < 0 entonces ·0(ί) > ^(t°) para todo t E I con t < t°;
(e) si el intervalo I no está acotado en la dirección positiva, entonces 

x° (t) ψ 0 para todo t grande; y similarmente si I no está acotado en la 
dirección negativa, entonces x°(t) ψ 0 para todo t negativo de norma grande;

(f) la función A(a?t)(0) cambia de signo a través del gráfico de ψ. 
Además, tenemos que
(g) siempre que a;0(í — 1) 0, entonces la cantidad V(xt) es precisamente

el número de ceros

V(xt) — card{0 E [-1, N 4-1] / A(xt)(0) = 0}, (7.9)

y también
(h) si 0 < i < N, entonces para cada t existe, como máximo, un punto 

(t, θ) E Z(x) con i < 0 < i + 1.
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Demostración: Ver apéndice C.

Proposición 7.6. Sea x : R —> una función C1 tal que xt G S para
todo t G R y periódica de período T > 0. Entonces el número de vueltas de 
la función

t -+ TTlxt = (τι(ί),χι+1(ί))
alrededor del origen, para 0 <t <T, está dado por

Wl(a;) = διΜ , para 0 < i < N, (V-IO)

donde M es un entero definido por

card{t G [0, T) / x°(t) = 0} = 2M. (7.11)

Demostración: Fijamos θ < Θ en [—1, N 4- 1], y consideramos la función

t (A(zt)(0), A(xt)(0)) G R2. (7.12)

La proposición 7.5 implica que existe a > 0 tal que si θ — Θ < a entonces el 
rango de (7.12) no contiene al origen. Efectivamente es suficiente con elegir a 
menor que el mínimo de la separación vertical ipn+1(fi) — ^n(t) de las curvas 
que componen a Z(x), sobre todo t para el cual esto esté definido. También 
observar que si Θ y Θ pertenecen al mismo intervalo [i, ¿4-1], donde 0 < i < N, 
entonces el rango de (7.12) no contiene al origen, no importa el valor de 
θ — Θ, por (h) de la proposición 7.5. En cualquier caso el número de vueltas 
de (7.12), con respecto al origen, para 0 < t < T, está definido. Denotamos 

a esta cantidad. Veamos ahora que

W(i,i 4- 1) = 5W’(i) para 0 < ¿ < TV. (7-13)

Para esto separemos en dos casos, para i f N y para i = N. Si i ψ N 
entonces la curva es t —> (24W, zt(¿ +1)) = (x’(¿), aú+1(í)) = rí(xt) y 51 — 1, 
luego usando (7.6) tenemos que W(i,i 4- 1) = VP'(a;) = óiWi(x'). Si, en 
cambio, i — N entonces la curva es t —► (zt(TV), 5Nxfi—1)) = (xN(t), óNx°(t— 
1)) = (xN(t),óNxN+1(ty) y, en este caso, usando otra vez (7.6) tenemos que 
W(i, i + 1) = óNWN(x) y queda justificado (7.13).

La cantidad W(θ, 0) es localmente constante en (θ, Θ) donde se definió (por 
homotopía). Sea

Γ = {(0,0) G [-1, TV 4-1] x [-1, TV 4-1] / 0<0 y ó 0-0 < a 
ó 0,0 G [i, i + 1] para algún i con 0 < i < TV} , 
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con a como antes. Entonces W(3, Θ) está definido para todo (0,0) e Γ y es 
constante sobre cada componente conexa de Γ. Claramente Γ es conexo y, 
por lo tanto, el número de vueltas de (7.13) es independiente de i, pues cada 
(i, i + 1) E Γ. Luego, para probar (7.10) es suficiente ver solamente el caso 
z = 0, que es, verificar que se cumple lV0(x) = δ°Μ, o equivalentemente que

IV(0,1) = M. (7.14)

La demostración de (7.14) se deducirá de algunas observaciones junto con 
la definición del conjunto S°. Supongamos que 6° = 1. Como xt E S C S° 
para todo t (es decir, ¿t(0)xt(l) = ¿“(t)®1^) > 0, para todo t) tenemos que 
siempre que la curva

t -> (x0^),!1^)) (7.15)

toca al eje vertical x° = 0, entonces ésta cruza transversalmente desde la 
izquierda hacia la derecha, si x1 > 0, y desde la derecha hacia la izquierda, 
si x1 < 0, como puede observarse en la Figura 5.

Figura 5: Curva t -+ (x0^),!1^))

Además la curva (7.15) no pasa por el origen. Esto implica que la cantidad
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(7.11) es par, y que el número de vueltas de (7.15) es M. Con esto probamos 
(7.14) y completamos la demostración. □

Utilizando al resultado anterior podemos probar fácilmente la proposición 
7.3.

Demostración de la proposición 7.3
Con x(.) y κ como en el enunciado, por el lema 5.3 tenemos que xt — κ € S 

para todo t € R, y así podemos aplicar la proposición 7.6 a la diferencia 
a?(.) — κ. En efecto, si rr°(í) ψ κ° para todo t, entonces en (7.11) M = 0 (con 
rc°(t) — k° reemplazando a x°(t)), y así Wl(x — κ) = 0 para cada i, como 
queríamos ver.

Ahora suponemos que x°(t) = para algún t; por lo tanto, M en (7.11) 
es positivo. Como la función f° es unidireccional, podemos usar el teorema 
7.1 que nos garantiza que 2M < 2, resultando M = 1. Luego, Wi(x — n') = 6i 
para cada i, como deseábamos. En este caso también debemos probar que 
V(xt — k) >0. Si V(xt — n) = 0, entonces sc(xt — κ) = 0 para todo í, y 
podemos suponer sin pérdida de generalidad que rrt(0) — κ > 0 para todo 
t G R y Θ G K. En particular, x°(t) — k° > 0 para todo t. Si aplicamos la 
proposición 7.6 a ζ(.) — n resulta que x°(í) = exactamente dos veces en 
[0, T) (pues, M = 1). Ahora por el teorema 7.1 obtenemos que no es ni 
el mínimo ni el máximo de z°(.); en particular, x°(t) < k° para algún t, una 
contradicción.

Debemos probar ahora la última parte del enunciado de la proposición. 
Asumimos que Μ = 1 y que f1 es unidireccional para algún i. Necesariamente 
κ1 pertenece al rango de x’(.), pues si para todo t G [0,T) se tiene que 
xl(t) (es decir, x’(t) — κτ ψ 0) entonces la curvai G [0, T) —> ^(xt — κ) =
(xl(t)—xl+l(t)~k‘+1) G R2 no atraviesa al eje vertical de R2 y, por lo tanto, 
no da ninguna vuelta alrededor del origen y tendríamos que Wz(x — κ) = 0, 
una contradicción. El teorema 7.1 asegura que el valor κ’ es tomado por 
xl(.) como máximo dos veces por período. Para completar la demostración 
tenemos que mostrar que siempre que xl(t) = κ1 se tiene que ¿’(í) =4 0. 
Supongamos lo contrario, que rr’(t) = κ1 y ¿l(í) = 0 para algún t. Tenemos

0 = x\t) = ?(^(ί),^+1(ί)) = /*(«/, a?+1(t)) ,

y también /‘(κ1, κι+1) = 0 para el equilibrio κ. Por lo tanto, la monotonía 
estricta de fl en su último argumento implica que xl+1 — κι+1. Luego,

TTzXt = (xl(t),Xl+1(t)') = («*, Kl+1) = 7Tl/í
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para este valor de t, contradiciendo al lema 5.3.Ü

Ahora ya estamos en condiciones de poder probar el teorema 7.2.

Demostración del teorema 7.2:
Sea T el período mínimo de a?(.), y consideramos el conjunto J = π°(7ο)> 

esto es,
j = {(i»(t),x1(i))eB2/ ie[o,r)},

el cual es una curva de Jordán. Observemos que — x(t) también es solución 
de (1.2) pues

¡/‘(t) = Z*(í), ?«(<)) =/*(-?->((),
= /‘(¡/‘“‘(i),!/*(«),!/‘+l(í)).

Entonces, si llamamos — J a la curva

= te[o,T)}

tenemos, por el lema 5.3, que o bien J Π — J = 0 o bien J = — J.
Si suponemos que rr°(¿) = 0 para algún í, por la proposición 7.3 (con 

κ = 0), resulta que Wl(x) = φ 0, y así las dos curvas, J y —J, encierran 
al origen (0,0) en su interior. De esta manera se sigue que J = —J. Pero 
esto junto al lema 5.3, implica que la solución —z(.) es simplemente una 
translación en el tiempo de la solución a;(.), digamos que — x(t) = x(t + τ) 
para todo t G IR, para algún t. Entonces

z(t) = — x(t + t) = — [—x(t + 2t)] = x(t + 2t), para todo t E R,

y, por lo tanto, 2τ = T, es decir, que —x(t) = τ (i + ^). Hemos probado 
entonces (7.4).

En el caso en que (1.2) es unidireccional y 0 G Rw+1 es el único equilibrio, 
tenemos por el corolario 7.4 que J y —J deben contener al (0,0) en sus 
interiores. La demostración en este caso continua como antes. □
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A. Apéndice de la sección 4

o Densidad de S en C1

Para probar que S es denso en C1, tomamos φ € C1 y vamos a ver que 
existe (φη)η C S tal que φη —> φ para n —>■ oo. Veamos primero algunos 
casos particulares:
- Si φ no se anula nunca entonces φ € S y tomamos φη = φ para todo n.
- Si φ se anula solamente en algún i con 1 < i < TV, entonces definimos para 
cada n

φ"(ί) = ¥>(t) si t e [-1,0] U {1,... ,i - 1,7 + 1,... ,N},
- si t = i,n ’

que claramente cumple ser C*1 y no anularse nunca, con lo cual φη G S. 
Además es trivial que φη —*■ φ.
- Si φ se anula solamente en t = 0 entonces definimos a la sucesión φη de la 
siguiente manera
si φ(ί) > 0 para todo t G [—1,0] entonces sea

v"(t) =
+ ¿ si te [-1,0],

¥>(*) site {1,2,...,TV},

si <p(t) < 0 para todo t G [—1,0] entonces sea

v”(t) = V’W-n si te [-1,0],
φ(ί) si t e {1,2,...,TV}

nuevamente las funciones φη no se anulan y son Cl obteniendo que están en 
S y además que φη -+ φ.
- Si φ se anula solamente en i = — 1 otra vez consideramos a las dos situa
ciones 9?(t) > 0 ó 9?(t) < 0 para todo t y definimos a φη como en el caso 
anterior.
- Si φ se anula únicamente en un Θ* G [—1,0] entonces se tienen las dos 
posibilidades
si φ{θ*} ψ 0 entonces φ G S y tomamos φη = φ para todo n.
si φ(θ*) = 0 entonces otra vez se da una de las dos posibilidades que φ(ί) > 0 
ó y>(t) < 0 para todo i G [—1,0] y definimos a φη como en el caso anterior.
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Finalmente notemos que el caso general será combinación de los casos 
particulares recién detallados. Esto muestra que S es denso en C1.

o Demostración del teorema 4.4

Para poder probar que V* es semicontinua interiormente vemos antes que 
sc(.) también lo es. Para esto sean φ G C — {0} y (<£>n)n C C — {0} tal que 
φη —*n-»oo Ψ en C. Es claro que en el entorno de aquellos puntos donde φ no 
se anula tendremos que φη tampoco lo hará para n grande, por esta razón 
analizamos solamente qué pasa en aquellos puntos donde φ se anula.

Supongamos que φ(ί) = 0 para algún 1 < i < N, entonces en {i — 1, i, i + 
1}, φ y φη para n grande tendrán la misma cantidad de cambios de signo o 
φη tendrá uno más.

Análogamente se analiza si ςσ(Ο) = 0 y si φ(ί*) = 0 para algún t* G [—1,0). 
Luego tenemos que, para n grande, se cumple que sc(<^) < sc(^n) y entonces

sc(<p) < líminf sc(cpn),
n—>oo

con lo cual se tiene que sc(.) es semicontinua interiormente. Veamos ahora 
que V* también lo es. Sean φ y φη como antes. Supongamos que estamos en 
el caso de δΝ = δ* — 1, obtenemos que
- si sc(<¿>) es par entonces V+(<^) = sc(tp) < líminf sc(<¿>") = líminf V+(</*).

n—HX> n—>oo
- si sc(<^) es impar entonces V+(<^) = sc(<p) + 1 < [lím inf sc(<¿>n)] + 1 —

η—>00
lím inf [seta”) + 1] = líminf V+(<pn).

n—>oo n—>oo

Se analiza de la misma manera para el caso δΝ = δ* = — 1.
Para ver que V± resulta ser finita sobre S tomamos φ € S y debemos 

comprobar que sc(<p) < oo. Para poder verificar esto utilizaremos la simplici
dad de los ceros de φ en [—1,0]. Supongamos que se tienen infinitos cambios 
de signo de φ en [—1,0]. Por la continuidad de φ y por el teorema de valores 
intermedios tenemos que por cada uno de estos cambios de signo hay un 
Θ G [—1,0] para el cual φίθ') — 0. Consideramos a los infinitos Θ obtenidos 
de estos cambios de signo, por ser [—1,0] compacto existe una sucesión (0^)¿ 
tal que —> Θ* cuando j —> oo , con Θ* G [—1,0]. Usando nuevamente que φ 
es continua tenemos que φ(0*) = 0. Como φ E S y por lo tanto en particular 
φ G 5*, tenemos que 0(0J) 0 para todo j. Luego existen infinitos j para los
cuales 0(0J) > 0 e infinitos j para los cuales 0(0J) < 0 (la existencia de estos 
se debe a que entre dos puntos donde φ se anule y tenga además derivada 
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positiva debe haber un punto intermedio donde φ se anule y tenga derivada 
negativa). Ahora, debido a la continuidad de φ tenemos que 0(0*) = 0. Es 
decir, que de esta manera encontramos un Θ* G [—1,0] para el cual φ(0*) = 0 
y 0(0*) = 0, llegando así a un absurdo. Por lo tanto, el número de cambios 
de signos es finito y, en consecuencia, V± es finita.

Comprobemos la continuidad de V* sobre S. Si φ{—1) 0 0 y φ(Ν) ψ 0, 
entonces usando las definiciones (4.14), (4.15) de Sl para 0 < i < N — 1 
vemos fácilmente que sc(0) = sc(<p), por lo tanto que V±(0) = V±(φ), para 
0 cercano a φ en C1.

Observemos que <^(—1) y φ(Ν) no pueden ser ambas nulas, ya que φ G 
S_1. Primero suponemos que φ(—1) = 0 y φ(Α) 0 0, digamos <p(N) > 0. 
Supongamos también que δ* = 1 (el caso en que 5* = — 1 se trata similar
mente). De la definición (4.15) de S-1 tenemos que 0(—1) < 0, de manera 
que en particular sc(<^) es impar. Además cualquier pertubación C1 de φ a 
0 puede introducir a lo sumo un cambio de signo más, a saber uno cerca a 
0 = —1. Esto es, para algúnn e > 0,

sc(0) e {sc(<£), sc(p) +1} si|| 0 - φ Hc-i < e. (A.l)

De la definición (4.6) de V+, la imparidad de sc(<¿>) y de (A.l) tenemos 
que

y+(0) = V+(<¿>) = sc(<¿>) + 1 si|| 0 - φ llc-1 < e. (A.2)

Finalmente suponemos que φ(—1) ψ 0 y <¿>(JV) = 0, digamos que φ{—1) > 
0 y que estamos en el caso en que 5* = 1. Entonces la definión (4.14) de SN 
implica que φ(Ν — 1) < 0, así que nuevamente sc(<y?) es impar. Se puede veri
ficar fácilmente que vale (A.l) y por lo tanto también (A.2). Luego, cualquiera 
sea el caso, concluimos (4.21) como deseábamos □.
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B. Apéndice de la sección 5

o Demostración del lema 5.1

Para poder demostrar el lema 5.1 vemos previamente algunos resultados. 

Lema B.l. Tomamos φ G u>(rro), y sea «(.) la solución de (1.2) a través de 
φ. Sea τ > 0 tal que τ no es un período de «(.), esto es, uT ψ φ (si u(.) no 
fuese periódica podríamos tomar cualquier τ > 0). Entonces existe un entero 
u = u(t) < oo tal que

V(ut+T — Ut) — ν(τ) para todo t G IR (B.l)

y, además,

ut+T — UtES para todo t E IR. (B.2)

Demostración: Como φ 6 ω(χθ), tenemos que xtn —> 99 en (7 para alguna 
sucesión tn —> 00. Veamos ahora que para cualquier t E R,

Xt^+t+r — Xtn+t ~*· ut+τ ~ Ut ^0, cuando n 00, (B.3)

y que además la convergencia en (B.3) es en el espacio C1.
Para verificar (B.3) probaremos que dado un s E IR fijo se tiene que 

Xtn+3 —> us cuando n —> 00 en C1. Observemos que

Xtn+s =T(tU + S)(XO) = T(s)(xtn)

y que
us = T(s)(u0) = T(s)<p,

de donde se ve que podemos escribir a la norma de la diferencia de la siguiente 
manera

|| xtn+s - us Hc-i = || T(s)(a?tn) - T(s)tp ||ci.

Utilizando que T(s) : (7 —> (71 es continua y que xtn —»· φ tenemos que 
||T(s)(a;t») — T(s)<p ||ci se puede hacer tan chico como se quiera. Luego, 
tenemos que xtn+s —»■ us cuando n —> 00 en C1. Si ahora usamos esto, 
primero para el caso en que s = t y después para el caso en que s = t + τ, 
obtenemos los límites

3?tn+t —> ut y Xtn+t+T —> ut+r cuando n —> 00 en C1.
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Observemos que además ut+T — ut ψ 0, ya que τ no es un período de «(.). 
Claramente se tiene que se cumple (B.3) como se quería ver.

Ahora definimos u(r) por

i/(t) = lím V(xt+T - xt) ,
t—►oo

donde aplicamos el teorema 4.1, del que se concluye que V es no creciente 
(aún no sabemos que v(r) < oo). Como V es semicontinua interiormente, 
por teorema 4.4, tenemos que para cada i £ R

V(ut+T - ut) < lím V(xtn+t+T - xt»+t) = y(r). (B.4)TI—+OO
Observemos que si supiésemos que ut+T — ut G S en (B.4), tendríamos una 
igualdad (por el teorema 4.4). En particular, sabemos que V(ut+T — Ut) < oo 
para todo t G R, por el corolario 4.6, ya que u(.) está acotada cuando t —> 
—oo (esto se debe a que u(.) es la solución a través de φ G ω(χ0) y ω(χ0) 
es invariante y compacto). De este modo, para todo t grande tenemos que 
V(at+T — Ut) es constante (por ser V no creciente y finita) y por lo tanto, que 
ut+r — Ut G S por teorema 4.3. Esto implica que V(ut+T — ut) = v(r) para 
todo t grande y, por lo tanto ι/(τ) < oo (lo cual se desprende de lo observado 
después de (B.4)). Ahora concluimos, por teorema 4.1, que V(ut+T — Ut) > 
ι/(τ) para todo t G R, por lo tanto, usando (B.4), V(ut+r — ut) — z/(t) para 
todo t G R. Luego, obtuvimos la validez de (B.l), y de esto se sigue (B.2) 
por teorema 4.3.□

Corolario B.2. Se supone que para algún τ > 0, ω(χο) contiene una órbi
ta la cual no es un equilibrio, ni es una solución periódica de período (no 
necesariamente mínimo) τ. Entonces ζ/(σ) = ν(τ) para todo σ cercano a τ.

Demostración: Sea «(.), con ut G x>(xo), la solución de (1.2) como en el 
enunciado del lema. Esto es, uT ψ uq, y por lo tanto ua ψ uo para todo σ 
cercano a τ. Por el lema B.l tenemos que

^(σ) = V(ua-Uo) = V(ito+(T - u0) (B.5)

para tales σ. También, ua — uq G S varía continuamente en σ, en la topología 
C1. Por lo tanto, por teorema 4.4, la cantidad (B.5) es constante para σ 
cercano ar.D
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Corolario B.3. Sea φ E ω(ζο)· Entonces existe un entero u tal que

sí 'φ,ηΕ^^φ') y ψ η entonces ν(ψ — ή) = ν. (B.6) 

Demostración: Sea u(.) la solución a través de φ. Si u(.) no es una solución 
periódica ni un equilibrio, entonces tenemos (B.l) del lema B.l para cualquier 
τ > 0, y así que ιζ(τ) es independiente de r > 0 por el corolario B.2. Si por 
otra parte u(.) es una solución de período mínimo T > 0, entonces (B.l) vale 
para 0 < τ < T y ι/(τ) es independiente de tales τ. En cualquiera de los dos 
casos concluimos (Β.6).Π

Damos ahora la prueba del lema 5.1.

Demostración: Sea v como en el corolario B.3, veamos que la semicon- 
tinuidad inferior de V implica que

si ψ,ηΕΊ^φ) y ψ ψ η entonces Vty — η) < u.

Para esto tomamos (^>n)n, (77n)n C 7(99) tales que ψη —> ψ y r¡n —> η cuando 
n —> 00. Por ser ψ ψ η existe un Nq tal que para n > Nq tenemos que 
ψη ?£ ηη. Luego, por el corolario B.3 tenemos que V(ψη — ηη) = v. Si usamos 
ahora la semicontinuidad inferior de V tenemos

V(i/) — η) < lím inf V(ψη —ηη) = lím inf v = v.
τι—+00 n—*oo

También del teorema 4.4 y del corolario B.3, tenemos que

si ψ,η E 7(92) y ψ — η E S entonces ν(ψ — η) = y.

En efecto, repetimos la misma cuenta de arriba, esto es, como V es continua 
sobre S (que es abierto y entonces podemos tomar puntos de 7(97) arbitrari
amente cercanos a ψ y a η en la topología de (71) , luego para n grande 
ψη — ηη E S y, además,

V(i/> — ή) = lím V (ψη — ηη) = lím v = v.
τι—+00 n—roo

Ahora fijos ψ y η como en el enunciado del lema, sean v(.) y w(.) las 
soluciones a través de esos puntos respectivamente. Como ψ E 7(φ) entonces 
ψ E 7(97), ψ E o ψ E a(<p). En consecuencia,
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si € Ί^,ψ) entonces vt — ut+i para algún i, con lo cual vt G 7(1^) C 7(92), 
para todo i G R. ____

si ip G ω(φ) entonces vt G ω(<^) € 7(92) para todo t G R, pues ω(φ) es 
invariante. Se procede análogamente para ψ G α(φ).
Luego, en cualquier caso Vt E 7(9?) para todo t G R. Haciendo lo mismo con 
η obtenemos que wt G 7(9?) para todo t G R. Entonces, por lo observado al 
principio de la demostración, tenemos que V(i»t — wt) < v para todo t G R. 
Así V(vt — wt) es finito y constante para todo t tal que |t| es grande (ob
servemos que podrían ser diferentes las constantes para los distintos límites, 
t —> 00 y t —+ —00). Por lo tanto, por el teorema 4.3 vt — wt G S para |t| 
grande y así que V(vt — wt) = v para tales í. De esta manera V(vt — wt) = v 
para todo t G R, lo cual implica, por el teorema 4.4, que vt — wt G S para 
todo t. ____

Para probar la última frase del lema tomamos ψ,η G 7(99) tales que ψ 
entonces por la primera parte del lema tenemos que ψ — η E S. Utilizamos 
ahora (4.16) y obtenemos que

π(^ — η) 0
π(^) +

es decir, que π es inyectiva sobre 7(95). 

o Demostración del lema 5.2

La demostración del lema 5.2 requiere de un resultado un poco más débil 
que enunciamos a continuación.

Lema B.4. Sea φ G u(xq)> y se supone que α(φ) ΓΊω(^) = 0. Entonces existe 
T >0 y un entero v tal que

si ψ G 7(9?) , η E 7r(xo) y Ψ V entonces V($ — ή) = v.

Demostración: Suponemos que el resultado es falso con v como en el enun
ciado del lema 5.1. Entonces existen sucesiones

(#*)« C 7(90) y tn -+ 00 con ν(ψη - xtn) φ v.

Supongamos que

V(-0n — Xtn) > v para cada n;
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el caso de la desigualdad opuesta se trata similarmente (haremos una ob
servación al final de la demostración). Sea vn(.) la solución a través de ψη. 
Construiremos una sucesión sn que cumplirá

sn <tn, con sn —> oo, tal que
xsn -> ζ ε7(φ) y límsup || v”n_tn — C ||>0, (B.7)

n—+oo

para algún ζ. Veamos cómo de (B.7) obtenemos una contradicción. Como 
ψη € 7(99) entonces v? E 7(99) para todo t, entonces (u"n_tn)n C 7(92), que es 
compacto, entonces posee una subsucesión convergente a algún ψ E 7(99) (esto 
es —> ψ con ψ E 7 (9c)). Por comodidad llamamos a dicha subsucesión
de la misma manera que la sucesión original. Además, tenemos que ψ ψ ζ 
debido a la desigualdad estricta en (B.7).

Por el lema 5.1 ip — ζ E S y entonces por teorema 4.4

V(usn_tn - Xsn) = V (ψ - ζ) = V

para n grande. Por otro lado, como sn < tn y como

us"„_tn = T(sn - tnW = T{sn}vn_tn

Xsn = TÍS^Xq)

deducimos, usando el teorema 4.1, que

V(T(sn)u”ín - T(s")x0) > V(T(tn)vn_tn - Τ(Γ)τ0),

es decir

V(ysn_tn - xsn) > V(vfn_tn ~ Xtn) = ^(ü0 ~ Xtn) = ~ ^ín ) > V

para todo n, una contradicción.
Antes de la construcción de la sucesión sn, hacemos otra observación. Sea 

tn —+ 00 y sea ζ G w(a?o), entonces existe una sucesión sn < tn, con sn —+ 00 y 
xsn ζ· Para ver que esto es así, hacemos lo siguiente : existe una sucesión 
(ín)n con tn —+ 00 para n —> 00 y tal que x¿n —> ζ para n —»· 00, esto es porque 
ζ G ω(χ0). Ya que tk —> 00 entonces existe Aq tal que si k > ky tenemos que 
t1 < tk. Por la misma razón existe k2 > ki tal que si k > k2 se cumple que 
t2 < tk. Continuando de esta manera obtenemos que existe kn > kn-i tal que 
si k > kn tenemos que tn <tk. Definimos ahora a (sfc)t por

sk = tk — 1 para 1 < k < fci,
tn para kn < k < fcn+1
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Claramente sk —> co y xak —>· ζ (pues tl· —»· oo y xp¡ —> ζ) y, además, sk se 
definió justamente para que sn < tn para todo n.

Ahora debemos considerar varios casos para la construcción de la sucesión 
s". Primero suponemos que ipn G ω(φ) para infinitos n. En este caso tomamos 
cualquier ζ €0(99) C ω(χο) y tomamos sn como en la observación de arriba. 
Entonces como ψη = Vq E. 09(99) para infinitos n, tenemos que para estos n se 
cumple que Van-t" G 09(99) y, como ζ G 0(99) y por hipótesis 09(99) Π α(φ) = 0, 
tenemos que se cumple que el límite superior en (B.7) es positivo. Se hace 
similarmente si ψη G a(99) para infinitos n tomando ζ ζ 07(99) para lograr 
(B.7).

Ahora suponemos que una cantidad finita de términos de (ψη)η pertenecen 
a 09(99) Ua(9j). Entonces ψη G 7(99) para todo n grande, esto es i¡jn = uTn para 
todo n grande y para alguna sucesión (t")„ C R (ií(.) denota a la solución 
a través de 99). En este caso tomamos dos puntos, ζ1 G 0(99) y ζ2 G 09(99), y 
sucesiones s2,n < s1,n < tn con s2,n —> 00, y xs¡.n —>■ ζτ para i = 1,2 (primero 
se elige la sucesión s1,n de tn como arriba, y luego se repite el procedimiento 
para elegir a s2,n de s1,n). Ahora surgen dos subcasos. Primero, si

lím sup(-rn + s1-" - tn) > -00 (B.8)
n—>oo

tomamos ζ = ζ1 y sn — s1,n, pues entonces

límsup ||u"n_tn - C|| = límsup ||uTn+sl,n_tn - ζΧ|| > 0, 
n—>oo n—too

usando nuevamente que Γ) 09(99) = 0 (pues al estar en el caso (B.8) 
tenemos que el límite de iíTn+si,n_tn para n —> 00 no es un elemento de 
a(99)).

Por otro lado, si (B.8) es falso, tomamos ζ = ζ2 y sn = s2,n. Entonces 
Tn _|_ s2,n _fn_¥ _QQ (pUes rn _|_ g2,n _ ¿n < Tn _|_ gl,n — ¿n); y agf

límsup — ζ|| = límsup ||uTn+s2,n_tn — ζ2|| > 0,
n—>00 n—>oc¡

ya que el límite de uTn+s2,n_tn es un elemento de 0(99). En cualquiera de los 
casos construimos una sucesión sn que satisface (B.7).

Finalmente observemos que en el caso V(^>n — Xt") < v, la demostración 
se modifica eligiendo sn > tn en lugar de sn < ίη.Π

Damos ahora la prueba del lema 5.2.
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Demostración:
La demostración es muy similar a la del lema 5.1.______
Sea v el que da el lema B.4. Sean ψ E 7(99) y η E 77(2:0) tales que ψ ψ η 

y ψ — η E S. Tomamos (ηη)η C 77 (ro) tal que iln —*· Ί cuando n —> 00. Por 
ser ψ ψ η entonces existe n0 tal que si n > tiq tenemos que ηη ψ ψ. Además, 
como S es abierto y ψ — η E S, entonces existe un «i > tal que si n > ni 
tenemos que ψ — ηη E S. Entonces usando la continuidad de V sobre S que 
da el teorema 4.4 y el lema B.4 obtenemos

~ P) = lím ν(ψ ~ rln) — lúa
n—>oo n—►oo

Sean ahora ψ, η como en el enunciado de este lema, esto es, ψ E 7(99), η € 
7^ (z0) y Ψ ψ Ή- Consideramos ηη como arriba. Entonces, usando nuevamente 
el teorema 4.4 y el lema B.4, tenemos que

ν(φ — η) < lím inf ν(ψ — ηη) = lím inf v = v.
η—>oo T1—+00

Consideremos a w(.) la solución a través de η (w(.) estará sobre la trayectoria 
x(.) o puede ser que η E ω(χ0) y E cu(zo) C 77(2:0) para todo t E R). 
Luego, ν(ψ — Wt) < v para todo t E R y, por lo tanto, ν(ψ — wt) < 1/ es 
constante y finito para |f| grande (tanto t —> 00 como t —> — 00). Ahora por 
el teorema 4.3 tenemos que ψ — wtE S para |t| grande, y así V(fi> — wt) = v 
para tales t. De esta manera, wt) = v para todo t E R y, por el teorema
4.4, ψ — wt E S para todo t.

En particular, ψ — w0 G S y — w0) = 17 es decir, ψ — η E S y 
ν(ψ — η) = v. ______

Para la segunda parte del lema, sean ψ E 7^) y 7 £ 7r (^0) donde ψ η. 
Entonces, por lo que ya probamos, tenemos que ψ — η E S y, por lo tanto, 
usando (4.16) obtenemos

π(ψ — η) ψ 0
vr(V>) + π(η)

para 0 < i < 7V.D
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C. Apéndice de la sección 7

o Demostración de la proposición 7.5

La demostración es bastante elemental y consiste principalmente en con
siderar (t°,0°) G Z(x), y luego examinar la estructura del conjunto Z(x) 
cerca de este punto, usando la definición del conjunto S. Para empezar, sea 
(t°,0°) G Z(x), donde i < θ° < i 4-1 para algún entero i, con 0 < i < N. 
Necesariamente A(zt)(¿) y A(xt)(¿ 4- 1) son no nulos y con signos opuestos 
para t cercanos a i°, pues en otro caso πιχ#> = 0, contradiciendo que xtn G S. 
Si igualamos a cero el lado derecho de (7.7) se tiene la fórmula

(C.l)

la cual es una cantidad estricta entre i e i 4- 1, y (t, ^(t)) es el único punto 
de Z(x) cercano a (t°,0°).

Ahora suponemos que θ° = i es un entero con 1 < i < N. Entonces 
las dos cantidades A(xto)(í - 1) y A(zfo)(¿ + 1) son no nulas y tienen signos 
opuestos, nuevamente porque xtn G S (recordamos para esto a la definición 
(4.14) de Si). Como θ° G [i, i 4- 1] y también θ° G [í — l,i], observamos 
que al considerar la primera situación obtenemos ψ(ί) como en (C.l) y si 
consideramos la segunda situación obtenemos

(C.2)

Entonces si rri(t)a;i+1(t) < 0 para t cercano a t° usamos (C.l), si en cambio 
xi(t)xt~1(t) < 0 para t cercano a t° usamos (C.2).

Ahora suponemos que Θ0 G [—1,0), entonces z°(t° 4-0°) = 0. En este caso 
Z(x) está dado localmente por la gráfica

Θ = — (t — t°) 4- ΘΌ, para t < t° 4- θ° 4- 1 cercano a t°,

dado que si t es cercano a t° debe haber un Θ cercano a θ° (y, por lo tanto, 
Θ G [—1,0)) tal que

A(zt)(0) = 0 & xt(0) = 0 O x°(t + Θ) = 0.
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Luego, como x°(t + Θ) = x°(í° + 0o) = 0 y por ser los ceros de x° aislados, 
tenemos que

í + 0 = ίθ + 0°,

de donde se desprende inmediatamente lo que afirmábamos.
Si 0o — 0, entonces que el signo de x°(t) para t cercano a t° esté dado 

por la condición 5°¿°(í)x1(t) > 0 (debido a la definición del conjunto S° en 
(4.15)), implica que Z(x) es nuevamente localmente una gráfica. Pues para 
ver esto usamos la condición (C.l) para el caso en que i = 0, entonces nos 
queda

y observamos que el denominador no se anula precisamente por la condición 
de los signos.

Finalmente suponemos que 0o = 7V+1, así que x°(t° — 1) = 0. Conocemos 
de la definición del conjunto S_1 en (4.15), que δΝχΝ — 1) < 0, esto
es, A(xt)(7V) y A(¿t)(7V + 1) son no nulos y tienen signos opuestos para t 
cercano a í°. Como A(xt)(0) está dado por interpolación lineal para 0 entre 
N y N +1, obtenemos al conjunto Z(z) localmente como la gráfica 0 = V>(í), 
pero sólo para t > t°, con ^(t°) = JV + 1 y ψ(ί) < N +1 para t > t° y cercano 
a t°. Esto se debe a que si en (C.l) consideramos a i = N, tenemos que

De esta última igualdad vemos que se cumple lo afirmado.
Hasta ahora hemos probado que cada componente conexa de Z(x) es una 

gráfica (7.8), y que se cumplen (a),(b),(c) y (d) del enunciado. Notemos que 
en todos estos casos A(xt)(0) cambia de signo al cruzar la gráfica de ψ, esto 
es, también se cumple (f).

Observemos, de la definición de V y A, que también vale (g). Para verificar 
esto, simplemente hay que analizar los distintos casos posibles. Supongamos 
que δ* = 1 (si δ* = — 1 se procede en forma similar), como además sabemos 
que xt{—1) ψ 0 supongamos que xt(—1) > 0, entonces A(xt)(7V + 1) = 
ú*xt(—1) = xt(—1) > 0. Ahora aparecen nuevos subcasos:
- si sc(xt) es par entonces xt(TV) > 0, luego

V(xt) = sc(xt) = número de ceros de A(xt),

- si sc(xt) es impar entonces Xt(N) < 0.
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Entonces o bien xt(N) < 0 en cuyo caso

V(zt) = sc(xt) 4-1 = número de ceros deA(xt),

o bien = 0 en cuyo caso xt(N — 1) < 0 y, entonces, otra vez

V(xt) = sc(xt) 4-1 = número de ceros deA(zt).

Análogamente se analiza el caso en que xt{—1) < 0.
La validez de (h) se sigue directamente de la definición de A, en particular 

de la fórmula de interpolación lineal (7.7).

Figura 6: Para este í* existen infinitos tal que (í*,0n) G Z(x)
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Para terminar veamos que se cumple (e). Supongamos que I no está acota
do en la dirección positiva, pero que existe tn —> oo con x°(t") = 0. Notemos 
que x°(ín) = xtn(0) = Λ(χ4η)(0), luego (tn, 0) G Z(x). Entonces para cada n 
hay una curva ψη : In —> [-1, TV + 1] en Z(x) con ψη(Ιη +1) = -1, donde 
tn + 1 es el extremo derecho de ^”(¿n) = 0 y (t, ψη(ί)) G Z(x) para todo 
t G In. Luego, por (c) tenemos que

#*(t) = — t + tn para todo tn < t <tn + 1.

Como las gráficas de ψ y ψη son disjuntas en R2, se sigue que In = (—oo, tn + 
1] ya que en otro caso la gráfica de ψη cruzaría a la gráfica de V» para poder 
alcanzar la recta Θ = N + 1. Como las gráficas de todas las funciones ·ψη 
son dos a dos disjuntas, entonces tenemos que para algún t* negativo y de 
módulo grande, el lado derecho de (7.9) es infinito (ver Figura 6). Pues dado 
i*, existe θη tal que ^"(t*) = θη ,(t*, θη) G Z(x) yen^emsin^m. Entonces 
V(xt··) — card{3 G [—1, N 4- 1] / A(rrt.)(0) = 0} = oo y llegamos así a un 
absurdo, ya que xt· G S. Por lo tanto, comprobamos la validez de (e).ü
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