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Introduccion

En la historia de las matemadticas existen momentos en que los mateméti-
cos han manejado con seguridad conceptos cuya naturaleza y propiedades
bésicas eran incapaces de precisar. Por ejemplo, los “nmimeros imaginarios”
eran concebidos como unos conceptos ficticios en los que, sin saber cémo ni
por qué, se podia “confiar”, en el sentido de que al incluirlos en los célculos
llevaban a conclusiones correctas. La razén por lo cual esto sucedia es porque
es posible construir los mimeros complejos. En algunos argumentos los fisicos
han derivado funciones no derivables durante mucho tiempo; la razén por la
que estos célculos con funciones misteriosas que no eran funciones no llevaban
a paradojas y contradicciones es porque es posible construir unos objetos (las
distribuciones) con las propiedades que los fisicos postulaban implicitamente
en el uso que hacian de sus “funciones”. Los mimeros irracionales también
fueron polémicos hasta que Dedekind y Cantor dieron las primeras construc-
ciones explicitas.

Durante tres siglos, el cdlculo diferencial avanzé usando ciertos “nimeros
ideales” que no era posible definir porque tenfan que ser no nulos y a la vez
menores que cualquier cantidad positiva.

Los matematicos del siglo XIX y la primera mitad del siglo XX no pudieron
construir unos objetos que se comportaran como lo hacian los infinitésimos.
En cambio introdujeron la nocién de limite mostrando que los restantes con-
ceptos del an4lisis podian expresarse en términos de él. Con esta nueva nocién
se supuso definitivo el destierro de las cantidades “infinitamente pequenas”
del 4mbito de la matemaética.

Sin embargo, a finales de los 60, el 16gico-matemético Abraham Robinson
estableci6 una teoria en la cual el sistema mimerico real pudo ampliarse a
un cuerpo ordenado -necesariamente no arquimediano- en el cual tuvieron
cabida los mimeros infinitesimales y consecuentemente sus reciprocos: los
nimeros infinitamente grandes. El logro de Robinson no fue la construccién
de un objeto curioso, sino el desarrollo de una sistemética que permitié un
nuevo punto de vista (llamado no-estdndar) para numerosas estructuras y
teorfas centrales de la matemadtica. El intercambio entre ambos universos -el
estdndar y el no estdndar- regulado por el llamado "principio de transferen-
cia" permitié aplicar fructiferamente los métodos de Robinson a una variedad
de campos, reobteniendo resultados conocidos con demostraciones sencillas y
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més aln resolviendo problemas cuya solucién se habia resistido a los métodos
estdndar.

En este trabajo se pretenden abordar diferentes aspectos de la teoria de
infinitesimales, los cuales serdn desarrollados en los capitulos siguientes.

En el primer capitulo se presentan los aspectos principales de la teoria
fundada por Abraham Robinson, actualizados segiin la evolucién del tema
desde sus trabajos originales de la década de 1960 hasta las versiones més
recientes.

En el segundo capitulo se estudia un trabajo de investigacién realizado
desde el enfoque de la teoria no estdndar. El autor es el mismo Robinson
conjuntamente con Bernstein, quienes dan una solucién al problema -hasta
entonces abierto- conocido como “el problema del subespacio invariante” y
que afirma la existencia de un tal subespacio (cerrado y no trivial) para
un operador T lineal y acotado en un espacio de Hilbert tal que p(T') sea
absolutamente continuo para algiin polinomio p.



Capitulo 1

Analisis no estandar

1.1. Introduccién

El concepto principal del Anélisis es el de lfmite, ya que a partir de él se
construye la fundamentacién del cdlculo diferencial e integral. De él dependen
nociones tales como continuidad de una funcién, derivadas e integrales, suma
de series infinitas, etc.

La nocién de limite no se desarrollé en forma independiente y auténoma
sino que es parte de una red integrada por medio de la interaccién e inter-
dependencia con otras nociones vecinas al calculo: variable, funcién, funcién
continua, infinito, infinitesimal, mimero, mimero real, continuo geométrico.
El limite surge, como ya se ha mencionado en el capitulo anterior, con el fin
de darle una base sélida al cédlculo infinitesimal.

Sucesion Continuo numérico
variable —{ LIMITE —— Funcion continua
Derivadas Integrales

Numero real

Veremos en lo que sigue, con algunos ejemplos, c6mo el anilisis no es-
td4ndar (en contraposicién con el par € — ¢, del limite) puede resultar més
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intuitivo, m4s manejable, y mds cercano a las ideas primitivas que dieron
origen al célculo.

Supondremos la existencia de los mimeros infinitesimales o infinitési-
mos ¢ (como fueron pensados en los inicios del célculo: mayores que cero
y menores que cualquier nimero real positivo). A partir de los infinitesimales
¢, consideraremos los nimeros infinitamente grandes w — % conservando
las propiedades algebraicas y de orden. Ademés, que si multiplicamos un
infinitesimal por un mimero real obtenemos un infinitesimal y decir que la
diferencia entre a y b es infinitamente pequena.(es decir, su diferencia es in-
finitesimal) se notard a = b.

Cilculo de limites por medio de infinitesimales e infinitos.
» ;Cémo comprobariamos que lima™ = 0 siendo |a| < 1 y |a| Z 1?
n—oo

Nuestro problema se reduciria a calcular a*, con w infinito.

Seab=1/]a],0 #a<lya#l,asib=1+c, c finito, no infinites-
imal y positivo. Como b* > Ac, entonces 0 < [a|* < 1/(Ae) = (1/c)(1/A)
un infinitesimal nimero de veces, cuando ) es infinito, asi a* 2 0. Luego
lima™ = 0.

n—oo

En el anélisis que usamos actualmente, procederiamos de la siguiente
manera: con la teoria de los ¢ — §, deberiamos ver que para todo mimero
positivo ¢, exista un mimero natural N, de manera que a" permanezca menor
que €.

= ;C6émo justificarfamos en anélisis no estdndar que el lim (—1)™ no exis-
n—oo
te?

La respuesta es muy sencilla, se reduce a dos célculos. Ya que aqui existen
dos tipos de infinitos en los hipernaturales, veriamos qué ocurre para a‘,
cuando €2 = 2v y para §2 = 2v + 1, con v infinito:

(1> = (1)) =) =1y (-1)*" = (=1)*(=1)' = (I)(-1) = -1

Luego, lim (—1)" no existe.
n—oo

Continuidad de una funcién

Cuando hablamos de la continuidad de la funcién, por ejemplo f(z) = z2,
nos resulta natural ver, gracias seguramente a nuestro “entrenamiento”, que
f es continua es T = a pués:

Para todo mimero positivo ¢, la diferencia f(z) — f(a) es en valor
absoluto menor que ¢ para toda diferencia entre x y a en valor
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absoluto que permanezca menor que otro nimero positivo 6. En
simbolos: Ve > 0, 36 > 0 tal que si |[r —a| < § — |f(x) — f(a)| <
€.

Sin embargo, intuitivamente diriamos que f es continua en T = a pués
un cambio infinitesimal en a produce un cambio infinitesimal sobre f. Si
tomamos un infinitesimal ¢, se tiene que de * = a a T = a + ¢ se produce un
cambio infinitesimal €, y de f(a) =a%a f(a+€) = (a+€)? = a® + 2ae + €2 =
a?+¢(2a +€) se tiene un cambio, que también es infinitesimal, igual a €(2a +¢€),
como veremos més adelante.

Ademds, teniendo en cuenta que en el andlisis no estdndar contamos con
mimeros infinitos, se puede ver que f(x) = z? no es continua para estos
mimeros. Asi, si w es un mimero infinito, como resulta que 1/w es un infini-
tesimal, de z — w a £ = w + 1/w, tenemos un cambio infinitesimal , pero de
fw)=w?a flw+l/w)=(w+1/w)? = w?+ 2+ 1/w? el cambio no resulta
infinitesimal pués es 2 + 1/w”.

Podemos mencionar como funciones que permanecen continuas en todo
el campo hiperreal, a las lineales.

Una funcién que es discontinua, en £ — 0, es la funcién llamada signo, la

1 >0
que est4 definida de la siguiente manera: sgn(r) = 0 x =0 . Tomamos
-1 z<0
€ un infinitesimal positivo, entonces sgn{0 + €) = 1, mientras que si tomamos
—¢, entonces sgn(0 — €) = —1, y asi cambios infinitesimales en x = 0, pro-
ducen cambios finitos en la funcién, con lo cual es dicontinua en T = 0

Derivabilidad de una funcién

Pensando en otras nociones de las mencionadas que surgen del concepto
de limite, miremos cémo calculamos la pendiente de la recta tangente a la
funcién f(z) =z’ enz = a.

Lo que hacemos en la actualidad es definir la derivada como el limite
hacia el cual tienden los cocientes de los incrementos finitos. Si Af(a) es el
incremento de la funcién en f(a) y Ax el incremento de la variable indepen-
diente en x = a, entonces %ﬁz es la cantidad variable 2a + Azx; y tomando
Az suficientemente pequeno podemos hacer que %’—) tome valores tan cer-
canos de 2a como se quiera, y asi, por definicién, la derivada en T = a es

exactamente 2a. Para comprobar que el Afim._ ! “AAII [(2) _ 94, tenemos que
Az —0)
[etf2)-1(@) _ 9g| < e.

En cambio, en anélisis no estdndar, tomamos ¢ # 0 un infinitesimal y
consideramos el cociente entre un cambio infinitesimal de la funcién y un

ver que Ve > 0, 36 > 0 tal que si |[Az| <6 —




cambio infinitesimal en x = a, es decir:

Af(a)  flate)—fla) _(at+e)?—a?

Az € €

=2a+e¢

Si tomamos un infinitesimal diferente a ¢, el cociente anterior es diferente
pero no se ve la diferencia a menos que lo estemos mirando por un microsco-
pio potente. Luego, la pendiente de la recta tangente buscada seré 2a.

Cialculo de series numéricas

« Sea r € "R (un hiperreal) y v, A € "N (hipernaturales), la suma *-finita

A AN\
(suma hiperreal) }_ z” estd definida punto a punto como [/ St (g) -

nev \n=v
A9)
S~ z(j)™ Como v. A € °N (naturales estdndar) la suma coincide con
n=2(j)

la ordinaria, pero A puede ser infinito.

Cuando |z| < 1 y z 2 1, la serie geométrica ). z" = 1/(1 — z) pués

n=0

Q
Yz = (1 -2%1)/(1 — ), y ya sabemos que cuando € es infinito = = 0,
n=0
Q
asi ¥ z" =1/(1 — ) para todo infinito (2.
n=0

[p o]
= La serie armdnica infinita Y _ 1/k diverge pués las sumas no estdndar
k=1

Q w
ST 1/ky Y 1/k no estén todas cerca del mismo nimero finito. Por
k=—1 k=1

ejemplo:
ow+1 ow+1

2 1/k - ljZ_lel/k = k};ﬂl/’“ = h%j:ll/(?’ +h)> g:ll/(?"“) =
24:/2w+1 _ 1_/2 B h -

Naturaleza de la recta geométrica

Antes de meternos de lleno en la construccién de los mimeros hiperreales,
podemos mencionar que la teoria no estdndar sostiene que la linea geométrica
los puede albergar, teniendo ésta asi un conjunto de puntos més rico que el de
los reales estandar. Segin los autores de Nonstandard methods in stochastic
analysis and mathematical physics [1] esta es la idea bdsica o descubrimiento
de este nuevo anilisis.



Considerando la recta como “soporte” de niimeros, en la que comenzamos
poniendo los naturales y terminamos con los reales, quienes ya no dejarian
“huecos” en ella, se establece asi una aplicacién biyectiva entre el conjunto
de mimeros reales y el conjunto de puntos de la recta. Cantor y Dedekind
entendieron que los racionales constitufan la materia prima indispensable
para la construccién de la totalidad del conjunto de los nimeros reales. Dado
que los racionales se podian construir rigurosamente a partir de los naturales,
la dificultad provenia de los irracionales, cuya identidad numérica estaba
en entredicho. La idea de Cantor y Dedekind fue formalizar y generalizar
el proceso de aproximacién de algunos irracionales tipicos a partir de los
racionales. Dedekind a partir de la cortaduras y Cantor a través de la nocién
de sucesién fundamental.

Cantor senalé que la identificacién del sistema de los nimeros con los
puntos sobre la recta era una asuncién que no podia ser demostrada, aunque
parecia plausible y parece psicolégicamente convincente. El axioma que in-
troduce para garantizar la correspondencia entre los mimeros reales y los
puntos de la recta afirma que, fijados un punto como origen y una unidad de
medida, cada cantidad numérica tiene un punto determinado sobre la linea
recta, cuya coordenada es igual a esa cantidad.

También Dedekind reconoce que la continuidad de la recta es necesario
expresarla mediante algiin axioma: "Si todos los puntos de la recta se des-
componenen en dos clases tales que todo punto de la primera clase est4 a la
izquierda de cada punto de la segunda clase, entonces existe uno y sélo un
punto que produce esta particién de todos los puntos en dos clases, este corte
de la recta en dos partes".

Puede haber otras interpretaciones de la recta a partir del desarrollo de
nuevas estructuras numéricas acompanadas por la eleccién de una axiom4tica
adecuada.

En el anélisis no estdndar de Robinson, que presentaremos aqui, se tra-
baja con una estructura numérica (el sistema de los mimeros hiperreales)
constituida por los nimeros reales usuales conjuntamente con los nimeros
infinitésimos e infinitos. Los mimeros infinitésimos tienen sentido en el marco
de una axiomé4tica, elaborada por Robinson, "mé4s amplia" que la axiomética
de R pero compatible con ella.

La recta hiperreal contiene, ademés de los mimeros reales, los infinitési-
mos y los infinitos. Keisler [7] representa estos mimeros en la recta geométrica
con ayuda de dos metéforas: “un microscopio infinitesimal” y “un telescopio
infinito” para sugerir, respectivamente los infinitésimos y los infinitos.



Infinitos Infinitos

Negativos Positivos

—1/e

-1/e—-1 -l/e+1 1/ -1 1ie+1
Telescopio Telescopio

infinito Microscopio infinito

infinitesimal

Tenemos pues, que con la construccién de modelos no estindar', Skolem
demostré algo muy profundo epistemolégica y filoséficamente hablando,
demostré que los modelos mateméticos no tienen naturaleza categérica y
que en iltima instancia, elegir tal o cual teoria es cuestién de gustos, tradi-
ci6én, comodidad o requerimientos técnicos. Por supuesto que existen modelos
oficiales que los matematicos nos esforzamos por resguardar, eso es innegable,
pero eso no significa que sean absolutos.

1.2. El conjunto de los hiperreales

1.2.1. Preliminares

Los mimeros reales pueden ser construidos desde los racionales por varios
caminos. Uno de los métodos es adicionar a Q nuevos puntos que representan
limites de sucesiones de Cauchy de mimeros racionales.

Recordemos brevemente esta construccién: si C es el conjunto de las suce-
siones racionales de Cauchy?, y = es la relacién de equivalencia definida en C

por: (a,) = (b,) si y sélosi lim (a,—b,) = 0, entonces R = C'/ = (el conjunto
de las clases de equivalencia de C por la relacién =). Las operaciones alge-
braicas de adicién y multiplicacién se definen componente a componente, y

1Ver en la Seccién 1.5 del Capitulo 1.
2Una sucesién de Cauchy de mimeros racionales es una sucesioén (a,, as, ....) de mimeros
racionales tales que Ve >0 IN, € Z: si n,m > N, , entonces |a, — am| < €.



el orden sobre R poniendo (a,) < (b,) si existe ¢ € Q tal que a,, < b, +¢ para
todo n suficientemente grande. Por 1ltimo, identificamos Q con un subcon-
junto de R mediante la aplicacién r — (r,r,....), con r € Q, siendo (7, 7,....)
la sucesién constante.

La construccién de los hiperreales que expondremos sigue €l mismo es-
quema, adicionando a los reales, infinitesimales e infinitamente grandes por
medio de sucesiones de nimeros reales. Asi como en la construccién de los
reales unimos puntos que representan cierta equivalencia clasica de sucesiones
convergentes, en este nuevo proceso prestaremos atencién ademés a la rapi-
dez de convergencia; esta distincién entre los distintos comportamientos de
convergencia nos dard un conjunto de puntos mas rico. [1]

Para poder hacer la construccién empezaremos dando algunas defini-
ciones, teoremas y propiedades necesarios para tal efecto.

En nuestra exposicién, consideraremos conocidas nociones bésicas sobre
teorfa de conjuntos.

En adelante X denotard un conjunto no vacio y P(X) el conjunto de
partes de X.

Definicién 1 Sea F C P(X) y F # 0. F es un filtro sobre X si y sclo
st

i. Si A, B € F entonces ANB e F.

ii. SSIACBCX yAeF entonces B e F.
iii. 0 ¢ F.

Definicién 2 .

s Sea ACX yA /D [A ={z:2

C X y AC z} es llamado filtro
principal sobre X generado por A

= Sea X un conjunto infinito.

Entonces Cx= {z : ¢ C X y X —x es finito } es llamado filtro cofinito
o filtro de Fréchet en X También se anota F,.

Si F y F son dos filtros sobre X, diremos que F es mds fino que F
si F C F,es decir, si (VE)(E € F —E € F). Si ademss F # F , entonces
F es estrictamente més fino que F.

El conjunto de todos los filtros de X esté ordenado por la relacién “F
es mas fino que Fj. Esta relacién es la inducida por la inclusién entre
subconjuntos de X. Si “F es mas fino que FJ escribiremos F < F 3.

3 Esta relacién es una relacién de orden ya que es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
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Definicién 3 Un filtro U sobre X es llamado wltrafiltro si no existe un filtro
sobre X que es estrictamente mds fino que U. Es decir, si eziste un filtro F
sobre X tal que U < F, entonces U — F. Ast los ultrafiltros son elementos
mazimales* de la familia de todos los filtros ordenados por la relacion <.

Teorema 4 Sea F un filtro sobre X. Entonces, siempre existe un ultrafiltro
U sobre X tal que F < U.

Demostracién. Sea G = {H : F < H A H es filtro sobre X }. Supongamos
que C es cualquier cadena con respecto a la inclusién en G. Mostraremos que
UC es un filtro que es claramente una cota superior para esta cadena que estd
contenida en G.

UC # () pues F CUC.

Sean A, B € UC, entonces existe F; € G (pués C es una cadena con
respecto a la inclusién en G) tal que A, B € F;. Luego AN B € F; pués F,
es un filtro. Asit AN B € UC.

Sea A C BC X y A€ UC, entonces existe F; C UC tal que A € F;.
Luego B € F; ya que F es un filtro. Asi B € UC.

Claramente ) ¢ U C pues F £ 0.

Como consecuencia, UC es un filtro sobre X que contiene a F.

Por el Lema de Zorn®, existe un miembro de G que es un maximal U con
respecto a la inclusién.

Si U no es un ultrafiltro, entonces existe un filtro U4; que no es igual a
U tal que U < U,. Pero entonces U; € G en contradiccién con la propiedad
maximal para U con respecto a la inclusién.

Por lo tanto dado un filtro, existe un ultrafiltro que lo contiene®. m

Proposicién 5 Sea F un filtro sobre X. Son equivalentes:

1. F es un ultrafiltro.
2. SSAUBe€ F, entonces Ac F 6 Be F
3 SiAcC X, entoncesAec F6X—-—AeF

4 A es maximal de A si VX € A tal que A < X, entonces X = A.

*Lema de Zorn: Si en un conjunto ordenado A todo subconjunto de A totalmente
ordenado tiene cota superior en A, entonces existe un elemento maximal en A.

B C A est4 acotado superiormente o tiene cota superior siVa € B 3be€ A /
a < b (donde < es la relacién de orden del conjunto A)

6La inclusién en G a la que se hace referencia en esta demostracién es la relacién que
definimos anteriormente entre filtros ' y F " sobre X como “F es mds fino que F ) si
FCF.
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Demostracioén. .

1=>2) Supongamos que A¢ Fy B ¢ F.

Sea G = {z : (x C X) A (AUz € F)}. Mostraremos que G es un filtro
sobre X.

Como X € G, entonces G # 0.

Sean r,y € G. Entonces AUz, AUye Fy(AUx)N(AUy) € F pues
F es un filtro. Ademds (AUT)N(AUy) =AU(zNy) € FluegozNy €G.

SeareGyrCyC X. Entonces AUx C AUy y AUx € F por lo
tanto AUy € F pues F es un filtro. Asi y € G.

Como A ¢ F entonces AUD ¢ F, luego 0 ¢ G.

Por consiguiente G es un filtro sobre X.

Sea C € F. Como C C AUC y F es un filtro, entonces AUC € F y
esto implica que C' € G. Luego F < G. Como AU B € F entonces B € G,
ademas B ¢ F asi F # G. Esto contradice la definicién de ultrafiltro. Luego
Ae FoBeF.

2=3) Sea A C X. Entonces X = AU(X — A) € F, luego A € F
o X — A € F. Ambos no podrian estar pues seria contradictorio con la
definicién de filtro ya que estaria el = AN (X — A).

3=-1) Supongamos que para cada A C X, A € f o X — A € U no ambeos.
Sea G un filtro sobre X tal que F < G. Sea A € G, entonces X — A ¢ G,
luego X — A ¢ F y porlotanto A € F. Asi G < F, con lo que G = F. En
consecuencia F es un ultrafiltro. =

Teorema 6 Sea p € X. Entonces, [p] es un ultrafiltro sobre X.
Teorema 7 Sildx no es un ultrafiltro principal, entonces Cx C Ux.

Para las demostraciones de los dos teoremas anteriores ver el apéndice A.

A los ultrafiltros que contienen a Cx se los llama libres. Se tiene, entonces,
que los ultrafiltros son principales o libres.

Mencionaremos dos resultados (demostrados en el apéndice A) que nos
van a permitir caracterizar los ultrafiltros libres sobre distintos conjuntos.
Ellos son:

= Ux eslibresiy s6losi N{F: F elUx} =0y,

= Uy es libre siy sélo si AF C X, F # 0 y F finito, tal que F € Uy.
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1.2.2. Construccion de *R.

Como objeto bésico para el andlisis, R es un cuerpo totalmente ordenado
arquimediano y completo, es decir una estructura de la forma (R, +,-, <)
donde R es el conjunto de elementos de la estructura (los nimeros reales),
+ y - son operaciones binarias de adicién y multiplicacién y < es la relacién
de orden. Adem4s la estructura incluye la relacién = , que es la igualdad o
identidad entre miembros de R.

Sea N el conjunto de los mimero naturales y R" el conjunto de todas las
sucesiones reales, las cuales las denotaremos A = (A,) = (4;,....., 4,,....)
con A, € R Vn € N (o equivalentemente, el conjunto de todas las funciones
f: N — R). Se introduce la adicién @ y la multiplicacién ® como sigue:

Adicién: A® B = (A,) ® (Bn) = (A1 + By, ..., Ay + By, ...)

Multiplicacién: A ¢ B = (A,) ®(B,) = (A, - By, ..., Ay - Bn, ....)

Con estas operaciones RY es un anillo conmutativo con unidad
1={1,1,...} y cero 0 = {0,0,....}".

RY tiene divisores de cero, es decir A® B = 0 no implica que A = 0 o
B = 0. Por ejemplo, {1,0,1,0,....},{0,1,0,1,....} € RY, ambas distintas de
ceroy {1,0,1,0,...} ©{0,1,0,1,....} = {0,0,0,0,....}.

Por lo anterior podemos concluir que RY no es un cuerpo.

Haremos algunas consideraciones para obtener un cuerpo totalmente or-
denado a partir de las sucesiones mencionadas.

En adelante i = Uy serd siempre un ultrafiltro libre fijo sobre N y U serd
usado para representar miembros de .

Definicién 8 Sean A, B € RY. Decimos que A y B son iguales respecto
ald si{n:A,=B,}=U €U ylo denotaremos A =, B.

Se puede ver que la relacién = es una relacién de equivalencia sobre RY.
Asi, para cada A € RV, el conjunto [A] = {B : (B € RN) A (B =, A)} es la
clase de equivalencia de A por la relacién =y .Recordamos que el conjunto
formado por las clases de equivalencia es el conjunto cociente de RN por la
relacién de equivalencia = y se anota R/ =, = {{A] : A € R¥}. Adem4s
las clases de equivalencia constituyen una particién en RY, es decir:

1. Cada clase de equivalencia es no vacia.

"Recordando la definicién de anillo conmutativo con unidad - conjunto A dotado de dos
leyes internas, la primera ley de grupo abeliano o conmutativo, y la segunda asociativa y
doblemente distributiva con respecto a la primera; con unidad si tiene neutro respecto de
la segunda ley y conmutativo si lo es ademas también respecto de la segunda - se tiene que
RY 1o es tomando la adicién como primera ley y la multiplicacién como segunda, donde
las propiedades necesarias para esto se cumplen pués se usan las propiedades de R
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2. Para cada A, B € RN, ocurre una de las dos situaciones, [A] = [B] o

[AlN[B] = 0.8
3. R¥ =u{[4] : A e RY}.

Uno puede usar cualquier miembro del conjunto [A] para generar la clase.
Esto es, si B, C € [A], entonces [A] = [B] = [C]. Cuando no nos interesa
quien genera la clase de equivalencia las denotaremos por letras mimisculas
a,b,c,...

Definicién 9 Fl conjunto de los niimeros hiperreales *R es el de todas
las clases de equivalencia de R" por la relacion =y, es decir, "R = R¥/ =,.°

Tenemos "R = RN/ —;;, con = relacién de equivalencia. Se puede ver
que esta relacién es compatible con las operaciones de suma y multiplicacién
definidas en R" (ver el apéndice B). Luego, existen en el conjunto cociente
*R = RN/ =, dos leyes de composicién internas *+ y *- tal que la aplicacién
canénica ¢ : RY — *R = RY/ =, es un homomorfismo, es decir (A ® B) =
W(A) *+ ¢(B) y (A ® B) = ¢(A) *- ¢(B). Ademds las propiedades de
® y O se transfieren a "+ y *- en "R. Al transferirse las propiedades de
las operaciones y R" ser un anillo conmmutativo con unidad, entonces *R —
RN/ =y es un anillo conmutativo con unidad. Ademés *R es un cuerpo, o
sea, sus elementos no nulos admiten un inverso multiplicativo: sea a € *R,

8Ac4 el = es la igualdad entre conjuntos.

%Lindstrom [5] define los hiperreales también a partir de sucesiones con valores reales
pero no con ultrafiltros.
Primero considera una medida fija finitamente aditiva m sobre N tal que :

1. YA C N, m(A) estd definida como 0 o 1.
2. m(N)=1y m(A) =0VA C N finito.

Finitamente aditiva quiere decir que m(A U B) = m(A)+ m(B) si AN B # (.

La medida m divide los subconjuntos de los naturales en dos clases, una con medida 1
y otra con medida 0.

La existencia de esta medida es una consecuencia del Lema de Zorn.

Se puede observar que para A C N, m(A) =1 o m(A°) = 1 pero no ambos. Ademss, si
m(A) =1y m(B) =1 entonces m(AN B) = 1.

Considera una relacién de equivalencia sobre el conjunto de las sucesiones de mimeros
reales como: (A,) ~ (By) si y s6lo si m({n : A, = B,}) = 1. Asi define los hiperreales
como el conjunto de las clases de equivalencia de las sucesiones reales sobre esta relacién.

Se puede ver que existe una aplicacién biyectiva entre el conjunto de los ultrafiltros de
los naturales y el del conjunto de las medidas 0-1 valuadas finitamente aditivas sobre los
naturales.
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a # 0, entonces {n : A, = 0,} e U. Como U es un ultrafiltro, {n : A, #

A - A7l a1 A 0 - .

Un} €U. Seab e "R: B, = { o ‘1" 4 0 Luego, {n : ApBn = 10} =
L} * it "

—{n:.A4, #0} €l{ entonces [A & B] —[A]*-IB] - 1], entonces a *-b— 1.

Definicién 10 Decimos que a es menor que b o que b es mayor que a,
si y solo si existen A € a y B € b tales que {n : A, < B,} € U. FEsta relacion
la denotaremos como ™ < .

La relacién * < est4 bien definida. Luego, la estructura formada por *R
con su adicién, multiplicacién y orden, (*R,” +,*-,* <), es un cuerpo total-
mente ordenado (ver apéndice B).

. Por qué la utilizacién de un ultrafiltro U para definir la relacién de equi-
valencia =7

Como sabemos, al ser RY un anillo conmutativo con unidad, una condi-
cién necesaria y suficiente para que RY/M sea un cuerpo es que M sea un
ideal maximal. Rosinger [12] mmestra la estrecha relacién que existe entre

ideales maximales de BY y ultrafiltros de N, lo que permite ver por qué uti-
lizamos en nuestra construccx(’)n ultrafiltros. (ver apéndice C)

. Qué sucede si usamos para la construccién de los hiperreales un ultrafil-
tro de los naturales que no es libre?

Si hiciéramos esto, es decir si el ultrafiltro usado no extiende al filtro
cofinito, o sea, C € U, U seria principal, entonces U = [ng] = {F C N :
ng € E}. Y, en este caso, la construccién de *R colapsa, en el sentido que
"R = RY/ = ~ R. Por ejemplo, sing = 1,{1} € U, entonces identificarfamos
todas las sucesiones que compartan el primer elemento; asi, todas las clases
de equivalencia tendrdn por representante alguna sucesién constante.

Comentario 11 Se dio una construccién de un modelo no estdndar *R del
sisterma de miumeros reales, o mds precisamente, del sistema de axiomas de
la teoria de cuerpos totalmente ordenados. De las propiedades de *R se sigue
que el sistema de axiomas es incompleto en el sentido de Gaidel, pués por
ejemplo, R tiene la propiedad de ser arquimediano y en "R la negacion de
esta propiedad es verdadera. Ast, los modelos R y *R son dos modelos del sis-
tema de aziomas de cuerpos totalmente ordenados que no son isomorfos. En
generual, eristen muchos modelos mutuamente no isomorfos de la aritmética
del sistema de mimeros reales. La construccion que se presenté de *IR recibe
el nombre de ultrapotencia.[9]
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; Cuéntos diferentes sistemas *R pueden ser obtenidos eligiendo diferentes
ultrafiltros libres sobre N? Bajo la hipétesis del continuo se puede mostrar
que los sistemas *R obtenidos son isomorfos.(En [9], pag. 20)!°

Definicién 12 Se define el valor absoluto de un elemento de "R como
sigue: si a € "R, entonces * |a| = b si y s6lo si {n:|A,| = B,} €U.

Las propiedades de valor absoluto de los mimeros reales se verifican en
los hiperreales.

Comentario 13 Como ya lo hemos mencionado *R es no arquimediano.
En efecto, consideremos la sucesion A, = n. Entonces [A] € "R. Como el
ultrafiltro U es libre, entonces no contiene conjuntos finitos. Asi, para cada
meN, {n: A, <m} ¢ U y comolU es un ultrafiltro, {n : A, > m} € U.
Esto quiere decir que [A] > [M] = m. Como m es arbitrario, entonces [A] >
m = |M|, para cada m € N. Luego, no se cumple la propiedad arquimediana
para ("R,” +,*-," <).

Se pueden identificar los miembros de la estructura (R, +, -, <) con miem-
bros de la estructura (*R,* +,* -,* <) donde las relaciones +, -, < puedan ser
consideradas como *+," -,* < pero restringidas a R. Para ello, definimos una
funcién inyectiva *:R — *R tal que *z = [X], donde X = (z,z,z,....), es
decir, X,, = z Vn € N. Esta sucesién se llama la sucesién constante que
representa a x en "R. Se puede considerar (R, +,-, <) como una subestruc-
tura de ("R," +,* -,* <). Bajo esta identificacién la * puede ser suprimida de
g

Definicién 14 Para cada z € R, sea "z = [X]| € R, donde {n : X, =
r} = N (la sucesion constante). Entonces para X C R, sea °X = {"z :
z € X} C*Rparan > 1y para cada x = (z1,....,%,) € R", sea T —
(*Ty,.s” Tp) € *(R?). Para X C R*, °X = {"z : z € X} C "(R*). Tanto
*z como X son llamados objetos estandar de *R o *(R"). Asf, °R es el
conjunto identificado con los nimeros reales.

Entonces, cuando hablemos de elemento estdndar (en *R) estamos
nombrando a un miembro de R. Cualquier otro elemento serd llamado no
estdndar.

10M4s precisamente es un resultado que se sigue de: Erdos. P., Gillman and M. Hen-
riksen. An isomorphism theorem for real-closed fields. Annals of Mathematics 61. 542-544
(1955). No es algo que demostraremos en este trabajo aunque nos parece importante men-
cionar el resultado.
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Definicién 15 .

i. a € "R es infinitamente grande o un niumero wnfinito o infinito si
y s6lo si |a| > *x para todo “x € “R.

il. a € "R es un infinitesimal o infinitamente pequeno si y solo si |a| <
*z para todo *x € “R*11.

iii. a € "R es finito o limnitado si y solo si no es infinito, es decir st 3 *x €
TR* tal que |a| < *x.12

En la siguiente figura, ilustramos la linea hiperreal:

| lntmne51malcs| 7

(
\

[ | }

N,

-3 -2 -1 0 1 2 3
1 ——
|_tintos | infinitos
N~ o
Ncgatives Positivos

Ejemplo 16 .

1. Consideremos A = (A,) = (n)nen miembro deRY y sea*z = (z,z,2,....) €
7R, Inego eriste algin. m € N : I'xl < m: por lo tanto. I'x| = || <
1A | — o moarm todo o ¢ N 1o ane smmlicrn e fmn - A ~ |l =
|A,.l = m para tode m € N, lo gque implica que {» : 4, > |z|} D

1 Toamaremos R al coninnto de los mimeros reales sin el cero. (Y sus equivalencias)
2 . . . s
12Las siguientes son formas equivalentes de las definiciones dadas:

i. a € *R es infinitamente grande si y sélo si |al > n Vn > 1.
ii. a € *R es infinitesimal si y sélo si |a| < 1/n Vn > 1.

iii. a € *R es finito si y s6lo si 3n € N : |a| < n.
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{m.m+1,...} €CCU. Ast, a — |A] es un nimero infinito. El nimero
¢ = (n?),en también es un ndmero infinito que es mayor que el ante-

™OT.

2. Como infinitesimal podemos nombrar a *0. Sea la sucesion B = (B,) =
(1/n) conn € N— {0} y By, — 0. Entonces b = [B] # 0. Para cada
r € R*, existe alpin m € N, m # 0 tal que 0 < 1/m < x. Ast "0 <
(1/m) = |IB_| < |zl = *x Como N — {n: B. > x} es un subconjunto

finito de N, entonees In: 0 < B, < z

Ve 11 a9 h ce pei amfinifocimal
9 € 4
Uk <. o, L 4 2 es astinhnilesimal,

) ) RS B & W A 7 P Ly I olgY et ]
L0 1swtitcilv w — \1/ e ,’l’lt[‘* vwilhevc iy > l/ll:_’blblzbcoblll/u:l..

3. Las clases representadas por las sucesiones constantes son nimeros fini-
tos. Si A, = (1 + 1/n)nen—q0), entonces a — [A] es finito pués 33 €
R : {n:|A.l <3.}={n:11+1/nl <3,} - N eU. es decir |al <
3.

Notacién 17 Al conjunto de los nimeros finitos lo denotaremos por G(0) y
lo llamaremos galaxia de *R y es donde vive °R.
El conjunto de los infinitesimales serd j(0)

Se puede verificar ficilmente que los conjuntos (0) y G(0) son subanillos
totalmente ordenados de *R sin divisores de cero y G(0) tiene identidad.
De igual modo, el conjunto de infinitesimales ;(0) es un ideal maximal de
G(0).(ver apéndice B)

A partir de estas afirmaciones podemos obtener los siguientes resultados:

Si €, § son infinitesimales y a, b son finitos, entonces:

1. —¢ es infinitesimal y —a es finito.
2. ¢ + 6 es infinitesimal, a + ¢ es finito y a + b es finito.

3. € -6 es infinitesimal, a - € es infinitesimal y a - b es finito.

De ahora en adelante, cuando no haya confusién usaremos x en lugar de
‘.
Definicién 18 Seax € “R. Entonces la monada de x es el conjunto pu(r) =
{r +¢:€€ p(0)}.

Se ve claramente que el tinico elemento estdndar en u(z) es x.

Podemos ver ahora, que la notacién para representar al conjunto de los
infinitesimales, tiene aqui su explicacién, ya que cualquier infinitesimal est4
en la ménada del cero.
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Teorema 19 Sea A, una sucesion de niimeros reales. Entonces, [A] € p(z)
para todo ultrafiltro libre si y solo si lim A, = z.!3

n—og

i Qué nos permite decir el teorema anterior?

Siempre que tengamos una sucesién convergente a un cierto nimero r,
esa sucesién va a estar en la ménada de dicho z, sea cual fuere el ultrafiltro
libre que hallamos elegido al principio de la construccién.

i Qué sucede con las sucesiones divergentes?

Si la sucesién tiende a infinito, sea positivo o negativo, la identificaremos
con un nimero infinito; si la sucesién, en cambio, diverge por otra causa, se
tendrdn distintos casos que depenfderén del ultrafiltro elegido. Por ejemplo:
I 1 sinespar
’I n sl n es impar
sucesién constante 1, si los pares estdn en el ultrafiltro, y con un infinito, si
son los impares los que estdn en el ultrafiltro.

la sucesién definida como: a, = , se identificard con la

Sea Ry = *R — G(0) el conjunto de los mimeros infinitos. Es claro que si
a,be Ry, entoncesa-beR,.Si0<a€eR,ya<b,entoncesb € Ry, .
De igual modosia <0y b < a.

Se pueden verificar facilmente las siguientes propiedades:

Teorema 20 i Sib e Ry, entonces 1/b € pu(0).
il. Si0 # € € u(0), entonces 1/¢ € Ry,.
iii. Sea ¢ € p(0), b € p(x). Entonces e +b € p(x) ye-b e p(0).

iv. Sibe Ry, y T #70, entonces b - *x € Ry,. Sia € G(0)—p(0), entonces
b-a€R,.

v. Si*r < *y, entonces *T + € < *y + X para cada €, A € p(0).

Definicién 21 a es infinitamente cerrado para b si y solo sia—b € u(0).
FEsta relacion la anotamos a = b.

La figura siguiente muestra un dibujo de la linea hiperreal como la ha
representado Keisler [7]. Alrededor de cada mimero real ¢ se encuentra una
porcién de la linea hiperreal compuesta de los mimeros infinitamente cerrados

13Para la demostracién de este teorema ver el apéndice B.
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para ¢ (se muestra bajo un microscopio infinitesimal para ¢ = 0 y ¢ = 100),
es decir, los que componen la ménada de c¢. Las partes finita e infinita de la
linea hiperreal estdn separadas una de otra por lineas de puntos.

100-¢ 100 100+&

ot S ya Pe——— === e
-Ie 0 100 Ve

Infinitos Infimitos

Negativos Positivos

Se tiene que la coleccién {u(x) : z € R} es una particién de G(0) :

Primero veremos que () N u(y) # @ implica que p(x) = u(y).
Supongamos que existe a € pu(x) N p(y), entonces a € u(zx) y
a € pu(y),entoncesa = +e€ya=y+ A cone A€ p0)yz,y€
“IR. Luego,x +e =y + A\, entoncese — A =y—rycomoy—zx €
“R entonces ¢ — A = 0, asi y = z. Por lo tanto, p(z) = u(y).
Ahora veremos que U{u(z) : z € “R} = G(0).

C) Sea a € U{u(z) : € “R}, entonces a € p(x) para algin
T € °R, entonces a = T + €, con z € Ry e € p(0). Luego,
la| = |z +¢| < |z| + |¢] < |z| + 1. Asi a € G(0).

D) Sea a € G(0), entonces existe x € “R" : |a|] < r.Sea S =

{fye " R:y<a}. S+# 0 pues — € S. Como S estd acotado
superiormente tiene supremo z € “R.

Supongamos que |z — a| no es infinitesimal, entonces existe w €
R* : |z —a| > w.

Se tiene que z # a. Luego z < a 6 z > a.

Por ser z supremo de .S, no puede ocurrir que z > a siendo a cota
superior de S.
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Si z < a entonces a — z > w, entonces a > w + z, entonces
w+z€Syw+ z> 2z; absurdo pues z no podria ser supremo de

S.

Luego, |z — a| es infinitesimal, entonces z — a = €, entonces a —
z — ¢, entonces a € u(z), entonces a € U{u(z) : x € 7R}.

Lo anterior nos permite dar la siguiente definicién.

Definicién 22 FEriste una funcion st de G(0) en °R tal que, para cada p(z),
st(u(x)) = *x « x. La funcidn st es llamada el operador parte estindar.
El naimero esténdar st(a) de a, serd llamado parte estindar de a

Si st : G(0) — °R es el operador parte estdndar, entonces para cada
a,b € G(0), se verifican f4cilmente las siguientes propiedades:

Teorema 23

i. st(atb) = st(a) £ st(d)

il. st(a-b) = st(a) - st(d)

iii. Sia <b, entonces st(a) < st(b)

iv. st(|la|]) = |st(a)|, st(mdz{a,b}) = mdz{st(a),st(b)}, st(min{a,b}) =
min{st(a), st(b)}

v. st(a) =0 si y sélo sia € p(0)

vi. Vz € °R, st(z) =z

vii. st(a) > 0 si y solo si |a| € p(st(a))

viil. a > b si y s6lo si a — b € p(0) si y solo si st(a) = st(b)
ix. Sist(a) < st(b), entoncesa —b € pu(0) oa <b

x. Si*0 < c (resp. ¢ < *0) y c € "Ry, entonces paraa > *0,*0<c+a €
"Ry (resp. a < "0, c+a€ "Ry)

Podemos ver en el siguiente esquema como seria la representacién del gra-
fico de la funcién u operador parte estdndar st. Recordemos que el dominio
son s6lo los mimeros finitos. Ademds, bajo un microscopio, se puede ver la
imagen de una ménada que es una linea horizontal.

21



)

X

Definicién 24 Para cada C C R (una relacion 1-aria), el conjunto de todos
los b € "R para los cuales existe un elemento B € b tal que {n : B, € C} €
U .se llama extension no estdindar de C y se denota por *C.

Sea ¢ una relacion k-aria, es decir, ¢ C R (k > 1), (aj,....,ax) =
([A1]y - [AL]) € "0 si y s6lo si {n : (A1(n),....A(n)) € ¢} € U. "¢ es
llamada extension no estandar de ¢.

En particular tenemos la extension de una funcién, gue es una relacion: St
F :R¥ — R es una funcion, la funcion* F se extiene de la siguiente manera,
*F(ay,....;ar) = b st y sélo si {n € N: F(A;(n),...., Ac(n)) = B(n)} € U.
((ay, ...y ar) = ([Aq], ..o, [AL]) )

En general, se muestra que estas extensiones no estdndar estdn bien
definidas, entonces podemos agregar a nuestra estructura las relaciones adi-
cionales n-arias ¢,, y conseguir las estructuras (R, +,-, <,¢,) y ("R, +,-, <, ¢,).
En cuyo caso, tendriamos que ¢ C *¢ pues todas estas relaciones se definen
a partir de miembros de R.

Ejemplo 25 .

1. Sea C = (0,1] C R, entonces b € *C siy solo si {n: B, € C} € U.
Se puede ver que "0 ¢ "C ya que {n: 0, € C} =0 ¢ U. En cambio
b= (1/n)nen € °C pues {n:1/ne€ C} =N €U, ast como los demds
infinitesimales positivos. Podemos decir que se encuentran las monadas
de los € °R con x € (0,1], exceptuando el 0 y los infinitesimales
negativos en la monada del cero, y en la monada del 1 sélo tenemos los
valores de la forma 1 + € con € < 0, infinitesimales.

14Puede verificarse que la extensién no estdndar de una funcién es efectivamente una
funcién.
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2. Si C es cualquier conjunto finito, *C no tendré mds elementos que C
pues:

Sea C = {cy,....,cx}, k € N. Se tiene que b € *C si y s6lo si {n: B, €
C}el.

{n:B,eC}={n:B,€{c,...,ex}} —{n:B,=caV..VB, =
k

ca} = Uin : B = &} € U, entonces existe 1 = },....,k tal que
=1

1=

{n: B, = &;} € U, entonces b = [¢;} para algin i = 1,...k. Es decir,
que sib € *C entonces b es una sucesion constante identificada con un
elemento de C.

3. Como ejemplo de extension no estdndar de una relacion k-aria damos
el siguiente ejemplo. Supongamos que tenemos una relacion binaria ¢
definida por: (x,y) € ¢ «» (Ir)(r € QAx —y —= 1) que es de equivalen-
cia. Su extension no esténdar toma la forma: (z,y) € "¢ « (Ir)(r €
*Q Az —y = r).Tendremos representantes nuevos de clases viejas co-
mo: [(% + ;1; %)l , [(\/i + %\, V2 + %)l . Y permanecen sin estar objetos
tales como

[(V2+ 5,5

4. Como mencionamos al ser una funcién un caso particular de relacion,
tendremos una extension de ésta. Ast, si f es la funcion identidad sobre
los nimeros reales, su extension * f estard definida, y * f(x) = x para
todo hiperreal x. En la siguiente figura mostramos el grdgico de * f.

flx) /

X




Comentario 26 Aunque el grifico anterior es similar con el del operador
parte estdndar, se pueden observar diferencias como el dominio: el de st sdlo
es G(0) y en cambio el de " f es "R; ademds de lo diferente que se ven con el
microscopio infinitesimal.

Un detalle importante es que st no es extension de ninguna funcion es-
tdndar sino que es una funcién no estGndar pura.

Se tienen las siguientes propiedades:
Teorema 27
i.0=0

ii. Si X C R [respectivamente R"], entonces °X C R [respectivamente

{(®")).

ili. 51 X C R, entonces "t € °X siy sélo six € X siysolo si "z € " X.
iv Sea X Cc R. Entonces, X # ) y finito si y solo st * X = 7 X.

v. Sean X,Y C R,entonces X CY siy solo si*X C Y.

vi. Sean X,Y C R,entonces *(X —Y) ="X-"Y.

vii. Sean X,Y C R,entonces *(X UY) = *XU Y. Ademds *(X NY) =
=*XNn"Y.

viii. Sea X3, ...., X, C R. La relacién n-aria ¢ = (X3 X .... x Xp_1) x X, st
y sélo si*¢p = "(X; X ... x Xp 1)x " X,.

Se tiene que *(X; X ... X Xp_1)X "Xp = (P X7 X X "Xy )% " X,. Ast,
"(R") = (R)".

ix. Las declaraciones it., iv., v., vi.y vit. son verdaderas para R*, n > 1.

1.3. Ldgica formal y principio de transferen-
cia

Ya hemos visto que R y *R son similares en muchos aspectos; por ejem-
plo, ambos son cuerpos totalmente ordenados. Mostraremos ahora en qué
sentido R y "R son similares, es decir, especificaremos en mas detalle cusles
propiedades de R se trasladan a *R. A este resultado se lo conoce como Prin-
cipio de Transferencia del An4lisis No-estandar.
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Consideremos la estructura (R, +,-,<,|:|,0,1), la cual estd asociada a
un lenguaje simple L(R) que puede ser usado para describir el tipo de
propiedades de R que son preservadas bajo la aplicacién * : R — *R.

Las férmulas elementales de L(R) son expresiones de la forma:

it +Hito =13
il. t; -t =13
iii. [t1] = o
iv. t; =19

v. t; <ty

vi. 1 € X

donde 1,5, t;5 son las constantes 0 o 1 o una variable para un mimero
arbitrario 7 € R, y X es una variable para un subconjunto A C R.

Con las férmulas elementales generamos todas las férmulas o expresiones
de L(R) usando los conectivos proposicionales:

A (conjuncién),

V (disyuncién),

~ (negacién),

— (implicacién),

y los cuantificadores:

Vz (para todo z € R, cuantificador universal) y

Jz (para algin z € R, cuantificador existencial),

por las reglas:

vii. Si ® y ¥ son férmulas de L(R), entonces PAY, PV V¥, ~ & > ¥
son férmulas de L(R).

viii. Si ® es una férmula de L(R) y r es una variable numérica, entonces
Vr® y 3P son férmulas de L(R).

Donde fuera necesario agregaremos corchetes a las férmulas de L(R) para
evitar confusiones.

El lenguaje L(R) es basicamente un lenguaje de primer orden, es decir,
se permite cuantificacién de mimeros pero no cuantificacién de conjuntos.

El lenguaje L(R) es potencialmente expresivo: (r + 1) -y — 2 no es
una férmula elemental en nuestro sentido; sin embargo, podemos escribir
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facilmente una férmula de L(R) que tome el significado de esta expresién:
Jrfr + 1=z, Axy -y = 2.

Otro ejemplo, en el lenguaje L(R), se pueden escribir propiedades como:

Reflexividad: Vz[z < z]

Antisimetria: VzVy|lz <y Ay <z — 1 — 9}

Transitividad: VzVyVz[[z <yAy < z] - x < 2]

Totalidad: VxVylz <yVz=yVvy< 1

También podemos escribir en una férmula ®(X) que X es un conjunto
abierto:

B(X) ~uy Vyly € X = 322> 0AYylly—y| <z -y € X]]]  (1.1)

Una férmula ® de L(R) e en general de la forma
® = &(Xy,...., Xon, L1, ---r, Tp), donde zq, ...., T, son variables numéricas li-
bres de ®, es decir, variables que no se encuentran afectadas por los cuantifi-
cadores V o 3, y X1, ..., X;, variables de conjuntos libres de . Cada férmula
en L(R) tiene una interpretacién inmediata en la estructura R; por ejemplo,
si ®(X) es la férmula 1.1 y A C R, entonces $(A) expresa el hecho que A
es un abierto en R.

Pero toda férmula de L(IR) puede ademaés ser interpretada en la estructura
extendida "R:

» Para interpretar las declaraciones elementales mencionadas en i. y ii,
usaremos las definiciones dadas de adicién y multiplicacién en *R.

e Para interpretar iii, usaremos la definicién de valor absoluto.

= Para interpretar iv.y v.usaremos las definiciones de igualdad respecto
al ultrafiltro y de orden, respectivamente.

» Para interpretar vi, usaremos la definicién de extensién no estdndar de
un objeto estdndar.

Dado que los simbolos l6gicos tienen un significado fijo sobre cualquier
dominio, entonces cada férmula ® en L(R) tiene una interpretacién en R y
otra en *R. Volviendo a la fé6rmula 1.1 ®(.X); dado A C R, ya hemos ex-
plicado que queremos decir con $(A). Ahora podemos interpretar también
®(*A) bajo "R como que *A es abierto en "R.

Ya podemos establecer el resultado principal acerca de las extensiones de
los ultrafiltros, el cual tiene como corolario el principio general de transfe-
rencia.



Teorema 28 (Teorema de Los) Sea ®(Xj,...., Xm, Z1,...., Tn) una férmu-
la de L(R). Entonces para cada Ay, ...., Am CRya,. ..., a, € 'R, se tiene que
O("Ay,...e,” Am, a1, -eee, Gn) st y sélo st
{keN: ®(Ay,...,Apn,a1(k), ....,a,(k))} €U.

Teorema 29 (Principio de Transferencia) Sea ®(X\,...., Xp, T1,..... Tn)
una férmula de L(R). Fntonces para cada Ay, ...., A, CRy7y,.....7h € R, se
tiene que ®(Ay,...,Am,T1,.....Tn) e€s verdadero en R si y solo si
O("Ay,....." Ap,* 1, ....." ) es verdadero en "R.

Las demostraciones de los dos teoremas anteriores se pueden encontrar en
Nonstandard methods in stochastic analysis and mathematical physics [1].

La existencia de la aplicacién * : R — *R satisfaciendo el principio del
transferencia es todo lo que necesitamos para el andlisis no estdndar elemen-
tal.

Para ver cé6mo usaremos el principio de transferencia, consideremos la
siguiente proposicién: si y(r) C *E, para todo r € E, entonces £ C R es
abierto. Podemos demostrarlo por dos caminos:

1. Supongamos que E no es abierto, entonces 3r € E : VU, (entorno de r),
U, N E® # 0. Encontraremos un elemento = € u(r) : x ¢ * E: para cada
n € N, escogemos r, ¢ E : |[r —ry| < 1/n. Sea A : N — R definida
por A(n) = r,. Por la definicién de extensién no estdndar de un objeto
estdndar se tiene que o — (A} ¢ *E (pués r, ¢ E) . Pero a € p(r)
ya que por su construccién |1 —a| < 8, donde ¢ es el infinitesimal
asociado con la sucesién (1/n),en.

o

En la prueba anterior trabajamos dentro del modelo, ahora usamos
transferencia: sea a € E, como p(a) C *F, la declaracién ®(X,z) =
32{0 < 2 AVy[|lzr —y| < z = y € X]] es verdadera en "R cuando X
es interpretado como *E y & como “a. Por transferencia ®(F,a) es
verdadero en R, lo que quiere decir que algiin entorno estdndar de a
est4 contenido en E, es decir, F es abierto.

Otros ejemplos en los que usaremos transferencia:

Ejemplo 30 Ya dijimos que si tenemos una funcion f podemos extenderla a
una funcion* f, pero nos quedaba comprobar que realmente * f es una funcion,
esto lo vemos usando el principio de transferencia de la siguiente manera: si
f:R — R es una funcion, entonces se tiene que la declaracion VxVyVz(zx €
Rye RzeRA(f(z) =yA f(x) = 2) -y = z) es verdadera. Por
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transferencia VzVyVz(z € "R,y € "R,z € *"RA (" f(z) = yA " f(z) = 2) —
y — z) también es verdadera (donde " f es la extension de f), entonces * f :
"R — *R es también una funcion.

Ejemplo 31 Sea f una funcion real definida sobre un intervalo [ C R. La
funcion f tiene un mdximo absoluto sobre I siy solo si existe un punto s € 1
tal que *f(z) < f(s) Vr e *I.
Demostracion. =) Si f tiene un mdzimo absoluto sobre I, entonces 3s €
I : f(x) < f(s) Yx € I. Por transferencia ™ f(z) < * f(s) = f(s) Vx € *1, con
s € 1 como quertamos.

<) Sidsel:"f(x) < f(s) Vz € "I, en particular para x € I. Entonces
f(z) < f(z) < f(s) y ast f tiene un mdrimo absoluto sobre I. ®

1.4. Universo extendido

Para trabajar en anélisis més general que el cdlculo, necesitamos consi-
derar sistemas mateméticos que contengan entidades correspondientes a con-
juntos de conjuntos, conjuntos de espacios de funciones, etc. Por ejemplo, si
queremos probar teoremas que involucren el conjunto de los subconjuntos
abiertos de R, o el conjunto de todas las funciones continuas sobre R. Para
ello introduciremos el concepto de superestructura.

1.4.1. Superestructuras

Partiendo de un conjunto bésico X, construiremos una superestructura
V(X) que contiene todas las entidades encontradas normalmente en la
matematica.

Ademis, generalizaremos la construccién de ultrapotencia y de la apli-
cacién * : X — *X para superestructuras, obteniendo una superestructura
V(*X) y una aplicacién * : V(X) — V(" X).

Definicién 32 Sea X un conjunto no vacfto que contiene al menos los nimeros
naturales y sean:

Vo(X) = X
Vaor(X) = Va(X)UP(Va(X)),n € Ny

La superestructura sobre X es la unién numerable V(X) = |J V,(X).

El andlisis clésico vive dentro de V'(R).

28



Definicién 33 Los elementos de X se llaman individuales.
Los elementos de V(X) se llaman entidades.
Sir e V(X), el rango de x es el menor n tal que x € V,(X).

Ejemplo 34 Si X = N.

Algunas entidades de Vi(N) son 7,{7},{n € N: n es par}.

Algunas entidades de V5(N) son 7,{7}.{{7}},{n € N : n es impar},
{A C N: A es finito}.

Comentario 35 Si X CY entonces V(X) C V(Y).
X = Vo(X) € Vy(X) € .o. € V(X)
X =Vo(X) e Vi(X) € ... e V(X)
X = V(X),Vi(X), .... e V(X)

Proposicién 36 .

~

. El conjunto vacto es una entidad es decir, § € V(X)
2. VACV(X), AeV(X) siysdlo si AC V,(X), para algin n € N.

3. Si A es una entidad pero no es un individual, entonces es un subcon-
junto de V(X). Es decir si A € V(X) — X entonces A C V(X).

4. V(X) es transitivo en el siguiente sentido: si A es una entidad y a € A,
entonces a es una entidad. Es decir, si A € V(X) ya € A, entonces
aeV(X).

5. Si A es una entidad y B C A entonces B es una entidad. Es decir, si
A€eV(X)yBC A entonces B € V(X).

6. Si A es una entidad P(A) es una entidad.
7. @1y ey @y € Vo(X) entonces {ay, ....,am} € Vo1 (X).

8. Si A, € V,(X) — X entonces | A, € Va(X).

iel
9. AeV,1(X), ANX = D entonces |J B € V,(X).
BEA
Comentario 37 Se tiene que A C V(X) no implica que A € V(X). Por

ejemplo: si a € X, entonces A = {a, {a}, {{a}}, {{{a}}},...} C V(X) y
A ¢ V(X), pues A € V(X) si A € Vo(X) para algiin n € N.



El universo extendido de anélisis no esténdar serd obtenido postulando
una extensién R O R y una aplicacién * : V(R) — V(*R) que tendrd
propiedades similares a la aplicacién * : R — *R construida anteriormente.

Extenderemos la construccién de ultrapotencia para demostrar que la
aplicacién entre superestructuras * : V(R) — V(*R) satisface un principio de
transferencia analogo al dado para la estructura *R.

Haremos esta construccién en dos partes: primero construiremos una ul-
trapotencia acotada de V(R) usando un ultrafiltro libre &/ sobre N (similar
a lo hecho para *R). Luego aplicaremos la ultrapotencia acotada sobre la
superestructura V(*R) de tal manera que la aplicacién * : V(R) — V(*R)
obedezca el principio de transferencia.

1) Construccién de la ultrapotencia acotada:

Definicién 38 Una sucesion (A;, A,,....) de elementos de V(R)
es acotada si existe un n € N fijo tal que A, € V,(R) Vi € I,] un
conjunto infinito de fndices.’®

Definicién 39 Dos sucesiones A y B son equivalentes con res-
pecto al ultrafiltro libre U si y solo si {i e N: A, = B} elU, lo
anotamos A =y B.

Es claro que la relacién definida anteriormente es una relacién de equiva-
lencia entre elementos de V(R).

Notacién 40 Anotamos Ay a la clase de equivalencia de A, es decir
Au = {BA:L(B}

Definicién 41 Se llama wltrapotencia acotada a:
V(R)Y/ =y ={Au : A es una sucesion de V(R) acotada}

Definicién 42 Se tiene la siguiente relacion nimero de miembros
€y en la ultrapotencia:

Ay €y By siysolosi{ieN:A €B}eU.

15Por ejemplo, A, = (0, 1/n) es una sucesién de elementos de V(R) acotada pues existe
1 € N tal que A, € V{(R) = RUP(R) para todon € N (con I = N).

En cambio, la sucesién definida de la siguiente manera:

Ag=1

Ay = {1}

Ay = {{1}}, y asf siguiendo...
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