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Introduccion

Un monoide conmutativo reticulado subresiduado (srl-monoide para abre-
viar) es un par (A, Q) donde A = (A, A,V, -, e) es un algebra de tipo (2,2,2,0)
tal que (A, A, V) es un reticulo, (A, -, e) es un monoide conmutativo, se satisface
la ecuacién

(avbd)-c=(a-c)V(b-c)

v @ es una subalgebra de A tal que para cada a,b € A existe el méximo del con-
junto {q € Q : a-q < b} el cual es denotado por a — b. En particular, tenemos
que Q@ = {a € A: e — a = a}. Los srl-monoides pueden ser considerados como
algebras (A, A, V, -, —,e) de tipo (2,2,2,2,0). Nos parece interesante remarcar
que la definicién de srl-monoide extiende la definicién de reticulo subresiduado
a pares de dlgebras (A, Q) con la propiedad de que si A = ) entonces A es un
reticulo residuado conmutativo. Mas atin, en los reticulos residuados conmuta-
tivos tenemos que vale la propiedad de residuacién (producto-implicacién) y en
los reticulos subresiduados en general solo vale una de las dos implicaciones de la
propiedad de residuacién (infimo-implicacién). En este sentido los srl-monoides
proveen un marco comun para estas dos clases de dlgebras.

El objetivo de esta tesis es estudiar la clase de los srl-monoides, la cual es
una variedad que contiene propiamente a las variedades de los reticulos subre-
siduados [25] y de los reticulos residuados conmutativos [29].

Esta tesis se divide en tres partes. En primer lugar, introducimos la clase de
los srl-monoides, la cual es una variedad de algebras en el lenguaje de reticulos re-
siduados conmutativos. Asimismo, damos una descripcion de las congruencias y
utilizamos la misma como herramienta para mostrar propiedades de la variedad
de los srl-monoides. En particular, estudiamos la variedad de los srl-monoides
integrales. Desde el punto de vista del algebra universal es sumamente impor-
tante tener una buena descripcion del reticulo de congruencias de las algebras
pertenecientes a una variedad V. Esto nos permitié estudiar algebras simples,
algebras subdirectamente irreducibles, funciones compatibles (que generalizan
a las funciones polinémicas y son la contraparte algebraica de los conectivos
implicitos definidos en la 16gica proposicional correspondiente). Las congruen-
cias también nos permitieron determinar descripciones ecuacionales de ciertas
subvariedades de V, como por ejemplo caracterizar ecuacionalmente la subva-
riedad de V generada por sus miembros totalmente ordenados (suponiendo que
las dlgebras de V tienen estructura de orden). En segundo lugar, caracterizamos
la clase de los {A, -, —, 1}-subreductos de los srl-monoides integrales, la cual re-
sulta ser una variedad. Finalmente, presentamos un célculo proposicional cuya
semantica algebraica coincide con la variedad de los {A, -, —, 1}-subreductos de
los srl-monoides integrales, y un calculo proposicional cuya seméntica algebraica



coincide con la variedad de los srl-monoides integrales.

A continuacién mencionamos algunos aspectos de los reticulos subresiduados
y de los reticulos residuados conmutativos dado que estas algebras son las que
motivaron la definicién de srl-monoide.

Los reticulos subresiduados fueron introducidos en [25] con el objetivo de
estudiar ciertas logicas proposicionales definidas en un lenguaje sin implicaciéon
clasica pero con un conectivo de implicacién llamado implicacién estricta. Estas
légicas estudiadas en [25] son ejemplos de logicas subintuicionistas, i.e., 14gi-
cas en el lenguaje de la légica intuicionista que son definidas semanticamente
usando modelos de Kripke, de la misma manera que estd definida la légica in-
tuicionista pero sin exigir de los modelos ciertas propiedades requeridas en el
caso intuicionista [9], [15], y [16].

Un reticulo subresiduado [16], [25] es un par (A4,Q), donde A es un reticulo
distributivo acotado, @) es un subreticulo acotado de A y para cada a,b € A exis-
te el maximo del conjunto {q € @ : a Aq < b}, el cual se denota por a — b. Este
par puede ser considerado como un dlgebra (A4, A,V,—,0,1) de tipo (2,2,2,0,0)
donde @ = {a € A: 1 — a = a}. La clase de los reticulos subresiduados es
una variedad [25] la cual contiene propiamente a la variedad de las dlgebras
de Heyting. La clase de los reticulos subresiduados esta caracterizada por la
légica R4 [25] la cual presenta una completud al estilo ’débil’. Sin embargo, si
se considera a R4 junto con una regla adicional o - 8 — «, esta nueva légica
presenta una completud fuerte. Una base ecuacional diferente para la variedad
de los reticulos subresiduados a la dada en [25] fue presentada en [16], donde la
misma es caracterizada como una subvariedad de la variedad de las dlgebras de
Heyting débiles.

Recordemos que las S4—algebras son dlgebras de Boole con un operador
unario [ en el lenguaje que satisface las siguientes cuatro identidades:

1) 0O(1) =1,

2) O(z Ay) = O(x) AD(y),
3) O(x) <=z
4) O(z) < O(x)).

Diremos que un algebra (A, A,V,—,—,0,1) es un reticulo subresiduado boo-
leano si (A, A, V,—,0, 1) es un élgebra de Boole y (4, A, V,—,0,1) es un reticulo
subresiduado. Si (A, A,V,—,—,0,1) es un reticulo subresiduado booleano en-
tonces (A, A, V,—,0,0,1) es una S4—4élgebra, donde

Oxz):=1-— =.

Reciprocamente, se tiene que si (A, A,V,—,0,0,1) es una S4—4algebra entonces
(A, A, V,—,7,0,1) es un reticulo subresiduado booleano, donde

z—y:=0(-zVy).

Msds aun, la variedad de los reticulos subresiduados booleanos es equivalente
por términos a la variedad de las S4—algebras. Ademds, la variedad de los
reticulos subresiduados coincide con la clase de los {A,V,—, 0, 1}-subreductos
de las S4—4lgebras [16].



En las ultimas décadas ha surgido con gran impetu el interés en las llama-
das 16gicas subestructurales [27], [33]. Los modelos algebraicos de ciertas 16gi-
cas subestructurales son los reticulos residuados conmutativos [33]. Un reticulo
residuado conmutativo es un dlgebra (A4, A,V,-,—,e) de tipo (2,2,2,2,0) tal
que (A,-, e) es un monoide conmutativo, (A, A, V) es un reticulo y para cada
a,b,c € A se satisface la condicién b-a < ¢ si y sélo si b < a — c. El estudio de
los reticulos residuados conmutativos provee un marco comtn para el estudio
y comparacion de modelos de diversas légicas que habian sido estudiadas de
manera independiente. El enmarque dentro de una misma teoria de modelos
algebraicos de estas légicas enriquece su compresién puesto que permite el in-
tercambio de las diferentes técnicas y herramientas utilizadas en los estudios de
las distintas teorias. La clase de los reticulos residuados conmutativos forma una
variedad [29]. Esta variedad contiene como subvariedades propias a los reticulos
residuados conmutativos integrales, las MTL-algebras, las MV-algebras, las BL-
algebras, los grupos reticulados y las dlgebras de Heyting (donde se considera a
estas clases de dlgebras en el lenguaje de los reticulos residuados conmutativos),
entre otras.

Denotamos como HFL," al sistema que se obtiene de HFL, quitando la
constante 0 del lenguaje, donde HFL, denota al sistema Hilbert que se define
a continuacién [27]:

Axiomas:
(id) a =«
(pf) (@ = B) = [(6 = a) = (6 = B)]
(per) [a = (8 = 0)] = [B = (o= 9)]
(A) (A1) (BAL) = (aAB)]
(A=) (@A) =«
(A=) (@nB) =8
(= A) [(a=B)A(a= )] = o= (BAD)]
(=V) a—=(aVp)
(= V) B (aVh)
(V=) [(a=8)A(B—8)] = [(aVp) =]
(=) B=(a—=(a-p))
(=) B=(a=0)]= (- f) =9
(1)1
1=)1-=(a—a)
Reglas
2028 ap) O (Ad)



La variedad de los reticulos residuados conmutativos es la semantica alge-
braica equivalente para la relaciéon de Fgpr,_+, donde recordemos que las traduc-
ciones p y 7 de ecuaciones a férmulas y de férmulas a ecuaciones respectivamente
se definen como s =t —* (s = t)A(t = s)y ¢ =" e~ eAp, donde e denota
la constante en la signatura de los reticulos residuados conmutativos.

Vamos a denotar como SR a la variedad de los srl-monoides, iSR a la variedad
de los srl-monoides integrales, CRL a la variedad de los reticulos residuados con-
mutativos, SRL a la variedad de los reticulos subresiduados, iCRL a la variedad
de los reticulos residuados conmutativos integrales y Hey a la variedad de las
algebras de Heyting. En el siguiente diagrama mostramos cémo se relacionan
las variedades definidas anteriormente. Resulta preciso notar que hay abuso de
notacién en algunas de las contenciones indicadas en el dibujo que tienen que
ver con el lenguaje de las dlgebras consideradas en cada clase !.

S
SR

R
AN
CRL
e

CRL

o N\

i
/
SRL
AN
Hey

La tesis consta de seis capitulos y se encuentra organizada como menciona-
mos a continuacion.

En el Capitulo 1 damos definiciones y resultados que seran de utilidad para el
desarrollo de esta tesis. Mas precisamente sobre algebra universal, conjuntos or-
denados, monoides, semi-reticulos, reticulos, reticulos subresiduados y reticulos
residuados conmutativos.

En el Capitulo 2 recordamos la clase de los monoides conmutativos reti-
culados subresiduados, srl-monoides para abreviar, asi como también el caso
particular de los srl-monoides integrales. La clase de los srl-monoides contiene
propiamente a la variedad de los reticulos subresiduados y a la variedad de los
reticulos residuados conmutativos. En particular probamos que la clase de los
srl-monoides forma una variedad y damos dos bases ecuacionales para la misma.
En [29] se prueba que dado un reticulo residuado conmutativo, existe un isomor-
fismo de orden entre su reticulo de congruencias y su reticulo de subdlgebras
convexas. Motivados por estas ideas introducimos y estudiamos, en el marco
de los srl-monoides, las subalgebras fuertemente convexas. Mds precisamente,
mostramos que dado un srl-monoide existe un isomorfismo de orden entre su
reticulo de congruencias y su reticulo de subdlgebras fuertemente convexas. Lue-
go damos algunas descripciones de la subalgebra fuertemente convexa generada
por conjuntos arbitrarios, y como aplicacion caracterizamos a las algebras sim-
ples y subdirectamente irreducibles respectivamente. Asimismo, probamos que
la clase de los srl-monoides tiene la propiedad de extension de congruencias. Por
ultimo, damos una presentacién de la congruencia generada por subconjuntos
arbitrarios; en particular caracterizamos a las congruencias principales.

1La misma aclaracién vale para el resto de los diagramas presentados en esta tesis.
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En el Capitulo 3 estudiamos a las funciones compatibles sobre srl-monoides y,
en particular, sobre srl-monoides integrales. Luego caracterizamos a las funcio-
nes compatibles y como aplicacién probamos que la variedad de los srl-monoides
es localmente afin completa. Los operadores modales mondtonos como un caso
particular de funciones compatibles fueron introducidos por [32] y [31] en el
marco de las algebras de Heyting y de los reticulos residuados conmutativos con
primer elemento respectivamente. Dado que los srl-monoides generalizan a las
algebras de Heyting y a los reticulos residuados conmutativos, resulta natural
extender los resultados en el contexto de los srl-monoides. Motivados por es-
tas ideas, introducimos y estudiamos a los operadores modales monétonos en
el marco de los srl-monoides. Ademds, probamos un teorema del filtro primo
para los srl-monoides integrales con un operador modal monétono que satisface
ciertas condiciones. Tomando ideas del estudio de los reticulos subresiduados
fuertes dados en [18], introducimos la variedad de los srl-monoides fuertes y es-
tudiamos dos subvariedades de la misma. El estudio de los srl-monoides fuertes
se encuentra motivado por dos propiedades; la primera, que todo srl-monoide
integral prelineal es un srl-monoide fuerte. Ademaés, la ecuacién que caracteri-
za a los srl-monoides fuertes equivale a la validez de una propiedad similar al
teorema del filtro primo. Finalmente, damos distintas bases ecuacionales para
la subvariedad de la variedad de los srl-monoides generada por la clase de los
srl-monoides totalmente ordenados.

En el Capitulo 4 introducimos la clase de los monoides conmutativos semi-
reticulados acotados subresiduados (srs-monoides para abreviar). Esta clase de
algebras contiene propiamente a las variedades de semi-reticulos subresiduados
estudiados en [9] y de semi-reticulos residuados estudiados en [19] respecti-
vamente. Comenzamos el capitulo dando algunas propiedades algebraicas de
los srs-monoides y probamos que la clase de los srs-monoides es una variedad.
Luego mostramos que los srs-monoides son los {A, -, —, 1}—subreductos de los
srl-monoides integrales. Finalmente, estudiamos como se relacionan ciertas cons-
trucciones que hicimos anteriormente en este capitulo con otras construcciones
presentadas en [12] las cuales fueron utilizadas para representar dlgebras con
implicacion y fusion.

En el Capitulo 5 presentamos una légica proposicional algebrizable cuya
semantica algebraica coincide con la variedad de los srs-monoides. También es-
tudiamos una expansioén de dicha logica cuya semdantica algebraica coincide con
la variedad de los srl-monoides integrales.

En el Capitulo 6, damos las conclusiones de la presente tesis asi como también
algunas lineas de trabajo futuro.

Los resultados de esta tesis forman parte de [21], [22] ¥ [23].
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Capitulo 1

Resultados basicos

En este capitulo daremos algunos resultados basicos que seran usados a lo
largo de esta tesis. Comenzaremos enunciando algunos resultados de &dlgebra
universal. Luego daremos las definiciones de monoide conmutativo, semi-reticu-
lo acotado y reticulo respectivamente. Finalmente presentaremos algunos re-
sultados bdsicos sobre reticulos subresiduados [16], [25] y reticulos residuados
conmutativos [29].

1.1. Algebra universal

En esta seccién exponemos las nociones fundamentales del algebra universal
que son necesarias para este capitulo. Referencias sobre el tema pueden encon-
trarse, por ejemplo, en [4] (ver también [30]).

Sean A un conjunto no vacio y n un nimero natural. Una operacidn n-aria
sobre A es una funcién f : A™ — A, donde n se denomina la aridad o rango
de f. Una operacidn finitaria sobre A es una operacion de rango n, para cierto
ndmero natural n.

Un lenguaje o tipo de algebras es un conjunto F, cuyos elementos se llaman
simbolos de funcion, tal que un nimero natural n es asignado a cada miembro
f de F. Este ntimero es llamado la aridad (o rango) de f,y f se dice un simbolo
de funcion n-aria.

Si F es un lenguaje de algebras, entonces un dlgebra de tipo F es un par
A = (A, F), donde A es un conjunto no vacio y F' es un conjunto de operaciones
finitarias sobre A indexada por &, tal que a cada simbolo de funcién n-ario f € F
le corresponde una operacién n-aria f sobre A que pertenece a F'. El conjunto
A se llama universo de A. En lo que sigue, cuando no haya lugar a confusion,
escribiremos f en lugar de f4, y si F es finito, digamos F = {fi,..., fr} (en
donde la aridad de cada f; es finita y aridad(f1) > aridad(f2) > ... aridad(f)),
escribiremos (A4, f1, ..., fx) en lugar de A. Diremos en tal caso que el tipo del
algebra es (aridad(f1),aridad(f2),...,aridad(fy)).

Sean A y B dos édlgebras del mismo tipo F. Una funcién h : A — B se dice un
homomorfismo si para cada simbolo de funcién n-ario f € F, h(f* (a1, ..., a,)) =
fB(h(a1), ..., h(ay)) para cada n-upla (ay, ..., a,) de elementos de A. Si h es in-
yectiva, entonces h se dice un monomorfismo o una inmersion . Si h es sur-
yectiva, entonces h se dice un epimorfismo y en tal caso diremos que B es una
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imagen homomorfa de A. Si h es biyectiva, entonces h se dice un isomorfismo.

Sean A y B dos dlgebras del mismo tipo F. Diremos que B es una subdlgebra
de A si B C Ay para cada simbolo de funcién f € F, fB es la restriccién de
A aB.

Sean A un Aalgebra de tipo ¥y § C A x A una relacién de equivalencia.
Diremos que 6 es una congruencia sobre A si satisface la siguiente relaciéon de
compatibilidad: si f es un simbolo de funcién n-arioen &, aq, ..., ay, b1, ..., b, € A
y (a;, b;) € 0 para cada i = 1,...,n entonces (f(a1,...,an), f(b1,...,b,)) € 0. Por
lo tanto, para cada congruencia 6 sobre A y f € F tenemos definido en el con-
junto cociente A/# una operacién n-aria fA4/? que a cada n-upla de clases de
equivalencia de elementos de A/6 le asigna el elemento fA(ay, ..., a,)/0. Luego
el dlgebra cociente es el dlgebra cuyo universo es A/6 y cuyas operaciones fun-
damentales satisfacen la condicién antes mencionada. Notemos que las dlgebras
cociente de A tienen el mismo tipo que A.

Sean A un &lgebra y S C A x A. Vamos a denotar como ©(S) a la menor
congruencia O tal que S C ©. Esta congruencia es la interseccién de todas las
congruencias de A que contienen a S. Si S = {(a1,b1),..., (an,b,)} vamos a
denotar como O((a1,b1),. .., (an,by)) en lugar de ©({(a1,b1),. .., (an,bn)}). Si
S ={(a,b)} vamos a denotar como O(a,b) en lugar de ©({(a,b)}).

Sea A un dlgebra. Escribiremos Con(A) para referirnos al reticulo de con-
gruencias de A (con la inclusién como orden). Diremos que A es simple si
Con(A) ={V,A}, siendo A = {(a,b) e Ax A:a=b}yV=AxA.

Sea (A;)iecs una familia de dlgebras de tipo F. Definimos el producto directo
A = J[,c; Ai es un algebra de tipo J cuyo universo es el producto carte-
siano [[;c; Ai, y si f es un simbolo de operacién n-ario, definimos la opera-
cion fA(a1,...,an)(i) = f2(a1(i),...,an(i)), donde a1,...,a, € [[;c; As, y si
k=1,..,n, ap(i) denota la i-ésima coordenada del vector ay.

Dada una clase de algebras K de un mismo tipo, vamos a denotar como
H(K), I(K), S(K) y P(K) a las clases de imdgenes homomorfas, imdgenes iso-
morfas, subalgebras y productos de algebras de K, respectivamente. Diremos
que K es una variedad si es cerrada bajo imagenes homomorfas, subalgebras y
productos, es decir si H(K) C K, S(K) C K y P(K) C K. Vamos a denotar
como V(K) a la menor variedad de dlgebras que contiene a K. Si V' 'y W son
variedades tales que todo miembro de V' es miembro de W, se dice que V es una
subvariedad de W. Tarski probé que V(K) = HSP(K) (Teorema 9.5 de [4]).

Sea X un conjunto cuyos elementos llamaremos variables y sea F un lenguaje
de &lgebras. El conjunto T(X) de términos de tipo F sobre X es el menor
conjunto que contiene a las variables, a los simbolos de funcién 0-arios y tal que
Sip1,...,pn € T(X) y f es un simbolo de funcién n-ario, entonces f(p1,...,pn) €
T(X). Sean z,...,x, variables en X y sea p(z1,...,2,) un término de tipo F
sobre las variables x1,..,x,. Entonces si A es un algebra de tipo F, se define
una aplicacién p® : A" — A como sigue:

(1) Si p es una variable x; entonces p®(ay, ..., a,) = a;.

(2) Sip esdela forma f(p(x1,...,xn), ..., p(x1, ..., Ty)), donde f es un simbolo
de funcién k-ario, entonces p® (a1, ...,an) = fA(p (a1, ..., an), ...,
pi(ag, ..., an)).

Una identidad de tipo F sobre X es una expresion de la forma p ~ ¢ donde py ¢
son términos de tipo F sobre el conjunto X . Un dlgebra A de tipo F satisface una
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identidad p(z1,...,z,) =~ q¢(x1,...,2,), lo cual es indicado como, A |= p =~ ¢, si
para cada ay, ..., a, € A se verifica p®(ay,...,a,) ~ ¢*(ai,...,a,). Una clase
de dlgebras K satisface p =~ ¢, lo que denotamos K | p & ¢, si cada miembro
de K verifica p ~ ¢g. Una clase de algebras de tipo JF se dice ecuacional si existe
un conjunto de identidades X de tipo &, tal que un algebra estd en K si y sélo
si satisface todas las identidades de ¥. Un teorema fundamental del Algebra
Universal debido a Birkhoff es el siguiente: una clase K es ecuacional si y solo
st K es una variedad (Teorema 11.9 de [4]).

Un 4dlgebra A se dice producto subdirecto de una familia de dlgebras (A;);cr
del mismo tipo si verifica las siguientes condiciones:

(P1) Existe una inmersion o : A — [];; As.

(P2) Si 7 :[[;c; Ai = Aj es la proyeccién sobre la j-ésima coordenada en-
tonces mjo : A — A es surjectiva.

Un algebra A es subdirectamente irreducible si siempre que A sea producto
subdirecto de (A;);e; mediante un monomorfismo « se tiene que existe i € I
tal que m;a: A — A; es un isomorfismo. Ademads se tiene que A es subdirecta-
mente irreducible si y sélo si existe una congruencia minima en Con(A) — {A},
(Teorema 8.4 de [4]).

La importancia del estudio de las algebras subdirectamente irreducibles re-
side en el resultado de G. Birkhoff que afirma que toda dlgebra es isomorfa a un
producto subdirecto de &lgebras subdirectamente irreducibles (Teorema 8.6 de
[4]). Este resultado, aplicado al caso del estudio de una variedad en particular,
afirma que toda algebra de una variedad es isomorfa a un producto subdirecto
de alguna familia de dlgebras subdirectamente irreducibles que se hallan en la
misma variedad.

Sea A un élgebra de tipo Fy f: A™ — A una funcién (no necesariamente
un homomorfismo).

(a) Diremos que f es una funcidn compatible con una congruencia 6 de A si
(ai,b;) € 0 para i = 1,...,n implica que (f(a1,...,an), f(b1,....,b,)) € 0.

(b) Diremos que f es una funcién compatible de A si es compatible con todas
las congruencias de A.

Por esta razon, para cada congruencia 6 sobre A tenemos definido en el conjunto
cociente A/f una operacién n-aria f4/¢ (no necesariamente un homomorfismo)
que a cada n-upla de clases de equivalencia de elementos de A/0 le asigna el
elemento f2(ay, ..., a,)/0.

Sea K una clase de dlgebras de tipo F. Una funcién polindmica n-aria de A
es una funcién obtenida al evaluar m —n variables de t* por elementos fijos de A,
para cierto término m-ario t (m > n). Las funciones polindmicas, en particular
las constantes, constituyen los ejemplos mas sencillos de funciones compatibles
sobre un dlgebra A. Un algebra A es afin completa (o afinmente completa) si
toda funcién compatible de A estd dada por una funcién polinémica de A. Un
algebra A es localmente afin completa si toda funciéon compatible estd dada por
una funcién polinémica sobre todo subconjunto finito de A. Si consideramos
una funcién polindémica de un dlgebra A haremos abuso de lenguaje y la vamos
a llamar polinomio de A. Una variedad se dice afin completa (localmente afin
completa) si todo miembro es afin completo (localmente afin completo).
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A lo largo del trabajo haremos abuso de notacién y escribiremos A tanto
para las dlgebras como para sus universos.

1.2. Posets, monoides conmutativos, semi-reticu-
los
y reticulos

En esta seccién vamos a recordar las definiciones de posets [4], monoides
conmutativos [1], semi-reticulos [19] y reticulos [4] que serdn de utilidad para el
desarrollo de esta tesis.

Un dlgebra (M, *, e) de tipo (2,0) es un monoide si se satisfacen las siguientes
ecuaciones:

w ok (yxz)=(xxy)*z,
B rxe=€exT = 1.

Si ademés M verifica la ecuacién:
" TkYy =yY*x,

entonces diremos que M es un monoide conmutativo.

Un conjunto parcialmente ordenado (M, <) (de ahora en més poset), es un
semi-reticulo inferior si para cada x,y € M, existe el infimo del conjunto {z,y},
el cual vamos a denotar como = A y.

El concepto dual de semi-reticulo inferior se denomina semi-reticulo superior,
esto es: un poset (J, <) tal que para cada z,y € J, existe el supremo del conjunto
{z,y}, al cual vamos a denotar como z V y.

De ahora en adelante trabajamos, principalmente, con el concepto de semi-
reticulo inferior y hacemos referencia a este como semi-reticulo.

Dado un semi-reticulo (M, <), podemos definir la operacién infimo A :
M x M — M. Notar que A es una funcién que preserva el orden en ambos
argumentos y es claro que para cada a,b € M, a < bsiysélosiaAb=a.

Por esto ultimo, podemos definir un semi-reticulo como una estructura alge-
braica, de la siguiente manera: un dlgebra (M, A) de tipo (2) es un semi-reticulo
si se verifican las siguientes identidades:

" T AN =2,
s T ANYy=yANAux,
n s A(YAz)=(TAY) Az

Decimos que (M, A) es acotado superiormente si existe 1 € M, tal que, para cada
x € M se verifica x A1 = x. De esto se deduce que M tiene ultimo elemento;
en ese caso escribimos (M, A, 1), donde 1 es el dltimo elemento de (M, <). De
ahora en adelante trabajamos, principalmente, con el concepto de semi-reticulo
acotado superiormente y hacemos referencia a este como semi-reticulo acotado.

Resulta interesante notar que en particular, los semi-reticulos acotados su-
periormente son casos particulares de monoides conmutativos. La clase cuyos
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elementos son los semi-reticulos acotados superiormente constituyen una varie-
dad.
Si (L, <) es un poset y U C L, definimos

(Ul={z € L:x <u,para algiin u € U},
[U)={x€L:x>u,paraalgin u € U}.

Si z € L escribiremos (z] en lugar de ({z}] y [z) en lugar de [{z}).

Si (L,<) es un poset y V C L, diremos que V es creciente si para cada
z,y € L tales que x <y y x € V, entonces y € V. De forma similar, diremos
que V es decreciente si para cada z,y € L tales que x < y y y € V, entonces
x € V. En particular, decir que un conjunto V es creciente equivale a decir que
V = [V). De forma dual, decir que un conjunto V' es decreciente equivale a decir
que V = (V]. Vamos a denotar como L™ al poset de crecientes de (L, <). Para
cada familia {U; };c; € L' vamos a denotar como | J,; U; para indicar la unién
de la familia {U;}cr, ie., © € [J;c; Us siy sélo si existe i € I tal que z € Uj.
Analogamente, vamos a denotar como (,.; U; para indicar la interseccién de
la familia {U;}ier, ie., @ € [);c; Ui siy sélo si @ € U; para cada i € I. En
particular, (J;c; Us y (;c; Us son crecientes de (L, <).

Si L es un semi-reticulo acotado y F' C L, diremos que F' es un filtro de L
si se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) 1eF.
(b) F es creciente.
(c) Siz,y € F entonces t Ay € F.

Diremos que F es un filtro propio de L si F # L. Vamos a denotar como Fil(L)
al conjunto de filtros de L.

Si X es un subconjunto de L entonces el filtro generado por X (es decir, el
menor filtro que contiene a X) es igual a:

F(X)={zxe€eL:x>xz1 ANxg .. \Nxy,, para zy,...,2, € X }.

Un reticulo es un poset (L, <) en el cual ©Vy y zAy existen para cualesquiera
z,y € L.

Si (L, <) es un reticulo entonces podemos definir un algebra (L, A,V) que
satisface las siguientes identidades:

(i) (xvy)Vz=zV(yVz) (V) (xAy)Az=axA(yAz)

(il) zvy=yVa (Vi) zAhy=yAz
(iii) sV ==z (vi) z Az ==z
(iv) zV(zAy) =2 (viii) z A (zVy) ==

Reciprocamente, si (L, A, V) es un dlgebra con dos operaciones binarias que
satisfacen (i)-(viii) entonces la relacién < definida como:

(ix) z<ysiysélosizAy=xz0xVy=y es un orden.
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Més aidn, el poset (L, <) es un reticulo, siendo V y A el supremo e infimo del
mismo, respectivamente.
En un reticulo L las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:

@M zA(yVz)=(zxANy)V (xAz), para cada x,y,z € L.
(II) 2v(yAz)=(xVy)A(xVz), para cada z,y,z € L.

Un reticulo L es distributivo si satisface alguna de las condiciones equivalentes
(I) o (IT). Diremos que un reticulo L es acotado si existen elementos 0,1 € L
tales que satisfacen las identidades

(m)zA0=0, M)zV1i=16zAl=u.

De la definicién se desprende que 0 es el primer elemento de L y que 1 es el
dltimo elemento.

Un reticulo L se dice completo si todo subconjunto A de L admite supremo
e nfimo (en L). Notaremos al supremo e infimo de A como \/ Ay A A respec-
tivamente. De esta manera, dado (L, <) un poset, (L*,N,U, 0, L) es un reticulo
distributivo completo (con respecto al orden dado por la inclusién).

Diremos que (L, A, V,0,1) es un reticulo distributivo acotado si (L, A, V) es
un reticulo, y 0,1 satisfacen (m) y (M) respectivamente. Alternativamente, un
reticulo distributivo acotado es un dlgebra (L, A, V, 0, 1) de tipo (2,2, 0, 0) tal que
las dos primeras operaciones satisfacen (i)-(viii) junto con (I), y las tltimas
dos operaciones satisfacen (m) y (M). Por esta razén la clase de reticulos
distributivos acotados forma una variedad.

Sea L un reticulo. Un elemento a € L se dice compacto si siempre que \/ A
existe y a < \/ A para A C L, entonces a < \/ B para algin subconjunto fi-
nito de A. Vamos a decir que L es compactamente generado si cada elemento
de L es un supremo de elementos compactos. Un reticulo L es algebraico si
es completo y compactamente generado. En particular, los elementos compac-
tos de Con(L) son los elementos O((a1,b1), (az,b2),...(an, b)) de Con(L) con
(a1,b1), (az, b2),...(an, by) € L x L (para mas detalles, ver Teorema 5.5 de [4]).

Si F' C L, diremos que F es un filtro primo de L si F es un filtro propio que
satisface la siguiente condicion:

para cada x,y € L,sixVy € F entoncesx € F 6y € F.

Vamos a denotar como X(L) al conjunto de filtros primos de L.

Si I C L, diremos que I es un ideal de L si se satisfacen las siguientes
condiciones:

(a) T#0.
(b) I es decreciente.
(c) Six,y €I entoncesxVye€l.

El ideal generado por X (es decir, el menor ideal que contiene a X)) coincide
con

I(X)={zeL:x<x1VaaV..Va, para xy,..,T, € X}
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El siguiente resultado es conocido en la literatura con el nombre de Teorema
de Birkhoff-Stone (o Teorema del filtro primo) [1], [24] y [35]:

Teorema 1.2.1. Si L es un reticulo distributivo, F un filtro de L, I un ideal de
L y FNI =0 entonces existe un filtro primo P de L tal que F C P y PNI = .

Sea (L, A, V,0,1) un reticulo acotado. Un elemento x € L es complementado
si existe y € L tal que x Ay =0y xVy = 1. En un reticulo distributivo los
complementos son tnicos. Un dlgebra de Boole es un reticulo distributivo com-
plementado. Si x es un elemento de un algebra de Boole entonces escribiremos
T para el complemento de .

Diremos que H es un dlgebra de Heyting si H es un reticulo con 0 y para
cada par de elementos x,y € H existe la operacién binaria — dada por

x—y=mazc{z€ H:zNz <y}
Toda algebra de Heyting H tiene 1ltimo elemento y verifica que
cAy<zsiysblosiz<y— 2z,

para cada z,y,z € H. Méas atn, la operacién — estd caracterizada por esta
propiedad.

Desde el punto de vista del algebra universal, las algebras de Heyting se
consideran como algebras (H, A, V,—,0,1) de tipo (2,2,2,0,0).

Si H es un algebra de Heyting y \/ S existe para cierto S C H entonces se
satisface la siguiente ley distributiva generalizada:

x/\(\/S):\/{a:/\y:yES}.

Luego toda algebra de Heyting es un reticulo distributivo. En particular, si H
es un reticulo distributivo completo entonces H es un dlgebra de Heyting si y
solo si satisface la condicién x A (\/,c; i) = Ve (x A ), para todo x € H y
toda familia de elementos x; de H. Luego un reticulo finito es distributivo si y
sOlo si existe —.

Alternativamente, un algebra de Heyting es un dlgebra (H,V,A,—,0) (es
decir, un dlgebra de tipo (2, 2,2,0)) tal que (H,V, A, 0) satisface las identidades
de reticulo con 0 y ademaés se satisfacen las siguientes identidades:

(1) zA(zr—y)=xAy.
(2) zA(z—=2)=2zA((zrAy) = (TN 2)).
3) zA(zAy) = x) =2

En particular tenemos que la clase de dlgebras de Heyting forma una variedad
que denotaremos Hey. Notemos que toda algebra de Boole es un algebra de
Heyting. En efecto, basta verificar que z — y =y V Z.

1.3. Reticulos subresiduados
Los reticulos subresiduados fueron introducidos por Epstein y Horn en [25]
con el objetivo de estudiar ciertas 1égicas proposicionales definidas en un len-

guaje sin la implicacion clasica pero con un conectivo de implicacién que es lla-
mada implicacién estricta. Estas dlgebras tambien fueron estudiadas por Celani
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y Jansana en [16]. Las definiciones y propiedades que se enuncian a continuacién
fueron extraidas de [25].

Un reticulo subresiduado (o sr-reticulo de ahora en més) es un par (4, Q),
donde A es un reticulo distributivo acotado, @Q es un subreticulo acotado de A
y para cada a,b € A existe el maximo del conjunto

{fecQ:anqg<b}.
Este méaximo sera notado por a — b. En particular,
Q={acA:l1—sa=a}={l—a:a€ A}

Resulta interesante notar que el reticulo distributivo acotado @ dotado de la
operacién binaria — es un dlgebra de Heyting. En particular, el par (4, Q)
puede ser visto como un &lgebra (A, A, V,—,0,1) de tipo (2,2,2,0,0).

Comenzaremos con algunos conceptos béasicos que usaremos a lo largo de
esta tesis. El siguiente resultado es el Teorema 10 de [25].

Teorema 1.3.1. Sea (A,A,V,—,0,1) un dlgebra de tipo (2,2,2,0,0). Se tiene
que (A,A\,V,—,0,1) es un sr-reticulo si y sélo si (A,N,V,0,1) es un reticulo
distributivo acotado y se satisfacen las siguientes identidades:

1) (xAy) —a=1,
r—oy<z—(r—vy),

3) an(z—=y) <y,

) z—=(zAhy)=(z—=2)N (2 = y).

Resulta inmediato que en todo sr-reticulo A se satisface la siguiente condicién
para todo a,b € A :
a<bsiysélosia—b=1.

Mi4s atin, la clase de los sr-reticulos forma una variedad la cual denotaremos
SRL [25]. Esta variedad contiene propiamente a la variedad de las dlgebras de
Heyting [17],[36]. Ademads, en [16] se da una base ecuacional alternativa para la
clase de los sr-reticulos.

Teorema 1.3.2. Sea (A,A,V,—,0,1) un dlgebra de tipo (2,2,2,0,0). Luego
(A, N, V,—,0,1) es un sr-reticulo si y sdlo si (A,A,V,0,1) es un reticulo distri-
butivo acotado y se satisfacen las siguientes identidades:

Cl) (a—=bA(a—c)=a— (bAc),

C2) (a—c)A(b—=c)=(aVb) —c

C3) (a—=bA(b—c)<a—c,

Q

)

)

)
C4) a—»a=1,
5) aA(a—b)<b,
)

C6) a—=b<c—(a—b).
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A continuacién introduciremos algunas definiciones adicionales para presen-
tar una descripcién del reticulo de congruencias de cualquier sr-reticulo.

Sea (A, A,V, —, 1) un dlgebra de tipo (2,2,2,2,0). Para cada a € A definimos
(a) :==1—a.
Definicién 1.3.3. Sean A € SRLy F C A.

= Vamos a decir que F es un filtro abierto si es un filtro tal que O(a) € F
siempre que a € F.

= Vamos a decir que F' es un filtro primo abierto si es un filtro primo tal que
O(a) € F siempre que a € F.

Vamos a denotar como [JFil(A) al conjunto de filtros abiertos de A y X™(A) al
conjunto de filtros primos abiertos de A.

Sean A € SRL y F € OFil(A). Definimos
0 ={(a,b) e AxA:a—>beFyb—acF}.
El siguiente resultado se sigue del Teorema 6.12 de [16].

Teorema 1.3.4. Sea A € SRL. Eziste un isomorfismo de orden entre Con(A)
y OFil(A), el cual queda determinado por las asignaciones 6 — 1/60 y F' +— 0p.

Motivados por resultados de [8] definiremos una subvariedad de SRL que
impulsa la existencia de un teorema andlogo al Teorema del filtro primo.

Definicién 1.3.5. Sea A € SRL. Vamos a decir que A es un sr-reticulo fuerte
si A satisface la siguiente identidad:

O(a Vv b) =0O(a) vO(b).

Vamos a denotar como S5 a la subvariedad de SRL cuyos elementos son sr-
reticulos fuertes.

Sea A € SRL. Vamos a decir que A satisface el O-teorema del filtro primo
si se satisface la siguiente condicién: Para cada F' € OFil(A) e I ideal de A tal
que FNIT =0 existe P € X7(A) talque FC Py PN1I=0.

El siguiente resultado es la Proposicién 2.6 de [18].

Proposicion 1.3.6. Sea A € SRL. Luego A es un sr-reticulo fuerte si y sélo si
A satisface el O-teorema del filtro primo.

Vamos a denotar como K; a la clase de los sr-reticulos fuertes que satisfacen
que para cada a,b € A, a — b € {0J(b),1} y K3 a la clase de los sr-reticulos que
son totalmente ordenados.

La definicién de la clase Ky se encuentra motivada por dos puntos:

1. Si el orden de un sr-reticulo A es total, entonces A satisface que para cada
a,be A, a—be{0(),1}, en otras palabras Ko C Kj.

2. Las élgebras de Hilbert (H,—,1) tales que a — b € {b,1} para todo
a,b € A. Estas dlgebras, denominadas order dlgebras, fueron introducidas
y estudiadas en [3] (ver también [8]).
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Como cada A € Ky satisface la ecuacién O(a vV b) = O(a) VO(b), la variedad
generada por Ky estd contenida en SH. Més atin, la condicién 1. implica que
V(K32) C V(Ky).

Se puede caracterizar a V(K;) y V(K3) de la siguiente manera®:

V(K1) =S"+{(z = y) V(& = y) = O(y)),
V(K2)=SRL+{(z = y)V(y = z) =1}

(para detalles, ver por ejemplo [13] y [18]).

Resulta interesante notar que la clase Ky es una subclase propia de Kj.
Basta considerar el dlgebra de Boole A de cuatro elementos, donde a y b son los
dtomos. Luego (A, {0,1}) es un sr-reticulo que es un miembro de K; pero no de
Ks. Més atin, V(K3) es una subvariedad propia de V(Kj). En efecto, A € V(K;)
yA¢ V(Ky) pues (a —>b)V(b—a)=0=#1.

1.4. Reticulos residuados conmutativos

Para detalles sobre reticulos residuados conmutativos ver por ejemplo [29].

Un algebra (A, A, V, -, —, e) de tipo (2,2,2,2,0) es un reticulo residuado con-
mutativo si (A4, -, e) es un monoide conmutativo, (A4, A, V) es un reticulo y para
cada a,b,c € A se satisface la siguiente condicién:

a-b<csiysdlosia <b—c.

La clase de los reticulos residuados conmutativos forma una variedad que
vamos a denotar como CRL [29].

Diremos que un reticulo residuado conmutativo es integral si a < e para
todo a. En tal caso usaremos la notacién 1 para indicar al elemento e. Vamos
a denotar como iCRL a la variedad de los reticulos residuados conmutativos
integrales.

Sea (A, <) un poset y H C A. Diremos que H es un conjunto convezo de A
si para cualesquiera a,b,c € A, si a,b € Hy a < ¢ <bentonces c € H.

Sean A € CRL y H C A. Diremos que H es una subdlgebra convera de A,
si es un subconjunto convexo que ademds es una subdlgebra de A. Vamos a
denotar como Subc(A) al conjunto de subélgebras convexas de A.

Sea A € CRL, 6§ € Con(A) y H € Subg(A). Definimos:
g ={(a,b) e AxA:a-h<byb-h<aparah€ H},
El siguiente resultado es el Teorema 2.3 de [29].

Teorema 1.4.1. Si A es un elemento de CRL entonces existe un isomorfismo
de orden entre Con(A) y Subc(A). El isomorfismo queda establecido por las
asignaciones 0 — e/0 y H — 0.

Ahora caracterizaremos a la subvariedad de CRL generada por la clase de
reticulos residuados conmutativos tales que el reticulo subyacente es totalmente
ordenado. Vamos a denotar como CRL® a esta variedad.

Consideremos las siguientes identidades:

1Sean V una variedad y p &~ ¢ una identidad en el lenguaje de V. La subvariedad de V'
cuyas dlgebras satisfacen la identidad p & ¢ serd denotada como V + {p = q}.
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Cie<(z—y)V(y—ax),
Cy en(zVy)=(eNz)V(eAy).
El siguiente resultado es el Teorema 3.1 de [29].

Teorema 1.4.2. Las identidades Cy y Cs, junto a las que definen a CRL forman
una base ecuacional para CRLC.

Consideremos las siguientes identidades:
Ei (zNy) = z=(x—2)V(y— 2),
Eyz— (yvz)=(x—=y)V(r—2).

El siguiente resultado nos da bases ecuacionales alternativas para la variedad
CRL® (para detalles ver por ejemplo el Teorema 3.4 de [29]).

Teorema 1.4.3. Junto con las identidades que definen a CRL, tanto {Cs, Ey}
como {Csq, Ea} forman bases ecuacionales alternativas para CRL®.
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Capitulo 2

Monoides conmutativos
reticulados subresiduados
(srl-monoides)

En este capitulo introduciremos la clase de los monoides conmutativos reti-
culados subresiduados (srl-monoides para abreviar), la cual serd denotada por
SR. La clase SR contiene propiamente a las variedades de reticulos residuados
conmutativos y de reticulos subresiduados respectivamente.

En la Secciéon 2.1 daremos algunas propiedades algebraicas de los srl-monoides
y probaremos que SR es una variedad. En la Seccién 2.2 definiremos las subélge-
bras fuertemente convexas. En particular, probaremos que si A € SR entonces
existe un isomorfismo de orden entre el reticulo de congruencias de A y el reticu-
lo de subélgebras fuertemente convexas de A. En la Seccién 2.3 daremos algunas
descripciones de la subdlgebra fuertemente convexa generada por conjuntos ar-
bitrarios. Finalmente, en la Seccién 2.4 daremos algunas aplicaciones de la Sec-
cion 2.3. Més precisamente, presentaremos una caracterizacién para las algebras
simples y subdirectamente irreducibles respectivamente. Asimismo probaremos
que SR tiene la propiedad de extensiéon de congruencias. Por iltimo, daremos
una descripcién de la congruencia generada por subconjuntos arbitrarios. En
particular caracterizaremos a las congruencias principales.

2.1. Propiedades algebraicas

En esta seccién introduciremos la definicién de srl-monoide. También dare-
mos algunas propiedades algebraicas que seran de utilidad para caracterizar a
estas algebras. Finalmente, probaremos que la clase de srl-monoides forma una
variedad.

Definicién 2.1.1. Un monoide conmutativo reticulado subresiduado (o srl-
monoide para abreviar) es un par (A, Q) donde A = (A, A,V, -, e) es un algebra
de tipo (2,2,2,0) tal que (A, A, V) es un reticulo, (A4, -, e) es un monoide conmu-
tativo, se satisface la identidad

(avb)-c=(a-c)V(b-c) (2.1)
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y @ es una subalgebra de A tal que para cada a,b € A existe ¢ € Q con la
propiedad que para todo g € @, a-q < bsi y sélo si ¢ < ¢. Este ¢ es denotado
por a — b.

Notar que si A es un srl-monoide, la operacion - es mondtona, es decir que
para cada a,b,c € A tales que a < b entonces a-c¢ < b-c.

Los srl-monoides pueden ser vistos como algebras (4, A,V,-,—,¢) de tipo
(2,2,2,2,0).

Resulta interesante notar que si (4, A, V, -, —, e) es un srl-monoide entonces
para cada a,b € A tenemos que

a—b=maz{qgeQ:a-q<b}.

En efecto, sean a,b € Ay Egp = {g € Q : a-q < b}. Sea c el elemento dado
en la definicién de srl-monoide. Dado que ¢ € Q y ¢ < ¢, se tiene que a - ¢ < b,
por lo que ¢ € Eg,. Tomemos ahora un g € Egp. Luego, ¢ € Q@ y a-qg < b. En
particular, ¢ < c¢. Por lo tanto, existe el maximo de FE,, y el mismo coincide
con c¢. De manera reciproca, sean a,b € A y supongamos que existe maz F,p que
llamaremos c¢. Sea ¢ € @ tal que a-q < b. Luego q € E, y de esta manera
q < c. Si g < ¢ luego por la monotonia de - y el hecho de que ¢ € E,;, se tiene
que a-q<a-c<b. Porlo tanto, a-q < b.

Ademsds, si (4, A,V, -, e) es un algebra de tipo (2,2,2,0) tal que (A, A, V) es
un reticulo, (A, -, e) es un monoide conmutativo, se satisface la identidad (2.1)
y @ es una subdlgebra de (A, A,V,- e) tal que para cada a,b € A existe el
méximo del conjunto {g € Q : a- ¢ < b} (el cual se nota por a — b) entonces
(A, A, V,+,—, €) es un srl-monoide.

Sea (A, Q) un srl-monoide, si no hay lugar a confusién, vamos a denotar
como (A, Q) en lugar de (A, Q). Si (A, Q) es un srl-monoide entonces

Q={acA:e—wa=a}={e—>a:ac A}

Veamos primero que @ = {a € A: e — a = a}. En efecto, sea a € Q. Por
definicién e - a =maz{g € Q :¢q<a} =a,porloquea € {a € A:e — a=a}.
Reciprocamente, sea a € A tal que e - a = a. Como e — a € @, se tiene que
a € Q. Ahora probemos que Q = {e — a : a € A}. Sea a € Q, por la prueba
previa se tiene que a = e — a, por lo que a € {e = a : a € A}. En el otro
sentido, sea a € A. Dado que e € @, por definicién de la implicacién e - a € Q,
por lo que a € Q.

Definicién 2.1.2. Un srl-monoide (A4, A, V, -, —, ) se dice integral si tiene dlti-
mo elemento, el cual se nota por 1,y e = 1.

Vamos a denotar como SR a la clase de los srl-monoides e iSR a la clase de
los srl-monoides integrales.

Las propiedades que se enuncian a continuacién establecen la relacién entre
sr-reticulos, reticulos residuados conmutativos y srl-monoides:

= Si (A,A,V,—,0,1) € SRL entonces (A, A,V,A,—,1) € iSR. En este senti-
do decimos que todo sr-reticulo es un srl-monoide. Més atn, se satisface
que (A,A,V,—,0,1) € SRL si y s6lo si (A,A,V,A,—,1) €iSRy A es un
reticulo con primer elemento.
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= Si (A,A,V,,—,e) € CRL entonces (A4,A,V,-,—,e) € SR (se puede de-
mostrar definiendo @ = A). Ademas, (4,A,V,-,—,e) € CRL si y sélo si
(A,A,V,,—,e) € SRy e — a=a paratodo a € A.

En todo srl-monoide A se satisface la siguiente condicién para cada a,b,c €
A:

Sia<b— centoncesa-b<ec.

En efecto, supongamos que a < b — c. Luego, a través de la monotonia de -, se
tiene que a- b <b- (b —¢) <ec.

La reciproca de la propiedad previa se verifica si y sélo si A € CRL.

En el siguiente diagrama de Hasse (tomando como orden la inclusién) mos-

tramos cémo se relacionan las variedades que nos interesan en este capitulo
1

RL

SR
AN

iSR C
~N S

SR iCRL

/

L

AN
Hey

Ahora veamos algunos ejemplos de srl-monoides.

Ejemplo 2.1.3. Sea (A,A,V,-,0,1) un dlgebra de tipo (2,2,2,0) tal que
(A, A, V,0,1) es un reticulo acotado, (A,-,1) es un monoide conmutativo y se
satisface la identidad (2.1). Se considera @ como un subconjunto de A que es
una cadena finita cerrada bajo -,0 y 1. Luego para cada a y b elementos de A,
se puede probar que 0 € {qg € Q : a-q < b}, por lo que se trata de un conjunto
no vacio. Luego, existe el mdzimo del conjunto {q € Q : a-q < b}. Por lo tanto,
(A, Q) es un srl-monoide integral.

Ejemplo 2.1.4. Consideremos la cadena de tres elementos A = {0,e,1} con
0 < e < 1. Se define la operacion binaria - de la siguiente manera

Sea Q@ = {0,e}. Un cdlculo directo muestra que (A, Q) es un srl-monoide.
Mds atn, la operacion — estd dada por

_>

(&
e
(&

Q o O

0
e
1

OO 0o

0

INotar que hay abuso de notacién en algunas de las contenciones indicadas en el diagrama,
debido al lenguaje de las algebras consideradas en cada clase. Por ejemplo, al decir que SRL C
iSR estamos considerando a los elementos de SRL en la signatura de iSR.
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Dado que e # 1, (A, A, V,-,—,e) & iSR. Mds ain, este dlgebra no es un
sr-reticulo pues e -1 # e A1 y tampoco es un reticulo residuado conmutativo
dado que e — 1 # 1.

Ejemplo 2.1.5. Se considera la cadena de tres elementos A = {0,a,1} con
0 < a < 1. Se define la operacion binaria - de la siguiente manera

Sea @@ = {0,1}. Se tiene que (A, Q) es un srl-monoide integral. Ademds, la
operacion — queda determinada como

—>‘0a 1
0|1 1 1
a |0 1 1
110 0 1

Notar que el dlgebra (A, A\, V, -, —, 1) no es un sr-reticulo dado que a-a # ala
y tampoco es un reticulo residuado conmutativo integral porque 1 — a # a.

Ejemplo 2.1.6. Sea A el intervalo real [0, 1]. Este conjunto puede ser visto como
una MV-algebra [20] y como consecuencia también como un reticulo residuado
conmutativo. En particular, se satisface la identidad (2.1), donde se nota - al
producto usual en la MV-algebra |0, 1] Notar que para cada niumero natural
n con n > 2 se tiene que L, = {0, — 1, n21,...,n 1,1} es una subdlgebra
del reticulo residuado conmutativo A. En lo que sigue se nota también A al
{N,V, -, 1}-reducto del reticulo residuado conmutativo previamente mencionado.

Luego (A,L,) es un srl-monoide integral.

Ahora daremos una caracterizacién ecuacional para la clase de los srl-monoides.

Teorema 2.1.7. Sea (A,\,V,-,—, ) un dlgebra de tipo (2,2,2,2,0).

Se tiene (A, \,V,-,—, ) es un srl-monoide si y sdlo si (A, \,V) es un reticu-
lo, (A,-,e) es un monoide conmutativo, se verifica la identidad (2.1) y ademds
se satisfacen las siguientes identidades para cada a,b,c € A:

1) e<(aAb)—b,

) e
2) a—=b<(che)— (a—D),

3) a-(a—b) <b,

4) ¢ = (aAb)=(c—a)A(c—D),

) e—=((e—=a)-(e=b)=(e—a) (e—=D),
6) e=>b<a—(a-(e D).

Demostracion. Supongamos que (A, A, V, -, —, e) es un srl-monoide. Resulta in-
mediato que las condiciones 5) y 6) se verifican. Dado que e € Q y e- (a A b) =
aAb < b se tiene que e < (a Ab) — b, que es 1). Tomando en cuenta la de-
finicién de a — b obtenemos a - (a — b) < b, que es 3). Ademds, dado que
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(che)-(a—b)<e-(a—b)=a—bluegoa—b<(cAe)— (a—b), que es
2). Ahora veremos que

c— (aAb)=(c—a)A(c—Db).

Por 3), ¢- (¢ = (aAb)) < aAb < a, entonces ¢ = (aAb) < ¢ — a. De una forma
similar tenemos que ¢ — (a Ab) < ¢ — b. De este modo, ¢ — (a Ab) es una cota
inferior de {¢ — a,c¢ — b} en Q. Sea d otra cota inferior de {¢ — a,c — b} en
Q. Luegode @, d<c—ayd<c—bporloqued-c<ayd-c<b. Porlo
tanto, d-c¢ < aAb, que implica la desigualdad d < ¢ — (a Ab). Por consiguiente,
hemos probado 4).

Reciprocamente, supongamos que (A, A, V) es un reticulo, (4, -, e) es un mo-
noide conmutativo, (2.1) se verifica y las identidades 1) a 6) se satisfacen en A.
Sean Q ={a€ A:e—a=a}ya,b,cec A Es consecuencia de 3) que

I)e—a<a.
Se sigue de 4) que
IT) Sia <bentonces c —a <c— b
Ademas tenemos que
IT) Sia <bentonces a-c<b-ec.

Supongamos que ¢,r € Q. Es consecuencia de I) y II) que g=e¢ + ¢ <e —
(¢Vvr) < qVr. Por la misma razén, r < e — (¢Vr) < gVr. Asi, gvr = e — (qVr),
ie, gVre@.Por4) también tenemos que ¢ Ar € Q. Por 1) y I) tenemos que
e — e =¢e, por lo que e € Q). Es consecuencia de 5) que e — (¢-r) = g - r, luego
q-r € Q. Por lo tanto, @ es una subdlgebra de (A, A, V, -, e).

Sean a,b € A. Por I) y 2) tenemos que ¢ = (a > b) <a—b<e— (a = b),
por lo que e = (a — b) = a — b. Luego, a — b € Q.

Finalmente, sean a,b € Ay q € Q. Asumamos que a-q < b. Es consecuencia
de6) yI) queg=e > q¢<a— (a-q) <a— b luego ¢ < a — b. Ahora
asumamos que ¢ < a — b. Luego, por ITI) y 3), a- ¢ < a- (a = b) < b. De este
modo, a - ¢ < b. Por lo tanto, (A, A, V, -, —,e) es un srl-monoide. O

Corolario 2.1.8. La clase SR es una variedad.

Resulta interesante notar que si (A, A, V, -, —,e) es un élgebra de tipo
(2,2,2,2,0) tal que (A, A, V) es un reticulo, (A, -, e) es un monoide y - es una
funcién mondtona entonces las siguientes dos condiciones resultan equivalentes:

1) a-(a — b) < b para cualesquiera a,b € A.
2) Para cada a,b,c € A, sia <b— centonces b-a < c.

Esta propiedad es un caso particular de la Proposicién 1.1 de [18]. Por lo tanto,
es consecuencia del Teorema 2.1.7 que la condicién 2) previamente mencionada
se satisface en cualquier srl-monoide.

Lema 2.1.9. Sea (A, A,V,,—,¢) un srl-monoide. Las siguientes condiciones
se verifican para cualesquiera a,b,c € A:

1) (avd) =wc=(a—=c)A(b—c),
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2) (a—=b)-(b—=c)<a—c

3) e<a—a,

a<bsiysolosie<a—b,

—(a—=b)=a—Db,

)
)
)
5) e »a<a,
) e
7)
)

8) sia,b<eentoncesa-b<aAb.

Demostracion. 1) Dado que a - ((aVb) = ¢) < (aVDd)-((aVvd) = ¢) <g¢
luego (a V b) = ¢ < a — c. Similarmente, (a V b) = ¢ < b — ¢. De este modo,
(aVb) — ¢ es una cota inferior de {a — ¢,b — ¢} en Q. Sea d una cota inferior
de {a = ¢,b = ¢} en Q, entonces d € Q, d < a—cyd<b— ¢ porloque
d~a <cyd-b<c. Por consiguiente, d- (aVb) = (d-a)V (d-b) < c. Luego
< (aVb) — c. De este modo, (aVb) = c=(a—c)A(b—c).

2) Dado que a-(a — b) < byb-(b — ¢) < ¢ se tiene que a - (a —
(b—¢) <b-(b— ) <c. Sin embargo (a — b) - (b — ¢) € Q, por lo que
—=b)-(b—=c)<a—ec

3) La desigualdad e < a — a es consecuencia de que e € Q y e-a=a < a.
4) Supongamos que a < b. Luego a — b > b — b. Sin embargo b — b > e,
por lo que e < a — b. Reciprocamente, supongamos que ¢ < a — b. Por
consiguiente, a = a-e < a-(a — b) <b. Luego a < b.

5) La desigualdad e — @ < a es consecuencia de e - a =e- (e = a) < a.

6) Es inmediato que la igualdad e — (a — b) = a — b se satisface.

7) Veamos que e — a < b — (a - b). Primero notemos que e - a < b —
(b-(e = a)). Como e = a < a entonces b- (e = a) < a-b,asib— (b-(e =
a)) <b— (a-b). Por lo tanto, e = a < b — (a-b).

8) Supongamos que a,b < e. Luego, a-b < ay a-b < b, con lo cual
a-b<aAb. O

b)-
(a

Sea (A, A,V,-,—,e) un algebra de tipo (2,2,2,2,0). Para cada a € A defi-
nimos
O(a) :==e — a.

El siguiente resultado estd inspirado en la definicién alternativa de reticulo
subresiduado dada por Celani y Jansana en [16].

Corolario 2.1.10. Sea (A,A,V,-,—,¢e) un dlgebra de tipo (2,2,2,2,0). Luego
(A, N,V -, =€) es un srl-monoide si y sélo si (A, A, V) es un reticulo, (A, e)
es un monoide conmutativo, la identidad (2.1) se verifica y se satisfacen las
siguientes identidades:

1) z=(zhy)=(—=2)A(z—=y),
2) (zVy = z=(@x—2)A(y— 2),
3) e<zs—uw,

4) z-(x—y) <y,
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5) 2 2y <(zAe)— (z—vy),

7) O(y) <z — (x-O(y)).

Demostracion. Como consecuencia del Teorema 2.1.7 y Lema 2.1.9 tenemos
todo srl-monoide satisface las condiciones 1) a 7). Reciprocamente, notemos
que las condiciones 1), 4), 5), 6) y 7) son exactamente las condiciones 4), 3), 2),
5) v 6) del Teorema 2.1.7, por lo que solo nos resta probar la primera identidad
del mismo teorema. Sean a,b € A. Dado que a Ab < b se tiene que e < b — b <
(aAb) = b, por lo que e < (a AD) — . O

Observacién 2.1.11. En el caso de los sr-reticulos las condiciones 7) y 8)
del Corolario 2.1.10 previo resultan redundantes. En efecto, consideremos un
sr-reticulo A y sean x,y € A.

Para probar 7), notemos que

O@)AOw)=01—-2)A1—-y)=1—=(xAy)=0(xAy).
Ademds, por definicidon de Q,
O0(z) AO(y)) = 00z Ay)) = Oz Ay),

por lo cual
O@(z) ADO(y)) = O(x) AD(y).

Para demostrar la condicién 8), por un lado tenemos que
= (xA0@w) =@ —=2)A(x—=>0w)=1A(zx—0Oy)) =2 — O(y).

Ademds,
z—=0y)=maz{ge Q:xNqg<0O(y)}.

Como O(y) € Q,  AO(y) < O(y). Por lo tanto,

O(y) <z — (2 AD(y)).

En los reticulos residuados conmutativos se cumple que
a-b<csiysélosia<b—c. (2.2)

Ahora vamos a probar una versién débil de (2.2) en el contexto de los srl-
monoides.

Proposicién 2.1.12. Sean A € SR y a,b,c € A. Las siguientes condiciones se
verifican:

1) Sia<b—cluegoa-b<ec.

2) Sia-b<cluego O(a) <b—c.
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2.2. Congruencias y subalgebras fuertemente
convexas

En esta seccién probaremos que para toda A € SR existe un isomorfismo
de orden entre el reticulo de congruencias de A y el reticulo de cierto tipo de
subdlgebras de A. Este resultado generaliza la propiedad que dice que si A € CRL
entonces existe un isomorfismo de orden entre el reticulo de congruencias de A
y el reticulo de subdlgebras convexas de A (Teorema 2.3 de [29]). Para ello,
empezaremos con algunas definiciones y resultados preliminares que seran de
utilidad.

Las siguiente definiciones cumpliran un rol fundamental en esta seccién.
Definicién 2.2.1. Sean A € SR y H un subconjunto de A.

= Si H es una subdlgebra de A y ademés H es un conjunto convexo diremos
que H es una subdlgebra conveza de A.

Vamos a denotar como Subc(A) al conjunto de subdlgebras convexas de
A.

= Si es una subdlgebra convexa de A tal que para todo a € Ay h € H
tal que a-h < e < h — a se cumple que a € H diremos que H es una
subdlgebra fuertemente convexa de A.

Vamos a denotar como Subgc(A) al conjunto de subélgebras fuertemente
convexas de A.

Surge naturalmente la siguiente pregunta:
iexisten A € SRy H € Subc(A) tales que H ¢ Subgc(A)?

La respuesta es positiva. Para probarlo, consideremos el Ejemplo 2.1.4. Te-
nemos que {0, e} € Subc(A) la cual no es una subdlgebra fuertemente convexa
dadoque1-0<e<0—1perol¢ H.

Lema 2.2.2. Sea A € SR. Si 6 € Con(A), entonces e/ € Subgc(A).

Demostracion. Sean A € SRy 6 € Con(A). La convexidad de e/ se sigue del
hecho de que @ es una congruencia de reticulos. Ahora probaremos que e/ es
una subdlgebra. Para ello, sean a,b € e/0, es decir, (a,e),(b,e) € . Resulta
inmediato que (a A b,e),(a V b,e) y (a - b,e) son elementos de 6. Dado que
e — e = e tenemos también que (a — b,e) € 6. De este modo, ¢/6 es una
subélgebra convexa de A.

Finalmente probaremos que e/f es una subélgebra fuertemente convexa de
A. Para demostrarlo, sean h € ¢/ y a € A tales que a-h < e < h — a, es
decir, a-h < ey h < a. Como (h,e) € 0, luego ((a-h)Ve,aVe) € b, es decir,
(e,a Ve) € 0. De nuevo, dado que (h,e) € 0 se tiene que (hV a,eVa) € 0, es
decir, (a,eVa) € 0. Se sigue de la simetria y la transitividad de 6 que (a,e) € 6,
el cual era nuestro objetivo. O

Corolario 2.2.3. Sean A € SR y 0,9 € Con(A). Luego 6 C ¢ si y sélo si
e/0 Ce/i.
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Demostracion. Sean A € SRy 0,9 € Con(A). Resulta inmediato que si 6 C 1
entonces e/ C e/1. Reciprocamente supongamos que e/ C e/¢ y sea (a,b) €
6. Como 6 es una congruenciay e < a — a, ((a = b) Ae) € e/f y de forma
similar, ((b — a) A e) € e/f. Teniendo en cuenta la hipStesis tenemos que
(a—=b)Ae,(b— a) ANe € e/1 y usando la compatibilidad de 9, (bV a- ((a —
b)Ae),bV(a-e)) € Y. Como a.((a — b)Ae) < a.(a — b) < b,bVa-((a — b)Ae) = b.
En otras palabras, (b,bV a) € . Andlogamente, dado que b.((b = a) Ae) <
b.(b—a)<a,aVb-((b—a)Ae)=a setiene que (a,a V b) € 1. Finalmente,
usando la conmutatividad de V y la transitividad de ¢, (a,b) € ¢ el cual era

nuestro objetivo.
O

Sean A € SRy H € Subg(A). Definimos el siguiente subconjunto de A x A:
g ={(a,b) e AxA:a-h<byb-h<aparahec H}.

Lema 2.2.4. Sean A € SR, H € Subc(A) ya,b € A. Las siguientes condiciones
resultan equivalentes:

a) (a,b) € 0py.
b) (a—=bAecHy(b—a)ANe€ H.
c) Existe he Htalque h<a—byh<b—a.

Demostracion. a) = b). Supongamos que (a,b) € 0y, luego por definicién de
O existe h € H talque a-h < by b-h < a. Se sigue de la Proposicién 2.1.12
que O(h) < a — by O(h) < b — a. Dado que h € H se tiene que O(h) € H
y O(h) Ae € H. De este modo, O(h) Ae < (a = b) Ae < e. Similarmente,
O(h)Ae < (b— a)Ae < e. Por la convexidad de H tenemos que (a — b)Ae € H
y(b—=a)ANee H.

b) = c). Resulta directo teniendo en cuenta que (¢ — b)Ae < a — by
(b—=a)Ne<b—a.

¢) = a). Finalmente, supongamos que existe h € H tal que h < a = by
h <b— a. Luego, a-h < a-(a — b) <b. Andlogamente, b-h < a. Por lo tanto,
(a,b) € 0. O
Lema 2.2.5. Sea A € SR. Si H € Subc(A), entonces 0y € Con(A).

Demostracion. Veamos que Oy es una relacion de equivalencia. La reflexividad
es consecuencia de que e € H por ser subdlgebra de A, dado que e-a < a'y
a-e < a pues - es conmutativa. La simetria resulta inmediata de la definicion
de 0. Para probar la transitividad, consideremos (a,b), (b, ¢) € 8x, con lo cual
a-h<bb-h<a b k<cyc-k<bparah,k € H. Luego, teniendo en cuenta
la monotonia de -, a-h-k <b-k <c¢,conlocual a-h-k < c. De forma analoga,
¢-h-k<a.Como h-k € H, concluimos que (a,c) € 0g.

Sean (a,b), (¢,d) € 0. Primero mostraremos que (a-¢, b-d), (aVe,bVd) € 0.
Como (a,b),(c,d) € Oy entonces se sigue del Lema 2.2.4 que existen h,j € H
talesque h <a —b,h<b—a,j<c—dyj<d— c Esinmediato que
podemos reemplazar h y j por k = h A j, que es un elemento de H. Luego

(a-c)-k*=(a-k) (c-k)<b-d,
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es decir, (a-c)-k? < b-d. De una forma similar podemos probar que (b-d)-k? < a-c,
con lo cual (a-¢,b-d) € 0. Ademds

(avVe)-k=(a-k)V(c-k)<bvd.

Andlogamente podemos mostrar que (bVd)-k < aVc, entonces (aVe,bVd) € 0y.
Ademas,

E-(a—=c)-k<(b—a) - (a—=c) (c=>d) <b—d.

Luego, (a — ¢) - k? < b — d. La desigualdad (b — d) - k? < a — ¢ se sigue de la
misma manera. Por lo tanto, como k? € H, (a — ¢,b — d) € 0.
Finalmente veremos que (a A ¢,b A d) € 0. Para demostrarlo, notemos que

(anc) = (bAd)=((aNc) = D) A((anc) = d)
> (a—Db)A(c—d)
> k.
Andlogamente, (bAd) = (a Ac) > k. Por ende, (a Ac,bAd) € 0y. O

Teorema 2.2.6. Si A es un miembro de SR entonces existe un isomorfismo
de orden entre Con(A) y Subsc(A). El isomorfismo queda establecido por las
asignaciones 0 — e/0 y H — 0.

Demostracion. Sea F' : Con(A) — Subgc(A) dada por F() = e/6. Por el Lema
2.2.2, I estd bien definida. Teniendo en cuenta el Lema 2.2.3 tenemos que F'
es inyectiva. Para probar la suryectividad sea H € Subgc(A), usando el Lema
2.2.5, g € Con(A). Ahora veamos que e/0y = H considerando a € H. Dado
que H es una subdlgebra de A y a € H, se tiene que a — e,e — a,e € H.
Luego, (a - e)ANe € Hy (e — a) Ae € H. Por el Lema 2.2.4 tenemos que
(a,e) € Oy, es decir, a € e/0y. De este modo, H C e/0y. Reciprocamente,
sea a € e/0y, o andlogamente, (a,e) € 0. Por lo tanto, existe h € H tal que
a-h <eyh < a Dado que H es una subalgebra fuertemente convexa de A
tenemos que a € H. En consecuencia, /6y C H. De este modo hemos probado
la igualdad e/0y = H. Teniendo en cuenta el Corolario 2.2.3 resulta que F' es
un isomorfismo de orden. O

La siguiente definicién serd utilizada para dar una descripcion diferente de
las congruencias de las algebras de iSR.

Definicién 2.2.7. Sean A € ISRy H C A. Diremos que H es un O-filtro si se
satisfacen las siguientes condiciones:

a) 1€ H,

b) H es creciente,

¢) paracada a,b€ H,a-be H,
d) para cada a € H, O(a) € H.

Vamos a denotar como OFil(A) al conjunto de O-filtros de A.
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Sea A € iSR. Dado F C A, diremos que F' es un filtro implicativo de A si
1€ Fybe F siempre que a,a — b € F. Si ademds F es cerrado bajo O, es
decir, O(a) € F siempre que a € F, diremos que F' es un O-filtro implicativo de
A. Vamos a denotar como OIFil(A) al conjunto de los O-filtros implicativos de
A.

A continuacion, veremos un resultado que muestra la conexién entre subélge-
bras convexas, subdlgebras fuertemente convexas, [I-filtros y O-filtros implica-
tivos de un srl-monoide integral.

Lema 2.2.8. Sean A € iSR y H C A. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1) H € Subgc(A),
2) H € Subc(A),
3) H e OFil(A),
4) H e OIFil(A).

Demostracion. Sean A € iSRy H C A. Es inmediato que si H € Subgc(A)
entonces H € Subc(A). Reciprocamente, sean H € Subc(A),a € Ay h € H
tales que a-h <1y h < a (en este caso la primera desigualdad es redundante).
En particular, h < a < 1. Como h,1 € H entonces se sigue de la convexidad de
H que a € H. Por consiguiente, H € Subgc(A). De esta forma hemos probado
la equivalencia entre 1) y 2).

Ahora mostraremos la equivalencia entre 2) y 3). Sea H € Subg(A). Con
el fin de mostrar que H es creciente, sean h € H y a € A tales que h < a.
Como a < 1, se sigue por la convexidad de H que a € H. Por lo tanto, H
es creciente y en consecuencia H € OFil(A). Reciprocamente, supongamos que
H € OFil(A). Para mostrar que H es una subdlgebra de A, notemos que para
a,b € H tenemos que a-b < aAbya-b<aVb, luego el hecho de que H es
creciente implica que a Ab € Hy aVb € H. Ademés, O(b) < a — b. Como
0(b) € H y H es un creciente, a — b € H. Por lo tanto, H es una subélgebra
de A. Finalmente, notemos que si h < a < k paraa € Ay h,k € H entonces
a € H porque H es creciente. Por lo tanto, H € Subc(A).

Por ltimo, veamos la equivalencia entre 3) y 4). Sea H € OFil(A). Como
a-(a — b) < b para todo a,b € A, F es un filtro implicativo abierto de A.
Reciprocamente, sea F' € OIFil(A). Notemos que F es creciente ya que dados
a € F;b € A tales que a < b, luego a — b =1,y 1 € F. Luego, por modus
ponens, b € F. Para mostrar que F' es cerrado por -, sean a,b € F. Como
O®) <a—(a-b) y O(b) € F entonces a — (a-b) € F. Pero a € F, por lo que
a-b e F. Por lo tanto, F' € OJFil(A). O

El siguiente resultado se sigue del Teorema 2.2.6 y del Lema 2.2.8.

Corolario 2.2.9. Si A € iSR entonces existe un isomorfismo de orden entre
Con(A) y OFil(A). El isomorfismo de orden queda determinado por las funcio-
nes @ — 1/0 y H— 0.

A continuacién usaremos el Teorema 2.2.6 para los casos particulares de CRL
vy SRL respectivamente.

Lema 2.2.10. Sea A € CRL. Luego Subgc(A) = Subg(A).
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Demostracion. Sea A € CRL. Sean H € Sub¢(A),a € Ay h € H tales que
a-h<e<h-—a,esdecir, h <a<h—e. Se sigue de la convexidad de H que
a € H, por lo que H € Subgc(A). De este modo, Subc(A) C Subgc(A4). Dado
que Subgc(A) C Subc(A) entonces Subgc(A) = Subg(A). O

Es consecuencia del Lema 2.2.10 que el Teorema 2.2.6 generaliza el Teorema
1.4.1, el cual establece un isomorfismo de orden entre el reticulo de congruencias
y el reticulo de las subalgebras convexas de un reticulo residuado conmutativo
dado. Ademds, notemos que si A es un reticulo residuado conmutativo integral
entonces todo subconjunto de A que satisface las condiciones a), b) y ¢) de
la Definicién 2.2.7 satisface automaticamente la condicién d), por lo que se
sigue del Corolario 2.2.9 que el reticulo de congruencias de A y el reticulo de
subconjuntos de A que satisfacen las condiciones a), b) y ¢) de la Definicién
2.2.7 son isomorfos.

Proposicién 2.2.11. Sea A € SRL (vista como un dlgebra de SR). Luego
Subgc(A) coincide con el conjunto de filtros abiertos de A.

Demostracion. Es consecuencia directa del Lema 2.2.8. O

La Proposicién 2.2.11 muestra que el Teorema 2.2.6 es una generalizacién
del Teorema 1.3.4, el cual establece un isomorfismo de orden entre el reticulo de
congruencias y el reticulo de [-filtros de un sr-reticulo dado.

2.3. Subdlgebras fuertemente convexas genera-
das por conjuntos

Sean A € SRy S C A. En esta seccién daremos algunas caracterizaciones
para la subdlgebras fuertemente convexa generada por S.

N.

Sea N el conjunto de los nimeros naturales. Sean A € SR,a € Ay n €
= D(a)

Definimos a” = e y a"*! = a - a". Ademés definimos (1°(a) = a, 0'(a)
y para n > 1, 0"t (a) = O(a) - O"(a).
El siguiente lema es consecuencia de un calculo directo.

Lema 2.3.1. Sean A€ SR ya,aq,...,a, € A. Luego
1) O@(a1) -O(ag) - ...-O(an)) =0O(a1) - O(asg) - ... - O(an).
2) O(a1) -O(az) - ... -Oan) <a— (a-0O(ar) - O(ag) - ... - Oay)).
Sean A € SR y H una subdlgebra de A. Definimos
H ={acH:a<e}
Este conjunto se denomina el cono negativo de H.

Observacién 2.3.2. Dado A un srl-monoide, para todo a € A~ se cumple que
O(a) € A™. En efecto, como O(a) < a ya <e, se tiene que O(a) <e.

La siguiente observacion serd de gran utilidad para esta tesis.
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Observacién 2.3.3. Sean A € SR,a € A~ y ny1,ne,mi1,ma € N. Un cdlculo
directo muestra que si n1 > ng Yy my > ma entonces a™ < a™2 y O™ (™) <
Om2(a™2).

Sea A € SR. Para cada S C A vamos a denotar como C[S] a la menor
subélgebra fuertemente convexa que contiene a S 2. Para cada a € A escribire-
mos Cla] en lugar de C[{a}]. Sean A € SRy S C A. Vamos a definir

S={eraA(a—e):acS}

El siguiente resultado nos permite pensar a cada subalgebra fuertemente
convexa de A generada por un subconjunto arbitrario como una subdlgebra
fuertemente convexa generada por un subconjunto del cono negativo de A.

-~

Lema 2.3.4. Sean A € SR y S C A. Luego C[S] = C[S]. En particular,
Cla] = ClaAeA(a — e)] para cada a € A.

Demostracién. Primero probaremos que C[S] C C[S], es decir, que S C C[S)].
Para mostrarlo, sea b € S. Por definicién de S existe a € S tal que b = aneA(a —
e). Como a, e € C[5] se tiene que b € C[S]. Luego, S C C[S]. De forma reciproca

-~

veremos que C[S] C C[S5], es decir que S C C[S]. Sea a € S y definamos

b=eAaA(a— e). En particular, b € S y en consecuencia b € C[S]. Ademas,
a-b<a-(a—e)<eycomobd< aentonces e <b— a. Por lo tanto,

a-b<e<b-—a.

.

Dado que b € C[S] y C[S] es una subdlgebra fuertemente convexa de A, en-

tonces por la desigualdad anterior tenemos que a € C[S]. Asi, S C CIS]. Por
consiguiente, C[S] = C[S]. O

Sean A € SRy S C A. Vamos a denotar como m(S) al submonoide de
(4, -, e) generado por S. El siguiente resultado es una generalizacién del Lema
2.7 de [29].

Lema 2.3.5. Sean A€ SR y S C A~. Luego
ClS]={xeA:0"h) <zyz -0%h) <e, parah € m(S) yn € N}.
Demostracion. Sea S C A~. Luego, m(S) C A~. Consideremos
K={zxeA:0%h)<zyz-0%h) <e, parah € m(S)yn € N}.

Primero veamos que S C K. En efecto, sea z € S. Tomandon =0y h = x se
tiene que [1°(z) = o < @, usando la monotonia de - y el hecho de que # € S~
se tiene ademds que z - (1°(x) =z -2 < e-x = . Por lo tanto, z € K.

Ahora probemos que K C C[S] tomando = € K. Luego, existen n € N
y h € m(S) tales que O"(h) < z y « - 0"(h) < e. Notemos que h es un
elemento de C[5], por lo cual 0"(h) € C[S]. Dado que O"(h) < x se tiene que
e < 0O"(h) — z. Por lo tanto, z - O"(h) < e < 0O"(h) — z, y usando que C[S]
es fuertemente convexa tenemos que = € C[S]. De esta manera, K C C[S].

2Notar que dicha subslgebra fuertemente convexa existe porque la interseccién de subélge-
bras fuertemente convexas es una subdlgebra fuertemente convexa.
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Es suficiente mostrar que K es una subdlgebra fuertemente convexa de A.
Sean a,b € K. Por lo tanto, existen hq, hy, € m(S) y n, m € N tales que 0" (h,) <
a,a-0%(hy) <e,0™(hy) < by b-0™(hy) < e. Podemos reemplazar h, y hy por
h = hg - hyy, y n,m por k = maz{n,m,1}.

Ademés, OF(h) <aAnb<aVby

O%(h) - (a Ab) < T*(h) - (aVb)
O%(h) - a) v (O%(h) - b)

—~~

IA
o

)

de modo que K es cerrado bajo supremos e infimos. A su vez,

0% (h) =0OF(h) - OF(h) < a-b

D% (h) - (a-b) = (O(h) - a) - (O%(h) - b) <ee,

luego K es también cerrado bajo el producto.
Ahora veremos que K es cerrado bajo la implicacion. Primero notemos que

a-O%*(h) = (a-OF(h))-OF(h) < OF(h) < b,

entonces

a— (a-0%(h)) <a—b (2.3)

Ademas, se sigue del Lema 2.3.1 que
0% (h) < a — (a-0O%*(h)). (2.4)
Por lo tanto, se sigue de (2.3) y (2.4) que
0%%(h) < a — b. (2.5)
También tenemos que

0% (h) - (a — b) = O%(h) - 0% () - (a = b)

<O*h)-a-(a—b)
<) b
S €,
por lo que
0%%(h) - (a — b) <. (2.6)

Por lo tanto, se sigue de (2.5) y (2.6) que a — b € K. De este modo, K es una
subélgebra de A.

Finalmente veremos que K es una subalgebra fuertemente convexa de A.
El conjunto K es convexo dado que si a < xz < b entonces Dk(h) <a<uzxy
x-0F(h) <b-0OF(h) < e, entonces 0F(h) <z y x-0F(h) < e, es decir, z € K.
De esta forma hemos probado la convexidad de K. Consideremos x € A tal que
r-a<eya<zparaalgin a € K. Como [0*(h) < a < x entonces (0¥(h) < x.
Ademss, x - O%(h) < a-x < e, por lo que x - O¥(h) < e. Luego z € K. Por lo
tanto, K es una subdlgebra fuertemente convexa de A. O
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Sea A un srl-monoide. Dado a; € A definimos ngl a; = aj.
Dados a1,...,ay € A con k > 2, para todo j € {1,...,k — 1} definimos
It ai = aji1 - [T)—, ai. También se define

O(A) :={a € A:0O(a) = a}.

Lema 2.3.6. Sean A € SR y S C A~ N0O(A). Las siguientes condiciones
resultan equivalentes:

1) z € C[S].

2) Existen s1,...,s, € Sy n €N tales que Hlesn Sxya:-]_[lesfge.

1
3) Existen sq,...,s; € Syn € Ntales que (/\f:1 s))"<axy $~(/\le si)" <e.

Demostracion. La equivalencia entre 1) y 2) es consecuencia del Lema 2.3.5 y
el hecho de que O(h) = h para todo h € J(A).

Ahora probaremos la equivalencia entre 2) y 3). Supongamos que existen
$1,...,8k € Syn € N tales que Hle st <z yx~Hf:1 st < e. Como /\f:1 s; <
sj para j = 1,...,k entonces (A}_, s;)" < s7, entonces (Al_, s;)"™* <[]}, s
Por consiguiente, (/\f=1 s <zyzx- (/\f=1 5;)™ < e. Por lo tanto, se satisface
3). Reciprocamente, supongamos que existen si,...,s; € Sy n € N tales que
(/\f':1 )" < xzyuwx- (/\f:1 s;)™ < e. Dado que Hle s; < /\f:1 s; entonces
Hle st < (/\f=1 s;)™. Luego Hle st <zyuwx- Hle s < e. Por lo tanto, se

satisface 2). O

Corolario 2.3.7. Sean A € SR ya € A~. Luego
Cla]={z € A:0%a) <z yz-0%@a) <e, para alginn € N}.

Mds ain, si x € A~ entonces x € Cla] si y solo si existe n tal que 0" (a) < z.

2.4. Algunas aplicaciones de las subalgebras
fuertemente convexas generadas por con-
juntos

En esta seccién presentaremos algunas aplicaciones de la Seccion 2.3. En
particular, daremos una caracterizacion para las algebras simples y subdirec-
tamente irreducibles respectivamente. Asimismo probaremos que SR tiene la
propiedad de extension de congruencias. Por tdltimo, daremos una descripcion
de la congruencia generada por subconjuntos arbitrarios.

A continuacién daremos una caracterizacién de las dlgebras simples de SR.

Proposicién 2.4.1. Sea A € SR. Las siguientes condiciones resultan equiva-
lentes:

1) A es simple.
2) Cla] = A para todo a € A tal que a # e.
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3) Para todo a € A tal que a # e se verifica la siguiente condicién: para todo
be Aexiste n € Ntal que O"((aAeA(a—e))) <byb-O"((aneA(a—
€))) <e.

Demostracion. Supongamos que A es simple. Luego Subgc(A) = {{e}, A}. Sea
a € A tal que a # e. De este modo, Cla] # {e}, asi Cla] = A.

Ahora supongamos que se satisface la condicién 2). Para probar 1), sea
F € Subgc(A) tal que F # {e}. Luego, existe a € A tal que a # ey a € F, por
lo que Cla] C F. Sin embargo, Cla] = A, entonces A = F. Por lo tanto, A es
simple.

La equivalencia entre 2) y 3) es consecuencia del Lema 2.3.4 y el Corolario
2.3.7. O

Ahora daremos una caracterizacién de las dlgebras subdirectamente irredu-
cibles de SR.

Proposiciéon 2.4.2. Sea A € SR tal que A no es trivial. Las siguientes condi-
ciones resultan equivalentes:

1) A es subdirectamente irreducible.
2) Existe a € A, a # e, tal que para todo b # e se cumple que a € CIb].

3) Existe a € A, a # e, tal que para todo b # e existe n € N para el cual
O"((bhnen(b—e))<aya-O"((bAen(b—e))) <e.

Demostracion. Supongamos que A es subdirectamente irreducible. De este mo-
do, existe F' € Subgc(A) tal que F # {e} y F' C H para todo H € Subgc(A)
tal que H # {e}. Dado que F # {e} existe a # e tal que a € F. Sea b € A tal
que b # e. Luego C[b] # {e}, por lo que F C C[b]. Dado que a € F se tiene que
a € C[b]. Por lo tanto, se satisface 2).

Ahora supongamos que se satisface la condicién 2). De este modo, existe
a € A tal que Cla] # {e}. Sea F € Subgc(A) tal que F # {e}. Veremos que
Cla] C F, lo cual equivale a probar que a € F. Como F # {e} existe b € F
tal que b # e. Es consecuencia de la hipétesis que a € C[b]. Pero C[b] C F,
con lo cual a € F, que era nuestro objetivo. Por lo tanto, A es subdirectamente
irreducible.

La equivalencia entre 2) y 3) se sigue del Lema 2.3.4 y Corolario 2.3.7. O

Sean A € SRy a,b € A. Definimos

t(a,b) ;== ((a > b)Ae) - ((b—a)Ae)

s(a,b):=(a—=b)A(b—a)Ae.

Lema 2.4.3. Sean A € SR, H una subdlgebra convera de A y a,b € A. Luego
s(a,b) € H si y solo sit(a,b) € H.

Demostracién. Es consecuencia de que t(a, b) < s(a,b) < e, s(a,b)? < t(a,b) <e
y el hecho de que H es una subélgebra convexa de A. O

Lema 2.4.4. Sean A € SR, 6 € Con(A) y a,b € A. Las siguientes condiciones
son equivalentes:
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1) (a,0) €9,
2) s(a,b) € e/0,
3) t(a,b) € e/0.

Demostracion. Notar que por el Teorema 2.2.6, 6 = 0, /9. Luego (a,b) € 0 siy
sélosi (a = b)Aece/fy (b—a)ANeece/d conlocual (a,b) € 0 siy sélo si
s(a,b) € e/f. La equivalencia ente 2) y 3) es consecuencia del Lema 2.4.3. O

Sean A € SRy X C A x A. Definimos

Ax,s) = {s(a,b) : (a,b) € X}

Acx ) = {t(a,b) : (a,b) € X}.

Lema 2.4.5. Sean A € SR y X C A x A. Luego ¢/O(X) = C[Ax,5)] =
C[A(X,t)]~

Demostracion. Primero notemos que es consecuencia del Lema 2.4.4 que para
toda 6 € Con(A), X C 0 siy sélo si A(x,) C e/6. Si denotamos como © a un

elemento arbitrario de Con(A4) y como S a un elemento arbitrario de Subgc(A),
se sigue del Teorema 2.2.6 y del Lema 2.4.4 que

e/O(X) = Nef0:X <0}
= ﬂ{e/@ : A(X,s) - 6/9}
= n{S:A(X,s) QS}
= ClAx.9)

entonces ¢/O(X) = C[A(x )] Andlogamente se puede probar que ¢/0(X) =

El siguiente resultado es consecuencia de un calculo directo basado en el
Lema 2.3.6, el Lema 2.4.5 y el hecho de que para cada A € SRy X C A x A se
cumple que A(x ) € AT NO(A) y Axy) €A™ NOA).

Lema 2.4.6. Sean A € SR yx € A. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) z € e¢/O(X).

2) Existen (a1,b1),...,(ak,br) € X y n € N tales que Hle s(ag,b)" <zy
T - Hle s(a;, b;)™ <e.

3) Existen (a1,b1),...,(ak,bx) € X y n € N tales que Hle t(a;,b;))" <xy
x - Hle t(a;, ;)" <e.

4) Existen (a1, b1),...,(ag,br) € X y n € N tales que (/\f:1 s(a;, b)) < x
y @ (AN s(as b)) < e

5) Existen (a1,b1),..., (ag,bx) € X y n € N tales que (/\f:1 t(a;,b))" <zy
- (i Han b)) < e

A continuacién presentaremos uno de los principales resultados de este capitu-
lo.
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Teorema 2.4.7. Sean A € SR, X C Ax A yx,y € A. Las siguientes condicio-
nes son equivalentes:

1) (z,y) € ©(X).

2) Existen (a1,b1),...,(ax,br) € X y n € N tales que Hle s(a;, b;)" <
s(z,y).

3) Existen (a1,b1),...,(ak,br) € X y n € N tales que Hle t(ai, b;)" <
t(z,y).

4) Existen (a1,b1),...,(ak,br) € X y n € N tales que (/\f:1 s(ag, b)) <
s(z,y).

5) Existen (a1,b1),...,(ak,bx) € X y n € N tales que (/\f=1 t(a;, b;))" <

t(z,y).

Demostracion. Es consecuencia de un calculo directo basado en el Lema 2.4.4
y Lema 2.4.6. O

La prueba del corolario siguiente se sigue de un célculo directo basado en el
Teorema 2.4.7.

Corolario 2.4.8. Sean A € SR y x,y,a1,b1,...a,bx € A. Las siguientes con-
diciones resultan equivalentes:

1) (x,y) € ©((a1,b1), ..., (ak, bg)).
2) Existe n € N tal que Hle s(ag, b)™ < s(x,y).
3) Existe n € N tal que Hle t(a;, b)) < t(z,y).
4) Existe n € N tal que (/\f:1 s(ag, b)™ < s(x,y).
5) Existe n € N tal que (/\f=1 t(a;, b)) < t(zx,y).
El siguiente teorema es consecuencia directa del Corolario 2.4.8.

Teorema 2.4.9. Sean A € SR y a,b € A. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1) (z,y) € 0(a,b).
2) Existe un natural n tal que (s(a, )" < s(z,y).
3) Existe un natural n tal que (t(a,b))™ < t(x,y).

Finalmente usaremos el Teorema 2.4.7 para mostrar que SR tiene la propie-
dad de extensiéon de congruencias.

Teorema 2.4.10. La variedad SR tiene la propiedad de la extension de con-
JrUuencias.
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Demostracion. Sean A, B € SR tales que B es una subélgebra de A. Considere-
mos 6 € Con(B) y sea 6 la congruencia de A generada por . Resulta inmediato
que § C N B2 Con el fin de ver la otra inclusién, sea (z,y) € 6 N B2. En
particular, x,y € B. Méas atn, es consecuencia del Teorema 2.4.7 que existen
(a1,01),...,(ak,br) € 8 y n € N tales que Hle s(a;, b)) < s(z,y). Se si-
gue del Lema 2.4.4 que s(ay,by),...,s(ax,br) € €/6. Por lo tanto, dado que
Hle s(a;, b;)™ < s(z,y) < ey e/ es una subédlgebra convexa de B se tiene
que s(z,y) € e/0. De nuevo por el Lema 2.4.4 tenemos que (z,y) € 6. Por
consiguiente, § = 6 N B2. O

Teorema 2.4.11. Sea A € SR. Luego Subsc(A) es un reticulo distributivo y
algebraico tal que para cada a,b € A~

Cla A b] = Cla] v C[b].

Mds ain, los elementos compactos de Subgc(A) son los elementos de la forma
Cla] para a € A™.

Demostracion. Sea A € SR. Luego, el reticulo de congruencias de A es distribu-
tivo (dado que A es un reticulo). Por esta razén, es consecuencia del Teorema
2.2.6 que Subgc(A) es un reticulo distributivo.

Sean a,b € A~. Notemos que Cla]VC[b] = C[{a, b}]. En lo que sigue veremos
que Cla A b] = C[{a,b}]. Como a Ab € C[{a,b}] entonces Cla A b] C C[{a,b}].
Reciprocamente, dado que aAb<a<eyaAb<b<eentonces a € ClaAb]y
b € Cla Ab], es decir, {a,b} C Cla A b]. Luego, C[{a,b}] C Cla A b]. Por ende,

Cla Ab] = Cla] v C[b]. (2.7)

Es consecuencia de los teoremas 5.5 y 5.7 de [4] que los elementos compac-
tos de Con(A) son los elementos finitamente generados O((a1,b1), ..., (an, b))
de Con(A), por lo que los elementos compactos de Subgc(A) son de la forma
e/O((a1,b1),..., (an,by)). Sin embargo,

@((&1, bl), ey (an, bn)) = @(al, bl) VeV @(an, bn),
por lo que es consecuencia del Lema 2.4.5 y (2.7) que
e/O((a1,b1),...,(an,bn)) = C[s(a1,b1) A ... A s(an,by)]-

Por lo tanto, los elementos compactos de Subgc(A) son de la forma Cla] para
ac A, O

Resulta natural la siguiente pregunta:

.Es cierto que para toda A € SRy a,b € A~ se satisface la igualdad
Cla Vv b] = Cla] N C[b]?

La respuesta es negativa. Para probarlo, sea A el reticulo distributivo acotado
de cuatro elementos, donde 0 es el minimo, 1 es el maximo y a, b son elementos
incomparables. Consideremos @ = {0,1}. Se puede probar que (4,Q) es un
reticulo subresiduado, donde la operacién binaria — queda determinada por
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— 10 a b 1
0|1 1 1 1
a |0 1 0 1
b0 0 1 1
110 0 0 1

De este modo, este reticulo subresiduado puede ser visto como un algebra
de SR. M4s atin, para ¢ € {0,a,b,1} tenemos que C|c] es el O-filtro generado
por c¢. Es inmediato que C[1] = {1} y Cla] = C[b] = {0,a,b,1}, con lo cual
Cla V b] # Cla] N Cb].

42



Capitulo 3

Funciones compatibles y
algunas subvariedades de la
variedad de los srl-monoides

En este capitulo estudiaremos a las funciones compatibles definidas en los
srl-monoides y también algunas subvariedades de la variedad formada por estas
estructuras algebraicas.

En la Seccién 3.1 daremos una caracterizacién para las funciones compati-
bles. Como aplicacién probaremos que la variedad SR es localmente afin com-
pleta. En la Seccién 3.2 introduciremos y estudiaremos a los operadores mo-
dales mondtonos, los cuales son una generalizacién de los operadores modales
mondétonos estudiados en el marco de reticulos residuados conmutativos inte-
grales con primer elemento. Mas ain, probaremos un teorema del filtro primo
para srl-monoides con un operador modal que satisface ciertas condiciones. Este
resultado serd utilizado en la Seccién 3.3, en donde introduciremos la variedad
de los srl-monoides fuertes (definicién motivada por [18]). Ademds estudiare-
mos dos subvariedades de la variedad de los srl-monoides fuertes. Finalmente,
en la Seccién 3.4 daremos distintas caracterizaciones para la subvariedad de SR
generada por sus miembros totalmente ordenados.

3.1. Funciones compatibles

El estudio de las funciones compatibles resulta de gran interés en el marco
del Algebra Universal [30]. En [7] las funciones compatibles fueron estudiadas
en el contexto de las algebras de Heyting como la contraparte algebraica de
los conectivos intuicionistas del célculo proposicional intuicionista [5]. En [10]
y [36] estas ideas fueron generalizadas para estudiar las funciones compatibles
en las variedades de los reticulos residuados conmutativos y de los reticulos
subresiduados respectivamente [37].

Recordemos que dada un algebra A de tipo Fy f: A" — A una funcién.

(a) Diremos que f es una funcidn compatible con una congruencia 6 de A si
(a;, b;) € 0 para i = 1,...,n implica que (f(a1,...,an), f(b1,...,b,)) € 6.
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(b) Diremos que f es una funcidn compatible de A si es compatible con todas
las congruencias de A.

Sean A € SRy f: A¥ — A una funcién. Notemos que f es compatible si y

sélo si para cada a = (ay,...,a;) y b= (by,...,bx) elementos de A*,
(f(a)a f(b)) € @((ahbl)a B (aka bk))
De hecho, supongamos que f es compatible y sean ay,bq,...,ar, b € A.

Dado que (a;,b;) € ©((a1,b1),. .., (ak, b)) parai=1,..., k tenemos que
(f(a)a f(b)) € @((ahbl)a CER (aka bk))

Reciprocamente, supongamos que para cada ay, by, ..., ax, by € A se cumple que

(f(a)a f(b)) € e((alvbl)a R (aka bk))
Sea 6 una congruencia de Ay (a;,b;) € § parai =1,... k. Dado que

O((a,b1),. .., (ag,br))
tenemos que (f(a), f(b)) € 6. Por lo tanto, f es compatible.

La siguiente proposicién es consecuencia del Corolario 2.4.8.

Proposicién 3.1.1. Sean A € SR y f : A¥ — A una funcién. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1) f es compatible.
2) Para cada a,b € A* existe n € N tal que Hf:l s(ag, b)™ < s(f(a), f(D)).
3) Para cada a,b € A¥ existe n € N tal que Hle t(a;, b)) < t(f(a), f(D)).

4) Para cada a,b € A¥ existe n € N tal que (A s(ai,b;))" < s(f(a), £(b)).

5) Para cada a,b € A* existe n € N tal que (AY_, t(as,b;))™ < t(f(a), £(b)).
Corolario 3.1.2. Sean A € SRy f: A — A una funcion tal que para cuales-
quiera a,b € A se satisface la desigualdad a — b < f(a) — f(b). Luego f es
compatible.

Demostracion. Sean a,b € A. Por hip6tesis, a — b < f(a) — f(b). De manera
similar, b = a < f(b) — f(a). Luego,

(@=b)A(b—=a)Ae<(fla) = f(0)A(f(b) = fla)) Ne.

En otras palabras, s(a,b) < s(f(a), f(b)). Se sigue de la Proposicién 3.1.1 que
f resulta compatible. O

Resulta conocido que la variedad de las algebras de Boole es afin completa;
la variedad de las algebras de Heyting es localmente afin completa a pesar de
que no es afin completa (ver [7] para los detalles). La variedad de los reticulos
subresiduados y la variedad de los reticulos residuados conmutativos también
resultan localmente afin completas [10], [36].

Nuestro siguiente objetivo es probar que la variedad SR es localmente afin
completa.
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Observacién 3.1.3. Sea A € SR, f: A¥ — A una funcién compatible y B un
subconjunto finito de A*. Sea n el mdwimo de los naturales asociados a 2) de
la Proposicion 3.1.1 para todos los pares (b,xz) donde x y b abarcan todos los
puntos de B. En particular,

k
TT sbi i)™ < s(£(0), £(a).
i=1
En efecto, sean b, x € B. Por la Proposicién 3.1.1, existe ny, € N tal que
k
LI sz < s(£(0), f(2)).
i=1

Definimos n = maz {ny, : b,x € B} Dados b,z € B,

k k
H s(bi, i)" H (biy i)™ < s(f(b), f(z)).

Teorema 3.1.4. Sean A € SR, f : A¥ — A wna funcion compatible, B un
subconjunto finito de A* y x € B. Sea

k
T, = {(H s(bi,zi)™) - f(b) : b € B},

donde n es el nimero natural dado en la Observacidn 3.1.3. Luego, f(x) =\ Ty.

Demostracion. Sea x € B. Para cada b € B, se sigue de la Observacion 3.1.3
que

Ew

Sbl7xl ( )%f(l’)

i=1

Esta desigualdad implica que

k
(H s(bi, zi)") - f(b) < f(2).

Esto prueba que f(z) es una cota superior de Ty.

Ademés, como s(z;,z;) = e para todo i = 1,..., k tenemos que
k
([ s@iz™) - f(2) = f(2),
i=1
con lo cual f(x) € Ty. Por lo tanto, f(z) =V T%. O

Corolario 3.1.5. La variedad SR es localmente afin completa.
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3.2. Operadores modales monétonos

A continuacion generalizaremos, en el contexto de los srl-monoides, la defi-
nicién de operador modal mondtono introducida originalmente en el contexto
de las algebras de Heyting [32] y generalizada luego para el caso de reticulos
residuados conmutativos con primer elemento [31],[32].

Dada un algebra de Heyting H, una funcién f : H — H se llama operador
modal (Definicién 0.1 de [32]) si satisface las siguientes condiciones para cada
a,be A:

1) a < f(a),
2) f(f(a)) = f(a),
3) flanb) = f(a)Af(b).

Nuestro interés en estos operadores proviene de la propiedad de que los
mismos resultan ser compatibles. En efecto, si H es un dlgebra de Heyting y
f+ H— H es un operador modal, entonces para cada a,b € H, f(a Ab) ANb=
fla) A f(b) ANb= f(a) AD. Es decir, f(a Ab) Ab= f(a) Ab. Luego, por el Lema
2.1 de [7] tenemos que f es compatible.

Como ya mencionamos, los operadores modales definidos anteriormente so-
bre las dlgebras de Heyting fueron generalizados en el contexto de los reticulos
residuados conmutativos con primer elemento [31].

Sea A € SR. Una funcién f : A — A se dice que es mondtona si para
cualesquiera a,b € A, si a < b entonces f(a) < f(b).

Definicién 3.2.1. Sea A € SR. Una funcién f: A — A es un operador modal
si se satisfacen las siguientes condiciones para cada a,b € A :

1) a < f(a),
2) f(f(a)) = f(a),
3) fla-b) = f(a)- f(b).

Si ademas f es una funcién monétona, diremos que f es un operador modal
mondtono.

Notemos que si A € SR entonces la funcién identidad en A es un operador
modal monétono.

Ejemplo 3.2.2. Sea A el reticulo distributivo acotado de cuatro elementos,
donde 0 es el minimo, 1 es el mdximo y a,b son elementos incomparables. Sea
Q = {0,1}. De esta manera, (A, Q) es un sr-reticulo. Ademds escribiremos A
para indicar a este sr-reticulo, que puede ser visto como un srl-monoide integral.
Mediante un cdlculo directo se puede probar que f : A — A dada por f(0) =
f)=by fla) = f(1) =1 es un operador modal mondtono.

Ejemplo 3.2.3. Sea A un sr-reticulo cuyo orden es total (esta dlgebra puede
verse como un srl-monoide integral). Resulta inmediato que toda funcién f :
A — A dada por f(a) = aV f(0), donde f(0) es un elemento fijo de A, es un
operador modal mondtono.
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A continuacién daremos algunas propiedades que involucran a operadores
modales en el contexto de srl-monoides.

Observacién 3.2.4. Notar que la definicién de operador modal (mondtono)
para el caso de los srl-monoides es una generalizacion directa de la definicion
de operador modal (mondtono) dada en el marco de los reticulos residuados
conmutativos con primer elemento [31].

Lema 3.2.5. Sean A € SRy f: A — A una funcion que satisface 1) y 3) de la
Definicion 3.2.1. Luego, f es mondtono si y solo sia — b < f(a) = f(b) para
cada a,b € A.

Demostracion. Supongamos que f es mondétono y sean a,b € A. Dado que
a-(a — b) <bse tiene que f(a-(a — b)) < f(b). De este modo, f(a)- f(a —
b) < f(b). Ademés tenemos que a — b < f(a — b). Teniendo en cuenta la
monotonia del producto obtenemos

fla)-(a—b) < fa) fla—b) < f(b)

Dado que a — b € @ se tiene que a — b < f(a) — f(b).

Reciprocamente, sean a,b € A tales que a < b. Por consiguiente, e < a — b.
Dado que a — b < f(a) — f(b) entonces e < f(a) — f(b), es decir, f(a) <
(). O

El siguiente resultado es consecuencia del Corolario 3.1.2 y del Lema 3.2.5.

Corolario 3.2.6. Sean A € SRy f: A — A un operador modal monétono.
Luego f es compatible.

A continuacién daremos una caracterizacion de los operadores modales monéto-
nos.

Proposicion 3.2.7. Sean A € SRy f: A — A una funcion. Luego f es un
operador modal mondtono si y sélo si se satisfacen las siguientes ecuaciones:

1) fla) = f(b) = a — f(b),
2) fa-b)= f(a)- f(b).

Demostracion. Supongamos que f es un operador modal mondtono. Solo ne-
cesitamos probar 1). Para verlo, consideremos a,b € A. Dado que a < f(a)
entonces f(a) — f(b) < a — f(b). Més atin, se sigue del Lema 3.2.5 que

a— f(b) < fla) = f(f(b)) = fa) = f(b),

luego a — f(b) < f(a) — f(b). Por lo tanto, f(a) = f(b) =a — f(b).
Reciprocamente, supongamos que f satisface 1) y 2) y consideremos a,b € A.
Dado que e < f(a) — f(a)y f(a) — f(a) = a — f(a), tenemos que a < f(a).
Ademés, e < f(a) = f(a) = f(f(a)) — f(a), esdecir, f(f(a)) < f(a). Dado que
se satisface la otra desigualdad, f(a) = f(f(a)). Para demostrar la monotonia
de f, supongamos que a < b. Dado que b < f(b) se tiene que a < f(b), por
loque e <a— f(b) = f(a) = f(b), es decir, f(a) < f(b). Por lo tanto, f es
monotono. O
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A continuacién presentaremos un lema técnico y algunas definiciones que
seran de utilidad para presentar un teorema similar al teorema del filtro primo
para reticulos distributivos pero en el contexto de srl-monoides integrales con
operadores modales mondtonos.

Definicién 3.2.8. Sean A € iSRy S C A. Vamos a denotar como (S) al O-filtro
generado por S, el cual coincide con C[S]. Si S = {a} escribimos (a) en lugar

de ({a}).
Lema 3.2.9. Sean A € iSR, F € OFil(A4) y a € A. Luego

(FU{a})={be A:b>x-0%a) parax € F yn > 1}.

Demostracion. Sean

=

G={be A:b>0"(|| s;) para algunos sy, ...,sm € FU{a} y n € N}

K2

Il
—

H={becA:b>z -0%a)paraxz € Fyn>1}.

Se sigue del Lema 2.3.5 que G = (F U {a}). Por lo tanto, es suficiente mostrar
que G = H. Para probar la igualdad, sea b € G. Luego, existen n € N y

81,82, ..., 5m € FU{a} tales que b > O"(J]!", s;). Consideraremos los siguientes
casos:

a) s; € F para todo i = 1,...,m. Sea z = O"([[", s;). Luego = € F.
Como b > z > x - U(a) entonces b € H. b) s; = a para todo i = 1,...,m.
Luego, b > O"(a™). Pero a™ > 0™ (a), entonces b > O™ (a™) > O™(0™(a)) =
0" (a) =1-0"(a). Asi,be H. ¢) $1=...=8 =0y Siy1 =... =Sy € F
para algini=1,...,m — 1. Sea f = H;-n:iﬂ s;, entonces

b>0"(a" - f) > 0" (a) -O(f) = 0" (a) - O"(f).

Como F es cerrado bajo Oy - tenemos (0" (f) € F. Por lo tanto, b € H.
Reciprocamente, sea b € H, por lo que b > = - 0"(a) para x € F y n € N.
Luego, como z >z -a > (z-a) > 0%z -a) y 0%(a) > O"(z - a) entonces

b>a-0"a) > 0%z -a) -0z -a) >0 (x-a).
Asi, b € G. Por lo tanto, G = H. O
Las siguientes definiciones nos seran de utilidad més adelante.
Definicién 3.2.10. Sea A € iSR.

1) Sea F' € OJFil(A) tal que F es propio (es decir, F' # A). Diremos que F es
un O-filtro primo de A si para cada a,b € A se cumple que si aVb € F
entonces a € F 6 b € F. Vamos a denotar como X" (A) al conjunto de los
O-filtros primos de A.

2) Sea f: A — A un operador modal monétono de A. Un subconjunto I de
A se dice f-ideal si se satisfacen las siguientes condiciones:

s [ #(, I es decreciente,
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= aVbe I siempre que a,b e I,
s f(a) € I para todo a € I.

Si f es la funcién identidad, diremos que I es un ideal en lugar de un
f-ideal.

3) Diremos que A satisface el Oy-teorema del filtro primo si para cada F €
OFil(A) e I f-ideal de A tales que F N1 = () existe P € X"(A) tal que
f(@O(@ Vb)) = (f(O"(a) Vv f(O"(01))) € P para cada a,b € Ay n > 1,
FCPyPnNnI=.

Si f es la funcién identidad, simplemente decimos que A satisface el (-
teorema del filtro primo.

Observacién 3.2.11. 1) Sean A la cadena de tres elementos con 0 < a < 1
y Q@ = {0,1}. Se puede probar que (A, Q) es un sr-reticulo. Escribiremos
A para indicar a este sr-reticulo. Notemos que {1} es un O— filtro primo,
por lo cual XU (A) # 0. Ademds, {a,1} es un filtro primo tal que O(a) =
0 ¢ {a,1}, por lo que {a,1} no es un O—filtro primo. De este modo, el
conjunto de filtros primos de A no es necesariamente igual al conjunto de
O-filtros primos de A.

2) Sea A el srl-monoide dado en 1). Es consecuencia del Ejemplo 3.2.3 que
la funcidn f : A — A dada por f(x) = xV a es un operador modal
mondtono. Notar que {0,a} es un f-ideal ya que f(0) = f(a) = a, con lo
cual el conjunto de f-ideales es no vacio. Ademds, {0} es un ideal que no
es un f-ideal ya que f(0) = a # 0. Por lo tanto, el conjunto de ideales de
A no es necesariamente igual al conjunto de f-ideales de A.

3) Como caso particular del Teorema 3.13 de [17] se tiene que si A es un
sr-reticulo que satisface O(a vV b) = O(a) v O(b) para cada a,b € A (por
ejemplo, si A es un sr-reticulo totalmente ordenado) entonces A satisface
el O-teorema del filtro primo.

Teorema 3.2.12. Sean A €iSRy f: A — A un operador modal mondtono que
satisface

f@(a Vb)) = f(O"(a)) v f(O*(0))

para cada a,b € A yn € N. Luego A satisface el Oy-teorema del filtro primo.

Demostracion. Sean G € UFil(A) e T un f-ideal de A tales que GN I = {.
Definimos
Y={HeOFil(A):GCHyHNI =0}

Como G € X, ¥ # (. Un célculo directo muestra que ¥ se encuentra bajo las
hipétesis del Lema de Zorn, por lo que existe P un elemento maximal en 3.
Notemos que P # A dado que I # (). A continuacién veremos que P es primo.
Para probarlo, supongamos que existen a,b € A tales que aVb € Py a,b¢ P.
Definimos P, = (P U {a})y P, = (P U {b}). Como P es maximalen X y a,b ¢ P
entonces P, NI # (0 y P,NI # (). De este modo, es consecuencia del Lema 3.2.9
que existen u € P,NI,ve P,NI, ni,ne € Ny py,ps € P tales que

u>p1-0"(a)

v > py - O"2(D).
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Sean p = p1 - p2 y n = maz{ny,ne}. Luego, u > p-0"(a) y v > p-O"(b). Por
lo tanto,

uVo>(p-0%a))V(p-0O0%0) =p- (O0%a) vO"0D)).
Teniendo en cuenta que f es mondtona, f preserva -y 1) tenemos que

Fuve) = F((p O™ @)V (pO"(5) = F(p)-FO @V (b)) = F(p)-F(O" (aVh)).

Miés atin, como aVb € Py P € OFil(A) se tiene que f(O"(a Vb)) € P. Ademss,
dado que p € Py p < f(p) entonces f(p) € P, por lo que f(p)- f(O"(aVb)) € P.
De este modo, f(aVb) € P. Pero f(aVb) € I dado que aVb e Ielesun
f-ideal, es decir f(aVb) € PNI. Asi, PN 1T # (), lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto P es primo, que era nuestro objetivo.

O

Notemos que todo operador modal monétono definido sobre un srl-monoide
integral cuyo orden subyacente es total satisface la hipdtesis del Teorema 3.2.12.
Por ejemplo, consideremos A un sr-reticulo cuyo orden es total (esta dlgebra
puede ser vista como un srl-monoide integral). Se puede probar que cada funcién
f:A— Adada por f(a) = aV f(0), donde f(0) es un elemento fijo de A, es
un operador modal monétono (Ejemplo 3.2.3). Por lo tanto, estas funciones
definidas sobre A satisfacen la hipétesis del Teorema 3.2.12.

Observacién 3.2.13. La hipdtesis del Teorema 3.2.12 no es necesariamente
cierta en todo srl-monoide integral. De hecho, consideremos el Fjemplo 3.2.2.
Luego f(O(a Vv b)) = f(1) = 1y f(O(a) v f(O(b) = f(0) = b, por lo que
f(@(a Vb)) # f(O(a) v f(O(Db)).

3.3. La variedad de los srl-monoides fuertes y
algunas de sus subvariedades

Consideremos la variedad
iSRY := ISR + {0 (x V y) = O"(z) VO"(y),n € N},

cuyos miembros llamaremos srl-monoides fuertes.

En esta seccién estudiaremos a los srl-monoides fuertes, cuya definicion esta
inspirada en la definicién de sr-reticulos fuertes [18]. Esta variedad se obtiene
considerando en 1) del Teorema 3.2.12 la funcién identidad como operador modal
monotono.

En esta seccién vamos a estudiar dos subvariedades de iSR™:

» La subvariedad de iSR" generada por la clase C de sus miembros total-
mente ordenados (notar que todo srl-monoide totalmente ordenado es un
srl-monoide fuerte).

» La subvariedad de iSR” generada por la clase Or cuyos miembros son los
srl-monoides A que cumplen que a — b € {{J(b),1} para cada a,b € A;
dicha clase esta inspirada por la clase de las order [J-algebras presentadas
y estudiadas en [18] (ver también [8]).
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El siguiente diagrama resume las variedades que son de interés en esta sec-
cién:
iSR
iSR™

VRN
V(C)

V(Or)

A continuacién mostraremos que iSR™ es una subvariedad propia de iSR.

Observacion 3.3.1. Sea A el reticulo de Boole de cuatro elementos, donde a
y b son sus dtomos. Luego (A,{0,1}) es un sr-reticulo, y en particular un sri-
monoide integral. Sin embargo, no es un srl-monoide fuerte dado que J(aVd) =1

y O(a) vV O(b) = 0. Por lo tanto, iISRY es una subvariedad propia de iSR.
Proposicién 3.3.2. Sea A € iSR. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) Acisr.
2) A satisface el O-teorema del filtro primo.

Demostracion. El hecho de que 1) implica 2) se sigue del Teorema 3.2.12 con-
siderando f como la funcién identidad. Reciprocamente, supongamos que se
satisface la condicién 2). Asumamos que la condicién 1) no se verifica, por lo
que existen a,b € Ay n > 1 tales que

O0"(a Vb) # 0%a) vO™b),
es decir, O0"(a vV b) £ 0"(a) vV O™ (b). Definimos
c=0"aVb)— (O%a)vO"D)).

En particular, ¢ # 1. Por lo tanto, (c] N {1} = (. De este modo, por hipdtesis
tenemos que existe P € XY (A) tal que ¢ ¢ P, lo cual es una contradiccién.
Luego, se satisface la condicién 1). O

A continuacién daremos algunos corolarios de la proposicién anterior.

Corolario 3.3.3. Sean A € iSRD, F € OFil(A) y a ¢ F. Luego, existe P €
X5(A) tal que FC P ya¢ P.

Demostracion. Sea F € OFil(A) y a ¢ F. En particular, (a] N F = ). De este
modo, se sigue de la Proposicién 3.3.2 que existe P € XZ(A) tal que F C Py
(a] N P = 0. Por lo tanto, a ¢ P. O

Sea A € iSR” no trivial. Luego X7(A) # 0. En efecto, existe a € A tal que
a # 1. Como a ¢ {1} entonces es consecuencia del Corolario 3.3.3 que existe
P € XP(A). Por lo tanto X5(A) # 0.

Corolario 3.3.4. Sea A € iSR™. Luego, cada miembro propio de OFil(A) es
interseccion de O-filtros primos. Mds ain, si A no es trivial entonces la inter-
seccidn de todos los O-filtros primos es igual a {1}.
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Corolario 3.3.5. Sea A € iSR”. Sean F € OFil(A) y a,b € A. Luego para
cadan > 1 se verifica que (0"(a) — b ¢ F si y sdlo si existe P € XZ(A) tal que
FCP,acPyb¢P.

Demostracion. Primero supongamos que (0"(a) — b ¢ F para todo n > 1
y sea G = (FU{O(a)}). Tenemos que b ¢ G. Para mostrarlo, supongamos
que b € G. Es consecuencia del Lema 3.2.9 que existen f € F'y n > 1 tales
que f-0O"%(a) < b. Sin embargo, O(f) < f, por lo que O(f) - 0"(a) < b.
De esta manera, O(f) < O"(a) — b. Como f € F, entonces O(f) € F, y
consecuentemente (1" (a) — b € F, lo cual es una contradiccién. De esta manera
hemos probado que b ¢ G.

Asi, se sigue del Corolario 3.3.3 que existe P € XJ(A) tal que G C Py
b ¢ P. Teniendo en cuenta que O(a) € G C Py O(a) < a tenemos que a € P.
Luego FC P,ace Pyb¢P.

Reciprocamente, supongamos que existe P € X5 (A) tal que F C P,a€ P
y b ¢ P. Asumamos que 0"(a) — b € F para algin n > 1, luego O0"(a) —
b € P. Sin embargo, dado que a € P se tiene que (0"(a) € P. Por consiguiente,
O"(a) - (O"(a) — b) € Py O0%a) - (O"(a) — b) < b, por lo que b € P, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto, 0"(a) — b ¢ F para cada n > 1. O

El siguiente resultado es consecuencia directa del Corolario 3.3.5.

Corolario 3.3.6. Sea A € iSR™. Para cada a,b € A, si 0"(a) % b para todo
n > 1 entonces existe P € X9(A) tal quea € P yb ¢ P.

En la siguiente proposicién daremos una caracterizacién de los O-filtros pri-
. el
mos para cada miembro de iSR—.

Proposicién 3.3.7. Sean A € iSR® y P ¢ OFil(A) tales que P # A. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1) PeXY(A).

2) Para cada Fy, Fy € OFil(A) tales que Fy N Fy C P vale que F; C P 6
F, C P.

3) Para cada Fy, Fy € OFil(A) tales que F; N Fy = P vale que Fy = P 6
Fy = P.

Demostracion. Para mostrar que 1) implica 2), supongamos que P es un -
filtro primo y asumamos que existen Fiy, Fp € OFil(A) tales que Fy N Fy C P
con F1 & Py Fy € P. Luego existen a,b € A tales que a € Fy, b€ Fy,a ¢ P
y b¢ P.Dado que aVb e FyNFy C P entonces aVb e P, porloquea€Péd
b € P, lo cual es una contradiccion.

El hecho de que 2) implica 3) es inmediato.

Finalmente mostraremos que 3) implica 1). Supongamos que se satisface 3)
y asumamos que existen a,b € A tales que aVb € Pcona ¢ Pyb¢ P.Sean
Fy =(PU{a}) y F» = (PU{b}). En particular, P C F} N F5. Para mostrar la
otra inclusién, sea ¢ € Fy N Fy. Luego se sigue del Lema 3.2.9 que ¢ > py -0" (a)
y ¢ > po-00"2(b) para py,p2 € Pyni,ny € N. Sean p = p1-p2 y n = maz{ni,na}.
De este modo, p € P. Més atn, ¢ > p-0%(a) y ¢ > p-0"(b). Por ello,

¢z (p-0%a)) Vv (p-0"0b) =p- (B"(a) V() =p-T"(aVb).
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Dado que p € Py aVb € P se tiene que p-[0"(a Vb) € P, luego ¢ € P. Asi,
P = F; N F5. Teniendo en cuenta la hipdtesis podemos concluir que P = F; 6
P=F, porloquea€ Pd6be P, lo que es una contradiccion. O

Notemos que la Proposicién 3.3.7 no es necesariamente cierta en el mar-
co de los srl-monoides integrales. En efecto, sea A el srl-monoide integral da-
do en la Observacion 3.3.1, el cual no es un srl-monoide fuerte. Tenemos que
OFil(A) = {{1}, A}. Resulta inmediato que P = {1} satisface la condicién 3) de
la Proposicién 3.3.7. Sin embargo, P ¢ XP(A) ya que aVb=1¢€ Py a,b¢ P.

En la siguiente proposicién proporcionaremos bases ecuacionales alternativas
para la variedad de los srl-monoides fuertes.

Proposicién 3.3.8. Sean A € iSR yn > 1. Las siguientes identidades resultan
equivalentes:

3) (") = ) A(O™(b) = ¢) <O"aVb) — ¢,
4) (O"(a) = ) A (O™(b) — ¢

Demostracion. La equivalencia entre 1) y 2) resulta inmediata, como asi tam-
bién la equivalencia entre 3) y 4). Mostraremos la equivalencia entre 2) y 3).
Asumamos que se satisface la condicién 2) y consideremos a,b € A. Es conse-
cuencia de la hip6tesis que (O"(a) V O™(b)) — ¢ < O"(a V b) — ¢, es decir,
(O"(a) = ¢) A (O™(b) = ¢) < O"(a Vb) — c. Reciprocamente, asumamos que
se verifica la condicién 3). Sea ¢ = O"(a) V 0"(b). Dado que las desigualda-
des 0"(a) < ¢y O*0b) < ¢ se satisfacen en cualquier srl-monoide entonces
0"%(a) - ¢=1y O0%b) — ¢ = 1. De hecho,

(O%(a) = ¢) A(O"(b) = ¢) = 1. (3.1)
Sin embargo,
(O%(a) = ) A(O"Db) = c) <O"(aVd) —c. (3.2)

Luego, por (3.1) y (3.2) concluimos que 0"(a V b) — ¢ = 1. Por lo tanto,
O0"(a V b) < ¢, que era nuestro objetivo. O

Recordemos que C denota la clase de los miembros totalmente ordenados
de iSRD, la cual coincide con la clase de los miembros totalmente ordenados de
iSR. A continuacién daremos una prueba de que V(C) es igual a la subvariedad
de iSR™ cuyos miembros satisfacen la ecuacién de prelinealidad

(r—=y)Vy—z) =1

Dados A €iSR, a € Ay F € OFil(A), vamos a denotar como a/F en lugar
de a/O(F) y A/F en lugar de A/O(F).

Proposicién 3.3.9. V(C) = iSRM +- {(z =y)V(y—z)=1}.

33



Demostracion. Dado que cada algebra de C satisface la ecuacion de prelineali-
dad entonces V(C) CiSRY + {(z = y) V (y — =) = 1}.

Reciprocamente, sea A un algebra no trivial de iSR™ tal que satisface la ecua-
cién de prelinealidad. Consideremos el homomorfismo p : A = [[pexn 4y 4/P
dado por p(a) = (a/P) pext(a)- Se sigue del Corolario 3.3.4 que p es una funcién
inyectiva, por lo que p es un monomorfismo. Més atin, un célculo directo basado
en la ecuacién de prelinealidad muestra que A/P € C para toda P € XJ(A),
por lo que [[pexo(a) A/P € V(C). Por lo tanto, A € V(C). O

En el marco de los srl-monoides integrales definimos el término binario
u(z,y) = (z = y) V(= =y = Oy).

Inspirados en la definicién de order [J-algebras [18], nuestro préximo objetivo
es probar que

V(Or) = iSR™ + {u(x,y) = 1}.

Lema 3.3.10. Sea A € iSR™. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) Para cada P € X9(A)ya,be A, a = b€ P 6 (a — b) — O(b) € P.
2) Para cada a,b € A, u(a,b) = 1.

3) Para cada P € X7 (A4), A/P € Or.

Demostracion. Supongamos que se satisface 1) y que existen a,b € A tales que
u(a,b) # 1. Es consecuencia del Corolario 2.2.2 que existe P € XP(A) tales que
(a = b)V ((a—b) - 0O(b)) ¢ P. Luego,a > b ¢ Py (a—b) — O0b) ¢ Plo
cual es una contradiccién. Por lo tanto, se satisface 2).

Supongamos que se satisface la condicién 2). Para mostrar 3), sea P €
XY(A). Sean a,b € A y supongamos que a/P % b/P, es decir, a — b ¢ P.
Teniendo en cuenta que (a — b) V ((a — b) — O(b)) = 1 € P tenemos que
(a = b) — O(b) € P, por lo que (a — b)/P < O(b)/P. Un célculo sencillo
muestra que J(b)/P < a/P — b/P. Luego, O(b)/P = a/P — b/P. Por lo
tanto, A/P € Or.

Finalmente, supongamos que se satisface 3). Para probar 1), sean P € X7(A)
y a,b € A. Es consecuencia de la hipétesis que a/P — b/P € {0(b)/P,1/P}. Si
a/P —b/P=1/P = P entonces a — b € P.Sia/P — b/P =0(b)/P entonces
(a — b) — O(b) € P. Por lo tanto, se verifica 1). O

Proposicién 3.3.11. V(Or) = iSR” + {u(z,y) = 1}.

Demostracion. La prueba es similar a la dada en la Proposicién 3.3.9 pero usan-
do el Lema 3.3.10. O

En el contexto de los srl-monoides integrales definimos el término
o(z,y,2) = ((z = y) = 2) = (((z = y) = D(y)) = 2)) = 2.
Corolario 3.3.12. V(Or) = iSR” + {o(z,y,z) = 1}.
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Demostracion. Sean A € V(Or) y a,b,c € A. Notemos que
o(a,b,c) =1
si y solo si
(a—=b) —c<(((a—b)—=00) = c)—ec
A su vez, notemos que la desigualdad anterior equivale a probar la desigualdad
siguiente:
((a—=b)—=c)-(((a—b) —0O@0) —c) <ec (3.3)
Para probar (3.3) haremos la siguiente cuenta basada en la Proposicién
3.3.11:
((a—=0) = ¢)- (((a—=b) = 0(0) = c) <[((a—b) =) Al(((a = b) = (b)) = )]
=[(a—=b)V(la—=b) —0O0b) —c
=1—=c

C.

Reciprocamente, supongamos que A = o(x,y,z) = 1. Sean a,b € A y consi-
deremos S = {a — b, (a — b) — O(b)}. Sea ¢ una cota superior de S, es decir
a—b<cy(a—0b — Ob) <c En otras palabras (a - b) - c =1y
((a = b) — 0O(b)) — ¢ = 1. Luego, (((a = b) — (b)) — ¢) = ¢ = 0O(c¢). Como
o(a,b,c) =1,

1=(((a—=b)—=00) = c) = ((((a = b) = 0O() = ¢c) > c)=1—0O(e),
de modo que O(c¢) =1 y por lo tanto ¢ = 1. O

A continuacién veremos que las clases C y Or son incomparables, y que las
variedades V(C) y V(Or) son también incomparables.

= Sean A la MV-algebra [0,1] y Q = {0, %,1}. Luego (4,Q) € C. De ahora

)92
en més escribiremos A en lugar de (4, Q). Notemos que

1 1 1
§—>0:mam{qEQ:q-§:O}:§

y
00) =maz{ge @:¢q-1=0} =0,

es decir, 1 — 0 ¢ {0J(0),1}. Asi, A€ Cy A ¢ Or, por lo que C Z Or.
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Ademds, u(3,0) =1 # 1, asf A ¢ V(Or). Luego V(C) € V(Or).

= Sea A el dlgebra de Heyting de cinco elementos dada por el dlgebra de
Boole de cuatro elementos con un tltimo elemento adicional. Sean a y b los
atomos. Luego (A, {0,1}) es un sr-reticulo. De ahora en més escribiremos
A en lugar de (A, {0,1}). Consideremos z,y € A tales que z £ y, por lo
que y # 1. De este modo, + — y = 0y 1 — y = 0. De esta manera,
x — y € {1,0(y)}, en otras palabras A € Or. Sin embargo A ¢ V(C)
dado que (@ — b) V (b — a) =0 # 1. Por lo tanto V(Or) € V(C). De este
modo, Or € C.

Hemos mostrado que las clases C y Or son incomparables, y que las varieda-
des V(C) y V(Or) también son incomparables. Sin embargo, en el contexto de
los sr-reticulos tenemos que todo sr-reticulo totalmente ordenado es una order
O-algebra [18].
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3.4. La variedad generada por los srl-monoides
totalmente ordenados

Vamos a denotar como SR® a la subvariedad de SR generada por sus miem-
bros totalmente ordenados. El objetivo de esta seccion es dar bases ecuacionales
para la variedad SR®. Comenzaremos enunciando algunos resultados que serdn
de utilidad.

Ahora, consideremos las siguientes identidades:
Cie<(z—y)V(y—a),
CyeN(zVy)=(enz)V(eNy),

Ei (zAy) o z=(x—=2)V(y = 2),

Ey z= (zVy)=(z—2)V(z—>y).

Lema 3.4.1. Sea A € SR.
a) Si A satisface E1 o Es entonces A satisface Cj.
b) Si A satisface C; entonces para cualesquiera a,b € A~ y m € N,

R a2
(

¢) Si A satisface Eo entonces para cualesquiera a,b € A~ y n,m € N,

0% ((a v b)2") = 02" (a2") v 02" (b2").

Demostracion. a) Primero supongamos que A satisface Ei y sean a,b € A.
Luego

e<(anb)— (anbd)
=(a—= (aAD))V (b= (aAD))
<(a—0b)V(b—a),

por lo que e < (a — b) V (b — a) y A satisface C;.
Ahora supongamos que A satisface Eg y sean a,b € A. Luego

e<(aVvb)—(aVbd)
=((avbd) =a)V((aVb) =)
=((avd)—=b)V(aVd) —a
<(a—=b)V(b—a),

por lo que e < (a — b) V (b — a) y A satisface C;.
b) Asumamos que A satisface C; y sean a,b € A~. Primero notemos que

(aVDb)? =a*Vb*V(a-b).
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Dado que e < (a — b) V (b — a) entonces
a-b<(b-a-(a—=b)V(a-b-(a—Db))
< b2\/a2,
luego
(aVb)?=a*Vb (3.4)

Ahora supongamos que (aVb)?" = a?" Vb?" para algtin m. Como " ,b*" € A~
entonces se sigue de (3.4) que

b
(@2 vy

=a V meH

¢) Finalmente asumamos que A satisface Eq, sean a,b € A~ y n,m € N. Primero
veremos que O((a V b)2") = O(a®") v O(1*™). En efecto, se sigue de b) y Ey
que

O((aVvb)?™) =0(a®" v ")

=0(®") vO®*").

De este modo,

O((aVvb)?™) =0(®") vO®*"). (3.5)
Por lo tanto, como ((a?"),0(b*") € A~, por b) y (3.5) tenemos que

0 ((@Vv0)*™) = (O@®") vOE*)*

el cual era nuestro objetivo. O

Lema 3.4.2. Asumamos que A € SR satisface Eo. Si a,b € A~ se tiene que
Cla Vv b] = Cla] N C[b].

Demostracion. Consideremos a,b € A=. Comoa <aVb<eyb<aVb<e
entonces a V b € Cla] N C[b], por lo que Cla V b] C Cla] N C[b]. Reciprocamente,
sea € Cla] N C[b]. En consecuencia, se sigue del Corolario 2.3.7 que existen
n,m € N tales que 0"(a) < z, O™(b) < z, z-0%a) < ey z-0m(0b) < e.
Mas atn, como n < 2" y m < 2™ es consecuencia de la Observacion 2.3.3 que
0% (a) <z y 2" (b) <z, z-0%(a) < ey 0% () < e. Luego, se sigue por
item c) del Lema 3.4.1 que

0% (avb) = 0% (a) vO* (b),
luego 02" (a V b) <  dado que %" (a) < 2 y 02" (b) < .
Ademas,
z-0%(aVvb) =z (0% (a) vO* (b))
= (-0 (a) V (z -0 (b))
<e

ie. z- 0% (aVb) < e Asi, nuevamente por el Corolario 2.3.7 tenemos que
x € Cla V b]. Por lo tanto, Cla Vv b] = C[a] N C[b]. O
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El siguiente resultado se sigue del Teorema 2.4.11 y del Lema 3.4.2.

Teorema 3.4.3. Asumamos que A € SR satisface Eo. Luego Subgc(A) es un
reticulo algebraico y distributivo cuyos elementos compactos son de la forma
Cla] para a € A~. Mds ain, los elementos compactos de Subsc(A) forman
un subreticulo de Subgc(A), con supremos e infimos dados por las siguientes
formulas para cada a,b € A~ :

ClaAbl =Cla] VC[b] y ClaVbl =Cla] NC[d].

Observacién 3.4.4. Los miembros totalmente ordenados de SR satisfacen Eo.
Por lo tanto, los miembros de SR® satisfacen E,.

La estructura de la prueba del siguiente resultado estd dado por el Teorema
3.1 de [29]. De todas maneras, por completitud hemos optado por dar una
demostracion del mismo.

Teorema 3.4.5. Las identidades Cy y Eo, junto con las que definen a SR,
forman una base ecuacional para SR®.

Demostracion. Sea 'V la subvariedad de SR determinada por las identidades Cs y
Es. Como todo elemento totalmente ordenado de SR satisface estas identidades,
se sigue que SR® C V.

Para probar la reciproca es suficiente probar que todo miembro subdirecta-
mente irreducible de V es totalmente ordenado. Probaremos el contrarreciproco.
Supongamos que A satisface las identidades Co y Eo pero no es totalmente orde-
nada. Sean a y b elementos incomparables en A, es decir,e £ a by e £ b — a.
Sean u = eA(a —b) yv=eA(b— a). Notemos que u # e y v # e. Por la
identidad Cz, u Vv = e A ((a = b) V (b — a)). Como A satisface Eo entonces
se sigue de a) del Lema 3.4.1 que A satisface C;. Luego, por la identidad Cy,
u Vv = e. Por lo tanto, se sigue de c) del Lema 3.4.1 y Lema 3.4.2 que

Clu] N Clv] = Clu V v]
= Cle]
= {e}.

Entonces Clu] N C[v] = {e} y en consecuencia Con(A) no puede tener un mono-
lito. Por lo tanto, A no es subdirectamente irreducible. Luego, V C SR®. O

El siguiente resultado es similar al Teorema 3.4 de [29].

Corolario 3.4.6. Junto con las identidades que definen SR, {E1,Ca} y {Cy,Ca}
forman bases ecuacionales alternativas para SRC.

Demostracion. Sea 'V la subvariedad de SR la cual satisface las ecuaciones Eq, Cs
y W la subvariedad de SR la cual satisface las ecuaciones Cy, Cy. Dado que cada
cadena en SR satisface E1,Cs, se sigue del Teorema 3.4.5 que SR® C V. La
inclusién V C ‘W se sigue del Lema 3.4.1.

Finalmente veremos que W C SR®. Sean A € W y a,b,c € A. Definimos
u=(a— b)V(a— c). Resulta inmediato que u < a — (bV ¢). Nuestro objetivo
es mostrar la otra desigualdad, que es equivalente a mostrar que

e<(a— (bVe)) = u.
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Para verlo, primero notemos que (bV¢) = b < ((a = (bV ¢)) — u si y sélo si
((a—= (bVe) - ((bVe) =) <u.
Sin embargo,

((a—=(Vve)-((bVe)—=b) <a—b
<(a—=bV(a—c)

entonces ((a = (bV¢)) - ((bVe) = b) < u. Luego,
(bve)=b< ((a—= (bVe)) = u.
Similarmente, tenemos que ((a — (bV¢)) - ((bV ¢) = ¢) < u, luego
bve)—=c<((a— (bVe) = u.

Asi, teniendo en cuenta C; y Co obtenemos

((a—=BVe)—=u>({(bVe)=bV((bVe)—c)
(b=b)A(c—=b)V((c=c)AN(b—0))
(

Y

(eA(e=b)V(en(b—c))
A((c=b)V(b— )

€,

luego e < ((a — (bV ¢)) — u, es decir, a — (bV ¢) < u. O

Sea A un miembro totalmente ordenado de SR. Un célculo directo muestra
que para todo a, b, c € A, (aVb)Ac = (anc)V(bAc)y a-(bAc) = (a-b)A(a-c). Asi,
estas dos ecuaciones se satisfacen también en SR®. El hecho de que el reticulo
subyacente de un dlgebra de SR® es distributivo puede probarse también usando
el Corolario 3.4.6 mediante la demostracién hecha en el Teorema 3.5 de [29].

Finalmente, notemos que el Corolario 3.4.6 en el marco de reticulos resi-
duados conmutativos es el Teorema 3.4 de [29]. También es consecuencia del
Corolario 3.4.6 que la subvariedad de SRL generada por sus miembros total-
mente ordenados esté caracterizada por la ecuacién (?7?) o, equivalentemente,
por las ecuaciones E; o Ey (estas propiedades pueden ser obtenidas también
como resultado de [13]).

La siguiente proposicion es consecuencia del Corolario 3.4.6.

Proposicién 3.4.7. V(C) =iSR+{(z = y) V (y — x) = 1}.

Observacion 3.4.8. La Proposicion 3.4.7 nos asegura que la ecuacion de pre-
linealidad (??) caracteriza a la subvariedad V(C) de iSR. Este resultado da una
caracterizacion mds precisa de la base ecuacional obtenida en la Proposicion
3.3.9.

En el marco de los srl-monoides integrales definimos el término
Wz,y,2) = ((y = 2) = 2) = ((z = y) = 2) = 2).

Vamos a finalizar esta secciéon dando una base alternativa para V(C).
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Proposicién 3.4.9. V(C) =iSR+ {i(z,y, z) = 1}.

Demostracion. Sean A € V(C) y a,b,c € A. Veremos que I(a,b,c) = 1, lo cual
equivale a probar que ((b — a) — ¢) - ((a — b) — ¢) < ¢. Notemos que

(b—=a)—c) - ((a—=b)—=c)<((b—a)—=c)A((a—b) —¢)

(b—=a)—=)A((a—=b) —c)=(a—=b)V(b—=a))—c

Més atin, por hipédtesis y Proposicién 3.3.9 tenemos (¢ — b) V (b — a) = 1.
Teniendo en cuenta que (c) < ¢ obtenemos

(b—=a)—c¢)-((a—b)—c) <c,

el cual era nuestro objetivo.

Reciprocamente, sean A € iSR + {i(z,y,2) = 1} y a,b € A. Veremos que
se satisface la ecuacién (??). Probaremos que 1 es una cota inferior de {a —
b,b — a}. Sea ¢ una cota inferior de {a — b,b — a}, lo que equivale a que
(a—>b) - c=1y (b = a) - ¢ = 1. Pero se sigue de la hipétesis que
l(a,b,c¢) = 1, por lo que O(c) = 1. Sin embargo, O(c) < ¢, por lo que ¢ = 1.
En consecuencia, se satisface (??). Por lo tanto, se sigue de la Proposicién 3.3.9
que A € V(C). O
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Capitulo 4

Algunos subreductos de los
srl-monoides integrales

En este capitulo introduciremos la clase de los monoides conmutativos semi-
reticulados acotados subresiduados (srs-monoides para abreviar), la cual serd
denotada por SR®. La clase SR® contiene propiamente a las variedades de semi-
reticulos subresiduados [9] y de semi-reticulos residuados respectivamente [19].

El capitulo se organiza de la siguiente manera. En la Seccién 4.1 dare-
mos algunas propiedades algebraicas de los srs-monoides y probaremos que SR®
es una variedad. En la Seccién 4.2 probaremos que los srs-monoides son los
{A, -, —,1}—subreductos de los srl-monoides integrales. El estudio de estos su-
breductos resulta de interés ya que desde el punto de vista légico nos proporciona
el fragmento {A, -, —, T} del cdlculo proposicional cuya seméntica algebraica es
la variedad de los srl-monoides integrales. Finalmente, en la Seccién 4.3, es-
tudiaremos cémo se relacionan ciertas construcciones hechas en la Seccion 4.2
con otras construcciones hechas en [12] utilizadas para representar algebras con
implicacion y fusion.

4.1. Propiedades algebraicas

En esta seccién introduciremos la definicién de semi-reticulo monoidal con-
mutativo acotado y de srs-monoide respectivamente. Luego daremos algunas
propiedades béasicas sobre srs-monoides que usaremos en las proximas secciones.
En particular, probaremos que la clase de los srs-monoides es una variedad.

Definicién 4.1.1. Un semi-reticulo monoidal conmutativo acotado (semi-reticu-
lo monoidal para abreviar) es un dlgebra (A, A,-,1) de tipo (2,2,0) tal que
(A, A, 1) es un semi-reticulo acotado, (4,-,1) es un monoide conmutativo y la
operacion binaria - es mondétona.

La siguiente definicién esta inspirada en la definicion de srl-monoide integral.

Definicién 4.1.2. Un monoide conmutativo semi-reticulado acotado subresi-
duado (srs-monoide para abreviar) es un par (A, Q) donde A = (A, A, 1) es
un algebra de tipo (2,2,0) tal que satisface las siguientes condiciones:

61



1) (A, A, 1) es un semi-reticulo monoidal.
2) @ es una subdlgebra de A.
3) Para cada a,b € A existe el méximo del conjunto {q € Q : a - ¢ < b}.

Sean (A, Q) un srs-monoide y a,b € A. Vamos a denotar como a — b
al méximo del conjunto {¢ € @ : a-¢q < b}. Los srs-monoides pueden ser
considerados como &lgebras (A4, A, -, —, 1) de tipo (2,2,2,0). Més ain, si (A, Q)
es un srs-monoide entonces

Q={a€eA:1=sa=a}={1—a:a€ A}

Si no existe ambigiiedad vamos a escribir (4, Q) en lugar de (A, Q).

La definicién de srs-monoide se encuentra motivada por la definicién de semi-
reticulo subresiduado [9] y semi-reticulo residuado [19] respectivamente. Vamos
a recordar ambas definiciones a continuacion.

Un semi-reticulo subresiduado [9] es un par (A, @), donde A es un semi-
reticulo acotado, () es una subdlgebra de A y para cada a, b € A existe el maximo
del conjunto {q € @ : a A ¢ < b}, el cual vamos a denotar como a — b. Sea
(A, Q) un semi-reticulo subresiduado. El par (A, Q) puede ser considerado como
un algebra (A4, A, —, 1) de tipo (2,2,0). Mds atin, Q = {a € A: 1 — a = a}.
La clase de los semi-reticulos subresiduados es una variedad [9], la cual vamos
a denotar por SRS. Esta variedad contiene propiamente a la variedad de los
semi-reticulos implicativos [36]. Si (4, A, —, 1) es un semi-reticulo subresiduado
y a,b,c € A, la siguiente condicion se satisface:

sia<b— centonces a ANb < c.

Sin embargo, la reciproca de esta propiedad no es cierta en general. Los semi-
reticulos subresiduados son los {A, —, 1}-subreductos de los sr-reticulos [9].

Un §lgebra (A, A, -, —, 1) de tipo (2,2,2,0) es un semi-reticulo residuado si
se satisfacen las siguientes condiciones:

1. (A, A, 1) es un semi-reticulo acotado;
2. (A,-,1) es un monoide conmutativo;
3. paracadaa,b,c€ A, a<b—csiysdlosia-b<c?!

La clase de los semi-reticulos residuados es una variedad (Observacién 7.1.11
de [19]). Los semi-reticulos residuados son los {A,-, —,1}-subreductos de los
reticulos residuados conmutativos integrales. Resulta interesante notar que si
(A, Q) es un srs-monoide entonces el dlgebra (@, A, -, —,1) es un semi-reticulo
residuado.

Las siguientes dos propiedades elementales vinculan a los srs-monoides, los
semi-reticulos subresiduados y los semi-reticulos residuados respectivamente:

= Si (A,A,—,1) es un semi-reticulo subresiduado entonces (A, A, -, —,1) es
un srs-monoide, donde - = A (en este sentido vamos a decir que todo
semi-reticulo subresiduado es un srs-monoide).

1Sea, (A, A, -, —, 1) un semi-reticulo residuado. Luego la operacién - es monétona. En efecto,
sean a,b,c € A tales que a < b. Luego, a < b<c— (b-¢), porloquea <c— (b-c), ie.,
a-c<b-c.
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= Si (A, A, -, —, 1) es un semi-reticulo residuado entonces (4, A, -, —,1) es un
srs-monoide (se puede probar definiendo @ = A). Més atn, (A, A, -, —, 1)
es semi-reticulo residuado si y sélo si (A, A,-,—,1) es un srs-monoide y
1 — a = a para cada a € A.

Las propiedades previas pueden ser resumidas en la siguiente figura, donde
SRS, RS e IS son las variedades de semi-reticulos subresiduados, semi-reticulos
residuados y semi-reticulos implicativos (cuyos miembros se consideran en la
signatura de los srs-monoides) respectivamente:

SR®
VRN
SRS RS
AN . /

En cada srs-monoide A se satisface la siguiente condicién para cada a,b,c €

A:
sia<b—cluegoa-b<ec.

La reciproca de la propiedad previa se verifica si y sélo si A es un semi-reticulo
residuado.

En la presente seccién generalizaremos algunos resultados sobre semi-reticu-
los subresiduados y semi-reticulos residuados respectivamente en el marco de los
srs-monoides. En particular, probaremos que la clase de los srs-monoides forma
una variedad. Nuestro objetivo principal es mostrar que la variedad de los srs-
monoides coincide con la clase de los {A, -, —, 1}-subreductos de los srl-monoides
integrales. 2.

La estructura de la prueba del siguiente resultado esta dado por el Teorema
2.1.7. De todas maneras, por completitud hemos optado por dar una demostra-
cién del mismo.

Teorema 4.1.3. Sea (A, A\, -, —, 1) un dlgebra de tipo (2,2,2,0). Luego (A, A, -, —
, 1) es un srs-monoide si y sdlo si (A, A,-,1) es un semi-reticulo monoidal y se
satisfacen las siguientes condiciones para cada a,b,c € A:

1) (and) =b=1,
2) a—>b<c—(a—0D),

4

)
)

3) a-(a—1b)<b,
) c—= (anb)=(c—a)A(c—Db),
)

5) 1= ((1—=a)-1—=0b)=(01—a) (10,

6) 1l=2b<a— (a-(1—20).

2En esta seccién consideramos como subreducto de un dlgebra A, a cualquier imagen iso-
morfa de una subélgebra del reducto correspondiente de A. Con esta definicién, la clase de los
subreductos de una clase de algebras es siempre cerrada por subdlgebras e imdgenes isomorfas.
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Demostracion. Supongamos que (A, A, -, —, 1) es un srs-monoide. Sea
Q={acA:1—>a=a}.

La condicién 5) es consecuencia de que (@, A,-,—,1) es un semi-reticulo resi-
duado. Ademads, la condicién 6) se sigue del hecho de que 1 — b € @ para todo
be A

Dado que 1 € Q y 1-(aAb) =aAb<bse tiene que 1 < (a Ab) — b,
ie, (aAb) = b = 1, por lo que se satisface la condicién 1). Teniendo en
cuenta que a — b € Q tenemos que a - (@ — b) < b, que es 3). Ademds, como
¢ (a—=b)<a—bluegoa —b<c— (a—Db), que es 2). Ahora veremos que

c— (anb)=(c—a)A(c—Db).

Primero notemos que @ es una subdlgebra de A. Por 3), ¢- (¢ = (a A b)) <
aAb < a,luego ¢ — (a Ab) < ¢ — a. De una manera similar se puede probar
que ¢ = (@ ANb) < ¢ — b. De este modo, ¢ — (a A b) es una cota inferior
de {¢ = a,¢ — b} en Q. Sea d una cota inferior de {¢ — a,c — b} en Q.
Luegod € @, d<c¢c—ayd<c—bporloquec-d<c-(c—a)<ay
c-d<c-(c—=b)<bconlocual c-d<ayc-d<b. Porlotanto, d-c < aAb,
que implica la desigualdad d < ¢ — (a A b). Por lo tanto, hemos probado 4).
Reciprocamente, supongamos que (A, A, 1) es un semi-reticulo acotado, (A4, -, 1)

es un monoide conmutativo, - es mondtona y que se satisfacen las identidades
1),...,6)en A. Sean Q ={a € A:1—a=a}ya,b,cec A Es consecuencia de
3) que

Hl1—-a<a
y se sigue de 4) que
IT) si a < b entonces ¢ — a < ¢ — b.

Supongamos que ¢,r € Q. Por 4) tenemos que g Ar € Q. Es consecuencia
de 1) que 1 - 1 =1, por lo que 1 € Q. Por 5) tenemos que 1 — (¢-7) =¢q -,
por lo que ¢ - r € Q. Por lo tanto, @ es una subalgebra de (A, A, -, 1).

Sean a,b € A. Por I) y 2) se tiene que

1=(a—=b)<a—b
<1—(a—Db),
Luego 1 — (a — b) = a — b. Por lo tanto, a — b € Q. Ademds se sigue de 3)
quea — b€ {q € Q:a q<b}. Finalmente, sea r € Q y asumamos que a-r < b.
Es consecuencia de 6) y II) que
r=1—=r
<a—(a-r)
<a—b.

por lo que 7 < a — b. Asi, a — b es el maximo del conjunto {¢g € Q : a-q < b}.
Por lo tanto, (A4, A, -, —,1) es un srs-monoide. O]

Notemos que la monotonia de - en la definicion de semi-reticulo monoidal
puede reemplazarse por la desigualdad (a Ab) - ¢ < a - ¢. El siguiente resultado
se sigue del Teorema 4.1.3.
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Corolario 4.1.4. La clase de los srs-monoides es una variedad.

Vamos a denotar como SR® a la variedad de los srs-monoides.
En la prueba del siguiente lema usaremos el Teorema 4.1.3.

Lema 4.1.5. Sea (A, A,-,—, 1) un srs-monoide.
Luego se satisfacen las siguientes condiciones para cada a,b,c € A:

1) Sia<bentoncesc—a<c—=byb—c<a—c,

2) (a—=b)-(b—=c)<a—cg,
3) a—a=1,
4) a<bsiysolosia—b=1,

6) 1= (a—b)=a—b,
NN 1—=a<b—(a-b),
8) a-b<aya-b<hb,
9) a-b<aAnbd

)
)
)
)
5) 1 —=a<a,
) 1
)
)
)

Demostracion. Sean a,b € A. Para probar 1), supongamos que a < b. En par-
ticular, ¢ = a < ¢ — b. Méds atn, a- (b = ¢) < b- (b = ¢) < ¢, por lo que
b — ¢ < a — c¢. Luego hemos probado 1). La condicién 2) se sigue de que
a-(a—b)-(b— ¢) < c. Un célculo directo prueba las condiciones 3), 4) y 5). La
condicién 6) es consecuencia de que para cada g € @ se cumple que 1 - g=¢qy
la condicién 7) se sigue de que (1 — a)-b < a-b. La condicién 8) es consecuencia
de la monotonia de - y el hecho de que ¢ < 1 para cada ¢ € A. Finalmente, la
condicién 9) es una consecuencia directa de 8). O

4.2. Sobre los {A,-,—,1}-subreductos de los srl-
monoides integrales

El objetivo de esta seccién es probar que la variedad SR® coincide con la clase
de los {A,-,—,1}-subreductos de los srl-monoides integrales. Comenzaremos
dando algunas definiciones y resultados preliminares, los cuales estan inspirados
en definiciones y resultados de [9] y [12].

Sea (A, A, -, 1) un semi-reticulo monoidal. Para cada F, G € Fil(A) definimos

FoG={z€eA:f-g<zparafeFygeG}

Lema 4.2.1. Sea (A, A, -, 1) un semi-reticulo monoidal. Luego se satisfacen las
siguientes condiciones para cada F,G, H € Fil(A):

1) F oG e Fil(A4),
2) FoG=GoF,
3) Fo(GoH)=(FoG)oH
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4) si F C G entonces FoH CGo H.

Demostracion. Sean F,G,H € Fil(A). Para probar 1), notemos que resulta
inmediato que 1 € F'o G y que F' o G es creciente. Ahora veremos que dados
F oG es cerrado por x Ay. Consideremos z,y € F oG. Luego existen f1, fo € F
v g1,92 € Gtalesque z > fi-gr ey > fo-go. Sean f = fi AN fay g=g1/go.
Dado que F,G € Fil(A) se tiene que f € F'y g € G. Teniendo en cuenta que - es
mondtona tenemos que x Ay > (f1-g1)A(fa-g2) > f-g,porloque x Ay > f-g.
Por lo tanto, x Ay € F o G. De este modo, F' o G € Fil(4), que es 1). La
conmutatividad de - prueba 2). Ahora probaremos 3). Sea x € F o (G o H), por
lo que existen f € F ey € Go H tales que z > f -y. Luego, existen g € G y
h € H tales que y > g - h, con lo cual se tiene que z > f-y > f - (g- h). De este
modo, x > (f-g)-h, porloque x € (FoG)oH. Asi, Fo(GoH) C (FoG)oH.
La otra inclusién se puede probar de manera similar, por lo que hemos probado
3). Finalmente probaremos 4). Supongamos que F C G y sea € F' o H. Luego
existen f € F'y h € H tales que z > f-h. Dado que F' C G se tiene que f € G,
por lo que x € Go H. Por lo tanto, Fo H C Go H. O

Sea (A, A, -, 1) un semi-reticulo monoidal. Definimos la relacién ternaria R4
en Fil(A) como
(F,G,H)€e Rysiystlosi FoG C H.

Si no existe ambigliedad notaremos R en lugar de R4. Definimos
R (H) = {(F,G) € Fil(A) x Fil(A) : (F,G,H) € R}.
Finalmente, para cada U,V € Fil(4)" definimos
UxV={H€eFil(A): R'(H)N (Ux V) #0}.

Notemos que UV € Fil(A)*. Para probarlo, consideremos F, G € Fil(A) tales
que F € UxV y F C G. Luego, existen Fy, F; € Fil(A) tales que F; € U, Fy, € V
y (F1, F», F) € R. Dado que Fj o Fy C F C @G se tiene que Fj o F5 C G. De este
modo, G € U %V, que era nuestro objetivo. Por lo tanto, * es una operacion
binaria en Fil(A)T. Més ain, esta operacién es conmutativa.

Lema 4.2.2. Sea (A, A, -, 1) un semi-reticulo monoidal. Luego (Fil(A)™,N, U, Fil(A))

es un reticulo distributivo completo donde Fil(A) es el wiltimo elemento, (Fil(A)T, *, Fil(A))
es un monoide conmutativo y se satisface la identidad (UUV )« W = (Ux W)U

(V«W). Mds ain, para cada U € Fil(A)" y {U,};er C Fil(A)T se cumple que

U (U U;) = U(U * Uj).
i€l iel

Demostracion. Sea (A, A, -, 1) un semi-reticulo monoidal. El dlgebra (Fil(A)™, N, U, Fil(A))
es un reticulo distributivo completo y donde Fil(A) es el tltimo elemento. M4s
aun, (Fil(A)T, %, Fil(A)) es un monoide conmutativo.

Sean U € Fil(A)T y {U; }ier C Fil(A)". Finalmente veremos que

U x* (U U;) = U(U*Ui).

el el
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Sea F' € Fil(A). Luego F' € U * ({J;c; Uy) siy solo si

RF)N(Ux | JU;) #0.

iel

Sin embargo,

U x (UU1-> = Jwxuy

i€l i€l

R(F) N (U xUy) = [ JRT(F)N (U x Uy)).
i€l icl
Luego, F' € Usx (U;c; Us) siy sélo si ;o (R™HF)N (U x Uy)) # 0, que equivale
a afirmar que F' € (J;.;(U* U;). Por lo tanto, tenemos que

U (U U;) = U(U*Ui).

i€l i€l

Sea A € SR. Definimos ¢4 : A — Fil(A)" como
vala) :={F €Fil(A) : a € F}.
Si no hay ambigiliedad escribiremos ¢ en lugar de @ 4.

Lema 4.2.3. Sea A € SR®. Luego ¢ es una funcion inyectiva. Mds aun, para
cada a,b € A, p(a Ab) = p(a) Np(b) y p(a-b) = p(a)* p(b).

Demostracion. La inyectividad de ¢ resulta inmediata. En efecto, sean a,b € A
tales que p(a) = p(b). Dado que [a) € p(a) y [b) € p(b) se tiene que [a) € p(b)
y [b) € p(a), i.e.,a <byb<a,porlo que a=">. Por lo tanto, ¢ es inyectiva.
Sean a,b € A. Resulta inmediato que p(a A b) = ¢(a) N ¢(b). Finalmente
veremos que @(a - b) = p(a) * p(b). Sea F' € p(a-b), por lo que F € Fil(A) y
a-b € F. Notemos que F € ¢(a) * p(b) siy sélo si R7(F) N (¢(a) x o(b)) # 0.
En otras palabras, F' € p(a)*¢(b) si y sblo si existen G € ¢(a) y H € ¢(b) tales
que Go H C F. Definimos G = [a) y H = [b). Resulta inmediato que G € ¢(a)
y H € p(b). Ademds, Go H C F. En efecto, sea x € G o H. En consecuencia,
existen g € Gy h € H tales que x > g - h. Dado que g > a y h > b se tiene que
x>g-h>a-b, porlo que x > a-b. Sin embargo a -b € F, por lo que = € F.
Por ende, Go H C F. Hemos probado que F € ¢(a)* (). Reciprocamente, sea
F € p(a) * p(b). De este modo, F € Fil(A) y existen G, H € Fil(A) tales que
a€G,beHyGoHCEF.Dadoquea-b>a-bsetiene que a-b € GoH, por
loquea-be F, conlocual F' € p(a-b). Por lo tanto, ¢(a-b) = p(a) *¢(b). O

Definicién 4.2.4. Sea A € SR®. Definimos Q4 como el subreticulo completo
de Fil(A)™ generado por p(J(A)), donde J(A) := {a € A : O(a) = a} y
recordemos que O(a) := 1 — a para a € A.

En particular, (Qa,N, U, Fil(A)) es una subdlgebra de Fil(A)". Adem4s notemos
que

UeQasiysolosilU = U ﬂ p(aij) para {ai;} jyerxs S e(L(A)).
i€l jeg
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Nuestro proximo objetivo es mostrar que ()4 es cerrado por *. Comenzare-
mos probando el siguiente lema técnico.

Lema 4.2.5. Sean A € SR, {a;}je; € A y {bi}ier C A. Para cadan > 1
definimos

Cp = N o((aj, A---Nag,) - (biy Ae- Ab,)).
{.7’17-~,jn}><{ll;-uyln}gJXL

) elag) * () elbr) = [ Co-

JjeJ leL n>1

Demostracion. Sea F € (;c;p(aj) *(Nep p(br). Luego F € Fil(A) y

RTF)N ([ wlag) x () (b)) # 0.

jeJ leL

Luego

Por lo tanto existen G,H € Fil(A) tales que {a;}jcs € G, {bihier € Hy
GoH C F. Sea n > 1. Consideremos {j1,...,4nt € Jy {l1,...,l,} € L. En
particular, aj, A---Aaj, € Gyby, A---Ab,, € H. Dado que Go H C F se tiene
que (aj, A---Aaj, ) (b, A---Aby,) € Foie, F € o((aj, A---Naj, )-(biy A---Aby,)).
De este modo, hemos probado que F' € C,,. Por lo tanto,

m <,0((1j) * ﬂ o(b) € m Ch.

jeJ leL n>1

Reciprocamente, sea F' € (,~; Cn. Luego F' € C, para cada n > 1, por lo
que F € Fil(A) y para cada {j1,...,jn} € J y {l1,...,ln} C L se verifica que
(aj, N---Naj,) - (byy A---ANDb,) € F. Definimos como G al filtro generado
por {a;j}ics y como H al filtro generado por {b;};cr. Resulta inmediato que
{a;}jes € Gy {bihier € H, e, G € (e, 0(a;) y H € ey ¢(br). Ahora
veremos que Go H C F. Sea z € Go H, por lo que existen g € G y h € H tales
que x > g - h. De este modo, existen {j1,...,jn} € J y {l1,...,lm} C L tales
que g > aj, A---Aaj, yh>b, A---Ab, . Sin pérdida de generalidad podemos
asumir que n = m. Luego = > (a;, A---Aaj,)- (b, A---Aby, ). Sin embargo, se
sigue de la hipétesis que (aj, A---Aaj,)- (b, A---Aby,) € F, porlo que x € F.
Luego, G o H C F'. De esta manera hemos probado que

N G € ) ela) () olb):

n>1 jeJ leL

Por lo tanto,
() #lag) * () elb) = () Cn-
jeJ leL n>1

Lema 4.2.6. Sea A € SR®. Luego Q4 es cerrada por .

Demostracidn. Sean U,V € Q4. Luego existen {a;;}icrjes CO(A) vy
{bri}rer, e C O(A) tales que

U=J[ ela),

i€l jeJ
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V= U mw(ka

keK leL

Por lo tanto, se sigue del Lema 4.2.2 que

UxV = (Uier Njes elaiz)) = (Urer Micr ©(bk))
= UkeK((UieI ijJ W(aij)) * ﬂleL ©(br1))
= UkeK Uie[((ﬂjeJ p(ai;)) * (ﬂleL ©(bki)))
= Uierrerx(Njes elaij) * Niep ¢(brr))-

De esta manera,
UxV="|J ([ elai) ) br))-
ielkeK jeJ leL
Para cadan > 1,7 € I y k € K definimos
Crr = N e((asjy A+ Nagj,) - (briy A Abga,))-
{j1,...,jn}><{l1,...,ln}gJ><L
De este modo, se sigue del Lema 4.2.5 que
Uu«v= |J [)C¥,
iel,keK n>1

Notemos que dado que [J(A) es cerrada por A y - entonces para cada n > 1,
i€lyke K tenemos que CF es interseccién de elementos de la forma ¢(a)
para a € (A). De este modo, @ 4 es unién de intersecciones de elementos de la
forma ¢(a) para a € O(A). Por lo tanto, Q4 es cerrada por *. O

Observacién 4.2.7. Sea A € SR®. Para cada U,V € Fil(A)T exziste el mdximo
del conjunto
B={WeQs: WxUCV}

En efecto, dado que B C Qa se tiene por la definicion de Q4 que existe el
supremo de B, el cual denotaremos por «, i.e., @ = UWGB W. De este modo,
a € Q4 y es consecuencia del Lema 4.2.2 que o ¥ U = Jyyep(W *U) C V.
Luego, a es el mdximo de B. A dicho mdximo lo denotaremos por U = V. Es
decir,

U=V={WeQs:WxUCV}

Por lo tanto, (Fil(A)T,N, U, *,=,0,Fil(A)) es un srl-monoide integral.

El siguiente resultado se sigue del Lema 4.2.2, Lema 4.2.6 y Observacién
4.2.7.

Proposicién 4.2.8. Sea A € SR®. Luego (Fil(A)™,Q4) es un sr-reticulo.
Sean A € SR®, F' € Fil(A) y a € A. Definimos

Gp(a)={c€A:c>z-aparaalginz € FNO(A)}.
Nuestro préximo objetivo es mostrar que
pla—b) = p(a) = @(b).

Para probarlo comenzaremos dando algunos lemas preliminares.

69



Lema 4.2.9. Sean A € SR® y F € Fil(A). Luego se satisfacen las siguientes
condiciones:

1) [FNO(A)) es el filtro generado por F NO(A).
2) Paracadaa € A, Gp(a) = [FNO(A))ola). En particular, Gr(a) € Fil(A).
3) Para cada a,b € A tales que a — b ¢ F se cumple que b ¢ Gp(a).

Demostracion. Sean A € SR® y F € Fil(A).

El item 1) se sigue del hecho de que FFN(A) es cerrado por infimos finitos.
Para probar 2), sea a € A. La inclusién Gr(a) C [F NO(A)) o [a) resulta
inmediata. Reciprocamente, sea ¢ € [FFN(A)) o [a). Luego se sigue de 1) y
de la monotonia de - que existe x € F N(A) tal que ¢ > z - a, por lo que
¢ € Gr(a). De este modo, Gp(a) = [FFNO(A)) o [a). Finalmente probaremos 3).
Sean a,b € A tales que a — b ¢ F. Supongamos que b € Gp(a). Por lo tanto,
existe x € FNO(A) tal que b > z - a. De este modo, se sigue de 1) del Lema
4.1.5 y de 6) del Teorema 4.1.3 que

a—b a— (x-a)
a— (1 —=2a) a)
1=

x.

v IV

En consecuencia, x < a — b. Dado que x € F' se tiene que a — b € F', lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto, b ¢ Gr(a). O

Lema 4.2.10. Sean A € SR*, F,G € Fil(A) yW € Q4 con F ¢ W y FNO(A) C
G. Luego G € W.

Demostracion. Sean A € SR®, F,G € Fil(A)yW € Qacon F € Wy FNO(A) C
G. Dado que W € @) 4 se tiene que existe {aij}iel jes CO(A) tal que

W=U M ela).

i€l jed

Teniendo en cuenta que F' € Wy {a;;}icr jes € O(A) tenemos que existe ig € I
tal que para cada j € J, a;,; € F NO(A). Dado que F NO(A) € G concluimos
que a;,; € G para cada j € J. Por lo tanto, G € W. O

Proposicién 4.2.11. Sean A € SR® ya,b € A. Luego p(a — b) = p(a) = ¢(b).

Demostracion. Sean A € SR® y a,b € A. Definimos el conjunto
Eip={WeQa:Wxp(a) Cpb)}

Dado que a - (a — b) < b se tiene que p(a — b) *x p(a) = p(a- (a = b)) C ¢(b),
e, pla = b) x p(a) C (b), por lo que p(a — b) € Eq. Ahora veremos que
p(a — b) es el mdximo de E,p. Para probarlo, sea W € E,, i.e., W € Qa y
W x p(a) C ¢(b). Mostraremos que W C ¢(a — b). Consideremos F' € Fil(A)
y supongamos que F' € Wy F ¢ ¢(a — b). En particular, a — b ¢ F.
Luego se sigue del Lema 4.2.9 que Gr(a) = [FNO(A))oa) vy b ¢ Gr(a).
Més ain, dado que F NO(A) C [FNDO(A)) se tiene que por el Lema 4.2.10
que [F NO(A)) € W. Por ende, ([FNO(A)),[a)) € R7YGr) N (W x p(a))
lo que implica que R~ (GFr(a)) N (W x p(a)) # 0, i.e. GF( ) € W x p(a). Sin
embargo Wikp(a) C ¢(b), por lo que b € Gr(a), lo cual es una contradiccién. En
consecuencia, W C ¢(a — b). Por lo tanto, ¢(a — b) es el mdximo de E,p,. O
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Sea K la clase de los {A, -, —, 1}-reductos de los srl-monoides integrales. Dado
que el {A,-,—, 1}-reducto de cualquier srl-monoide integral es un miembro de
SR® tenemos que K C SR, con lo cual IS(K) C SR®. Reciprocamente, por el
Lema 4.2.3, la Observacién 4.2.7 y la Proposicién 4.2.11 se tiene que SR® C
IS(K).

Por lo tanto, tenemos el resultado principal de esta seccion.

Teorema 4.2.12. La variedad SR® es la clase de los {A, -, —,1}-subreductos de
los srl-monoides integrales.

Un célculo directo basado en pruebas similares a las dadas en el Capitulo 2
para el estudio de congruencias permite mostrar que para cada A € SR® se tiene
que Con(A) y OFil(A) son reticulos isomorfos.

4.3. Consideraciones finales

Dada A € SR®, en esta seccién estudiaremos la relacién existente entre la
operacién binaria = definida sobre Fil(A) T y otra relacién binaria sobre Fil(A)™
cuya definicién estd inspirada por un teorema de representacién para dlgebras
con implicacién y fusién [12].

Sean A € SR® y F,G € Fil(A). Definimos
F-G={zcA: f<g—zparafeFygeGG}
Lema 4.3.1. Sean A € SR® y F,G € Fil(A4). Luego F — G € Fil(A).

Demostracion. Dado que 1 — 1 = 1 se tiene que 1 € ' — (. Para probar
que F' — G es creciente, sean x,y € A tales que x € FF — G y x < y. Luego
existen f € F'y g € G tales que f < g — z. Sin embargo « < y, por lo que
g — x < g — y. De este modo, f < g — y. Por ende, F' — G es creciente.
Finalmente mostraremos que F' — G es cerrado por infimos. Sean x,y € F' — G.
Luego existen f1,fo € Fy g1,920 € G talesque fi < g1 >z y fo < g —y.
Sea f=fiNnf2€EFyg=g1Ng2€G Luego, f<g—uzyf<g—y En
consecuencia,

Teniendo en cuenta que f < g — (x Ay) tenemos que x Ay € F — G. Por lo
tanto, F' — G € Fil(A4). O

Sean A € SR* y F,G, H € Fil(A). Definimos la relacién ternaria T4 sobre
Fil(A) dada por

(F,G,H)eTysiysélosi F—-GC H.
Cuando no haya lugar a confusién escribiremos 7' en lugar de T'4. Definimos
T(F)={(G,H) e Fil(A) x Fil(A) : (F,G,H) € T}.
Finalmente, para cada U,V € Fil(A4)" definimos

U~V ={F €Fil(A) : T(F) N (U x V) = §}.
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Notemos que U ~» V € Fil(A)T. Para probarlo, sean F,G € Fil(A4) tales que
F C Gy F €U~ V. En particular, T(F) N (U x V¢) = ). Supongamos que
G ¢ U ~~ V, por lo que existen G1, G2 € Fil(A) tales que G — G1 C G2, G € U
y Gy € V¢. Dado que F C G se tiene que FF — G; C G — G C G4, por lo cual
F — G; C Gy. Esto implica que F' ¢ U ~» V| lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto, U ~» V € Fil(A)*.

El objetivo de esta seccién es mostrar que dados A € SR® y U,V € Q 4, se
tiene que

U=V=U~V.

Lema 4.3.2. Sea A € SRS. Consideremos F,G € Fil(A) y U,V € Fil(A)T. Si
FeU=V yGeU entonces F -G eUx(U=V).

Demostracion. Sean F € U=V y G € U. Notemos que F' - G € Ux (U= V)
siy sélo si R-YEF — G)N (U x (U = V)) # . Sea H el filtro generado por
FNO(A). Es consecuencia del Lema 4.2.9 que H = [FFNO(A)). A continuacién
probaremos que (G, H) € R7Y(F — G) N (U x (U= V)).

Primero mostraremos que (G, H) € R™Y(F — G), i.e., GoH C F — G. Sea
x € GoH, por lo que existen g € Gy h € H tales que z > g-h. Dado que h € H
se tiene que h > f para algin f € FNO(A). De este modo, > g-h > g- f, con
lo cual x > g - f. Teniendo en cuenta que 1 — f = f y el Lema 4.1.5 tenemos
que

f 1= f

g—(9-f)
g — .

INIA I

La desigualdad f < g — z implica que x € F — G.
Luego Go FFC F — G.

A continuacién mostraremos que (G,H) € U x (U = V). Por hipdtesis
tenemos que G € U, por lo que basta mostrar que H € U = V. Dado que
U =V € Q4 se tiene que existe una familia {a;; }ier jes C O(A) tal que

i€l jeg

Notemos que por hipétesis F' € U = V| con lo cual existe iy € I tal que para
cada j € J se cumple que a;,; € F. Luego {a;,;}jes € FNO(A) C H, por lo
que {a;y;}jes € H, lo que implica que H € U= V.

Por lo tanto, hemos probado que F — G € U x (U = V). O

Proposicién 4.3.3. Sean A € SR® y U,V € Fil(A)*. Luego U=V C U ~ V.

Demostracion. Sea FF € U =V = maz{W € Q4 : WU C V}. Supongamos
que F ¢ U~ V, ie., T(F)N(UxVe) # ). De este modo, existen G, H € Fil(A)
tales que (G,H) € T(F),Ge Uy He V-.Dadoque FeU=VyGeU
se tiene por el Lema 4.3.2 que F — G € U« (U = V). Sin embargo U x (U =
V) CV, por lo que F — G € V. Teniendo en cuenta que F — G C H tenemos
que H € V, lo cual es una contradiccién. Luego, FF € U ~» V. Por lo tanto,
U=VCU~ V. O

En cada srl-monoide se satisfacen las ecuaciones

(avb) —wc=(a—=c)AN(b—c)

72



c—(aNb)=(c—a)A(c—Db).

El siguiente lema generaliza el resultado recién mencionado en el marco de los
srs-monoides de la forma (Fil(A)", N, U, x,=, Fil(A)) para A € SR®.

Lema 4.3.4. Sean A € SRS, U € Fil(A)" y {U;}ier C Fil(A)*. Luego se
satisfacen las siguientes condiciones:

1) (Uies Ui) = U=, (U; = U).
2) U= (Nicr Ui) = Nier (U= Uy).

Demostracion. Veremos que se cumple 1). Notemos que por el Lema 4.2.2 se
tiene que

(UUi)éU:mam{WGQA:W*(UUi)QU}

i€l iel
=maz{W € Qa4 : U(W *x U;) C U}
i€l
Definimos
E={WeQa: | JW=U,) cU}
i€l
y
Z =()(U; = U).

iel

Dado que U; = U € Q4 para todo i € I, tenemos que Z es un elemento de @ 4.
Ahora probaremos que

U@z=u)cu.

iel
En efecto, sea j € I. Luego

Z=(\U;=0U)CU;=U.
iel

Usando la monotonia y conmutatividad de *, asi como también la Observacion
4.2.7, se tiene que

De este modo,
Uz=«u)cu,
iel
conlocual Z € F.
Ahora veremos que Z es el maximo de E. Sea W € @ 4 tal que

U(W *U;) C UL
iel

Consideremos j € I. En particular, vale que
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Luego, por la Observacién 4.2.7 y el hecho de que W € @ 4 se tiene que
wcUu; = U

De este modo,
WC(\Ui=U)=2Z
il
Por ende, Z es el maximo de E. En otras palabras,
YJuy=1v=NU0=1).
= iel

Ahora veamos que se satisface 2). Por definicién de =,

U:(ﬂUi):mam{WeQA:W*UgmUi}.

iel el
Definimos
E={WeQa:WxUC[)U;}
el
y
Z=\U=U,).
el

Sea j € I. Dado que U= U; € Qg4,

(U =U)

iel
es un elemento de Q4. Ademads, usando la monotonia de * y la Observacion
4.2.7 se tiene que

Z=k[T§;([T:>‘Uj)*[J§;[E.
Luego,
ZxUC (U
iel

Por ende, Z € E.

Finalmente probaremos que Z es el maximo de E.SeaW € Q4 tal que WU C
(Nics Ui. Consideremos j € I. En particular,

W [IE; Lbu
Usando que W € @4 y la Observacion 4.2.7,
W CU=U,.

Luego,
WCU=TU)=2
iel
Por lo tanto, Z es el maximo de E, ie.,

U= ((U)=(\U=T)

el i€l
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Lema 4.3.5. Sea A € SR®. Consideremos {a;}jes y {bi}icr subconjuntos de
O(A). Luego

() elay) = J ) = U e((aj, A=+ Naj,) = biy).

jeJ leL {G1seensdn}x {1} CIXL

Demostracion. Sean

C={WeQa:[)ela)*Wc J o)}

JjeJ lheL

M= U o((aj, A Naj,) = b,).
{j1,-dn x{l1}CJIXL

Es consecuencia de la definicién de = que (¢ ; ¢(a;) = Uecr ¢(bi) es el méxi-
mo de C. Primero probaremos que M € C. Dado que (aj;, A---Aaj,) — by, €
0(A) se tiene que M € Q4. Ahora veremos que [\, ; ¢(a;)*M C Uy, ¢(br). Sea
F € Fil(A) tal que F' € () ; ¢(a;)*M. De este modo, existen filtros de reticulos
Gy H tales que GoH C F, G € (;c;¢(a;) y H € M. Luego, {a;}jes CGy
existen j1,...,Jn € J y l1 € L tales que (aj, A--- Aaj,) — b, € H. Teniendo
en cuenta que {a;}je; C G tenemos que aj, A---Aaj, € G. Ademds, dado que
(aj, A---Aaj,) — by, € H se tiene que

(ajl/\--~/\ajn)-((aj1/\---/\ajn)—>bll)EGoH.

Sin embargo Go H C F, por lo que (a;, A---Aaj,)-((aj, A---Naj,) = b)) € F.
Maés ain, (aj, A---Aaj,) - ((aj; A---ANaj,) = b)) < by,. Luego, b, € F. En
consecuencia, F' € | ;o ¢(b). De esta manera hemos probado que M € C.
Finalmente veremos que M es el maximo de C. Sea W € C, i.e., We Qa y
Njeselaj) *W C Uy, e ¢(br,). Dado que W € Q4 existe {cpq}pepgeq C O(A)

tal que
W= U ﬂ P(Cpq)-

PEP qEQ

Para probar que W C M, sea F' € Fil(A) tal que F € W. De este modo, existe
po € P tal que ¢p,q € F para cada ¢ € Q. Definimos F» como el filtro genera-
do por {a;}jes y F3 como el filtro generado por {cp,q}tqcq. Resulta inmediato
que Fy € (;c;¢(a;) y F3 € W. También definimos F; = F» o F;. En parti-
cular hemos probado que Fy € (;c;¢(a;) * W ya que (F», F3) € R7Y(Fy) N
((Njes #laj)) x W) lo que implica que R7YFy) N ((Njesplaz)) x W) # 0.
Teniendo en cuenta que

N elag)* W< | elb)

JjeJ lheL

tenemos que existe l; € L tal que b;, € Fy. De este modo, existen fo € Fj
y f3 € Fj tales que b, > f1 - fo. Dado que fo € F, se tiene que existen
Ji,.-.,Jn € J tales que fo > aj, A---Aaj, y como f3 € Fjexistenqq,...,qm € Q
tales que f3 > cpogy Ao A Cpog,, - Sin pérdida de generalidad podemos asumir
que n = m. Luego,

bl1 > (ajl A /\a’jn) : (Cpolh A /\Cpoqn)'
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Sean a = aj, A---Aaj, ¥ €= Cpyg, N+ ACpyq., - Notemos que dado que ¢ € [J(A)
se tiene que 1 — ¢ = c. De este modo, teniendo en cuenta que b, > a-c y el
Lema 4.1.5 tenemos que

1—=c
a— (a-c)
a—>bll.

INIA

Usando que cp,q € F para cada ¢ € @ deducimos que ¢ € F, por lo que
a — by, € F, lo que implica que F' € M. Por lo tanto, W C M. O

Proposiciéon 4.3.6. Sean A € SR® y U,V € Qa. Luego U~V CU = V.

Demostracion. Sean U,V € @ 4. Luego existen conjuntos {aij}ieLjEJ c O(4)
¥ {bri}rex,er € O(A) tales que

U=J[) ela)

i€l jeJd

V= UJebu).

keK leL

Es consecuencia del Lema 4.3.4 que

U=V=[] ([)ela) = (). (4.1)

i€l,keK jeJ leL

Para probar que U ~» V C U = V, sea F € Fil(A4) y supongamos que F ¢ U =
V. Se sigue de (4.1) que existen i € I y ko € K tales que F' ¢ ([, ; p(aiy;)) =
(Uier #(brot))- Luego, por el Lema 4.3.5 se tiene que para cada ji,...,jn € J
y I € L se cumple que (@i, A+ Aaigj,) = b ¢ F.

Definimos G como el filtro generado por {a;,;}jes v H = F — G. En parti-
cular, G € Uy F — G C H. Ahora veremos que H ¢ V. Para probarlo notemos
que basta mostrar que para cada | € L, by, ¢ H. Sea |l € L y supongamos que
br,i € H. De este modo, existen f € F'y g € G tales que f < g — by, Mas
aun, existen ji,...,J, € J tales que g > a;y5, A --- A ay,;, - Por lo tanto,

f

< g = bi
< (@iggy N A g, ) = bigl

De este modo, f < (@i, A -+ A Giyj,) = brei- Dado que f € F, se tiene que
(@igjy N+ Aaiyj,) = brg € F, lo cual es una contradiccién. En consecuencia,
broi ¢ H para cada | € L. Luego H ¢ V. De esta manera hemos probado que
(G,H) € T(F)n (U x V¢, por lo que T(F) N (U x V¢) # (. Por lo tanto,
F¢U~V. O

El siguiente teorema se sigue de la Proposicion 4.3.3 y de la Proposicién
4.3.6.

Teorema 4.3.7. Sea A€ SR® y U, Ve Q4. Luego U=V =TU ~ V.
Seria interesante tener una respuesta a la siguiente pregunta:

(Para cada A € SRSy U,V € Fil(A)", se cumple que U=V =TU ~» V?
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Capitulo 5

Algunos aspectos logicos

El objetivo de este capitulo es presentar una légica proposicional algebrizable
cuya semantica algebraica coincida con la variedad de los srs-monoides. También
estudiaremos una expansion de dicha logica cuya seméntica algebraica coincide
con la variedad de los srl-monoides integrales. Las ideas que usaremos en este
capitulo estdn motivadas por algunos de los resultados dados en [9], en donde
se presenta una légica proposicional algebrizable cuya semantica algebraica es
la variedad de los {A,—, 1}—subreductos de los reticulos subresiduados y una
légica proposicional algebrizable cuyas seméntica algebraica es la variedad de
los reticulos subresiduados.

5.1. Preliminares

En esta tesis consideraremos sélo légicas proposicionales estilo Hilbert. In-
dicaremos con las letras x, y, z a las variables, con las letras griegas «, 3,9,7,y
a las formulas y I' al conjunto de férmulas. Lo mencionado en esta seccién se
encuentra desarrollado en detalle en el Capitulo 2 de [26].

Dados un lenguaje L y un conjunto infinito numerable V' tal que VN L = {)
y ninguno de los objetos en V U L es una secuencia finita de otros objetos en
el mismo conjunto, llamamos a los miembros de V' variables proposicionales.
Considerando el conjunto de secuencias finitas de elementos de V' UL, damos la
siguiente definicién recursiva:

Definiciéon 5.1.1. Definimos el conjunto de férmulas, al que indicamos con
F'm, como el conjunto que verifica las siguientes condiciones:

(a) V C Fm,

(b) Ly C Fm, con Ly = {\ € L : aridad(\) = 0},

(¢) Aay...c, € Fm, para cada A € L'y «; € Fm, con aridad()\) =n > 1.
(d) Fm estd totalmente determinada por (a), (b) y (c).

A continuacién daremos la definicién de consecuencia sintdctica.
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Definicién 5.1.2. Sean £ una légica en el lenguaje L y I' un subconjunto de
férmulas. Una sucesién de férmulas o, ..., «, es una deduccion de T' si para
cada i se cumple que «; es un axioma, o; € I' 0 a; se deduce de miembros
anteriores de la sucesién aplicando las reglas de deduccién. El ultimo miembro
a de una sucesién que es una deduccién de I' se llama consecuencia sintdctica
de T'. La notacién que usaremos para indicar que « es consecuencia sintactica
de I" es I' F; « (si no hay ambigiiedad escribiremos I' F o). SiT' = {f1,..., Bk}
entonces escribiremos F (1, ..., B en lugar de I' F «. Una sucesion de férmulas
ai,...,0, es una demostracion si es una deduccién de @. El dltimo miembro
a de una sucesiéon que es una demostracion se llama teorema. La notacién que
usaremos para indicar que « es un teorema es b5 « (si no hay ambigiiedad
escribiremos F ).

Sea £ una ldgica en el lenguaje L y T' un subconjunto de férmulas. La
notacién utilizada para realizar una deduccion a partir de I' serd la misma que
se utiliza en [28].

Las logicas que presentamos en este capitulo son llamadas implicativas. Estas
légicas fueron presentadas y estudiadas por Rasiowa [34].

Definicién 5.1.3. Sea L un lenguaje algebraico que tiene a — como operacion
binaria. Una légica £ en el lenguaje L es implicativa si satisface las siguientes
condiciones:

(IL1) bz 2 — z,
(IL2) z - y,y = z kg @ — 2,

(IL?)) T1 =7 Y1y 3T — Yn
Y1 = X153 Yn 7 Ty

} Fe Az1..2p — Ay1...yn, para cada A € L de
aridad(\) =n con n > 1,
(IL4) z,x = yFr v,
(IL5) x bz y — .
Si Ay B son dos algebras del mismo tipo, denotaremos por Hom(A, B) al
conjunto de homomorfismos de A en B.

La siguiente definicién es la Definicién 2.5 del Capitulo 2 de [26].

Definicion 5.1.4. Sea £ una légica implicativa en el lenguaje L. Una £-algebra
es un algebra A del tipo de similaridad L que admite un elemento 1 que satisface
las siguientes propiedades:

(i) ParatodoTU{¢} C Fmycadah € Hom(Fm,A),siT' F; oy h(I') C {1}
entonces h(p) = 1.
(ii) Para todo z,y € A, six > y=1y y — = =1 entonces x = y.

Indicaremos con Alg}. a la clase de las L-dlgebras.

Sea K una clase de algebras de tipo F. Si p y ¢ son términos de tipo F sobre
un conjunto dado, escribiremos K = p &~ ¢ para indicar que la clase K satisface
la identidad p =~ q.

El siguiente resultado es el Lema 2.6 de [26].
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Lema 5.1.5. Sea £ una légica implicativa. Luego se satisfacen las siguientes
condiciones:

1. Sitg ¢ y A € Alg}, entonces h(y) =1 para cada h € Hom(Fm, A).
2. Sitg @yt , entonces Algy E o = 1.

3. Algy F o=~z — 2 para cada ¢ € F'm tal que b .

4. Algi, Fx -z =y —y para cada x,y € V.

El siguiente resultado es consecuencia de la Proposicién 2.7 de [26].

Proposiciéon 5.1.6. Para cada logica implicativa £ que es finitaria, la clase
Algy, es una cuasivariedad, y puede ser presentada por las ecuaciones y cuasi-
ecuaciones que resultan de aplicar la transformacion ¢ — o ~ T a los axiomas
y reglas de cada presentacion de L estilo Hilbert.

A continuacién enunciamos un resultado importante para este capitulo, que
es el Teorema de Completitud. Este resultado es el Teorema 2.9 de [26].

Teorema 5.1.7. Si £ una ldgica implicativa entonces L es completa con res-
pecto a la clase Alg} en el siguiente sentido: Para todo T'U{¢} C Fm,

T'F; ¢ siy sdlo si h(I') C {1} implica que h(p) =1
para todo h € Hom(Fm,A)y A € Alg}..

A continuacién definimos una clase de dlgebras que comparte propiedades
con las L-algebras.

La siguiente definicién es la Definicién 2.13 de [26].

Definicién 5.1.8. Un dlgebra implicativa es un dlgebra A = (A4, —, 1) de tipo
(2,0) que satisface las siguientes cuasi-ecuaciones:

(IA1) y =y =1,

(IA2) z > y=y — z =1 implica que x = z = 1,
(IA3) z — 1 =1,

(IA4) x - y =y — x = 1 implica que = = y.

La siguiente proposicién contiene una propiedad bésica de las algebras im-
plicativas. Este resultado es la Proposicién 2.14 de [26].

Proposicién 5.1.9. Un dlgebra A = (A, —) de tipo (2) es un dlgebra implica-
tiva si y solo si admite ultimo elemento 1 tal que la relacion definida como

a<bsiysolosia—b=1
para cada a,b € A es una relacion de orden en A y 1 es el mdzimo.

El resultado que se muestra a continuacién corresponde a la Proposicion 2.15
de [26].
Proposicién 5.1.10. Si £ es una [6gica implicativa, entonces toda dlgebra de
Algy, es un dlgebra implicativa.

El objetivo de este capitulo es proponer una légica proposicional algebrizable
cuya seméantica algebraica es la variedad de los srs-monoides. Ademads presenta-
remos una expansion de esta légica que admite como seméntica algebraica a la
variedad de los srl-monoides integrales.
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5.2. La légica £

Comenzaremos introduciendo un sistema estilo Hilbert £ en el lenguaje L =

{Nn =}
Axiomas:

(= p) =

(6—=0) = (a—=p

l
)
1
=

= ((0—=p)—
(0= a)n (0= B) =
(a-B) = (8- a),
(@ = p) = ((a-6) = (6-9)),
((a-B)-0) = (a-(B-9)),
a-f) = a,

(a-(a—p) =B,

08 = (a = (a-0p)),

P;) (Oa-0p8) —» 00« -08)).

—~

donde Do := (o = a) — .

Reglas:

a, a—

B

(MP)

o
8 — «

(T)

Ahora veremos para que cada férmula « en el lenguaje L, @ — « es un

teorema de L.

Lema 5.2.1. Sea o una formula en el lenguaje L. Luego - o — .

Demostracion. Consideremos la férmula F'(«), la cual se define como

Fla):=(a—a) = (0 = a) = (a = a)).

A continuacién veremos que o — a.

1. F(o)

OF(a)

OF(a) = (a = (a-OF(a)))
a— (a-OF ()
(o -OF(a)) = «
(0 = (a-OF ()
((a-OF()) = a) = (@ = «a)
a—

P NG
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por (A1)

por 1.y (T)

por (Ps)

por 2., 3.y (MP)
por (Py)

) = (- OF () = @) = (@ = a))  por (A1)

por 4., 6. y (MP)
por 5., 7.y (MP).



La siguiente regla es consecuencia de (A1) y (MP):

a— B, B—=96

a— 0 (SH)

Proposicién 5.2.2. Sean a, 8, v y n formulas en el lenguaje L. Luego se
satisfacen las siguientes condiciones:
1) B—=ak(a—=48) = (8—90),

3) {B—=a,6=ntk(a—0)—(B—n),

)

2) a—=pBE(—=a)— (6 = 08),

)

) {a—=p,6—=a, d=>n n=0tE (a—6) = (B—=n).

Demostracion. La condicién 1) se sigue de (A;) y (MP), y la condicién 2) es
consecuencia de (Az) y (MP).

A continuacién veremos que se satisface la condicién 3):

1. 8=« por hipétesis
2. d—n por hipdtesis
3. (a—6)— (B—4) porl. aplicando 1) de esta proposicién.
4. (B—40)— (B—mn) por 2. aplicando 2) de esta proposicidn.
5. (a—96)—= (f—n) por3., 4y (SH).
La condicién 4) es consecuencia de la condicién 3). O

Nuestro préximo objetivo es mostrar que se satisface la siguiente condicion:
{a=8,6—=a,6 5>n,n—0}E (and) = (BAN).
Comenzaremos probando el siguiente lema.

Lema 5.2.3. Sean « y B formulas en L. Luego se satisfacen las siguientes
condiciones:

1) {o, 8} Fanp,
2) F(aApB) = (BA«).
Demostracion.

1) Consideremos v y 8. A continuacién se muestra una prueba de a A 8 a partir

de {a, 8}.

1. a—>a«a por Lema 5.2.1

2. (a—=a)— (a—=p) = (a—=(anp))) por (I3)

3. (a—=p)=(a—=(aAp)) por 1., 2. y (MP)
4. B por hipétesis

5. a—p por 4. y (T)

6. a— (aAp) por 3., 5.y (MP)
7. « por hipétesis

8. aAp por 6., 7. y (MP).
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2) A continuacién se muestra una prueba de (a A 5) = (8 A «):

1. (anp) =« por (1)
2. (anB)—=8 por (I2)
3. ((anp)=B)AN((anp) = a) por 1., 2. y 1) de este lema
4 (((anp) = B)A((aAp) = a))) = ((aAB) = (BAa))  por (14)
5 (aApB)—= (BAa) por 3., 4. y (MP).
O
Denotaremos como (Inf) a la regla probada en el {tem 1) del Lema 5.2.3. Es

decir,

a, B
alpB

(Inf)

Proposiciéon 5.2.4. Sean o, B, § y n formulas en L. Luego se satisfacen las
stguientes condiciones:

1) a—=BE(any) = (BA7),
2) {a=B,0 = ntE(and) = (BAn),
3) {a—=pB,6—a,0d >n,n—= 0} (and) — (BAN).

Demostracion. Comenzaremos probando la condicién 1):

1. a—=p por hipétesis

2. (aNd) =« por (1)

3. (aNnd)—p por 1., 2.y (SH)
4. (aNnd) =6 por (I3)

5 ((@nd) = B A((and) —9) por 3., 4. y (Inf)
6. (@A) = B)A (@A) —5) = ((ansd) = (BA8) por (L)

8. (aAd) = (BAD) por 5., 6. y (MP).

Ahora mostraremos la condicién 2) como sigue:

1. a=p por hipétesis
2. d—n por hipdtesis
3. (aAd)—=(BAJd) porl.yl) de esta proposicién
4. (BAS) = (6AB) por 2) del Lema 5.2.3
5. (6AB)—= (nAB) por 2.y 1) de esta proposicién
6. (nAB)— (BAn) por2)del Lema 5.2.3
7. (aNd)— (APB) por3., 4y (SH)
8 (AB)—=(BAn) porb., 6.y (SH)
9. (aANd)—=(BAn) porT.,8. y (SH).
Finalmente, la condicién 3) se sigue de la condicién 2). O

Ahora veremos que se satisface la siguiente condicién:
fa=B,8—= a6 2nn—0}F(a-0) = (B-n).

Proposicién 5.2.5. Sean o, 8, § y n formulas en L. Luego se satisfacen las
siguientes condiciones:

) a—=pgk(a-0)—=(8-9),
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3) {a=8, B—a, d—=n n—dtk(a-0) = (8:n).
Demostracion. La condicién 1) es consecuencia de (P2) v (SH).

Ahora probaremos la condicién 2) como sigue:

1. a—p por hipétesis
2. d—n por hipétesis
3. (a-0)—=(B-6) porl. y1l)de esta proposicién
L (B85 por (P)
5 (0-8)—(n-B) por2. y1)de esta proposicién
6. (n-B)—(B-m) por ()
7. (a-0)—=(0-8) por3., 4y (SH)
S. (5:8)—(8-m) por5. 6.y (SH)
9. (a-0)—(B-n) porT.,8 y (SH).
La condicién 3) se sigue de la condicién 2). O

El siguiente resultado se sigue de la definiciéon de légica implicativa, Lema
5.2.1, el hecho de que en la 16gica £ se satisface la regla (SH), y las proposiciones
5.2.2, 5.2.4 y 5.2.5 respectivamente.

Proposicion 5.2.6. La légica L es implicativa.

Recordemos que Alg*L es la clase de las L-dlgebras. Es consecuencia del
Lema 5.1.5 que el término z — z es una constante en la clase Alg* £, y la misma
coincide con el valor de las valuaciones instanciadas en cualquier teorema de £.
Definiremos T como una abreviaciéon de x — x para una variable arbitraria x.
M4s an, se sigue de la Proposicién 5.2.6 y la Proposicién 5.1.6 que Alg* L, es
una cuasivariedad en el lenguaje de L, y puede ser presentada por las ecuaciones
y cuasi-ecuaciones que resultan de aplicar la transformacién ¢ — ¢ ~ T a los
axiomas y reglas de la légica L.

Teorema 5.2.7 (Teorema de Completitud). La ldgica £ es completa con res-
pecto a Alg* L. Es decir: para cada T'U{a} C Fm, T't « si y sélo si para cada
A€ Alg"L y cada h € Hom(Fm, A), h(T') C {1} implica h(a) = 1.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 5.2.6 y el Teorema 5.1.7. O

Notemos que es consecuencia de la Proposicién 5.1.10 que el {— }-reducto
de toda algebra A de Alg*L es un algebra implicativa, por lo que se sigue de
la Proposicién 5.1.9 que para cada A € Alg*L existe 1 € A tal que la relacién
binaria < dada por

a<bsiysélosia —b=1, (5.1)

es una relacién de orden y 1 es el elemento méximo (notemos que este elemento
coincide con el elemento también denotado 1, dado por la definicién de L-alge-
bra). Dado que a — a = 1 se verifica en cada dlgebra de Alg*L luego la clase
Alg*L y la clase cuyos miembros son dlgebras (A4,1) con A € Alg*L son equi-

valentes por términos. A continuacién incluiremos el elemento 1 en la signatura
de las 4lgebas de Alg™ L.

La cuasivariedad Alg*L estd caracterizada por las dlgebras (A4, A, -, —,1) de
tipo (2,2,2,0) que satisfacen las siguientes cuasi-ecuaciones:
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(A1) a—b< (b—c) = (a— o),
(A2) b=c<(a—b) = (a—0),

(I;) and<a,

(I) aAb<b,

(Is) c = a < (c—b) = (c— (a b)),
(Iy)) (ce=a)A(c—=b)<c— (aNb),
(P) a-b<b-a,

(Po) a=b<(a-c) = (b-c),

(P3) (a-b)-c<a-(b-c),

(Py) a-b<a,

(P5) a-(a—b)<b,

(Fs) D(b) < a— (a-0(0)),

(Py) D(a) - O(b) < O(O(a) - O)),
(MP) si 1 — a =1 entonces a = 1,
(T) a—1=1.

donde para cada a € A el elemento (a) se define como O(a) :=1 —ay < es
la relacién de orden considerada en (5.1).

Sea A € Alg"L. Dado que 1 — 1 =1, se tiene de (I3) que 1 <1 — (1 —
(I1A1)), donde < es la relacién de orden definida en (5.1). Sin embargo 1 es el
ultimo elemento con respecto a <, por lo que 1 =1 — (1 — (1 A 1)). Por ende,
aplicando (MP) tenemos que

1AN1=1.

De este modo, se sigue de (I1), (I2) e (I4) que la operacién binaria A es el infimo
con respecto a la relacién de orden definida en (5.1). En efecto, sean a,b € A.
Por (I1) e (I3) se tiene a Ab < ayaAb<b Luego a Ab es cota inferior del
conjunto {a,b}. Seace€ Atalquec<ayc<bie,c—a=1lyc—b=1
Por (I4) y la igualdad 1 A1 = 1 tenemos que 1 < ¢ — (a A b), con lo cual
1=c— (aAb). Es decir, ¢ < aAb. Por lo tanto, existe el infimo de {a,b} y el
mismo coincide con a A b.

Proposicién 5.2.8. Alg"L = SRs.

Demostracién. Un célculo directo muestra que SR® es una subvariedad de Alg* L.
Reciprocamente, sea A € Alg* L. En particular, (A4, A, 1) es un semi-reticulo aco-
tado. La conmutatividad de - se sigue de (P;). La asociatividad de - se sigue
de un célculo directo basado en (P3) y la conmutatividad de -. En efecto, sean
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a,b,c € A. Se sigue de (Ps) que (a-b)-c < a-(b-c). Por otro lado, usando (Ps)
y la conmutatividad de - tenemos que

con lo cual

a-(b-c)=(a-b)-c.

Ahora veremos que 1 es el elemento neutro con respecto a -. Sea a € A. Se
sigue de (P4) que a-1 < a'y es consecuencia de (Ps) que O(1) < a — (a-0(1)).
Dado que 0(1) = 1 se tiene que 1 = a — (a- 1), i.e,, a < a- 1. Por lo tanto,
a-1 = a. De esta manera hemos probado que (A4, -, 1) es un monoide conmutativo.
La monotonfa de - es consecuencia directa de (P). Resulta inmediato que A
satisface 1) del Teorema 4.1.3. Ademds, 3) y 6) del Teorema 4.1.3 son (Ps) y
(Ps) respectivamente. Mds aun, (Ps) implica que O(0(a) - O(b)) < O(a) - O(b),
por lo que se sigue de (P7) que O(0O(a) - O(b)) = O(a) - O(b), que es 5) del
Teorema 4.1.3.

Ahora probaremos que A satisface 4) del Teorema 4.1.3. Se sigue de (1) que
basta mostrar que

c— (aAd) < (c—a)A(c—Db).

La desigualdad previa se satisface si y s6lo si ¢ = (aAb) < ¢ — ayc— (aAb) <
¢ — b. Para probar que ¢ — (a A b) < ¢ — b, notemos que es consecuencia de

(A1) que
c— (anbd) < ((aAb) = b) = (c—b).
Sin embargo (a Ab) — b =1y por (Ps) tenemos que 1 — (¢ = b) < ¢ — b.
Luego,
c— (anb) <c—b.

Similarmente, se puede probar que ¢ — (a A b) < ¢ — a. Luego, se satisface la
condicién 4) del Teorema 4.1.3.

Finalmente, mostraremos que se satisface la condicién 2) del Teorema 4.1.3,

i.e., que se cumple que a — b < ¢ — (a — b). Notemos que la siguiente condicién
que serd denotada por (C) es consecuencia inmediata de (4s) y (Ps):

Para cada a,b,c € A, si a < b entonces b — c<a — c.

En efecto, supongamos que a < b. Luegoa - b=1y

b—=c<(a—b)—(a—rc)
=1—=(a—c)
=1-(1—=(a—0)
<a—c,

conlocual b - c<a—ec
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Consideremos a,b,c € A. Para probar la desigualdad a« — b < ¢ — (a — b),
notemos que es consecuencia de (C) que

l1=(a—=b) <c—(a—D). (5.2)
Ademads, se sigue de la igualdad b — b =1y de (4;1) que
a—=b<(b—=b)—(a—b)=1—=(a—0D). (5.3)

De este modo, es consecuencia de (5.2) y (5.3) que a — b < ¢ — (a — b), que
era nuestro objetivo. Por lo tanto, Alg*L C SR®. O

El siguiente resultado es consecuencia del Teorema 5.2.7 y de la Proposicién
5.2.8.

Corolario 5.2.9. La l6gica £ es completa con respecto a SR®.

5.3. La logica £V

Sea LY la 1dgica en el lenguaje LV = L U {V} que satisface los axiomas y
reglas de £, con los siguientes axiomas adicionales:

En esta seccién final probaremos que £V es completa con respecto a iSR.
Nuestro proximo objetivo es mostrar que se satisface la siguiente condicién
para cada férmula «, 3, v y i en el lenguaje LV:

fa=88=ay—=nn—=7tF(aVvy) = (BVn).
Lema 5.3.1. Sean o y 8 férmulas en el lenguaje LY. Luego - (aV ) — (BVa).

Demostracion. Sean oy 8 férmulas en el lenguaje LY. A continuacién se muestra
una prueba de (aV 8) = (BV a):

1. a=(BVa) por (S2)
2. B—=(BVa) por (S1)
3. (a—=BVa)A(B—=(BVa) por 1., 2. y (Inf)
4 (= (BVa)A (B = (BVa))) = (aVp) = (BVa)) por(Ss)
5. (aVvp)—=(BVa) por 3., 4.y (MP)

Proposicién 5.3.2. Sean «, 3, 6, v y n férmulas de LY. Luego se satifacen las
siguientes condiciones:

1) a—= BF(aVd) — (BVI),
2) {a = B,y =}k (aVvy) = (BVn),
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3) {a=B,8—=a,y=nn—=9}F(aVy) = (BVn).

Demostracion. Primero mostraremos que se satisface 1) como sigue:

1.

S G w2

~

Ahora probaremos la condicién 2).

—_

La condicién

© 0N OUE W

a—f

B—(BV9)
a— (BV9I)
0 — (BV9)

(@= (BV) A = (BV9))
(= (BVO) A= (BVI))) = ((aVi) = (BVI))

(V) = (BVI)

w

por hipétesis

por hipétesis

de 1. y 1) de esta proposicién
por el Lema 5.3.1

de 2. y 1) de esta proposicién
por el Lema 5.3.1

por 3., 4. y (SH)

por 5., 6. y (SH)

por 7., 8.y (SH).

) es consecuencia de la condicién 2).

por hipétesis

por (S1)

de 1., 2. y (SH)
por (52)

de 3., 4. y (Inf)
por (S3)

por 5., 6. y (MP).

O

Fl siguiente resultado es consecuencia de la Proposicion 5.2.6 y de la Propo-
sicion 5.3.2.

Proposicién 5.3.3. La légica LV es implicativa.

Sea Alg*LV la clase de L£Y-algebras asociadas a la légica implicativa £V,
donde se incluye la constante 1 en el lenguaje de las algebras. Notemos que un
algebra (A, A, V, -, —, 1) de tipo (2,2,2,2,0) estden Alg" LY siy sélosi (A, A, -, —
,1) € Alg™L y se satisfacen las siguientes condiciones para cada a,b,c € A:

(Sl) CLSa\/b,

(SQ) b<aVvh,

(S5) (a—=c)A(b—=c)<(aVd) —c¢,

(S4) ¢-(aVvd)<(c-a)V(c-b).

Sea A € Alg*LY. Notemos que es consecuencia de (S7), (S2) y (S3) que la

operacion binaria V es el supremo con respecto al orden <.

Lema 5.3.4. Sea A € Alg*LV. Luego para cada a,b,c € A se satisfacen las
stguientes condiciones:

1) (avd) wc=(a—=c)A(b—c),

2) ¢c-(aVb)=(c-a)V(c-b).



Demostracion. Para probar 1), notemos que como consecuencia de (S3) basta
probar que (aVb) - ¢c < (a =+ c)A(b — ¢),ie, (aVd) - c<a—=cy
(avb) > c<b—c Dadoquel =a— (aVb),por (A1) 1 =a — (aVd) <
((avd) = ¢) = (a = ¢), por lo que (aVb) = ¢ < a— c. Andlogamente se
puede probar que (a V b) — ¢ < b — ¢. Finalmente mostraremos 2). Notemos
que por (Sy) es suficiente probar que (¢-a) V (¢-b) < ¢-(aVb), que se sigue de
la monotonia de la operacion -. O

Un célculo directo basado en el Lema 5.3.4 y en la Proposicién 5.2.8 muestra
que Alg*LY = iSR. Por lo tanto, el siguiente resultado es consecuencia de la
Proposicion 5.3.3 y del Teorema 5.1.7.

Corolario 5.3.5 (Teorema de Completitud). La ldgica £V es completa con
respecto a iSR.
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Capitulo 6

Trabajo futuro y
conclusiones

Este capitulo final se divide en dos partes. En primer lugar introduciremos
la clase de los monoides subresiduados, la cual serd denotada por MS. Luego
mostraremos que MS es una cuasivariedad y daremos una descripcion de las
congruencias relativas de cada miembro de la misma. Dejaremos como proble-
ma abierto la siguiente pregunta, la cual constituye la motivacién para haber
definido a los monoides subresiduados:

[ Resulta ser MS la cuasivariedad de los {—, -, 1}—subreductos de la variedad
de los srl-monoides integrales?

La respuesta a esta pregunta se pretende abordar en el futuro!. En segundo
lugar, presentaremos las conclusiones obtenidas en la presente tesis.

6.1. Sobre los monoides subresiduados

Vamos a comenzar esta seccién con la siguiente definicion.

Definicién 6.1.1. Un monoide implicativo es un &lgebra (A,-,—,1) de tipo
(2,2,0) tal que satisface las siguientes condiciones para cada a, b, c € A:

1) (A,+,1) es un monoide conmutativo.
2) a—a=1
3) Sia—+b=1yb— a=1 entonces a = b.
4) ((a—=b)-(b—c) = (a—c)=1

5 a—1=1.
Notar que la relacién < dada por

a<bsiysdlosi a—>b=1 (6.1)

es una relacién de orden con ultimo elemento 1.

1Otro problema que también se pretende estudiar en el futuro es tratar de caracterizar a
los subreductos implicativos de los srl-monoides integrales.
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Si (A4, -, —, 1) es un monoide implicativo, entonces cuando escribamos < nos
vamos a referir al orden dado en (6.1).

La siguiente definicién esta inspirada en la definicién de srl-monoide integral.

Definicién 6.1.2. Un monoide subresiduado (s-monoide para abreviar) es un
par (A, Q) donde A = (A, <,-, 1) es una estructura tal que satisface las siguien-
tes condiciones:

1) (4,<,1) es un poset con tultimo elemento 1.

2) (4,-,1) es un monoide conmutativo.

4) @ es un subconjunto de A cerrado por -y 1.

)
)
3) La operacién - es mondtona con respecto a <.
)
5) Para cada a,b € A existe el méximo del conjunto {q € Q : a - ¢ < b}.

Sean (A, Q) un s-monoide y a,b € A. Vamos a denotar como a — b al
méximo del conjunto {¢ € @ : a-g < b}. Los s-monoides pueden ser considerados
como &lgebras (A, -, —, 1) de tipo (2,2,0). Més atin, si (A, Q) es un s-monoide
entonces

Q={acA:1—wa=a}={l—a:a€ A}

Si no existe ambigiiedad vamos a escribir (4, Q) en lugar de (A, Q).

La prueba del siguiente lema es andloga a la prueba de 3) correspondiente
al Teorema 2.1.7, y como las pruebas de 3) y 4) correspondientes al Lema 2.1.9.

Lema 6.1.3. Sean A un s-monoide y a,b € A. Luego se satisfacen las siguientes
condiciones:

a) a —a=1,

b) a-(a—b) <b,

c) a<bsiysilosia—b=1.

En la siguiente proposiciéon vamos caracterizar a los s-monoides.

Proposicién 6.1.4. Sea (A,-,—,1) un dlgebra de tipo (2,2,0). Luego (A, Q)
es un s-monoide si y solo si se satisfacen las siguientes condiciones para cada

a,byce A:

1=-b<a—(a-(1—=0)).

)
) L
)

d) a=b<c— (a—b).
)
) Sia <bentonces c —a<c— b
)

1=a)-1-2b=1—=((1—a) (1—=0).
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Demostracion. Supongamos que A es un s-monoide. Las condiciones 1),2),3) y
5) de la Definicién 6.1.1 son consecuencia directa del Lema 6.1.3, y la condi-
cién 4) se prueba de forma andloga a la demostracién de 2) del Lema 2.1.9.
Luego, (4,-,—,1) es un monoide implicativo. El inciso b) es consecuencia de
la definicién de s-monoide, ¢) es consecuencia del Lema 6.1.3 y el inciso d) se
prueba de forma similar a la demostracién de 2) del Teorema 2.1.7. El inciso
e) se demuestra de forma andloga a la dada para probar 7) del Lema 2.1.9 y el
inciso g) es inmediato. Para probar el inciso f), sean a,b,c € A y a < b. Como
c-(c—a)<a<byc— a€Q concluimos que ¢ — a < ¢ — b. Luego se
satisface la condicién f).

Reciprocamente, supongamos que se satisfacen a)...g). Sea @ = {a € A :
a =1 — a}. El hecho de que (A, Q) es un s-monoide se prueba de manera
similar a como se probé la reciproca del Teorema 2.1.7. O

Sean (A,Q) un s-monoide y a € A. Definimos como O(a) :=1 — ay
O(A4) :={0(a) : a € A}. Notar que 0(4) = Q.

Corolario 6.1.5. La clase MS forma una cuasivariedad.

Como hemos mencionado al inicio de este capitulo, seria interesante saber si
la cuasivariedad MS es una variedad.

Sea A € MS. Una congruencia 6 de A se dice congruencia relativa de A si
A/0 € MS. Denotaremos como Conms(A) al conjunto de congruencias relativas
de A. La definicién de O-filtro y la notacién OFil(A) son las mismas que se dieron
en la Definicién 2.2.7 pero cambiando iSR por MS. Nuestro siguiente objetivo
es probar que existe un isomorfismo de orden entre Conys(A4) y OFil(A).

Sean A € MS y F' € OFil(A). Definimos 65 como en el Capitulo 2. En este
nuevo contexto siguen valiendo las igualdades obtenidas en el Lema 2.2.4.

Lema 6.1.6. Sea A € MS. Si 0 € Conms(A), entonces 1/6 € OFil(A).

Demostracion. Sea 6 € Conys(A). Por la reflexividad de 6 se tiene que 1 € 1/6.
El hecho de que 1/6 es cerrado por - y por O es consecuencia de que 6 es una
congruencia, y el hecho de que 1-1 =1y 1 — 1 = 1. Veamos que 1/6 es
creciente. Sean a,b € A talesquea <bya € 1/6. Luego,a - b=1y (a,1) € 6.
Luego a/0 =1/0 y a/0 — b/0 =1/6. Més ain,

1/6 = (1/6).(1/6) = (a/6).(a/0 — b/6) < b/6,

donde < es la relacién de orden asociada al s-monoide A/f. Dado que 6 es
una congruencia relativa, A/6 es un s-monoide, por lo que 1/0 = b/ y de esta
manera b € 1/6. De esta manera tenemos que 1/6 es creciente. Por lo tanto,
1/6 € OFil(A). O

Lema 6.1.7. Sean A € MS y F € OFil(A). Luego 0 € Conus(A) y 1/0p = F.

Demostracion. Sea F € OFil(A). El hecho de que 8 es una relacién de equi-
valencia se prueba como se hizo en la demostraciéon del Lema 2.2.5. A conti-
nuacién veremos que fp es una congruencia. Sean (a,b),(c,d) € 0, es decir,
a—bb—a,c—d,d—ceF. Notemosquec-a-(a—0b) (¢c—d)<b-d, con
lo cual

(a—=b)-(c—=d)<(a-c)— (b-d).
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Usando que F' es creciente tenemos que (a-c¢) — (b-d) € F. De una forma
similar se puede probar que (b-d) — (a-c) € F. Por lo tanto, (a-¢,b-d) € F'y
Or preserva -.

Ahora veamos que 0 preserva — . Dado que

(a=b)-b=>d)-(d—=c)<a—c

tenemos que
(a—=b)-(d=c)<(b—=d)— (a— ).

Teniendo en cuenta que F es creciente concluimos que (b — d) — (a — ¢) € F.
De una forma similar se puede probar que (a — ¢) — (b — d) € F. Por lo tanto,
(a = ¢,b — d) € F. Es decir, 0 preserva — . De esta manera hemos probado
que @ es una congruencia.

Resulta inmediato que 1/0p = F'. En efecto, a € 1/0p si y sélo si O(a) € F
siy sélo si a € F (dado que F € OFil(4) y O(a) < a).

Finalmente, veamos que A/f0r € MS. Sean a,b € A.

En primer lugar supongamos que

(a/8r) — (b/0p) = 1/0p = F

y
(b/gp) — (CL/GF) = ]-/QF =F.

Luegoa -be Fyb—acF, con lo cual
a/0p =b/0p.
En segundo lugar, supongamos que
a/0r < b/0p,
es decir,a - b€ F. Como a-c-(a —b) <b-c, tenemos que
a—=b<(a-c)— (b-c).
Dado que a — b € F, concluimos que (a-c¢) — (b-¢) € F, es decir
(a/0r) - (c/0r) < (b/0F) - (c/0F).
En tercer lugar, supongamos que
a/0p <b/0p,
es decir, a — b € F. Como
a—b<(c—a)—=(c—D)
y a = b€ F se tiene que (¢ — a) = (¢ = b) € F con lo cual
(¢/0r) = (a/0F) < (c/0F) — (b/0F).
Por lo tanto, A/0F € MS. O
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Lema 6.1.8. Sean A € MS y 0,4 € Conms(A). Luego 8 C ¢ si y sélo si
1/6 C 1/4.

Demostracion. Supongamos que 6 C ¢ y sea a € 1/6. Luego (a,1) € 6 C 1,
por lo que (a,1) € 9, i.e., a € 1/1. Por lo tanto, 1/60 C 1/1. Reciprocamente,
supongamos que (a,b) € 6. Usando que € es una congruencia, (a — b,1) € 6 y
(b—a,1) €. Més atin, a - b,b - a € 1/0 C1/¢. Por lo tanto (¢ — b,1) € ¢
y (b — a,1) € 3. Dado que A/ es un s-monoide, se tiene que (a/1¥) — (b/y)) =
/¢y (b/v) = (a/vp) = 1/4, por lo cual a/1p = b/1). De este modo, (a,b) € 9.
Por lo tanto, 8 C . O

La siguiente proposicién es consecuencia de los resultados presentados ante-
riormente en esta seccién.

Proposicién 6.1.9. Sea A € MS. Las asignaciones 6 — 1/0 y F' — 0 definen
un isomorfismo de orden entre Conms(A) y OFil(A).

6.2. Conclusiones

La clase de los srl-monoides surge como una generalizacién natural de las
variedades de los reticulos subresiduados y de los reticulos residuados conmutati-
vos respectivamente. A continuacién expondremos una sintesis de los resultados
obtenidos en esta tesis.

= En el Capitulo 2 introducimos y estudiamos la clase de los srl-monoides.
En particular, probamos que dicha clase es una variedad. Motivados por
la descripcién de las congruencias dada para el caso de reticulos residua-
dos conmutativos, en el presente capitulo presentamos una caracterizacién
para las congruencias de los srl-monoides en términos de lo que denomi-
namos subdlgebras fuertemente convexas. La caracterizacién mencionada
fue una herramienta de gran utilidad para estudiar congruencias genera-
das por conjuntos arbitrarios, describir algebras simples y subdirectamente
irreducibles respectivamente, y probar que la variedad de los srl-monoides
tiene la propiedad de extensién de congruencias.

= En el Capitulo 3 caracterizamos a las funciones compatibles en el marco de
los srl-monoides y usamos dicha descripciéon para probar que la variedad
de los srl-monoides es localmente afin completa. Motivados por el estudio
de operadores modales mondétonos sobre reticulos residuados conmutativos
con primer elemento [31], en el presente capitulo introducimos y estudia-
mos operadores modales monétonos en el marco de los srl-monoides, los
cuales resultan ser ejemplos de funciones compatibles. En particular, pro-
bamos un teorema similar al teorema del filtro primo pero en el contexto
de srl-monoides integrales con un operador modal mondtono que satisfa-
ce ciertas condiciones. Cuando el operador modal monétono mencionado
previamente es la identidad, la condicién que exigimos que satisfaga nos
permite definir una subvariedad de la variedad de los srl-monoides inte-
grales, cuyos miembros son llamados srl-monoides fuertes. La definicién de
srl-monoide fuerte también estd motivada por la definicién de sr-reticulo
fuerte introducida y estudiada [18]. En particular estudiamos la variedad
de los srl-monoides fuertes y dos de sus subvariedades. Para finalizar este
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capitulo probamos algunos lemas técnicos con la finalidad de dar descrip-
ciones ecuacionales de la variedad de los srl-monoides integrales generada
por la clase de los srl-monoides totalmente ordenados.

En el Capitulo 4 introducimos la clase de los monoides conmutativos semi-
reticulados acotados subresiduados (srs-monoides para abreviar) y proba-
mos que dicha clase es una variedad. Esta variedad contiene propiamente a
la variedad de los semi-reticulos subresiduados (los cuales constituyen los
{A, -, 1}-subreductos de los sr-reticulos, ver [9]) y a la variedad de los semi-
reticulos residuados (los cuales constituyen los {A, -, —, 1}-subreductos de
los reticulos residuados conmutativos integrales). Utilizando ideas de [9]
(en donde se prueba que los semi-reticulos residuados coinciden con los
{A, -, 1}-subreductos de los sr-reticulos) y también ideas de [12] (en donde
se estudian dlgebras con implicacién y fusién asi como también repre-
sentaciones para las mismas), el objetivo principal de este capitulo fue
probar que la variedad de los srs-monoides coincide con la clase de los
{A,+,—,1}—subreductos de los srl-monoides integrales.

Motivados por ideas de [9], en donde se estudian légicas proposicionales
algebrizables cuyas seménticas algebraicas coinciden con las variedades
de los sr-reticulos y de los semi-reticulos subresiduados respectivamente,
en el Capitulo 4 presentamos légicas proposicionales algebrizables cuyas
semanticas algebraicas coinciden con las variedades de los srl-monoides
integrales y de los srs-monoides respectivamente.
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