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Capitulo 1

Introduccion

La nocién de Radio Espectral Conjunto fue introducida cn cl trabajo “A note on the
joint spectral radius” de Gian-Carlo Rota y Gilbert Strang, publicado en el ano 1960 (ver
[22]). Como el mismo Strang explica (ver [4]). la motivacién era puramente tedrica. y de
hecho la publicacién permanecié practicamente desapercibida hasta el ario 1992, fecha en que
Ingrid Daubechies y Jeffrey C. Lagarias publican la serie de articulos [9. 10. 11] . En lineas
generales. Daubechies y Lagarias redescubren el Radio Espectral Conjunto v lo relacionan con
la convergencia de productos infinitos de matrices. asociados a las ecuaciones en diferencias
con dos escalas. Con el correr de los anos han ido surgiendo numerosas aplicaciones a diversas
areas como por ejemplo wavelets. teoria de control. teoria de numeros. codificacion. etc.
Paralelamente. se fueron desarrollando técnicas para aproximar el Radio Espectral Conjunto,
asi como el calculo exacto del mismo en conjuntos particulares de matrices, dado que en
general, es extremadamente dificil de obtener.

En [11], ademas de estudiar ¢l Radio Espectral Conjunto definido por Rota y Strang,
Daubechies y Lagarias definen ¢l Radio Espectral Generalizado. Asi, dado un conjunto cual-
quiera ¥ de matrices cuadradas con coeficientes complejos y considerando a £ como el
conjunto formado por todos los posibles productos de k factores formados por matrices en
¥. v dada una cierta norma || - || se define

= Radio Espectral Generalizado:

p(X) = lil?'lsup Pe(Z)* con pi(T) = sup p(A)

k—oc Aesk
= Radio Espectral Conjunto:
p(X) = limsup pp(Z)V*  con pr(T) = sup

k—oo Aezk

1A

En el trabajo citado los autores demuestran la desigualdad (1.13) y en base a ella pro-
ponen:

s Conjetura para el Radio Espectral Generalizado. Posteriormente denominada
Férmula Generalizada de Gelfand: para conjuntos finitos £ se cumple

p(X) = p(%)



También proponen una segunda conjetura relacionada con propiedades de acotacion para
los conjuntos que convergen en producto, ver (1.12) y Definicién 2.1.1:

s Conjetura de Acotacion. Todos los conjuntos finitos que poseen la propiedad de
convergencia en producto generan un semigrupo multiplicativo acotado.

Estas dos conjeturas fueron demostradas por primera vez por Mare A. Berger y Yang
Wang [2] (1992) utilizando herramientas avanzadas de teorfa de anillos. Posteriormente Lu-
dwig Elsner [14] (1995) publica una nueva demostracién basada en elementos de conjuntos
convexos. También aparceen otras demostraciones: M.-H. Shih, J.-W. Wu y C.-T. Pang [24]
(1997); Jairo Bochi [7] (2003).

En el ano 1995, J. Lagarias y Y. Wang [18] proponen dos nuevas conjeturas relacionadas
con la necesidad de calcular en forma exacta el Radio Espectral Conjunto:

s Conjetura de Finitud. Para cada conjunto finito ¥ de matrices con coeficientes
reales, existe un valor kg para el cual

1/ko
o(T) = A(T) = { sup p(A)} .

AcXko

s Conjetura de Finitud Normada. Dada una norma || - || sobre R**" y un conjunto
finito © de matrices con coeficientes reales tal que para toda A € ¥ se cumple ||4]| <1
y p(X) = 1. entonces existe un valor kg tal que

1/ko
| = 5(T) = (S) = { p p<A>} .
AeXko

En el articulo se prueba la equivalencia entre estas dos nuevas conjeturas: y se presentan
demostraciones para la Conjetura de Finitud Normada para casos especiales de normas.
Sin embargo,posteriormente se publican pruebas/contraejemplos mostrando la invalidez en
general de estas conjeturas: Thierry Bousch y Jean Mairesse [2] (2002); Vincent D. Blondel,
Jacques Theys v Alexander A. Vladimirov [6] (2003). En el contraejemplo propuesto por
Blondel-Theyvs-Vladimirov se prueba que existen infinitos valores de a para los cuales las
siguientes matrices no cumplen la conjetura

11 10
A= (0 1> y A .=a<1 1).

Las conjeturas de finitud estan relacionadas con la necesidad de encontrar procedimientos
efectivos que permitan calcular el Radio Espectral Conjunto; o decidir si un conjunto finito
de matrices tiene Radio Espectral Conjunto menor a 1, dado que asi estaban caracterizados
los conjuntos que convergen en producto. A pesar de la importancia que tiene el Radio
Espectral Conjunto en las distintas arcas de aplicacion. su calculo resulta extremadamente
complejo, incluso para matrices de dimensiéon 2 x 2. Es por esto que gran parte de los
trabajos recientes en el tema se ocupan tanto de estudiar métodos de aproximacién del
Radio Espectral Conjunto como de calcularlo en forma exacta en conjuntos especificos de
matrices [5, 7, 15, 17, 19].



Descripcion del Trabajo de Iniciacion a la Investigacion

El presente trabajo de iniciacién a la investigacion consiste en el desarrollo de los re-
sultados més importantes sobre ¢l Radio Espectral Conjunto. utilizando como principales
referencias los articulos [1. 2. 5, 11, 12, 14. 18]. En los Aspectos Preliminares se presenta un
breve resumen de las definiciones v propiedades del dlgebra lineal y el andlisis matricial ne-
cesarios a lo largo del trabajo: haciendo énfasis en el radio espectral p(A) v concluyendo con
la Proposicién 1.1.4 donde se caracteriza a través de una serie de afirmaciones equivalentes
las matrices con p(A) < 1.

1. Ax - (0 para k — o0 .

2. p(A) < 1.

3. Existe una matriz H > 0 tal que A"HA < H.

4. Existe una matriz H >0y 0 <~ < 1 tal que A*"HA < +?H.
5. Existe una matriz invertible S tal que |S™!AS||s < 1.

6. Existe una norma operador || - ||. tal que ||A]. < 1.

Cuadro 1.1: Equivalencias entre proposiciones relacionadas al radio espectral

En la siguiente seccion del capitulo se define rigurosamente el Radio Espectral Conjunto
y el Radio Espectral Generalizado: dado un conjunto cualquiera & de matrices cuadradas con
coeficientes complejos v considerando a £¥ como el conjunto formado por todos los posibles
productos de k factores formados por matrices en ¥. y dada una cierta norma || - || se define

s Radio Espectral Generalizado:

p(X) = limsup pe(T)*  con pi(T) = sup p(A).

k—oc ATk
» Radio Espectral Conjunto:

AZ) = limsup p(Z)Y*  con pk(Z) = sup ||A4].

k—oc AeZk

Notar que la diferencia en ambas definiciones radica en que p (%) se define con el radio
espectral en el primer caso; y px(2) con la norma elegida previamente. En la misma seccién
se demuestran algunas de sus propiedades, v se incluven algunos ejemplos demostrativos. En
particular se desarrolla la demostraciéon de la desigualdad

or(Z)E < p() < BIE) < Br(B)VE,

e



valida para todo k£ > 1 que es una generalizacién de la desigualdad tradicional conocida para
el radio espectral p(A) < ||A|. El capitulo siguiente esta dedicado a la demostracién de la
Férmula Generalizada de Gelfand. conjeturada inicialmente en [11] para conjuntos finitos de
matrices:

p(X) = plE) para conjuntos ¥ acotados.
La demostracion esta basada en [14] porque se considera, en algin sentido. mas simple que
la publicada por primera vez en [2]. La razdn por la que tal resultado generaliza la férmula

clasica de Gelfand es la siguiente:

s Para una tinica matriz 4 € C":

|Ak||1/k.

lim p(A¥)V* = p(A) = lim
k—oc : k—oc
= Para conjuntos acotados de matrices £ C C**":

1/k 1/k
lim sup { sup p(A)} = p(X) = p(X) = limsup { sup |]A||} )
k k

k—oc A€l X —0C A€XT
En la seccién se incluye una caracterizacion para conjuntos acotados

p(X) = inf supv(A),
veN  Aey

donde Af es el conjunto de todas las normas operador: es decir. aquellas normas sobre C**"
definidas a partir de una norma sobre C". Adcmas. en el capitulo mencionado se prucba que
para conjuntos de matrices en bloque el cdlculo del Radio Espectral Conjunto se reduce al
computo del mismo en los blogues. Estos dos ltimos resultados permiten calcular el Radio
Espectral Conjunto en forma sencilla para el caso de conjuntos de matrices con ciertas
propiedades:

= Para ¥ formado por matrices normales

s Para ¥ formado por matrices de forma triangular superior

p(E) = A(S) = sup p(A)
A€eX

Si bien para la demostracién de la Formula generalizada de Gelfand se utiliz6 como
referencia el articulo de Elsner [14]. el capitulo culmina con los resultados mas importantes
del articulo de Berger-Wang [2]. incluvendo la demostracion de la validez de la Conjetura



de Acotacién. Estos tltimos resultados pueden interpretarse como una generalizacién de los
items 1, 2 v 6 del Cuadro 1.1

El Capitulo 3 esta dedicado completamente al articulo [1], publicado en el afio 1998
por Tsuyoshi Ando y Mau-Hsiang Shih, en el cual se estudian los conjuntos de matrices
contractibles simultaneamente por alguna matriz invertible S. Segin la definicién tradicional,
una matriz A es contractible si existe una matriz invertible S tal que

IS~2AS ]|y < 1 .

Notar que esto es equivalente a que p(A4) < 1. Para conjuntos £ de matrices se define en
forma similar la contractibilidad simultanca si existe una matriz invertible S tal que

sup {||S7'AS|p: A€ S} < 1.

El principal resultado del articulo Ando-Shih relaciona el Radio Espectral Conjunto con
la contractibilidad simultanea; estableciendo que la condicién p(E) € [0,2) garantiza la
contractibilidad simultdanea de los conjuntos acotados ¥ C C"*™. En la demostracién del
teorema se utiliza la Férmula Generalizada de Gelfand y una versiéon matricial. Teorema
3.2.2. del Teorema Elipsoidal de John, publicado originalmente en el ano 1948 [16]. En el
Teorema 3.2.2 se incluye. dado :}; <4 < 1. la construccién de un ejemplo de conjunto finito
¥ con p(Z) = v pero que no es simmultancamente contractible. Los resultados de la Seccidn
3.2 permiten generalizar los puntos 2, 4 y 5 del Cuadro 1.1. En la 1ltima seccién del capitulo
se estudia la relacion entre p(X) = 0 y la triangularizacidn simultanea de las matrices de T.
La condicién p(X) = 0 garantiza que el conjunto X puede triangularizarse simultaneamente
a través de una matriz unitaria U. La contraccién en estos casos puede hacerse tan pequena
como se quiera, en el sentido que dado cualquier ¢ > 0 existe una matriz invertible S tal que

sup {||S7'AS||lp: A€ T} <€

En el Capitulo 4 se aborda el problema del cémputo del Radio Espectral Conjunto.
Contrariamente a su importancia en las aplicaciones, el calculo efectivo del Radio Espectral
Conjunto es sumamente dificil; incluso para conjuntos de matrices de tamano 2 x 2. Podria
decirse que hay dos lineas diferenciadas relacionadas con este problema. Por un lado se buscan
conjuntos de matrices con ciertas caracteristicas que permitan calcular de forma exacta
su Radio Espectral Conjunto. Por otro lado existen numerosos trabajos que tratan sobre
algoritmos que permitan aproximar el Radio Espectral Conjunto e¢n casos mas generales,
buscando estiinar la precision de la estiinacion y/o las tasas de convergencia de los algoritmos.
En las primeras dos secciones del capitulo se desarrolla el articulo de Bernhard Mofner
[19] publicado en el afio 2009 cuyo principal resultado es el Teorema 4.1.5 para matrices
palindrémicas. Un par de matrices L y R se denominan palindrémicas si estan relacionadas
por

01
L=PRP conP:= (1 0).



El Teorema 4.1.5 establece que en estos casos se cumple

p(Z) = p({L, R}) = max{p(L), v/ p(LR)}.

En la ultima seccién se desarrolla el articulo [5] (2004) de Vincent D. Blondel. Yurri
Nesterov y Jacques Theys que introduce una aproximacion para el Radio Espectral Conjunto
mediante normas elipsoidales definidas por

pa(D) = inf sup [|A]|p ,
: P>0A€2

donde el infimo esta tomado sobre todas las matrices P definidas positivas; y || - [|p es la
norma operador asociada a la matriz P a través de la norma definida sobre C":

lz|lp = V/(Pz.2) = Va*Px

Azllp - llzllp = 1} = sup YA LA
AT A = =SsSup — .
F d :c;éIg va*Px

La exactitud de esta aproximacion esta dada por la siguiente desigualdad

Z7#e(Z) < AE) < (T

La demostracién original de [5] esta planteada sélo para conjunto ¥ finitos. Sin embargo. la
demostracion puede generalizarse para conjuntos £ acotados a través de los resultados de
los articulos de Ando-Shih [1] v de Berger-Wang [2] de las secciones anteriores. El calculo
de la aproximacioén p,(X) puede realizarse en forma efectiva mediante los procedimientos de
optimizacion con restricciones. En el Apéndice B se incluyven rutinas elaboradas en Matlab
para un ejemplo clasico: un par de matrices dependientes del parametro a

)

Con estas rutinas se logré reproducir las graficas demostrativas presentadas en [5] donde
puede observarse la exactitud de la aproximacién p,(X).

|Allp = sup {

1.1. Aspectos preliminares

Se notara con M,, = M,,(C) a la C-algebra C™**" de matrices cuadradas de tamano n con
coeficientes complejos. Se usard || A|| para representar la norma asociada a la matriz A € M,,.
En la mayoria de los casos, ||A|| sera la norma operador asociada a una respectiva norma
||z|| sobre C™. Siempre se mantendra esta convencién salvo que explicitamente se indique lo
contrario. Se usaran las notaciones tradicionales para las distintas normas sobre C" o sobre
M,,. En particular se usard la notacién || - ||, para la norma espectral sobre M,:

A

|sp = Norma Espectral = Norma operador asociada a la norma-2
= sup {[|Az|}2 : flz]2 = 1} .




Por tratarse de espacios vectoriales de dimensidn finita todas las normas son equivalentes

entre si. En particular se tiene. para todo x € C”
Izl < flall2 < ' l2|oc - (1.1)

Todas las normas operador son normas matriciales o normas submultiplicativas:
IA.B| < [IA]l.IB]| -

Cualquier otra norma. no necesariamente norma operador, que cumpla con esta desigualdad

se dird también norma matricial.
La norma ||z||3 = (z.z) = "z proviene del producto interno usual sobre C*. En forma

mas general. se definen las normas elipsoidales. tomando cualquier matriz P definida
positiva

|z|lp = v/{Pz,z) = (z.2)¥* = Va*Pxz . (1.2)

El Radio Espectral p(A) se define de la siguiente manera, tomando o(A) como el
Espectro de la matriz A,

p(A) =méax {|A| : A € 0(A)} . (1.3)
Se utilizaran las notaciones habituales:
= A > 0: La matriz A es semidefinida positiva.
= A > 0: La matriz A es definida positiva.
s A > B: Las matrices A v B son autoadjuntas y A — B > 0.
= A > B: Las matrices 4 v B son autoadjuntas y A — B > 0.

También sc utilizara la siguiente notacién para la enumeracién de los autovalores orde-
nados de mayor a menor de una matriz A > 0, y para los valores singulares de cualquier
AeM,:

M(A) > .02 A (A4)
s1(A) > ... > s,(A) . (1.5)
Con esta notacion se sabe que
|Allp = 51(4) = p(AA")/2 .
En particular, para matrices normales se cumple
[Allsp = p(A) -

A continuacion se presentan los resultados preliminares mas importantes que se utilizaran a
lo largo del trabajo. relacionados con el radio espectral y las normas.



Proposicién 1.1.1. Para cualquier norma matricial || - | sobre M, se cumple

p(A) < A (1.6)

y en forma mds general, p(A) < || A*||M*.

Demostracidon: Dado A € o(A) y un correspondiente autovector v € M,,. se construye la
matriz ¥V € C™" con todas sus columnas iguales al vector v. De modo que usando la
submultiplicatividad de la norma

VI = AV = |AV

< [[ANVIT-

Y por lo tanto p(A4) < || A||. Considerando que p(A¥) = p(A)* se obtiene la generalizacién
p(A)F < [l A¥]. =

La desigualdad (1.6) representa una cota superior para el radio espectral. Una cota in-
ferior. en términos de la norma de la matriz. se obtiene como consecuencia del Teorema de
Caylev-Hamilton del algebra lineal.

Proposicién 1.1.2. Para cualquier norma matricial || - || sobre M, se cumple
A" < C.p(A). A" con C=2"-1. (1.7)

Demostracion: Sea p(z) = 2" + an_12"" 1 4+ - + a1z + ag cl polinomio caracteristico de A.
De la ccuacion p(A) = 0 se deduce

A" = — (a1 A"+ 4 ar A+ ag)

n—1

IA™| < llan—1 A" + -+ aA +aol| <D Jas
=0

Al (1.8)

Los cocficientes a; pueden expresarse en términos de los autovalores de A como una
suma/resta de (’f") términos donde en cada término hay un producto de n — 7 autovalores de
A. Por lo tanto se deduce que

n . n ; .
la| < (‘l,>p(‘4)"_7' < <i>p(A)||A||""‘l para i=0,....n—1. (1.9)

De (1.8) v (1.9) se tiene

n—1
n n n—1i— 1 n- n
|4 nsZ(j)pw A" AL = p(A)| A" 2" - 1) .
=0

|
Las desigualdades (1.6) v (1.7) permiten deducir la formula de Gelfand para el Radio
Espectral.



Teorema 1.1.3 (Férmula de Gelfand para el Radio Espectral). Dada una norma cualquiera
||l se cumple

p(A) = lim [l Ak (1.10)

Demostracion: Considerando que todas las normas son equivalentes se puede suponer que la
norma es submultiplicativa. Por lo tanto || A*||/¥ < ||A||. Esto muestra que el limite superior
de la sucesién || A¥||}/* existe:

r 1= lim sup || A*|| /¥ |

—0C

Aplicando la cota inferior (1.7) a la matriz A* y tomando la potencia 1/kn. se tiene
A5 < Co(a%) 44 |
(AR Von < Mk AYL/m | AR (n= Dk
tomando limite superior a ambos lados con k — oc
r < p(A)l/"r("_])/" = r < p(4) .
Ademas se cumple que p(A4) < }créfl | A*||*/* para todo k > 1. Y por lo tanto

p(A) < lim inf || A¥||M*

Con lo cual

p(4) < liminf || A%'* < Ifmipap 1AF[17* < p(A4) .

oc

|
De la demostracién puede observarse que si bien en la Férmula de Gelfand (1.10) aparece
involucrado el limite. se tiene que p(A) = J}l‘lfl | A*||**. La férmula permite interpretar al

radio espectral como la tasa de crecimiento de las potencias de la matriz,
|A¥|| ~ p(4*) para k— oc.

Ademas. considerando que p(A) = p(A*)1/* para todo k > 1, se tiene la identidad para
calcular el radio espectral de una matriz,

klim p(ARYVE = p(A) = ka || A¥||ME (1.11)

La siguiente proposicién indica caracterizaciones para las matrices con radio espectral
menor a 1.

10



Proposiciéon 1.1.4. Dada una matriz cualquiera A € M, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. A¥* =0 para k — oo .

2. p(A)< 1.

3. Emiste una matriz H > 0 tal que AAHA < H.

4. Eziste una matriz H >0y 0<~ <1 tal que A*"HA <~%H.

5. Eziste una matriz invertible S tal que ||S™'AS||sp < 1.

6. Eriste una norma operador || - ||. tal que ||A]l. < 1.
Demostracion:

1 = 2: Dado A € o(A) y ¢ # 0 autovector asociado correspondiente. Se tiene que
Akz = A¥z — 0 y por lo tanto |A| < 1.

2 = 3: Se toma p(A4) < v < 1. De la féormula de Gelfand para A y para A* se deduce que
existe ko > 1 tal que para todo k > kg se cumple || A¥||V/* < vy ||(A*)¥|*’* < . De modo
que la siguiente serie coriverge y puede definirse correctamente la matriz :

H=Y (AVAF =1, + A*A+ (A")2A%+ ...
k=0

Asi definida resulta H > 0 y también A*H A < H; dado que

H-AHA=Y (A)AF = (A)H1A =1, >0.
k=0 k=0

3 = 4: En general se cumple que si A < B entonces se puede tomar v € (0.1) tal que
A< ~2B.
4= 5:Si H> 0 entonces H™! = $S* para alguna matriz S invertible. Con lo cual

I|5"‘.4S|i§p = p((S71AS)"(S7TAS)) = p(S*A™(S71)"ST'AS) = p(S*A"HAS) .
A su vez. la desigualdad A*HA < 4?H implica conjugando con S

A*HA<A2H
S*A*HAS < ~?S*HS
S*A"HAS < ~7%I, .

Y por lo tanto ||STAS||2, = p(S*A"HAS) < 4* < 1.
5 = 6: Tomando H = (§7!)*S™! > 0 se define la norma elipsoidal sobre C"

lelly = (Hz.z) = (S~'z.57'z) = Sz}, .

11



La norma operador | - ||z sobre M, asociada es una norma matricial y cumple

1Al = sup [|Azllf = sup [|ST'Azl3

izl m=1 IS~ xlla=1

= sup | S'ASS 'z|3

IS=talp=1
< sup [[STIAS|E NS x|
IS~ alz=1

_ —1 2
— ST AS|2, < 1.

6 = 1: Se toma ||A|l. <+ < 1; de modo que 0 < || A¥||. < ||A||¥ < +* < 1, y por lo tanto
Ak — 0 para k — oo.
[ |
En la siguiente seccién se define el Radio Espectral Conjunto y el Radio Espectral Ge-
neralizado: se mostraran ejemplos v se demostraran algunas sus propiedades generales.

1.2. Radio Espectral Conjunto

La definicién formal de Radio Espectral Conjunto fue presentada por primera vez por
Rota y Strang en el ano 1960 en [22]. Posteriormente, en 1992, Daubechies y Lagarias en
[11] la recuperaron al trabajar en el estudio de la convergencia de productos infinitos de
matrices. Un producto infinito H;l A; de matrices en M, es convergente a derecha si
existe el limite lim, .o A5 ... A4;. y en ese caso se define

oC

[TA=lima.. 4.
=1

Un conjunto ¥ de matrices se dice que es convergente en producto a derecha (RCP de
‘right-convergent product’) o que tiene la propiedad de convergencia en producto a derecha,
si todos lo productos infinitos formados por elementos de ¥ son convergentes a derecha
segun la definicién anterior. En el caso que ¥ sea un conjunto finito, £ = {A4,, 45...., An},
cualquier sucesién de elementos de £ puede caracterizarse por una sucesion d = {d;};>; de
indices tomados del conjunto {1,2....,m}. Si se denota con Sy, al conjunto de las sucesiones

de esta forma. v considerando un conjunto ¥ finito y con la propiedad RCP se puede definir
la funcidn limite Msx(-) de la siguiente manera

Ms(d) := [] Aq, == Aa . (1.12)

La notacion cn la formula anterior (1.12) es utilizada muy frecuentemente; se puede usar
tanto para considerar productos a derecha como productos a izquierda (LCP ’left-convergent
product’). El propdsito de Daubechies y Lagarias en [11] es caracterizar a los conjuntos de
matrices, finitos o infinitos, que posean la propiedad RCP. Y para ello estudian el Radie
Espectral Conjunto y el Radio Espectral Generalizado. En el mismo ano 1992, Berger y Wang
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abordaron también el estudio de los conjuntos de matrices con propiedades de convergencia;
incorporando algunos resultados adicionales en esta direccién.

Definicién 1.2.1. Sea & C M,,. se define £¥ como el conjunto formado por todos los posibles

productos de k factores tomados del conjunto T.
Dado ¥ = {A;}ier

k
Ekz{HAj: AjeX j=1...k} parak>1
j=1

pe(Z) = sup p(A) y pe(Z) = sup [|A4] .
Aezk AcTk
A
La diferencia entre pi(Z) v pi(E) estd en el uso del radio espectral tradicional p(A)
o la norma ||A|| respectivamente. En esta iltima se toma una norma || - || cualquiera. A
sabiendas de que el valor de p,.(¥) canibiard segun la eleccién. En el caso que sea necesario
se utilizara la notacién pi (X, || - ||) para indicar explicitamente la dependencia respecto a la
norma elegida. Aunque no es frecuente hacer esta salvedad dado que la definicién final para
el Radio Espectral Conjunto queda independiente de la norma utilizada.
La siguiente desigualdad se utilizara continuamente. valida para normas matriciales

Proposicién 1.2.2. Dados ¥ C M,,. || - || una norma matricial y k.l > 1 nimeros enteros
positivos entonces

ﬁk+l‘(2) < o(Z).p(2) .

Demostracion: La demostracién es consecuencia de la definicién de los conjunto potencias de
¥ dado que £** C (E¥).(ZY), y de la propiedad submultiplicativa de las normas matriciales.
[ |
No pasa lo mismo para los px(2) dado que para el radio espectral no se cumple en general

la desigualdad p(A.B) < p(A).p(B).

Definicién 1.2.3. Dado ¥ C M, se definen

s Radio Espectral Conjunto:

1/k
() = limsup 5%(T)Y* = limsup { sup ||4||} .

k—oc k—oc ATk

» Radio Espectral Generalizado:

1/k
p(Z) = limsup px(Z)Y* = lim sup { sup p(A)} ;

k—oc k—oc Ac Tk
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Dado que todas la normas son equivalentes. la definicién de Radio Espectral Conjunto es
independiente de la norma elegida. Estas definiciones coinciden cuando ¥ estd formado por
una tUnica matriz porque si ¥ = {4} entonces =% = {A*} con lo cual,

1/k
p(Z) = limsup { sup 114||} = lir}lsup | AR ||ME = p(A) .

k—oc ATk k—no

1/k
p(2) = lim sup { sup p(A)} = 1im sup p(A*)Y* = p(A) .

k—oc AeXk k—os

No sc hace distincién en las definiciones de los casos cn los que ¥ sca un conjunto
finito o infinito: o sea acotado o no acotado. En todos los casos. las definiciones estan bien
establecidas aceptéandose las posibilidades de que p(X) = oc 6 p(X) = <.

Ejemplos 1.2.4. Se presentan los siguientes casos para ejemplificar el calculo del Radio
Espectral Conjunto vy del Radio Espectral Generalizado con tres alternativas posibles:

{0 )
s {( ().
...}

El primer caso ¥; es un conjunto finito de matrices de 2 x 2. Los otros dos casos £y v 33 son
conjuntos infinitos también de tamano 2 x 2. Para calcular los valores de p(£;), p(3,). p(Z)
v p(3,) se utiliza la forma general de los productos de matrices con esta forma particular

1 o\ (1 8\ _(1 a+p
0 1 01) \o 1 /)

Por lo tanto. para todo k > 1 las matrices de los conjuntos &% v £5 son todas de la forma

o 1)

Los Radios Espectrales Generalizados pueden ser calculados explicitamente

1/k
p(21) = limsup < sup p(A) = lim sup {p ((1
k—oc AEE’I“ k—oc

p(X2) =  deigual manera =1.

[

g

w

|
—N—
N
O
— O
N——
N
e

<
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Para calcular los Radios Espectrales Conjuntos se elige la norma operador asociada a la
norma-1 sobre C”, para la cual se sabe

Il = sup || Az, _mzw :

[lzll1=1 i=1

Considerando que a es algin ntnero entero positivo se tiene

(6 7)

Y por lo tanto el supremo de las normas en T¥ se alcanza al multiplicar k-veces la matriz

i AE\

p(X1) = lim sup pp(Z )l/k =limsup (1+kN)V*=1.

k—oc k—oc

=1l+a.

Pr(S1) = =1+kN

En este primer caso el Radio Espectral Conjunto y el Radio Espectral Generalizado
coinciden y valen 1. En cambio. &} no est4 acotado en norma. por lo que ;.(X2) = oc para
todo £ > 1. Y en consecuencia p(_lg) = oc. En forma similar pero mas sencilla se puede
calcular p(Z3) = oc y p(E3) = oc dado que los supremos tanto para p(A) o ||A||; no estén
acotados sobre £§ para ningtn valor de k. A

Observacién 1.2.5. De la propiedad p(AB) = p(BA) se deduce que p(XZ) y los px(Z) resul-
tan invariantes ante transformaciones similares. Lo mismo sucede para p(2) dado que puede
utilizarse alguna norma matricial que cumple [|[S™*AS|| < ||S~!||||S]|||All. Naturalmente los
p:(Z, || -]]) no son invariantes ante estos cambios con transformaciones similares: salvo que se
utilice alguna norma con esas caracteristicas. Como por ejemplo la norma espectral ||-||s, que
es invariante ante transformaciones con matrices unitarias. En resumen, si S es una matriz
invertible v U es una matriz unitaria

p(Z) = p(STIES) , p(Z) = pu(STIES)
p(E) = p(S 1\“5) N Hsp = pr(U”
Para el caso que se utilice una norma matricial genérica se cumple
(SIS ™" Be(S - 1) < BelSTES - 1) < ISIUSTH-Be(Z 0 - 1)
Lo cual puede corroborarse dado que para toda A = A, ..., A; € TF se tiene
ST1AS = S7'A;857 4,5 ... S7T1ALS € (STITS)k

' “sy)

y por lo tanto

TTASSTH < SIS ASIHES T

sup{|[| 4] : A A€ (STIESFHISTHIISI
Pr(Z) < p(STIES) ISTHIIISI -




El resultado principal referido al Radio Espectral Conjunto es la Féormula Generalizada
de Gelfand (Teorema 2.1.16) que establece que para conjuntos ¥ acotados se verifica siempre
la igualdad p(X) = p(X).

En la siguiente proposicién se generaliza la desigualdad (1.6)

p(A) < [ AF[VX

para normas matriciales. La demostracion se publicé en [11] corregida posteriormente por
los mismos autores en [12]. No se hace diferencia entre conjuntos acotados o no acotados;
aunque la tercer desigualdad sélo es valida en general para normas matriciales.

Proposicién 1.2.6. Para cualquier conjunto ¥ C M,,, y para cualquier norma matricial
I -1l ¥ cualquier k > 1

pr(S)E < p(2) < BIE) < p(BWE = 5T, || - IDVE (1.13)

Demostracion:
pr(Z)VK < p(Z): Dados k,m > 1 se cumple px(Z)™ < pem(Z). Esto es porque el conjunto
(L*)™ estd incluido en ©*™ y porque p( A7) = p(A)’ para cualquier valor de j. Y por lo tanto

pe(E)VE < A{prm(S)}/F

tomando limite superior para m

pe(S)/* < limsup {pem (Z)}/*™ < p(T) .

m—00

p(Z) < p(X): Dada A € = se cumple p(A) < ||A|. Y por lo tanto

1/k 1/k
pkm)l/k:{sup p(A>} s{sup nAn} — (D

Aexk Aexk

p(Z) < p(Z) .

p(Z) < pi(Z. |- NV*: En este caso la demostracién es mas extensa porque hay que con-
templar los posibles casos en que p{X) sea oo pero alguno de los pi(Z. | - ||) no lo sea. Estos
casos solo son posibles cuando ¥ es infinito: para T finito la demostracién puede resumirse
considerablemente. Observar que la afirmacién pi(Z, || - ||) = oc significa que el conjunto XF
no esta acotado en la norma | - || con la que se esté trabajando. Debido a la equivalencia
entre las todas la normas, la condicién de acotado de ¥ es independiente de || - ||.

Paso 1: La desigualdad deseada se cumple si pi(Z, || - ||) = oo para todo k > 1. Por lo

tanto se supondra que existe k > 1 para el cual pi(Z, || - ||) < oc.
Paso 2: Se vera que bajo la hipotesis de que pr(Z, ] - ||) < oc para algun valor de k
entonces existe un N > 1 tal que para todo ! > N se cumple también pi(Z, || - ||) < oo:

Si esta afirmacién es verdadera para alguna norma en particular entonces es véalida para
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cualquier otra norma; porque la condicién de acotacion es independiente de || - ||. Por este
motivo se trabajard con la norma espectral || - || = || - ||s, ¥ se usara la notacién implicita
pr(2); recordar que esta norma es la norma operador asociada a la norma-2 sobre C". La
demostracién de la afirmacién se hard por induccidn sobre n. la dimensiéon de las matrices.

Paso 2a: El caso n = 1 se deduce de que ||a||s, = |a|: y por lo tanto |ab| = |a||b]. Sea C
una cota para £¥. De modo que |a| < C'/* para todo a € . Y asi C'/* es una cota de &
para todo [ > 1.

Paso 2b: Para el paso inductivo se supone entonces que n > 1 y que la afirmacidn es
cierta para n — 1. Se supone ademads. sin pérdida de generalidad que k es el menor entero
positivo para el cual IF estd acotado. O sea. p1(Z) = p2(Z) = -+ = pp-1(E8) = o0 ¥
pr(X) < oc. Primero se vera que las matrices en ¥ pueden reducirse a matrices de la forma

(ﬁ 8) con BeM,_; yveC! . (1.14)

Para ello se define V = {R(A): A € £}, o sea, el subespacio generado por los rangos
de las matrices A € . Por cstar en dimension finita existe un subconjunto finito &' =
{Ay,...,An} C S tal que V = {R(A4;).....R(An)}.

Paso 2c: VV es un subespacio propio de C" invariante por todas las A € .

Chequear que V7 es invariante es sencillo; al igual que chequear VV # {0} dado que ésto

solo es posible si & = {0} con lo cual todo seria trivial.

Dados z = Z Air; € Vy A€ TF 1 se tiene AA; € =% y por lo tanto

i=1

m m m m
Azl = | Y Adizilla < D [A4imills < Y [ AAlspllillz < PR(E) Y llaillz < 0o
i=1 i=1 i=1 =1
y por lo tanto:
sup ||Az|ls < o0 .
Aexk-1

Si V' = C", el Principio de Acotacién Uniforme implica que

Pe-1(E) = sup [[Ally < o0
AeTk-1

Esto contradice la hipdtesis inicial de que k era el menor valor para las distintas potencias
de ¥ estan acotadas. Con lo cual V" es un subespacio propio de C".

Paso 2d: No necesariamente la dimension de V' es n — 1. sdlo es necesario que sea
estrictamente menor a n. En todo caso se puede completar el subespacio para que coincida
con un hiperespacio de codimension igual a 1. A través de una transforinacion unitaria con
una matriz invertible U adecuada se puede suponer que las matrices de ¥ son todas de la
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forma (1.14) de modo que al multiplicarse entre si mantienen la forma y se cumple

AeY = A=A;...A, conA €T

_ B1 (&1 B[ (%
~\0 0/)7°\0 O
_ (Bl N Bl B1 e Bl—lvl

0 0 > con By...B e M, _;.

De acuerdo a la Observacion 1.2.5 los p;(X) se mantienen invariantes por la transformacion
unitaria dado que se esta utilizando la norma espectral.

Se define £p = { Los bloques B € M,,_; correspondientes a las matrices A € £}. Es un
conjunto de matrices de (n — 1) x (n— 1). Por la forma triangular de las matrices A € L. se
tienen que

pr(Z) = sup [[Allsp < 00 = sup [|Bl|sp = pr(Xp) < 00
Aexk Bezk

Esto implica que se puede aplicar la hipotesis inductiva al conjunto Xp. Existe N > 1 tal
que para todo [ > N es p(Xg) < oc.

Pero ademas. la hipétesis px(Z) < oo también implica que para cada v € C*~! corres-
pondiente a la forma (1.14)

sup || Bulz < oo . (1.15)

Bezh?
De modo que para todo [ > N + k se cumple

sup ||Bllsp < o0 porquel > N
Bexrl

y dado que I — k+ 1 > N y usando (1.15)

sup [|Bullz< [ sup [Bllsy) .| sup [IBulz | < oo
Bexl? Bezigk Bezh!

De donde se deduce que para todo ! > N + k

AE) = sup [|A]lsp < o0,
AeX!

terminando el paso inductivo.

Paso 3: Se considera ahora una norma matricial cualquiera || - || y nimeros enteros
k.N > 1 tales que px(X) < o0 y p(X) < oo para todo ! > N. Sea r > N coprimo con k.
Para cualquier m > kr existen niineros enteros p y ¢ tales que m = pk+gqrconp >0y
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0 < g < k. Con estas definiciones iniciales se tiene, usando la Proposicién 1.2.2

Al < (p ||A||) (sup nAn)
Aezrk Agxar

ﬁm(z) S ,Epk(g>b\qr(2)
_S Z)\k(z)p-?)\r(g)q

= w(Z)F p(D)7,

sup |
Aezm

tomando raiz m-ésima
(D™ < Bu(D)F (D))

Dado que g estd acotado por k y que ni k£ ni 7 dependen de m, al tomar limite superior
queda

p(Z) < pr(S)M* .
B

Observacién 1.2.7. Esta iltima desigualdad permite afirmar que el limite superior en la

definicién de p{X) es de hecho un limite. Y por lo tanto
P(T) = limsup 7 (T)VF = Jim Pe(T)VE

k—oc

A

Ejemplo 1.2.8. No pasa lo mismo para p(X) dado que no cstd garantizado que cl limite
inferior coincida con el limite superior. En el siguiente ejemplo (7, 15] se considera el conjunto
¥ = {A, B} donde A y B se definen de la siguiente forma

01 00
A

{90 () were
{39 (€ ) vt

lo cual permite calcular

que cumple

1 para k par

pr(Z) = { 0 para k impar (1.16)

y por lo tanto

lndnt pe(Z)Y* =0 < 1 =limsup pp(Z)*.
—o0

k—o00
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A

Ejemplo 1.2.9. El mismo conjunto anterior sirve para comprobar que las desigualdades
en (1.13) no son mondtonas. en el sentido que generalmente no hay una relacién de orden
directa entre p ()% v pry1(X)/*+1; ni tampoco entre pi(X)V* y pryq(Z)V/E+,

En lo que respecta al radio espectral generalizado se puede ver de (1.16) que los pi(X)

tienen un comportamiento oscilatorio. En el caso del radio espectral conjunto se puede

producir un comportamiento similar tomando alguna norma || - || de manera que los supremos
sobre los conjuntos ©2* v £2k+! sean también oscilatorios. Como alternativa se puede definir
la norma || - ||. sobre C" de la siguiente manera

T _ 1
o) =tel+ 5l

Asi definida la norma operador asociada sobre M,, cumple

*

o 1\|| _, 0 0\| _1
0o o/|L=° ¥ |\t o/].T 2
10 00

16 LI (68| K

¥ por lo tanto

1 para k par
para k impar.
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Capitulo 2

Teoremas principales

2.1. Férmula Generalizada de Gelfand

En esta seccién se presenta la demostracion realizada por Elsner [14] para la Férmula
Generalizada de Gelfand. Esta férmula afirma que el Radio Espectral Conjunto y el Radio
Espectral Generalizado coinciden para los conjuntos ¥ acotados:

p(Z) = p(X) para T acotado.

Inicialmente ésto fue conjeturado por Daubechies v Lagarias ([11] 1992) para conjuntos
¥ finitos. Berger y Wang ([2] 1992) presentaron una primera demostracion. La demostracion
cn esta scecion. debida a Elsner, utiliza clementos de conjuntos convexos. Scran necesarios
algunos lemas previos; que irdn presentando la demostracién del Teorema 2.1.16 para casos
especiales de conjuntos & hasta poder completar la demostracién para el caso general de X
acotado.

Algunas definiciones preliminares, dado que hay diferencia entre conjuntos acotados y
conjuntos acotados en producto,

Definicién 2.1.1. Dado © C M,. Con la notacién £° = {I,} se define S(Z) como el
semigrupo generado por ©; y S;(Z) como el semigrupo generado por £ aumentado con la
identidad I,

sm== v sE= =
k=1 k=0

Por otro lado se denotard con A(X) al dlgebra sobre C generada por £. O sea, A(X) es el

espacio vectorial generado por S(X).
El conjunto T se dice que es acotado en producto si el semigrupo S(X) es acotado en
norma. O sea. eziste una constante M > 0 tal que para toda A € §(Z) se cumple ||A|| < M
A

Observacion 2.1.2. Un resultado que se utilizara muchas veces referente a los conjuntos
de matrices acotados en producto es que para cada uno ellos existe una norma || - || sobre
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C" tal que ||Az|| < ||z|| para toda A € ¥ y para todo z € C". Y por lo tanto, para la norma
operador asociada en M, se cumple ||A|| £ 1. Una manera de definir esta norma deseada es
tomar

||| := sup{||Az|2: A€ S;(X)} <0 paratodoz € C"

Dado que X c¢s acotado cn producto v que I, € §;(2) sc cumplen las condiciones para que la

definicién anterior sea una norma. Ademas. se cumple la propiedad requerida ||Az| < ||z
para toda A € £ y para todo ¢ € C". Lo cual implica que
p1(X) =sup||A|| £1 v por ende p(X) < 1.
A€z
A

La siguiente proposicion permite caracterizar el Radio Espectral Conjunto de conjunto
T acotados; la demostraciéon puede verse en [14] (Lema 1). aunque fue publicada por pri-
mera vez directamente por Rota y Strang en el articulo inicial de la definicién de Radio
Espectral Conjunto [22]. Para simplificar la notacién se nombrara como N al conjunto de
las normas operadores sobre C"*". Y utilizando la observacion anterior se puede calcular el
Radio Espectral Conjunto de la siguiente forma.

Proposicion 2.1.3. Dado un conjunto acotado ¥ C M, se cumple

p(X) = inf supv(4) . (2.1)
ve AeS .

Demostracion: Sea « la expresion de la derecha en la igualdad anterior. Como ¥ es acotado

se cumple p(X) < oc: v por lo tanto se puede tomar 7 > p(X) y kg > 1 de modo tal que

77kpr(Z) < 1 para cualquier valor de k > k. Para los valores 1 < k < kg se puede acotar

77%0k(Z) < M*: donde M > 1 es alguna cota para . Todo esto muestra que (1/7)T es

acotado en producto v por lo tanto, de acuerdo a la Observaciéon 2.1.2 existe una norma

operador v tal que
sup{v(A): Ae (1/7)E}<1.

Conlocual o <7y a <p(X).
Lo anterior implica también que a < oc. Dado 7 > « existe una norma operador v tal
que v(A) < 7 para toda A € E. Por lo tanto p(X) < 7 y por ende p(L) < a. B

Ejemplo 2.1.4. Conjuntos de matrices nilpotentes sirven como contraejemplo para mos-
trar que la condicién de conjunto acotado es necesaria para la validez de la igualdad (2.1).

Consideremos
0 n
= n > .
b3, {(0 0) n > 1}

Claramente X es un conjunto no acotado y por lo tanto

inf supv(A) =00 .
veN  4exm

Sin embargo X2 = {0}, con lo cual p(X) = 0.
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Corolario 2.1.5. Dado un conjunto acotado & C M, formado inicamente por matrices
normales entonces

Demostracion: Usando la Proposicién 2.1.3. que ||-||sp es un elemento particular perteneciente
a N,y que para matrices normales 4 se cumple ||Al|,, = p(A) se tiene

sup p(4) = ;(Z) < p(Z) < p(X) = inf supv(A) < sup [|Alsp = sup p(A)
Aex VEN 4ex AeT Aes

&
Otra propiedad general referida a p(X) y p(X) es la relacionada con los conjuntos &
formados por matrices triangulares por bloque (ver Lema II en [2]). M&s especificamente

Proposicién 2.1.6. (Conjunto de Matrices en Blogue) Dado & C M,, conjunto acotado de
matrices de la forma triangular superior en blogque

A x
A= con AY) matrices cuadradas de n; x n; (2.2)
0 A®

connj>1, 1+ -+m=n;ytomando TV = {49 : A€ T} entonces

Y\ — md ()
p(Z) = max p(ZY) (2.3)
p(T) = méx pIZY) (2:4)

Demostracion: Las matrices triangulares de la forma (2.2) se multiplican manteniendo la
estructura triangular

AM " B * AN ) *
0 A® 0 BW 0 ALBO
Teniendo en cuenta esta forma de multiplicacién. se puede chequear la igualdad (2.3) para

los pr(X) dado que los espectros de las matrices de esta forma es la unién de los espectros
de las matrices AW, .. ... AM: de modo que queda

¥) = méx pp(ZY)) .
Pr(X) 1sjs1/k( )
La igualdad deseada (2.3) se obtiene luego tomando limite superior a ambos lados.
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Para la igualdad (2.4) se considerara la descomposiciéon A = D4 + N4 donde Dy4 es la
matriz diagonal en bloque. y N4 es la parte nilpotente correspondiente Ny = A — D.

AQ) 0
Dy = ..
0 AW
También se considerara la norma || - ||; sobre M,. Que cumple las siguientes propiedades
1Dally < 1Al (2.5)
— méax [|AD)
1D allx i Ay (2.6)

Si se toma £p = {Dj : para cada A € X} entonces (2.5) implica

sup |[Dl|1 < sup [|A[; ;
Aezk

k
Dezt,

y por lo tanto p(Xp) < p(T). Por otro lado se tiene que para cada j = 1,....[, los bloques
() de las matrices en T}, son exactamente los mismos que las matrices de (SV))*, con lo
cual de (2.6) se deduce

I

sup ||D]; = mdx sup | 4|
Dexh, 1Sist 4¢(z)k

2(Zp) = max p(TV)) .
AlYp) = méx p(T7)

Con lo cual se concluye

dx 7100 <« A% 2
;2@/}(2 ) < p(Z) . (2.7)

Para comprobar la otra desigualdad se considera como primer caso que alguno de los
p(ZY)) = +oc. Por lo que la igualdad deseada (2.4) se deduce de la desigualdad (2.7). En el
segundo se considera cualquier valor § > 0 tal que

P(Ep) = méx p(EW) < 6 . (2.8)
1<l
De acuerdo con la Proposicién 2.1.3 existe una norma operador v = vs sobre M, tal que

sup v(D) <4 .
Desp
Para cada A € TF se tiene: A = A4, ... Ay = (D, + N}) ... (Dy + Ni). Al expandirse esta
expresion. muchos términos se anulan debido a que los N; son nilpotentes. En particular,
para k suficientemente grande, v dado 0 < 7 < n — 1. existiran a lo sumo (’:) términos con ¢
factores de los (N])j?':] sin repeticiones. Considerando que v es una norma matricial
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NeZn DeXp
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DeXp

_
Il
o

sup v(D) Dexp
DeXp

N k
> .Cj. (sup v(D))
? DeXp

k n—-1 X
< Cr ( sup 'v(D)> > (l;) < Cp.8F k"1

D€ED i=0

sup v(N) ’ k
. (% , (sup U(D))

IN

donde C; es una constante que no depende de k. Se ha supuesto que sup v(D) # 0; porque
DeXp

en caso contrario todas las matrices de 3 serian nilpotentes y por ende £" = {0}. Se tiene
entonces que

sup v(A) < Cyp.0% k™!
AexTk

1/k

A(Z) = lim {sup v(A)} < lim CY* k" T 6=4.
= (Aezk B—ige:

Recordando de (2.8) que 6 es cualquier valor mayor que p(3p), la desigualdad anterior

implica que p{E) es menor o igual que p(Zp).

p(T) < max p(TV)) .
Pl )_111_1%/)( )

Corolario 2.1.7. Dado ¥ C M, acotado y formado por matrices todas de la forma triangular
superior entonces

p(2}=pI%] =sp p(A) .
Demostracion: Para conjuntos de matrices de tamano 1 x 1 se cumple directamente que
p = p porque el radio espectral p(a) = |a| es una norma sobre C. Por lo tanto. utilizando la
proposicién anterior donde los conjuntos L) corresponden a matrices de tamafio 1 x 1, se
deduce
p(T) = méx p(E9) = max pEV) = 5(T) . (2.9)

1<j<n 1<j<n

25



&
Los proximos lemas seran necesarios para la demostracién de la Férmula Generalizada
de Gelfand en el Teorema 2.1.16.

Lema 2.1.8. Para toda norma || - || sobre C" eziste una constante C' tal que para cualquier
z€C™. ||z|| =1 y cualquier A € M, con ||A|| <1 se cumple

min |1 — A\(A)] < C||Az — 2|/ .

Demostracion: Como todas las normas son equivalentes alcanza demostrar la desigualdad
para alguna norma. En particular se utilizara la norma-2 sobre C”. Sea p un autovalor de
alguna matriz B. y sean s; > -+ > s, los valores singulares de A — i I,,. Dado que B — ul,
es singular existe un vector z con ||7]|» = 1 tal que (B — u [,)T = 0. De modo que

sn—ﬁPWMU'—Mﬂ|<Hu1—4 7lle = |1 Tn — A2z — (B = g L)
Slpla= AT+ (B-pli)zll < [(B- ATl < 1B - Allsp -
Ademss. s; < 51 = ||A - pu Inllsp < ||Allep + || Bllse para todoi =1..... n. Entonces

min | Ai(A) = ul" < TTIN(A) = pl = TTIM(A = 1)
i= i=1

=[Is < 1B~ Al Al + I1Bllsp)" "

=1

v por lo tanto

+ (|Bllsp)* 2™ . (2.10)

min |Ai(A) — p| < | B — Al

Sea z€ C", ||z]|lo=1y B=A+ (2 — Az)z". Dado que Bz = = se tiene que u = 1 es un
autovalor de B. Por lo tanto aplicando (2.10) queda
min |1 = \(A)] < 1B = A" (1 Allsp + [1Bllsp) "
+ A+ (2 = Az)27||sp) "
+ |22 o) "

1
< = = Az (]1A
1/n
< e = Azl

teniendo en cuenta la hipdtesis ||Allp, < 1

< 47|z — Ac]y”
= Cl||z — Az||/"  con C = 41-1/n,

[ |

A continuacién se presenta una primera demostracion de la férmula de Gelfand para un

caso particular. En la demostracion se utilizara un resultado conocido como Lema de Konig;
cuya demostracion puede encontrarse en libros sobre teoria de grafos [20].
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Lema 2.1.9. (Lema de Konig) Un drbol de ramificacion finita con un nimero infinito de
vértices tiene caminos de longitud infinita.

Lema 2.1.10. Dado £ = {A4;,..., Am} conjunto finito de matrices, acotado en producto y

tal que p(Z) = 1. Entonces p(¥) = pl¥) = 1.

Demostracion: Dado que por hipdtesis £ es acotado en producto entonces se puede tomar
una norma operador para la cual ||4;|| < 1 para todo i = 1,....m (Observacién 2.1.2). Por
la propiedad submultiplicativa de las normas operador también se cumple que || A|| < 1 para
toda A € T para cualquier valor de k& > 1.

Sedefine W ={d: |dj=w<oc y |Aal =1|}; donde se esta utilizando la notacién
de la férmula (1.12) pero considerando productos a izquierda y ademas |d| denota la longitud
de la sucesién d:

Ad =Ad.,,~~Ad; donde d = (dl,...,du,).

Para cada valor de k existe alguna sucesién d de tamaio |d| = k tal que || A4]| = 1. Porque
de lo contrario seria px(T) < 1: v por lo tanto p(L) < px(X)/* < 1 contradiciendo una de
las hipétesis. En particular W resulta ser un conjunto infinito. Aplicando el Lema de Konig
a este conjunto W se puede afirmar que existe una sucesion infinita d = (d;.....d,,...) tal
que los productos de los primeros n factores T,, := Ay, ... Ag, cumplen ||T,|| = 1.

Para cada T, existe un 1, € C" tal que ||z,|| = ||Tnza| = 1. La sucesion {zn,}n>1
es acotada y por lo tanto tiene una subsucesién convergente z, — & con ||€|| = 1. La
sucesion {T,,£}i>1 también es acotada y por lo tanto se puede tomar una nueva subsucesién
convergente de modo que se cumplan las dos condiciones juntas

I‘ﬂ; - { y Tn,SC - 77 :
De la igualdad Ty, = Tpzn, + T, (€ — zn,) se deduce que ||7]] = 1. Con lo cual para

cualquier ¢ > 0 existen r = n; y s = n;;; tales que

ITe-Tel<e v |Tel> (211)

1
5 -
Ademas T, = AT, para alguna A € £°7". Se sabe que ||A| < 1, de modo que por el Lema
2.1.8

min |1 — \(4)| < C||Az — z||*™ para todo ||z| = 1.
1

En particular para z = T,.£/||T-¢]|| y usando (2.11)
min |1 — N(A)| < C||Az — z||'/™ < C(2€¢)/™ .

O sea. puede elegirse k > 1y A € T* tales que min |1 — A\;(A)| sea tan pequefio como sea
1

necesario. Lo cual implica que p(X) > 1 v por lo tanto p(Z) = p(¥) = 1.
[ |
El préximo paso es generalizar el lema anterior para conjunto finitos eliminando la hipote-
sis de acotacion en producto.
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Lema 2.1.11. Dado & C M, acotado con p(X) = 1. §i ¥ no es acotado en producto entonces
existe una matriz invertible S tal que para toda A € &

S71AS = <‘(1) :1) con Ay € M,,, para 1 <ny < n. (2.12)
Demostracion: Usando la Proposicion 2.1.3 para cada k > 1 existe una norma || - ||, sobre
C" tal que
Azl < (A(S) + Dzl para A€ SyreCt
el < (@ + Dllele

k

Por equivalencia entre normas se puede tomar ||z||x < Ck||z||2 v por ende

1]

220 |2l

=Ck<00,

Esto permite normalizar las normas redefiniendo vi(-) = 3-1:” -||+ de modo que se cumplan
simultaneamente
1 v ()

ve(Az) < (14 =)w(z) v sup =
* k z#0 [|l2

(2.13)

De la ecuacién (2.13) se deduce que {v}>1 es un conjunto acotado de funciones equi-
continuas sobre el conjunto compacto {x : ||z||2 < 1}. Por el Teorema de Arzela-Ascoli existe
una subsucesion {v, };>; convergente

g, (x) — v(xr) parai — o0,z € C".

La funcién limite v(z) resulta una seminorma: a la vez que cumple 0 < v(Ar) < v(z)
para toda A € £ v £ € C". Y la normalizacién de (2.13) muestra también que v(x) 2 0. El
subespacio nulo V = Nu(v) = {2 : v(x) = 0} cumple con la siguientes propiedades:

s V" es un subespacio de C" invariante por toda A € £. Dado que la desigualdad 0 <
v(Az) < v(x) implica que Ar € V" para todo z € V.

s V # C" dado que v no es idénticamente nula.

s La condicién de que ¥ no sea acotado en producto es independiente de la norma. De
modo que si V' = {0} entonces v es una norma y por lo tanto S{X) no estd acotado
para v. Pero esto contradice v(Az) < v(z). Con lo cual V # {0}.

Lo anterior implica que V' es un subespacio propio de C" invariante por las A € ¥. De
modo que bajo una base adecuada de C" todas las matrices A tendran la forma (2.12).
[
El préximo paso es probar la féormula de Gelfand para el caso que £ sea un conjunto
finito.
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Teorema 2.1.12. Para cualquier conjunto finito T se cumple p(X) = p(X)

Demostracidn: Si p(X) = 0 entonces se cumple la igualdad deseada dado que 0 < p(X) < p(T)
segin (1.13). Para conjuntos finitos no puede suceder que p(X) = oo, de modo que se puede
suponer p(X) = 1. Se procedera por induccién sobre n la dimensiéon de las matrices. El
caso inicial n = 1 se cumple dado que p(.4) es una norma. Para el paso inductivo si &
es acotado en producto entonces la igualdad se cumple por estar en la situacién del Lema
2.1.10. Si por el contrario £ no es acotado en producto. se puede suponer que las matrices
son todas de la forma (2.12) utilizando alguna transformacién similar S~ de acuerdo al lema
anterior v considerando que p(X) y p(3) son invariantes ante este tipo de transformaciones.
Las matrices correspondientes a cada bloque forman los conjuntos £; = {4; : A € &} y
Y, = {4y : A € £}: que son de dimensién menor a n. Aplicando la hipdtesis inductiva en
ambos casos se cumple que p(Z;) = p(X;) para ¢ = 1,2. Y utilizando la Proposicién 2.1.6
para matrices triangulares en bloque se concluve que p(X) = p(X).

B

Observacién 2.1.13. En todos los lemas anteriores se considero el caso general de matrices
con coeficientes complejos. Para el proximo lema es necesario considerar matrices con coefi-
cientes reales. Sin embargo esto no es una pérdida de generalidad dado que las matrices de
M,, pueden verse como matrices actuando sobre vectores reales de dimensién 2n. Tomando

A+A4 A-A
Real(A) = ia— -y Imag(A) = 427_ 4

nxn Real(A) - Imag(-A) 2nx2n
AeC A (Imag(A‘) Real(A) R ’

A

Observacion 2.1.14. (Conjuntos convexos) Para la demostracién del proximo lema se uti-
lizan resultados de la teoria de conjuntos convexos. Por tal motivo se presenta una breve
descripcién general de ellos [13].

Sea V' un espacio vectorial sobre R de dimensién finita. Un conjunto P se dice politopo
convexo si cs la capsula convexa generada por algun conjunto finito de puntos. El Teorema
33 en [13] dice que dado A" C V' un subconjunto compacto y convexo. y ¢ > 0 existen
politopos P, y P, tales que P, C K C P,. Estos dos politopos se construyen de tal manera
que P, es una contracciéon de P, de factor (1 + ke)~! respecto a un punto zy cualquiera
elegido previamente en el interior de K y donde A es una constante que depende de K.

Por otro lado. segiin la caracterizacion de Caratheodory. todo punto perteneciente a la
capsula convexa generada por un conjunto es una combinaciéon convexa de una cantidad
finita de puntos pertenecientes al conjunto. A

Lema 2.1.15. Dado ¥ conjunto acotado de matrices con coeficientes reales, entonces

p(X) = sup{ﬁ(i) £ CT, conE finito} .
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Demostracion: Se toma £¢ la capsula convexa generada por ¥ U (—X). Considerando que
|All = || = All ¥ que (E€)* = (ZX)C se cumple

p(Z) =pEU(-3)) = p(Z°) . (2.14)

También se cumple que (£)¢ = ©C, donde T indica la clausura de . Dado que 0 € ©€
se tiene que para todo 6 > 0 se cumple (1 — O)V‘C C =€ y por lo tanto

(1= (=) < A=) < A(ET) .

y usando (2.14)

I

T

A}

(1-0)a(E) =(1-6)p(E") = (1-0)p(ZC) < (=) =p(L) <AT) .

Se concluye entonces que p(X) = p(E) v es posible suponer que T v por lo tanto € so
conjuntos cerrados.

Sea <ZC> el R-espacio vectorial generado por £¢; v sea {e;} C € una base finita para
él. Para la norma-1 | - || asociada a esta base se cumple que B(0.1) = {z € (Z€) : ||z|, =
3", 1Al < 1} es una bola abierta centrada en el origen contenida en £°: y por lo tanto 0 es
un punto interior a £°.

Dado ¢ > 0 es posible aplicar la Observacién 2.1.14 al conjunto €. De modo que existen
politopos P, y P; tales que P, C £¢ C P,. Construidos de tal manera que P = P, es una

contraccién de P, respecto al 0 (que es interior a ). Tomando ke = € queda
PCXC(1+oP. (2.15)

El politopo P es la capsula convexa generada por una cantidad finita de puntos By. ..., By
de ©€. De acuerdo con la caracterizacién de Caratheodory cada uno de estos puntos B; es
también combinacién convexa de una cantidad finita de puntos {Cj}.....(}, } de U (-X):
que en total se pueden enumerar todos estos puntos como {Cj... ., Crn}en ZU(-X). Si se
toma P’ como la capsula convexa generada por {Cj... ., .Cm} entonces cada B; pertenece a
P’ y por lo tanto

PCPCxC, (2.16)
con lo cual

AP) < pP') = {Ch.....Cn}) < H(EC) = B(S) . (2.17)

Tomando A; = £C; de tal manera que A, € £ y llamando £’ = {A;....,A,,} C T se
tiene, a partir de (2.13) ¥ (2.17)

——A(%) < AP) < AP) = A(E) < AIE)
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Teorema 2.1.16. (Férmula Generalizada de Gelfand) Para cualquier conjunto acotado ¥
de matrices en M,, se cumple

Demostracion: Dado € > 0 se tiene

(1 —€)p(X) < p(E’) por Lema 2.1.15 para algin conjunto finito &' C T
= p(L’) por Lema 2.1.12 para conjuntos finitos
< p(¥X) por inclusion.

Observaciéon 2.1.17. La condicién de conjunto acotado es necesaria. como lo muestra el
conjunto ¥, definido en el Ejemplo 1.2.4

s {2 )0 7) )

que sirve como contraejemplo para los casos de conjuntos no-acotados. Dado que

p(E2) =1 <p(Eg) =oc.

2.2. Conjetura de Acotacion

Para concluir el capitulo se desarrollaran a continuacién los resultados mas importantes
del articulo de Berger-Wang [2]; incluvendo la demostracién de la validez de la Conjetura de
Acotacion propucsta inicialmente por Daubechies-Lagarias [11]. Se utilizardn las definiciones
iniciales del capitulo para conjuntos X convergentes en producto: con la salvedad de usar
la notacién de Berger-Wang que trabajan con productos a izquierda (LCP) a diferencia de
Daubechies-Lagarias que trabajan con la notaciéon de productos a derecha (RCP):

—

Ap= lim Ac.. A (2.18)

=1

Se define también el conjunto £ formado por todos los posibles limites formados por
productos de la forma (2.18).

Teorema 2.2.1. (Conjetura de Acotacidn) Si & es un conjunto acotado con la propiedad
LCP entonces es acotado en producto. O sea, el semigrupo S(X) generado por ¥ es acotado
en norma. Ademds p(X) < 1.
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Demostracion: Sea || - || una norma sobre C" v X el subespacio definido por

X = {:r eC": sup ||Az| < oc}

AES(T)

Asi definido resulta que X es invariante por cada A € £. De modo que puede considerarse
el conjunto S(Z),, formado por las mismas matrices A € S(X) pero como operadores de
X — X. Por la definicién de X" v por el Principio de Acotacién Uniforme existe una constante
M > 1 tal que

A

sup <M< (2.19)

AES(E)|,

Suponiendo, por el absurdo. que X s C" se encontrard una sucesién de matrices en &
que no converge en producto; contradiciendo la hipétesis de que £ es LCP.

Afirmacion 1: Para todo z ¢ X" existe A € ¥ tal que Az ¢ X.

Dado z € X se tiene

|Az|| < || Al llz]l € p1(Z).||z|] paratoda A € . (2.20)

Suponiendo que para toda A € ¥ se cumple Az € X se tiene

ex
A~
”‘4m . .41.’17” < ”(Am o ._42) A1$ ”
< M| A |||z
< M.py(¥X).]|z|| para A; € Z conm > 2. (2.21)

De (2.20) ¥ (2.21) se deduce que z € X; por lo tanto debe existir una A € I tal que Az ¢ X.

Afirmacién 2: Para todo z € X y todo C > 0 existe A= A,,...A; € S(X) con A, € &
tal que

Az ¢ X v ||Az||>C (2.22)
Aplicando la afirmacién 1 se tiene que existe A; € T tal que
Al.’lf % X.

Por definicién de X aplicada a A;x se tiene que existe A" = Ap,... 4, € Z™ con A; €Ty
m > 2 tal que

|A'Arz|| > méx{1l,M.p(2)}.C > C . (2.23)

En lo anterior se tiene en cuenta que p;(¥X) < oc dado que por hipétesis ¥ es acotado.
Puede suceder que A’A;2 € X o A’Ajz ¢ X. Si A’A;x ¢ X entonces se toma simplemente
A= A'A, € §5(T) para comprobar que la afirmacién 2 es verdadera. Si A’A;z € X se tiene

Am.. Az e X
.4117 g X
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Puede elegirse entonces 1 < 7 < m tal que
A Aizé X pero Ayy...Aize X
Sii+ 1 =m se tiene, dado que M > 1

ll-A'm s AlT” S ||Am“ll‘4‘l s ‘41$“
_<_ ﬁ] (S) 141' e A]T”

Si i+ 1 < m se tiene. recordando la definicién de M

|Am ... Aiz|| < [(Am ... Ais2)Aipr - .- Arz|
< M. Aigr .. Az
< M| Al A . Arzl]
< M.p (D)4 ... Arz]| - (2.24h)

De (2.23) v (2.24) se tiene que ||A4;... Ayz|| > C. En este caso se toma A = A;... A,
para comprobar que la afirmacion 2 ¢s verdadera.

Lo anterior muestra dado un z; € X existe una By € S(Z) tal que Bizy € X y ||Biz:| >
1. Para 20 = Bjx; ¢ X existe By € S(T) tal que ByBjzy ¢ X v ||BoBizi|| > 2. Asi puede
ir generandose una sucesién {B;}; C S(X) tal que

[Biz:|l > 1
HBQ.B].’IHH > 2
“Bg.BQ.Blllllll >3

“Bk .. -lel“ >k

que muestra que la sucesién {B;}; no converge en producto a izquierda. Esta sucesién en
S(X) define otra sucesiéon en & formada por los respectivos A; que factorizan cada By. con
lo cual € no es LCP.

Se ver4 a continuacién que necesariamente debe ser p(£) < 1. Si por el contrario p(Z) > 1
se toma 1 < a < p(Z) de modo que para todo k > 1 se tiene

1<a<plT) < (DM
1< a* < ﬁk(E)

donde pi(X) = sup 4z || Al|. Por lo tanto para cada k > 1 existe Ax € T* tal que || Ax|| > oF
con a > 1. La sucecién {4;}; C S(X) no estd acotada: lo cual es una contradiccién dado que
T es acotado en producto.
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Ejemplo 2.2.2. La condicién de acotacidn sobre ¥ es necesaria para la validez del teorema
como lo muestra el conjunto ¥ correspondiente al Ejemplo (2.1.4)

2= {(0 ) inz1}.

Es un conjunto LCP (dado que es nilpotente) v sin embargo no es acotado en producto.

Corolario 2.2.3. Dado ¥ conjunto acotado entonces, £ es LCP con £ = {0} si y sdlo si
piL) < 1.

Demostracion: Supongamos primero que ¥ un conjunto acotado con p(¥) < 1. Por definicién
de limite superior se tiene que existe algun ky > 1 tal que

PIE) < pry(Z)1 R0 < 1.

Dada una sucesién cualquiera {A,}; de matrices de £. cada producto finito de m factores
puede descomponerse de la forma m = kg.¢ + r donde 0 < r < kg quedando

1A . Al € Pro (D)5 (2) < By (2)%. méx{ 1, Ay ()%} = B (£)°.C 5

donde C es una constante. De modo que si py, () < 1 v m — oo entonces ||Ap, ... 4] — 0.
Lo cual muestra que todos los productos convergen a 0 y que = = {0}.

Sc considera ahora la otra implicacién. Para cllo se toma un conjunto acotado ¥ que es
LCP y con £ = {0}; y se mostrara que p(2) > 1 implica una contradiccién.

Por el Teorema 2.2.1. ¢l conjunto ¥ es acotado en producto, de modo que puede tomarse

A >1 una cota para S(T). (2.25)

También puede tomarse para cada k > 1 un producto de k factores Cy = A(kk) e A:._” con
AL“’ ) € T tal que |Ck|l > 1. El supra-indice (j) indica la posicién de los factores en el producto
1 < (j) < k. Sc construira un producto infinito a izquicrda

A=T]4.
j=1
de modo que los productos finitos cumplan
m 1
||JI=I14]|| > ox Ppara todo m > 1, (2.26)

lo cual mostrara que la matriz limite A no es la matriz nula. en contradiccién con la hipdtesis
T = {0}.
. . 1 ,
Para empezar la construcciéon, dado que la sucesion Afc) para k > 1 esta acotada. con-

. ., s . s 1
sideremos un punto de acumulacién Py para tal sucesion. Existe una subsucesion AL()l 9 tal
que para todo ¢ > 1

14, — Bl <2747
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., . .. 2 i
Para el segundo paso de la construccién se considera que la sucesion AL(}I_‘.] para ¢ > 1,
por los mismos argumentos anteriores, tiene un punto de acumulacién P, y una subsucesion
(2)
‘43\13-0 tales que
—4 -3
” 4k(21) P2” <27A

pero k(2,i) es una subsucesién de k(1,7) de modo que también se cumple

4k"z P1||<23'A\3

Siguiendo este modo de construccién repetidamente se encuentran sucesiones anidadas
k(m, %) que son subsucesiones de k(j.?) para todo 1 < j < m; que cumplen
||4§:()m1) — Pj|| €27772A® paral < j<my paratodoi>1. (2.27)
Entonces se define ahora A; = A}j()J y- Para cada m se puede tomar k = k(m,m) > m de
modo que se cumple paral < j <m

14, = APl = 1142}, — 4%,

k(j.1) mm)”

( ()
A,j(] y— P+ Pi- Ay k(m, m)H
< 42’( o~ Bill+ 1P - A,(cj(m!m)H usando (2.27) dado que j < m
< 279TIATE 4 27I2A
=277"1A73 (2.28)
Por otro lado dado que | - || es una norma matricial y A es una cota superior para la norma

de los elementos del conjunto S(X).

1< |ICill = AP < 140 A Am AL
< AJA™ . AD) . (2.29)
Por otro lado,
A A=A AP = A Ay (4 - AD) +
m—1
+ 3 [Ame A (45— AP) A AP+
j=2

+ (An =AY A AR



Por lo tanto. aplicando (2.28) y usando la acotacién de S(X) se tiene que

lAm . A1 = A AP S [Am- - Aol Ay - AP+

m—1
2
Jj=2

7 i —1 1)
Am - Al 145 — AP(LIATV AL I+

+ | Am — AN IATY L AD
m—1
SA22ATLY A2TITTATB AL ATIA
j=2
m—1 )
porque A > 1 (2.25) — <272A714 Z g1 AL 4 gt AL
j=2
=y o
j=1
o 1
<ATVY 9l = ZATL 2.30

Combinando (2.30) y (2.29) se puede demostrar lo pretendido (2.26)

Ap. . A — AT 4D

m 1
ITT Al > 14 .. AP -
i=1

1 1 1
B o .
- A 2 2A

|

Por tltimo. el siguiente teorema resuime en forma explicita la relacién existente entre la

Proposicién 2.1.3. el Corolario 2.2.3 v los puntos 1, 2 y 6 de la Proposicién 1.1.4; en el sentido
que las afirmaciones propuestas son equivalentes entre si para conjuntos £ acotados.

Teorema 2.2.4. Dado ¥ C M, conjunto acotado, las siguientes afirmactones son equiva-
lentes:

1*: £ es LCP y £* = {0}.
2% p(¥) <1

6*: Eziste una norma operador v tal que: supv(A) < L.
AEY

36



Capitulo 3

Contractibildad Simultanea

En cl presente capitulo se desarrollaran los resultados del articulo publicado [1] por Ando
y Shili en el ano 1998. Se desarrolla la relaciéon entre la contractibilidad simultdnea de un
conjunto de matrices y su Radio Espectral Conjunto. Recordemos que. segtin la Proposicién
1.1.4. para una unica matriz 4, p(A4) < 1 equivale a la existencia de una matriz inversible S
tal que ||[SAS™ ||, < 1, i.e. SAS™! es contractible. El resultado principal de este capitulo,
1

—
T n

Teorema 3.2.3, prueba que para conjuntos acotados de matrices ¥ C M,, p(¥X) € }0

implica la existencia de un inversible S tal que SAS™! es contractible para todo A € £. Mis
aun. tal intervalo es 6ptimo. cn cl sentido que existen conjuntos acotados no contractibles
cuyo Radio Espectral Conjunto es a, para todo a > —\/l—;

3.1. Introduccién

Definicién 3.1.1. Un conjunto © C M, se dice simultdneamente contractible si existe una
matriz S invertible tal que

sup {||ST'AS|,,: AT} < 1.

Lema 3.1.2. Dado & C M,. los siguientes enunciados son equivalentes:
1. ¥ es szmultanearmente contractible.
2. Existe una matriz H >0 y0 <y < 1 tales que A*HA < ~v*H para toda A € T.

Demostracion:
1 = 2: Se toma S. la matriz que permite la contractibilidad simultanea del conjunto %.
v definimos
v =sup{||ST'AS|ls,: A€} €10.1)

H:=(85)"'>0.
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En el caso v = 0 se tiene que £ = {0} y por lo que se puede tomar 4 = 1/2 para cumplir

Queda entonces el caso 0 < v < 1. Hay que chequear que para toda A € ¥ se cumpla.
A"HA < ~'H .

Sabiendo que %S ~1AS es una contraccién se tiene

(ES’IAS> (15—1_45> <I,
¥ Y

S*A* (§71)" S71AS < 4%,
A (Ssx)—l A —<- 72 (SS*)—I
A*HA < ~H .

2 = 1: Dada H > O se toma S = H~!/? matriz invertible. De la desigualdad A*HA < ~2H
se deduce en forma similar a lo anterior que

(Lsas) (smas) <1
g R

y por lo tanto %S'IAS €s una contraccion.
Luego
|ST'AS||sp < v <1 paratoda A€ .

Observacion 3.1.3. Algunas consideraciones generales:

1. Si ¥ es contractible simultaneamente entonces es acotado.

IAllp = 1557 ASS lsp < ISHsp ST ASNspl1S ™ lsp < NSNS llsp -

2. Si ¥ es contractible simultancamcente a través de una matriz invertible S, entonces
el semigrupo multiplicativo S(X) y la cdpsula convexa generada por ¥ son también
contractibles simultdaneamente con la misma matriz S.

3. Si ¥ es contractible simultineamente entonces p(¥) < 1. De hecho. dada S matriz

invertible tal que
sup{||ST'AS|p: AE€ET} =< 1;

entonces, dado k > 1y A € S* se tiene: A= A;... Arcon 4, €T ¥y

1Al = 1SS A4S ... S~ 4,55l
< 1Sllspll S lsp 1S A1 Slap - - - 157 ArS |l sp
< ”S”sn”‘s_l”sp'Yk .
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Y por lo tanto

1k 1/k
{sup ||Ausp} < (1Sl 1) 5
AeXk

1/k

1/k
p(Z) = lim sup { sup ||A||Sp} < limsup (||S|lspll S lsp) " ¥ < 1.
k—oc

k—oc  (Aexk

Observacion 3.1.4. El Lema 3.1.2 y el punto 3 de la Observacién 3.1.3 generalizan. en
algun sentido. los puntos 2. 3 y 5 del Cuadro 1.1. Existe equivalencia entre los siguientes
puntos.

3*: Existe una matriz H >0y 0 < v < 1 tales que A*HA < ~?H para toda A€ L.

5*: Existe una matriz S invertible tal que

sup {||S~'A4S||s,: A€} < 1.

Sin embargo. la condicién p(¥) < 1 es una condicién necesaria para los puntos 3 y 5.
No es una condicion suficiente. Como se vera en el Teorema 3.2.3 para cada n > 1 existen
conjuntos T finitos con p(X) = 1/4/n que no son contractibles simultdncamente. Sélo la

condicién p(X) € [O. —}e) garantiza la contractibilidad simulténea. A
Vn

3.2. Rango 6ptimo para contractibilidad simultanea

El principal resultado del articulo. Teorema 3.2.3. establece que el intervalo 0 < p(¥) <
:}; garantiza la contractibilidad simultanea de conjuntos acotados de matrices de tamaio

no es contractible simultaneamente. Para la demostracion del teorema se utiliza una versién
matricial para el Teorema Elipsoidal de John. publicado originalmente en el aho 1948 [16]. La
version que presenta el articulo de Ando-Shih es el Teorema 3.2.2. Previamente hace falta
demostrar el siguiente lema: cuyo mayor propdsito es mostrar que puede construirse una
matriz T con ciertas propiedades respecto a otra matriz A pero que en cuya construcciéon no
interviene directamente esta matriz A.

nxmn.Y por el contrario, si p(X) > 7]; se puede construir un conjunto de matrices de n xn que

Lema 3.2.1. Dada A€ M,. conn>1, talque I, > A>0ysea0<a < 71—1 Si para algun
vector unitario e, se cumple que
(Aey,e1) <a;

entonces tomando el proyector de rango 1, P) = e e] se define
1 —_
T = naP, +%1—°)(1,,—P1). (3.1)
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Esta matriz T satisface
T>A y det(T)<1.

Demostracion: Los proyectores Py y I, — P) son ortogonales, a la vez que I, = P, + (I, — P,).
De modo que existe una matriz unitaria U tal que

. (1 0 — . (0 0
S Ul (0 on_1> vy Ulh-R)U= (0 In._l)

Con lo cual,
4 1e} 0
*TU = (0 ngnl__la) In—1> :

De esta manera se puede calcular el determinante de T

A\ n-l 1/n
det(T)"" = det(U"TU)'/" = (n,ax (n(l O)> ) .

n—1
Usando la desigualdad de las medias aritméticas y geométricas

i/n MO n(l — )

det(T) "

=1.

n(l—a)

La desigualdad es estricta, porque para que se cumpla la igualdad debe ser na = =

v por lo tanto na = 1.
Ahora hace falta probar que

(Tz,z) > (Ar,z) paratodo z€C".

Sea 7o € C™ un vector fijo. Y sea ey vector unitario ortogonal a e; tal que z; € {e1.e2}.
Sea P2 =€2€§ Y P= P] +PQ
Para chequear (Axg, z9) < (Txo, o) es suficiente ver que

PTP > PAP dadoque Pzy=1zq. (3.2)

Las matrices PAP y PTP pueden considerarse como matrices de 2 x 2 con una repre-

sentacion
a ¢ no 0
PAP = (E b) y PTP= ( 0 'n.(l—a)) ;

n—1

Donde se cumple. segun las hipétesis

a>0, >0, ab—|c*>0 porque A>0 (3.3a)
1-a>0, 1-b6>0, (1-a)(1-b)—|c|>*>0 porque A<LI, (3.3b)
a<a porque (Aej,ey)=a<a (3.3c)

1

1-na>0 porque 0<a< (3.3d)

n
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Para demostrar (3.2) es suficiente ver que

na —a >0, E(—l-i—al—bzo (3.4a)
, n—1
(na —a) (n(nl—:la—)- — b) —lcf*>0. (3.4b)

Dado que n > 1 y de (3.3¢) se tiene
no—a>a—a>0.
Por (3.3b) ¥ (3.3d)

l=a) o 1 AP 1 k0.
n—1 n—1

Con lo cual queda probado (3.4a). Para ver (3.4b) se separan dos casos:
Caso1: <1 —a.

(na — a) [n(l_ 7 ) } lc]? = (na —a) [1 —b+ - nla] —|c?
por (3.3a) > (na —a) [1 -b+ 1n__nfc} —ab

por (3.3¢c) —» > (na-a) {1 —b+ l — na] —ab

1 - na

0] -

=a(n—1a+a(l —na) —a(l —a)

5
=o*n—-a’+a-na*—a+a’=0.

por Caso 1 - > a(n—1) {a +

Caso2:b>1-—a.

(na — a) [%1_'-11)—} e = (ne — a) [1—b+ "ﬂ—|e|2

1 —no
= -1
por (3.3¢c) = > (na—-a)(l-b)+a(l- na) |c|?
por (3.3b) - > (na—-a)(1—->0)+a(l—na)—(1—a)(l-10)
=
= (
= (

( = |ef®
(
(

(na —a) — (1 —a)] (1 =b) +a(l —na)
(
(

na — a) 1—b)+(na—a)

na —1)(1 - b) + a(1 — na)

por Caso 2 — l—-na)(b—1+4+a)>0.

Con esto mostramos que PAP < PTP y por lo tanto (Azg, o) < (Txo, Zo). [ ]
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Teorema 3.2.2 (Versién matricial del Teorema elipsoidal de John). Sea {Ay : X € I} un
conjunto acotado de matrices definidas positivas de tamarno n X n tal que

sup (Ayz.x) >0 para todo x # 0.
el

Entonces existe una matriz Hy > 0 tal que

1
- (Hoz.z) < sup (Ayx,z) < (Hoz.xz) paratodo x€C". (3.5)
A€l

Demostracion: Supongamos. sin pérdida de generalidad. que A, < I,,, para todo X € I. dado
/ \ 1/2

que el conjunto es acotado. Por hipdtesis | la aplicacién £ — l: sup (Ayz.z) ]  esuna norma
\ A&l

sobre C". Dado que todas las normas son equivalentes. existen 0 < § < 3 < 1 tales que

d(z.z) <sup(Ayz,x) < 3(z,x) . (3.6)
Al
Sea M ={H>0:det(H) <1 y H>A, VXe&l} Scvera que M es un conjunto no
vacio v compacto.

s M # 0 : Simplemente porque 31, € M

s M compacto : Para ver que es un conjunto cerrado se puede proceder usando sucesio-
nes. teniendo en cuenta que son todas desigualdades inclusivas. Para comprobar que es
acotado consideramos los autovalores de una matriz H € M ordenados segiin la conven-
cién habitual A\j(H) > M(H) > -+ A, (H) y € un autovector unitario correspondiente
al autovalor A\, (H).

M(H) = M (H) (e.€) = (M(H)e,e) = (He.e) > (Aye.€) .

Por lo tanto

A (H) > sup (Aye,e) > d{e,e) =6 >0. (3.7)
Ael

Esto muestra que todas las matrices H € M son invertibles (H > 0). Con lo cual se
puede hacer

M(H) M (H)  det(H) & an

M(H) " A(H)  Ap(H)1 T gnm1

[Hllsp = M (H) < X (H)

Se tiene entonces demostrado que M es un conjunto compacto y no vacio. La aplicacion
det es continua y por lo tanto alcanza un valor minimo para algin Hy € M. O sea, existe
Hy € M para el cual det(Hp) < det(H) para toda H € M. Se vera que esta matriz Hy
cumple con lo necesario del teorema.

s Por (3.7) se tiene que Hy > 0.



s La segunda desigualdad de (3.5) se cumple por la definicién del conjunto M.

s Para corroborar la primera desigualdad de (3.5) se puede considerar lo siguiente: para
cada )\ € I se define By = H(,Fl"zA,\HJI/Z. Con lo cual se tiene

0<By<I,.

La desigualdad deseada de (3.5) escrita en términos de las Ay es equivalente a la
siguiente desigualdad escrita en términos de las B)

1
~ (z,z) < sup(B)z,z) paratodoz e C". (3.8)
: Ael

Supongamos, por el absurdo, que existe un vector unitario e; que no cumple la des-

igualdad (3.8)

1 1
sup (B,\€1,61> =a< — (61561) - = (3-9)
el n n

O sea, el vector e; cumple para cada A € I,

1
(Bye1,e1) <a con 0<a<—.
n

De acuerdo al Lema 3.2.1, se puede construir la matriz T' definida por (3.1) sélo de-
pendiente de a y de e; y en forma independiente de los B, que cumple

0<det(T)<1. (3.10b)

Se vera que la matriz H; = HénTHé/2 € M y det(H;) < det(Hy): lo que contradice la
definicién de Hy. De modo que la desigualdad (3.8) debe ser cierta para todo x € C™.

Por un lado se tiene, usando (3.10b)

det(H,) = det(HY*TH,'*) = det(HoT) = det(H,) det(T) < det(Hp) .

Y usando (3.10a)

T > B,
H)*TH)? > HY?B, H,?
H > A, .

A continuacién se desarrolla la demostraciéon del Teorema 3.2.3
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Teorema 3.2.3. El rango dptimo del Radio Espectral Conjunto para garantizar la contrac-
tibilidad simultdnea de un conjunto acotado de matrices de tamano n x n es el intervalo

[o., :}:)

Observacion 3.2.4. Recordar del punto 3 en la Observacién 3.1.3 que si p(Z) > 1 entonces
¥ no es contractible simultaneamente.

Demostracion:

Primer caso: Sea £ un conjunto acotado de matrices de n x n con p(X) < -\71;, entonces
¥ es contractible simultaneamente.

Se toma p(Z) < v < \71; y en pos de la definicién de p(Z). un k > 1 para el cual

Allgp <A* (3.11)

sup
ATk

Usando que ¥ es acotado. se puede definir una norma ||| - ||| sobre C" de la siguiente
manera. Para los fines de la demostracién no es necesario considerar sus propiedades como
norma. Solo que estd bien definida y las propiedades (3.12) y (3.13) que se chequearin a
continuacion.

1 1 -
el i= sup { o1} + g Bralf + -+ | Bucsalls Bie S, i=1.k—1)

Dado un A € ¥ se tiene

2 : | B1Az |3 | Br-1Az|3
Il Az[[|” = [ Az[|7 + SUp Seg rened BB o

B, €T ) Bj_1€Xk-1

Azl
= "/2 [—2”2 + su
Y BT

| BuosAc}

| B1 Az||3
P —F— 7 2(k=2)+2

") + -+ sup
/

By _,eXk-2

| Bi-1Az|3

+ sup S2F-1)+2

By _,exk-1

| R —— |

en cada caso se puede considerar B;A € £'*! y por lo tanto los supremos aumentan

S",'z sup—,)—+-~--+— sup W+ sup
BIGE A/- Bk_IES"‘l 7 BkESk

{ | By 1Brrz2 anxn%}

72k
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usando la definicién de & en (3.11) al ltimo término

| By |3 || Be—1z|3 || Bz |3
S |sup =54+ sup TR —
| Biez 7 By ,esk-1 Y Brezk Y
[ |1Bu | Bi-sz3
<A supl—d—lz—i-'--—i- sup o 1)°+|| |2
-31€E ! Bk ]GT‘L 1 'Y
2
=zl
Por lo tanto
Azl < ~lllzll - (3.12)

Si se considera el conjunto

k-1
{1,1+Z —B!B; : BeEl}—{A,\ Xel}
/

i=3

(A,\;r,:c)=<(1',,+§1BB>:1::1">=< kz

se tiene

BBz, 9:>

-2
w’—'

>

-1

k-1
1, 1
+Z;E (BBiz, z) = (z,7) + > — (B, Ba)
1 k-1
= |lz]3 + P > IBill3 -
=1
Y por lo tanto ,
llzll* = Sup (4r2,7) . (3.13)
€

Se ver4 a continuacién que la familia {A, : A € I'} cumple con las hipétesis del Teorema
3.2.2

» A, son semidefinidas positivas

» Si se toma a K como cota para & respecto de la norma || - ||s, entonces se puede ver
que el conjunto de las A, también es acotado

K2

<1+ ||B*B||sp_1+2—||Bn <1+Z
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s Y por iltimo
sup (Axz. z) = ||z[|* #0 paratodo z#0.
Xel

Por lo tanto, existe H > 0 tal que
1
Tomando Hy = ~H

(Hoz,z) < ||lz||® < n (Hoz,z) paratodo zeC". (3.14)
Considerando Az € C", y las desigualdades (3.12) y (3.14)
(HoAr. Az) < ||| Az|||? < +*|l|z]||* < +*n (Hoz,z) paratodo z€C".

En consecuencia. por el Lema 3.1.2, ¥ es contractible simultaneamente

1
A*HyA<+’nH, paratoda A€ con ~*n<-n=1.

n
Segundo caso: Para todo o € [Tj; 1) existe un conjunto £ = {4;,...,A,} de matrices de
tamano n x n tal que p(¥) = a y T no es contractible simultaneamente.
Sea {ey.....en} la base canonica de C" y sea e = €, + - - - + ep,.
Sea
1 0 1 0
E; = e.e; = (O 1 0) = |:
1 0o - 1 0
Sea w = en", raiz n-ésima de la unidad v W = diag(w,w?,...,w").
Con estas definiciones se cumplen las siguientes propiedades:
EW™=wmE, (3.15)
E,E, = E, (3.16)
p(W™E;) = p(E;W™) = p(w’™E;) = p(E;) = 1. (3.17)
Se define entonces
A;j=aW’E; para j=1,....n y X= {A1,...,An} . (3.18)

« A =a
Dado A € ¥ se tiene
A=A A A
kyr-i T2 7
=a'W ‘“Ejl‘/" J Eh LW 7kEjk
= a*Wihha s .wj“'”“Ejk por (3.15) aplicado varias veces
= qF izt ik ljkm'ylejk .
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Y por lo tanto
p(4) = o*p(W"E;,) = o

1/k
p(X) = lim sup { sup p(A_)} =a.
k—oc Aezxk

Y de acuerdo a la Féormula Generalizada de Gelfand: p(Z) = p(X) = a.

¥ no es contractible simultaneamente.

Por el contrario, supongamos que existe H > 0 tal que
AHA; <H paratodo j=1,...,n.
Con lo cual

0< <(H — ‘4;H‘47) €j,€j> = <H6j76j> — <H‘4jej~Ajej)
= hj; — o <HVVje Wie)

= hj; — o ZZh T

r=1 s=1

Sumando para j=1,...,n

0< Zh”—a2ZZZh W=

7j=1 r=1 s=1

- _a2Zth {ZJS ’”} = (%) .

r=1 s=1

La suma en j es una suma geométrica

n _ Z 1 =n si WM =1

=0 si weN#£1,

Dado que w es una raiz n-ésima de la unidad, el caso w®*=") =1 se cumple si y sélo si
s — r es miiltiplo de n. Para cadar =1,...,n existe un y séloun s = 1,...,n tal que
s — r es multiplo de n. De modo que

0< (x)=tr(H)— a2n2hrr
r=1

=tr(H) — a’ntr(H) <0 dado que H>0.

06[\/— y
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Observacién 3.2.5. En el ejemplo anterior. son iguales la dimension de las matrices y
el cardinal del conjunto ¥. De modo que sirve para mostrar también que para cualquier
m > 1y para o > ﬁ existe un conjunto £ de m matrices con p(¥) = a que no es
contractible simultaneamente. Reciprocamente. si ¥ es un conjunto cualquiera de m matrices
con p(¥) < -\-j% entonces ¥ es contractible simultaneamente. Para corroborar esta observacion

se toma
o
H=I+Y Y AA.
k=1 AeTk

Observacion 3.2.6. El Teorema 3.2.3 y la observacion anterior permiten cerrar, de alguna
manera. el ciclo de las generalizaciones para el Cuadro 1.1 en el sentido que establecen las
condiciones suficientes para ¢ue un conjunto acotado de matrices sea contractible simultanea-
mente.

3.3. Conjuntos con p(¥) =0

En los conjuntos ¥ donde p(¥X) = 0. todos los radios espectrales individuales de las
matrices A € ¥ son nulos también.

0<p(A) <p(Z)<p(E)<p(E)=0.

Mas generalmente se puede obtener el siguiente resultado: recordar de la Definicién 2.1.1
que A(XZ) es el algebra sobre C generada por .

Proposicién 3.3.1. Dado un conjunto cualgquiera & C M,,. Si p(E) = 0 entonces p(A) =0
para toda A € A(X).

Demostracidn: Como A(Z) es de dimension finita. existen B; € ¥ (it = 1....,N) lineal-
nmente independientes que generan A(3).
Sean
pi= 11;;1}\, ki v q:= Judx, ki . (3.19)
N
Cada A € A(Y) tiene una unica representacién A = Z a;B;. Por lo tanto
i=1

m

N
A™ = Z o; B;
=1

N N N
= E C\{:,:Bj . E (l’,'_B,,j . E Oc;B.i
1=1 =1 i=1

= (Olel “+ -4 QNBN).(Olel +-- 4+ O(NBN) 3 (O:‘lBl + -+ OzNBN)

= en total N™ términos de la forma «j, ... a; B

R
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Cada término es de la forma aj, ... a;, B;, ... B;,.. Cada B;, ... Bj,, es un producto de m
factores. Cada factor es un B;. donde el B;e Y < De acuerdo con (3.19), en cada producto

hay un minimo de m.p factores y un maximo de m.q factores. O sea.

| < maéx {sup HBH}

mp<k<mq | geyk

“B]] . ]‘m

Si se toma o = max\ la;|. queda finalmente

i=1....

|IA™|| < N™.a™. méax {sup ||B||}

mp<k<mg | pexk

|A™[|Y™ < N.a. max {qup HB||1/"‘} (3.20)
mp<k<mg Bexk

La hipétesis de p(E) = 0 implica que para cada 0 < ¢ < 1 existe my > 1 tal que

sup |BIIY*<c¢ si k>mg.
Bexk

Entonces para k > m.py m > myg
sup ||B||M™ < f/™ <P
Bexk

Y por lo tanto, usando (3.20), para m > my

A™||Y™ < N.o. méx {sup |IB||1/"‘}

mp<k<mg Beyk

< N.¢v. max { sup |IB|]1/’"}
mp<k { Bexk

< N.a.¢’ .

Esto es para cualquier 0 < ¢ < 1. Con lo cual
A =0

p(A) = 111_130C

m—

Lema 3.3.2. Dado ¥ C M,, (no necesariamente acotado). Si p{Z) = 0 entonces & es trian-
gulizable simultdneamente a matrices triangulares superior por una misma matriz unitaria
O sea, eziste U € M,,, matriz unitaria, tal que U* AU es triangular superior para toda

matriz AIE 2.
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Demostracion: La demostracion se hace por induccion sobre n. la dimensién de las matrices.

Para n = 1 son matrices de 1 x 1. Todo conjunto de matrices es triangulizable simultdnea-
mente por U = (1) segun lo requerido.

Se supone entonces que n > 1 v que el lema es cierto para los casos de matrices con
dimensién menor que n.

Segiin la Proposicion 3.3.1, ol radio espectral p(A) = 0 para toda A € A(Z). Se conside-
rard cl caso no trivial de A(XZ) # {0}. De modo que existen

A#0. AcAX) y 2#0€C" talesque Azxz#0. (3.21)

Defnimos
N =AX)zg = {Az,: A€ AD)} .
Este conjunto A resulta ser un subespacio no trivial de C™ invariante por toda 4 € A(Z).
s Que N es un subespacio es inmediato.
= Que N es invariante por toda A € A(Z) se debe a que A(Z) es un algebra.
= De (3.21) se deduce que N # {0}.

s Es necesario chequear que N # C™ (o sea, no coincide con todo el espacio).

Supongamos que N = C", vy por lo tanto

9 € N = 10 = Ary paraalguna A€ A(Z).

Con lo cual zy es un autovector de A, 1 € 0(A4), y p(4) > 1. Que contradice p(Z) = 0.

Sea entonces k = dim(A/). Se tiene que 1 < k < n — 1. Existe una matriz unitaria V" tal
que para toda 4 € A(L) se tiene

o (A A
VAL —<0 ‘422) .

La matriz V' es independiente de cada A dado que se define en funcién de N.
Llamamos

¥ = {An eM,: Ae E} v Yp= {Agz eM,_r: A€ E} .

Son conjuntos de matrices de tamaiio k x k' y (n—k) X (n— k) respectivamente. Y ademaés,
por la Proposicién 2.1.6. queda

0<plE)<p(X)=0 para 1=12.

Tomando la hipétesis inductiva, existen matrices unitarias V; € Ck** y V, € Cln—k)x(n=k)
tales que
ViAW oy V{ AxplVs
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son matrices triangulares superiores para todas las A;; € ¥; ¥ An € L.
Si tomamos U = V.(V; =V,) entonces resulta que U* AU es una matriz triangular superior
para toda A € &.
|

Lema 3.3.3. Sea T un conjunto acotado de matrices complejas de n x n. S1 ¥ es trianguli-
zable simultdneamente a matrices triangulares superior por una matriz invertible. entonces
para cada ¢ > 0 existe una matriz invertible S tal que

sup { IS AS||sp: A€ £} <sup{p(4): A€ T} +e

Demostracion: Siendo @. matriz invertible, que trianguliza simultanemente a ¥ se tiene

a1; G2 - Qin

0 (25 N ¢ 7))
Q'AQ = " k

0 -+ 0 ap

es triangular superior con a;; los autovalores de A.
Dado € > 0, tomamos 0 < § < ¢ y definimos

1 0 - 0
0 ¢ 0
D= )
0 0 on!
Entonces
1 0 0 a1 Q12 -+ QGin 1 0 e 0
1 1 0 o' ... 0 0 ag '+ ag, 0 6 ... 0
D7'Q7'AQD = | . o . |
0 ... 0 ¢ (D 0 -+ 0 aw/ \0O ... 0 o1
a1 a2 Q1n 1 0 -~ 0
0 5_1(122 6‘1a-2n 0 o 0
0 0 & Va,, ) \0 0 ot
a1 6aiz -+ 0" lag,
0 ap - 0" Pag,
= . = (t)
0 0 Gnn



tis = a; autovalores de A

Con t-ij = (’53_]&,'_7' 1<i1< ] <n
tij =0 l<yi<i<n.
En general, para toda matriz T = (t;;) v para cualquier norma || - || se tiene

T < || diag(tu)ll + [|T — diag(ts)|| < Ci|| diag(ts)||sp + Cal|T — diag(ts)|l2

donde C; y C» son constantes positivas correspondientes a la equivalencia de la norma || - ||
con las normas || - [|sp v || - [|2 respectivamente.

Por lo tanto, tomando S = QD, matriz invertible. y el caso particular de la norma
espectral

”S—IASHSP = ”T”szJ < “ diag(tii)”sp + Co||T — diag(t.i.i)Hz ; (3.22)

dado que los t;; son los autovalores de A,

= p(A4) + Ce

1/2
) |5j_iaij12J

1<i<j<n

considerando que todos los términos tienen un é como factor,

)

1
= p(A) + 6C, { Z I(;J'—i—laijIQ} :
1<i<j<n
v en el caso que d < 1

172
< p(A) +6C, ! > iaijlﬂ

1<i<j<n

< p(A) + 6Co A,
Considerando que ¥ es acotado con ||Allz < M y 6 < 5

|S™'AS|;p < p(A) +€ paratoda A€ T

sup {||S7'AS||sp: A € E} <sup{p(A): A€eZ}+e¢.

&
Observacién 3.3.4. Si en (3.22) se considera una norma cualquiera || - || el resultado puede
generalizarse a
sup {|P'AP|: A€ £} < Cisup{p(A): A€ T} +e¢
donde C; es la constante correspondiente para la equivalencia de las normas || - || y || - ||sp-
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A
Combinando los dos lemas anteriores 3.3.2 y 3.3.3 y la Observacién 3.3.4, se tiene el
siguiente teorema.

Teorema 3.3.5. Dado £ conjunto acotado de matrices complejas de n x n y con p(X) = 0.
Entonces para todo € > 0 existe una matriz invertible S tal que S™'AS es triangular superior
para toda A € L y

sup {[|S_1AS|| tAET} <.

Corolario 3.3.6. St ¥ es un semigrupo multiplicativo acotado de matrices nilpotentes de
n x n, entonces para cada € > 0 eriste una matriz invertible S talque

sup {|ST!AS||: A€} <.

Demostracion: Para cada A € T sc ticne p(A) = 0 porque las matrices son nilpotentes.
Ademds. considerando que ¥ es multiplicativo se tiecne 5 C ¥ v por lo tanto

1/k 1/k
p(Z) = p(¥) = limsup { sup p(A)} < lim sup {sup p(A)} =0.
k—oc | Aesk k—oo | A€T

Y por lo tanto se puede aplicar el Teorema 3.3.5. &

Otro ejemplo de conjunto de matrices que pueden triangulizarse en forma simultdnea son
los conjuntos de matrices que conmutan. La demostracién se hace por induccién: conside-
rando que si AB = BA entonces A v B comparten los autovectores.

En particular se tiene,

Proposicion 3.3.7. S§i £ es un conjunto acotado y conmutativo de matrices entonces
p(Z) = p(E) =sup{p(A): A€ L} .
Demostracion: En general, se cumple siempre que

sup {p(A) : A € T} <sup {p(4): A€ =F}'* .
k>1

Y por lo tanto,
sup {p(A) : A€ =} < lim sup {p(A): A€ Ek}l/k =p(Z) =p(T) .
m—0 >m

En el caso que T sea conmutativo se tiene que o(A) C 0(4;).0(Az)...0(A) para toda
A=A, A,... A, € TF. Y por lo tanto

p(A) = sup{|A\| : A € o(A)} < sup{|M|: A1 € a(A1)}...sup{| M| : Ak € 0(Ax)}
p(A1) ... p(Ax)
< sup{p(A): A€ T}* .
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Con lo cual. para todo k& > 1

sup {p(A): A€ Z"}l‘/k <sup{p(A4): A€ T}

p(X) = p(¥) < sup{p(4): A€ X}.

Quedan asi demostradas las dos desigualdades necesarias. ]

Observaciéon 3.3.8. Los conjuntos acotados y conmutativos son el tercer v ultimo tipo de
conjuntos acotados de matrices para los cuales el radio espectral conjunto puede calcularse
como el supremo de los radios espectrales tradicionales de las matrices involucradas. Segin
resultados de la seccién anterior. los corolarios 2.1.5 v 2.1.7 muestran que lo mismo puede
afirmarse para conjuntos acotados formados por matrices normales o conjuntos acotados
formados por matrices de la forma triangular superior.

Teorema 3.3.9. El rango optimo para el Radio Espectral Conjunto para garantizar la con-
tractibilidad simultdnea en el caso de conjuntos acotados y conmutativos es el intervalo [0,1).

Demostracidn: Segun la definicién. la contractibilidad simulténea se caracteriza por la exis-
tencia de una matriz invertible S tal que

sup{[|S~'AS|lsp: AEZT} < 1.

De modo que si £ es un conjunto acotado y conmutativo con p{EX) < 1 se tiene lo
siguiente,

s ¥ es triangulizable simultdneamente (por ser conmutativo Prop. 3.3.7).

= Dado que ¥ es acotado. por Lema 3.3.3. para todo ¢ > 0 existe P invertible tal que

sup{||[P7'AP||;,: A€ T} <sup{p(A): A€} +¢.

Si por hipétesis p(X) < 1, tomando ¢ > 0 tal que p(X) + € < 1, por Prop. 3.3.3 y Prop. 3.3.7

sup{||S7'AS||;p: A€ T} <sup{p(A): A€EZ}+e=pE)+e<1.



Capitulo 4

Calculo exacto y calculo aproximado
del Radio Espectral Conjunto

Contrariamente a su importancia en las aplicaciones. el calculo efectivo del radio espectral
conjunto es sumamente dificil; incluso para conjuntos simples. del menor tamano posible
2 x 2. Existe dos caminos principales para tratar con este problema. Uno es la bisqueda de
clases especiales de matrices. para las cuales el radio espectral conjunto puede calcularse a
través de una férmula explicita. El otro camino es la aproximaciéon mediante algoritmos que
permitan una tasa de convergencia adecuada. En el presente capitulo se abordaran ambos
enfoques siguiendo los articulos siguientes: Bernhard Moéfiner [19] (2009) para el primer caso;
y Vincent D. Blondel. Yurri Nesterov v Jacques Theys [5] (2004) para el segundo caso.

En este capitulo se utilizaran tinicamente matrices con coeficientes reales.

4.1. Matrices palindrémicas de orden 2

En esta primer seccién se estudiaran conjuntos formados por dos matrices palindrémicas
de orden 2 x 2 con coeficientes reales. Un par de matrices R y L se dicen palindrémicas si
estan relacionadas por

01
L=PRP conP:= (1 0).

De este modo, la operacién PLP es una doble transposicién de la matriz L a lo largo de
la diagonal principal y de la diagonal principal invertida.

E=(%% — prp=[® %j—=&.
c d b a
El principal resultado de la seccién es el Teorema 4.1.5 que establece que para conjuntos

Y = {L. R} de matrices palindrémicas de orden 2 x 2 con coeficientes reales el radio espectral
conjunto esta dado por

A(T) = AL, R}) = méx{p(L). (LR} -
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Para la demostracién se utilizaran los siguientes lemas. Los 2 primeros lemas forman parte de
la idea principal de la demostracién del teorema porque muestran que bajo ciertas condiciones
puede construirse una norma tal que ||A|| < 1 para las matrices A € £. Y por lo tanto resulta
que p(X) < 1. El tercer lema calcula p({A4, B}) = 1 para un par muy particular de matrices
Ay B imponiendo condiciones sobre sus autovalores y autoespacios. En la siguiente seccién
del capitulo sc gencraliza la técnica utilizada en ¢l Lema 4.1.4 utilizando menos restricciones
sobre las matrices.

Lema 4.1.1. Sea K C R™ un conjunto cerrado, convezo y simétrico respecto al origen que
cumple B,.(0) C K C Bg(0) para 0 < r < R < co. Entonces

lz| ¢ = inf{a >0: % € K} es una norma sobre R™.

La norma || - || se conoce como funcional de Minkowski [23] para conjuntos convexos ba-
lanceados v absorventes; que generalmente es una semi-norma pero para el caso de conjuntos
acotados. K C Bpg(0). se garantiza que es una norma.

Lema 4.1.2. Dado un par de matrices A, y A2 y K C R" como en el Lema 4.1.1 tal que
A, K C K parai=1,2. Entonces p({A;, A2}) < 1.

Demostracion: Dado que K es cerrado se tiene que: ||z||x < 1 & z € K. Por lo tanto, la
condicion A,K C K implica que ||A;||x < 1 para la norma operador asociada a la norma
| - || sobre R™. Con lo cual

P({A1. A2}) < pr({A1, A2} | - |

k)<1.
[ ]

Observacion 4.1.3. En particular se utilizara K como la regién encerrada por una elipse.
Que sc define como los puntos que cumplen

p(z.y) =2 +tzy+sy*-1<0 cons,teR
K :={(z.y): p(z,y) <0} . (4.1)

Scgun la caracterizacion de las ccuacionces cartesianas de segundo orden el conjunto K esta li-
mitado por una elipse si y s6lo si su discriminante es negativo:

t?-41s<0
t? < 4s . (4.2)

El siguiente lema involucra un caso particular de matrices palindrémicas de orden 2, con
un 0 fuera de la diagonal y con igual radio espectral igual a 1.

Lema 4.1.4. Sean
1l a A0
A=aqa (0 )\) , B=u« (a 1)

dos matrices reales con p(A) = p(B) = |a| =1 y p(AB) < 1. Entonces p({A. B}) = 1.
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Demostracidn: Primero se comienza evaluando las condiciones sobre los autovalores segin
las hipétesis del lema. De p(A) =1y |a| =1 se tiene |A| < 1. Por otro lado

21 a (A 0\ _ A+ a
AB = |a| (0 A) (a 1)_( ax A

det(zl, — AB) =0

r—A—a? -a
det( —a\ a:—)\) =0

(z—A—a*)(z—))-d* =0
* — (2 +a¥)z+ X =0.

2

Si los autovalores de AB son reales entonces (2 + a?)? — 422 > 0 y los autovalores son:

204 a? + /(20 + a?)? — 4)?
5 ,
2X +a? — \/(2X + a?)? — 4\?
s . ,
La condicién p(AB) = max{|z|, |z2|} < 1 implica
12X + @?| + /(2X + a2)? — 4X2
2
V(2X +a2)2 — 4X2 < 2 — |2) + ¥
(22 +a?)? —4X* < (2 - |22 + @%))?
(2X 4+ a%)? — 4X? < 4 — 42X + @?| + (2) + a?)?
420 + a?| < 4+ 4X?
|22 +a?| < 1+ )2

Ha

T2

<1

Si los autovalores de AB no son reales entonces (2A + a2?)? — 42 < 0. Y por lo tanto
0<(2—2X+a?))?
0 <4 — 42X +a®| + (2)\ + a?)?
4120+ a®| < 4+ (22 + a?)?
42X + a®| < 4+ 4)°
22+ a?| <14 X2

En ambos caso se concluyve que |2\ + a?| < 1 + A2 lo cual implica
a® < (1-2)2. (4.3)

Algunos casos particulares. Si @ = 0 entonces A v B son diagonales y queda en forma
sencilla que p({A, B}) = 1. Si A = 1 entonces (4.3) implica a = 0 que es el caso anterior. Si
a? = (1 — \)? entonces los vectores

A-1
a

(:2)

=~

(]



son linealmente dependientes. Pero estos vectores son autovectores de A y B respectivamente
correspondientes al autovalor A. Y por lo tanto las matrices tienen un subespacio propio
invariante que permite realizar un cambio de base para que queden en forma triangular
superior simultaneamente. lo cual implica nuevamente que p({A. B}) = 1.

Se considera ahora el caso general con

-1<X<«1 (4.4)
0<a®<(1=X)72. (4.5)

Para lo cual se definird un polinomio cuadratico de modo que el conjunto K definido por
(4.1) permita definir una norma || - ||k v utilizar asi ¢l Lema 4.1.2. Con las condiciones
mencionadas se define

2a
1-X

p(r,y)=x*+tzy+y° -1 cont:= (4.6)
La condicién (4.3) garantiza que el conjunto K definido por los puntos p(z,y) < 0 estan
encerrados por una elipse porque se cumple (4.2). Se vera ahora que AKX C K.
Para A # 0. el conjunto imagen AL son los puntos tales que

1 1
pa(z.y) =22 + X(—Qa +t)zy + ﬁ(a2 —at+ 1)y -1<0. (4.7)
Lo cual puede corroborarse directamente con la sustitucion correspondiente z = oz + ay),
y = a)y. También en este caso se cumple (4.2) de modo que AK esta delimitada por otra
elipse:

1 1 . >
(—2a+ t)? — 4.ﬁ(a2 —at+1) = — [4a® — 4at + t* — 4a® + 4at — 4]

> >
[56) = o =
| oy |
(o
[}

-4] <0.

Para comprobar que AK C K se toma (z,y) tal que pa(z.y) = 0 y se evaliia el signo

que tiene p(z,y) reemplazando 72 — 1

RS

1 1 o
o’ +tzy+ i —1l=tey +y* - X(—Qa—&—t)zy— ﬁ(a2 —at+1)y" -1

1 1 9
= X(/\t —t+2a)zy + F(/\Z —a*+at—1)y*;
de (4.6) se tiene que At —t +2a =0

y2

=ﬁ(,\2—a2+at—l).



El signo de p(z.y) est4 dato por el factor (A2 — a? + at — 1). Reemplazando t queda

2
5 2a

M_og?+at-1)=XNN-a -1
( a‘+a ) a+1_>\
5 2a? — a?(1 — \)
=)\ -1
LAY
o 2(1+ X
:)\'—1+%+)\) por (4.4) y (4.9)
5 - A1+
S)\'-—l—i-(l i\)(/\-'_ )=O.

Para A = 0 queda a® < 1 y la matriz A es una proyeccion sobre el eje z con

(6)-(e5)

de modo que la imagen por A de los puntos tales que z° + 2azy + y?> — 1 < 0 quedan sobre
el eje x con

(a(r +ay))? = 27 + 2ary + a*y? <1 -y?* +a’y?* < 1
de modo que |a(z + ay)| < 1.

El segmento [—1. 1] del eje = esta incluido en K. Un desarrollo similar permite comprobar
que también BK C K y por lo tanto p({A.B}) < 1. Por otro lado, las condiciones p(A4) =
p(B) = 1 implican 1 < p1({A.B}) < p({A. B}) = 5{A. B}).

|

En el siguiente teorema se contempla el caso general de matrices palindrémicas de orden

2 reduciendo el problema al caso especial del Lema 4.1.4.

I 112) (122 121>
L= ;o H=
(121 L2 Lz
un par de matrices reales palindromicas. Entonces
p({L. R}) = méx{p(L). Vp(LR)} .

Demostracion: Al intercambiar entre si las filas de L o intercambiar entre si las columnas de
R se obtiene la misma matriz. O sca. si se define

_ llg 111 i _ 01
M = (122 12]> y P= (1 0) :

entonces L = MP v R = PM. Ademas sc cumple p(LR) = p(MPPM) = p(M?) = p(M)%.
Por lo tanto

Teorema 4.1.5. Dadas

max{p(L). /p(LR)} = max{p(MP).p(M)} . (4.8)
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Por otro lado usando la identidad P? = I, se tiene

LL=MP-MP=M -PMP
LR=MP -PM=M M
RL=PM -MP=PMP. -PMP
RR=PM -PM=PMP M.

De lo que se deduce que todos los productos con una cantidad par de factores de ele-
mentos de {L. R} puede reescribirse como un producto con la misma cantidad de factores
de elementos de {M. PMP}: y reciprocamente.

A{L.R}) = lim i({L.R})"* = lim pu({L, R}/
PUM, PMP}) = lim p({M. PMP})* = lim pox({M. PM P})"/*

p{L.R}) = p({M. PMPY}) . (4.9)

Esta ultima igualdad (4.9) permite hacer intercambios entre M y M P sin perdlda de gene-
ralidad. En el sentido que si se define M := MP se cumple MP=M y PM = PMP

p({MP.PM}) = p({M,PMP}) = p{MP,PM}) = p({M, PMP})
méx{p(MP), p(M)} = max{p(M). p(MP)} .
A continuacién se mostrara que
max{p(M).p(MP)} =1 = p({M,PMP})=1. (4.10)

Sea entonces max{p(M), p(M P)} = 1. De acuerdo a lo dicho anteriormente no se pierde
generalidad si se supone que 1 = p(M) > p(MP). Si los autovalores de M son reales entonces
alguno de ellos vale 1 6 —1. Si por el contrario. los autovalores de M no son reales cumplen
Ty =Ty y 1 = p(M) = |z;| = |za|. Entonces det(AM P) = —det(M) = —z,29 = —|1;| = —1.
Para calcular los autovalores de M P se toma

det(MP —zI,)) = 2° —tr(L)r + det(L) = 2% — (I1; + lpo)x — 1

Iy +1 Iy + 1o\ 2
m1,2=—“-:22:!:\/(”;2'> +1.

La dnica manera para que |r;2| < 1 es que l;; + lz2 = 0 y por lo tanto z;5 = +1. De
modo que alguna de las dos matrices M o M P tiene como autovalor a 1 6 —1. Haciendo
un intercambio entre ellas se puede suponer que M tiene un autovalor +1 ¢ —1. Se toma el
autovector correspondiente

Y = (;) y la matriz T := (; i) : (4.11)
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Si T no es invertible entonces e = f o e = —f y por lo tanto Pv = v o Pv = —v.
Lo cual implica que v es un autovector comin entre L y R. y pueden llevarse a la forma
triangular superior en forma simultinea de modo que por la Proposicién 2.1.6 se concluye
que p({L, R}) = 1y por (4.9) se obtiene lo deseado en (4.10).

Si T es invertible sc definen las matrices A y B de la siguiente manera utilizando el hecho
de que tanto T como T~} conmutan con P

e TIAT — 1 a
A=T MT—a(O /\>
A

a

B:=T'PMPT = PT'MTP = PAP=aqa ( (1)) con a = *1.

Dado que |a| = 1 se tiene p(A4) = p(B) = |a| = 1; a la vez que
p(AB) = p(T-'MPMPT) = pf(MP)? < 1.

Por Lema 4.1.4 se tiene p({A. B}) = 1 y dado que el cambio de base por matrices similares
no modifica el Radio Espectral Conjunto se tiene también que p({M,PMP}) = 1. Lo que
se proponia demostrar en (4.10).

Comenzando desde el principio dcl teorema se toman L v R segun las hipétesis. Para el
caso especial max{p(L)./p(LR)} = 0 se tiene que L tiene al 0 como unico autovalor. Si v
es un autovector de L y si se define T como en (4.11) se puede tomar

R (0 a) _ (0 a
A=T LT—(0 b)_(O 0).

Donde b = 0 es consecuencia de que L tiene al 0 como unico autovalor. Tomando la matriz
palindrémica B := PAP = T7'RT queda

omsim=san=0((3 ) ¢ ) -+((5 )

Y porlotantoa=0,L=R=0y p({L.R}) =0. N 5
Para cl caso general max{p(L), /p(LR)} = v > 0 se define L := L/v, R := R/v. Y

con estas definiciones queda méx{p(z), wp(zﬁ)} = 1. Lo cual implica ﬁ({z, ﬁ}) = 1 por
(4.10). Finalmente también se cumple p({L/v, R/v}) = p({L. R})/v. Y con esto se termina
la demostracién de la igualdad deseada

UL, R}) = mix{p(L), v/p(LR)} .

Ejemplo 4.1.6. Para el par de matrices

L:(l 0) R
w w
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dependientes de un parametro w € R se tiene

w w 1 1
LR_(w2 w2+w)—w(w w+1) '

de modo que los autovalores de LR son

w2t Vidw+w? 1 ;
w+ +w = (wt /_w2+4w)2

T2 =W 2 1
1
p(LR) = Z(u, + Vu? + dw)? .

Por otro lado es p(L) = max{1, |w|}. Por el Teorema 4.1.5 queda

|w] paraw < —1
AL RY) = max{p(L). /p(LE)} = { 1 para —1 < w < 1/2
wt vVl

. para 1/2 < w.

4.2. Matrices con igual Radio Espectral

La técnica utilizada en la demostracién del Lema 4.1.4 puede generalizarse para casos
especiales de matrices con igual radio espectral.

_ 1l a _ JT
A—a(o /\> , B—_ﬁ(b l)

dos matrices reales con p(A) = |a| = p(B) = |3], ab > 0 y p(AB) < p(A)?. Entonces
p{A. BY) = p(A).

Demostracion: El caso particular p(A) = p(B) = 0 implica A = B = 0. Tomando p(A4) > 0
y escalando con 1/a se puede asumir que p(A) = p(B) = 1, con lo cual |a| = |3| = 1. Las
condiciones en las hipdtesis sobre los autovalores de A v B implican que

Teorema 4.2.1. Sean

AL Il <1 (4.12)

Calculando los autovalores de AB al igual que en la demostracién del Lema 4.1.4 se puede
suponer en primer lugar que son autovalores reales de la forma

E£(u+ A+ ab) £ 1/(u+ A+ ab)? — 4
: .

Ti2=
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Con lo cual p(AB) < p(A)? = 1 implica

iw+x+ami\ﬂu+x+my—4mt<l
P <
e+ A +abl + /(u+ X+ ab)? — 4 u < 2
V(g+ A+ ab)? — 4y <2 — |u+ A+ abl
(W+A+ab)? — 4 u <4 —4|lu+ A+ ab] + (u+ X+ ab)?
du+A+abl <4440
lu+A+abl <1+ M.

Si los autovalores de AB no son reales entonces (u + A + ab)? — 4\p < 0 se toma

0<(2—|u+A+ab|)?
0<4—d|u+A+abl+ (u+ A+ ab)?
4lp+ XA+ abl <4+ 4 pu
lt+A+ab <1+ Ap.

En ambos casos se concluye que |1+ A + ab] < 1+ Ay, que junto con (4.12) implica
ab< (1=AN)(1-p). (4.13)

SiA=1o0pu=1entonces ab = 0y por lo tanto alguna de las dos matrices A o B es
diagonal. Cualquiera de las dos que lo sea respeta la forma triangular superior /inferior de la
otra y por ende p({A, B}) = 1 como se desea. Otra opcién especial es que ab = (1—\)(1—p):

en este caso los vectores
a ) p—=1
(62 v (9)

son linealmente dependientes. Cada uno de los cuales es un autovector de A y B correspon-
dientes a los autovalores A y pu respectivamente. O sea, A y B tienen al menos un autovector
en comin y por lo tanto se puede concluir nuevamente que p({A. B}) = 1.

En el caso general se asume A\, p # 1y 0 < ab < (1 — A)(1 — p). Y se define el conjunto
K como los puntos que verifican p(z,y) < 0 con
a(l —p) 2a

—_—t = .
bA-XN) T I-x

p(z,y) =x’+trzy+sy°—1 cons:= (4.14)

Para A # 0 la imagen por A del conjunto KX queda encerrada por los puntos p4(z,y) < 0
con

5 1 1
palz,y) =z + X(t - 2a)ry + F(a2 —ta+s)y*—1. (4.15)
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Para chequear que AK C K se toma (z.y) tales que pa(z,y) = 0 y analiza el signo de
p(z.y) sustituyendo z? — 1

2 ) 1 1
* +try + sy’ — 1 = tay + sy® — X(t — 2a)zy — ﬁ(a2 — ta + s)y*

1 1 9 9
= X(/\t —t+ 2a)xy + ﬁ()\‘s —a®+ta - s)y‘ ;

de (4.14) se tiene que A\t —t +2a =0

y2

== E(Azs—az-i-ta—s) :

El signo de p(z.y) estd dado por el factor (A%s — a? + ta — s). Reemplazando t queda

(Ms—a?+ta—s)=X\s+ 12112/\ —a®—s
kg 2a% — a*(1 — \)
=s(A\"—1) T
 gwg a’(1+ )
=s(A"-1) T
S a*(1+X)
= s(A 1)+ss(1_)\)
b(l—=A)(1+ A
=sA2-1)+ sa(l( — ,u)()i _+)\>) por (4.12) y (4.13)
<s(A2=1)+s1-X)=0.

Para A = 0 queda ab < (1 — ) y la matriz A es una proyeccion sobre el cje T con

(D0 (5)

de modo que la imagen por A de los puntos tales que z*> + 2azy + a—(}-l-,_-f—'lg,/2 < 1 quedan sobre
el eje x con

(1 —
(CX(I + ay))2 = 1‘2 + 2a1‘y + (1:2y2 <1- ibi)

v +ay? <1
de modo que |a(z + ay)| < 1.

El segmento [—1. 1] del eje z estd incluido en K. Para comprobar que B C K se procede
de la misma manera. Y por lo tanto p({A, B}) < 1.

B

A continuacion se presentan dos ejemplos para mostrar que las condiciones sobre los
autovalores de las A, B v AB son necesarias y no pueden obviarse. Porque de lo contrario
no se cumple la igualdad deseada p({A. B}) = p(A).
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Ejemplo 4.2.2. Para

=) E=0Y)

no se cumple la condicién ab > 0. Todas las deméds condiciones se cumplen dado que

AB = ((1) “11> v o(AB) = {1/2+iV3/2}

v por lo tanto p(AB) = 1. Calculando todos los autovalores de T € {A. B} se puede ver que
p(T) =1parak = 1....4. Sin embargo para A°B? € {A, B}® resulta p(A°B?) = 2++/3 > 1.
En el Apéndice A estan calculadas todas las matrices T € {A, B}* mencionadas.

A

Ejemplo 4.2.3. Un segundo ejemplo se puede tomar

11 10
Az(o 1) , B-ﬁ(l 1) para0 < 3 < 1.

Son matrices con diferente radio espectral p(A) =1y p(B) = 3 < 1. Y se cumple

A*B = 3 ((1) ’f) G 2):,@ (1”1”“‘ ’I) y a(_4k3)={§(k+2i\/k2+4k)}.

&~

Esto muestra que para 0 < 3 < 2/(3 + v/3) se tiene p(AB) = p(A!B) < 1. Ademas
de cumplirse la condicién ab > 0. Sin embargo tomando k suficientemente grande se puede
hacer

8
p(A*B) = ‘E(k +24+ VEk2+4k)>1
de modo que

p({A, B}) = p({4, B} > pi+1({A4, B})I/’k+l > p(A*B)VF 5 1

4.3. Aproximacion para el Radio Espectral Conjunto

El célculo exacto del Radio Espectral Conjunto puede ser complicado incluso para casos
sencillos de matrices de 2 x 2 con caracteristicas especiales como se desarrolld en seccio-
nes anteriores. Para el calculo aproximado del Radio Espectral Conjunto se puede usar la
desigualdad (1.13)

pk(2)VF < p(B) < B(E) < ()X

Si ¥ C M, es un conjunto acotado entonces p(X) y p(¥) coinciden y por lo tanto para
valores de k suficientemente grande los valores de px(Z)'/* v px(X)/* dan una aproximacién
tan precisa de p(Z) como se quiera. Sin embargo. los célculos de los px(Z) v px(Z) pueden
ser demasiado costosos y largos. Implican calcular todos los autovalores de las matrices
productos involucradas en T
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Ejemplo 4.3.1. La siguiente grafica muestra el calculo de px(Z) v px(Z) para k = 8 en el
caso de una matriz A fija y otra matriz B dependiente del parametro a

(1 2 i 1 2a
a=(51) =0 ¥)

65 ' ! ; ] v ; ; ! !
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Valores del célculo de las aproximaciones

w

25

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Variaciéon del parametro 'a’ en la definicion de la matriz B

Figura 4.1: Gréfica de px(Z) y pi(Z) parar k = 8.

Para realizar la grafica se utilizé un programa en Matlab para computar los 2% productos

g prog p p p
pertenecientes a $8. junto con sus autovalores, radios espectrales p(T) y normas espectrales
[IT|lsp- Las rutinas de Matlab utilizadas estan transcriptas en el Apéndice B.

A
En [5] se desarrollan aproximaciones facilmente calculables para conjuntos finitos de
matrices con cocficientes reales. Una de ellas utiliza normas elipsoidales y satisface

—= £a(Z) S AD) < pul®) (4.16)

N

donde p,(X) es la aproximacién que utiliza normas elipsoidales y n es la dimensién de las
matrices.
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Definicién 4.3.2. Dado ¥ C M, un conjunto de matrices con coeficientes complejos, se
define la aproxrimacién por normas elipsoidales para el Radio Espectral Conjunto por

o(2) = inf sup || Alp .
pa(¥) = Iuf sup [ Allp

A

O sea, para cada matriz P definida positiva se considera la norma elipsoidal asociada
|| - ||p sobre C™ segiin la Definicién 1.2 y la norma operador correspondiente || - ||p sobre M,

lz||p = v/(Pz,z) = Va*Px

Va*A*PAzx
| Allp = sup {||Az[|p : ||zllp = 1} = sup ——=——"
20 V2 Pr
Usando la Proposicién 2.1.3 se tiene que para conjuntos acotados la aproximacion p,(X)
es mayor o igual que p(X), dado que el infimo sobre todas las normas matriciales es siempre
menor o igual al infimo sobre las normas matriciales elipsoidales. La definicién anterior
implica

|pVx*Px para todo z
|%z* Pz

*A*PAx < |A
r"A*PAz < |A
r*(A"PA - ||A||5.P)x <0

v por lo tanto A*PA — ||A||%.P < 0. El mimero || A||p puede pensarse como el menor escalar
~ > 0 para el cual A*PA —~+2P < 0. Y la aproximacion p,(%) como el menor escalar v > 0
tal que A*"PA — 2P < 0 para toda A € ¥ para alguna P > 0:

pa(Z) = inf{y > 0: 3P > 0 tal que A"PA —~"P < 0 para toda A € &} .

Asi planteado. el calculo de p,(Z) puede resolverse en forma eficiente como un problema
de optimizacién convexa con restricciones generales.

Ejemplo 4.3.3. Retomando el Ejemplo 4.3.1 se considera el conjunto ¥ = {A, B} para A
v B matrices con coeficientes reales de tamano 2 x 2. El problema de optimizacién convexa
con restricciones generales en este caso se plantea de la siguiente forma

Minimizar «
P>0
VP -ATPA>0
7P~ BTPB >0

sujeto a las

restricciones

La condicion v*P — AT PA > 0 equivale a 3 restricciones de desigualdad
det(v?P — ATPA)>0— 1 <0
(v*P - ATPA);3; 20— 1 <0
(2P — ATPA)y% >0 — 13 <0
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Y en forma similar para v2P — BTPB > 0 equivale a otras 3 restricciones de desigualdad
74 < 0,75 <0y re <0. A estas 6 restricciones hay que agregarles las correspondiente que
derivan de P > 0

, Y —z2<0 —r; <0
P=(I gf>>0<=> z<0 — g <0
y 2 2<0 — 1y <0

Estas ultimas 3 restricciones deberia ser desigualdades estrictas; sin embargo pueden escri-
birse de la forma r; + ¢ < 0 para valores de € > 0 tan pequenos como sea necesario. Algunas
de las restricciones son de la forma denominadas restricciones de caja; aunque la mayoria
son no-lineales. El planteo del problema queda entonces

Minimizar ~

sa.{ri<Oparai=1,....9

El Matlab ofrece una rutina para la resolucién numérica de este tipo de problemas con res-
tricciones genéricas: la rutina fmincon. En el Apéndice B estan desarrolladas las definiciones
para poder utilizar esa rutina que permite revolver el problema de optimizacién considerando
el caso del conjunto de matrices & = {A, B} del Ejemplo 4.3.1. En la siguiente grafica se
muestra el cdlculo de pr(X) y pr(2) para k£ = 8 como en el ejemplo mencionado, junto con
el resultado obtenido del problema de optimizacién. Esta grafica es similar a la presentada
en la pagina 107 del articulo de Blondel-Nesterov-Theys [5].
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Variacion del parametro 'a’ en la definicién de la matriz B

Figura 4.2: Comparacién de la aproximacién con normas elipsoidales.

A
Retomando la definicién de la aproximacién por normas elipsoidales. la precisién men-
cionada en (4.16) es resultado del siguiente teorema. En el articulo original (5] de Blondel-
Nesterov-Thevs se propone la acotacién vélida para conjuntos finitos con coeficientes reales:
y utiliza para la demostracién una adaptacién del Teorema Elipsoidal de John en su ver-
sion para R™. Aprovechando la versién matricial de este teorema. Teorema 3.2.2. publicada
por Ando-Shih en [1]. y todo lo desarrollado en la Seccién 3 se puede establecer la misma
acotacion como valida para conjuntos acotados con coeficiente complejos.

Teorema 4.3.4. Dado ¥ C M,,, conjunto acotado de matrices con coeficientes complejos; y
dada po(Z) la aprorimacidn elipsoidal para el Radio Espectral Conjunto segun la Definicion
4.3.2, entonces

1
e Pa(E) < p(E) < pa(X) -
Demostracion: La segunda desigualdad es consecuencia de la caracterizacion para el calculo
del Radio Espectral Conjunto dada por la Proposicién 2.1.3. dado que en para p(L) se toma
el infimo sobre el conjunto A de todas las normas operadores: conjunto mas grande que el
correspondiente a solo las normas operador generadas por normas elipsoidales.
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Para la primera desigualdad se toma p(X) < 7, de modo que ¥ = —=¥ es un conjunto
g Pl T \

acotado con Radio Espectral Conjunto pertenece al intervalo [0. %) Por el Teorema 3.2.3,

T es simultdneamente contractible. De modo que existen H > 0 v 0 < v < 1 tales que

A"HA < ~*H paratoda A € T

Y por ende
pu(E) Sy <1
%pa@) <l
pi}%}) < T paratodo T > p(X).
Lo cual muestra la desigualdad deseada. n

Ejemplo 4.3.5. La precision estipulada en el teorema anterior es exacta en el sentido que
no puede mejorarse mas; dado que existen conjuntos ¥ para los cuales se cumplen una u otra
de las igualdades en (4.16). Por un lado se tiene que para conjuntos ¥ formados unicamente
por matrices normales se cumple la igualdad en el lado derecho, ver Corolario 2.1.5

P(Z) = pa(Z) = sup p(A) .
A€EX

Por otro lado. tomando ¥ como (3.18) para el caso particular de & = 1/4/n correspondiente
al segundo paso de la demostracién del Teorema 3.2.3. En la demostracién se comprueba
que ¥ es un conjunto acotado de n matrices con coeficiente complejos, no simultaneamente
contractible, con p(X) = 1//n.

Dado que ¥ no es simultaneamente contractible se deduce que para cualquier 0 < v < 1
no existe P > 0 que cumpla A*PA < +?P para toda A € £. De modo que p,(X) > 1. Y por
ende

U

Pal

v

Sl-
.

() .

B
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Apéndice A
Matrices con igual Radio Espectral

En el Ejemplo 4.2.2 se hace referencia al cdlculo de los autovalores para todas las matrices

en {A, B}, {4, B}?, {A4,B}®y {A.B}* con

1
i=()

7)

11
=1 o

).

En todos los casos resulta ser que p(T') = 1 para cualquier 7.

Parak=1
TABYF| o o)
A (oA ={1] | #A) =1
B o(B)={1} | p(B) =1
Para k =2
{A, B}* a(T) p(T)
)
A? = (1) 1‘) o(A?) = {1} p(A2) =1
AB = (? ‘11> 0(AB) = {1/2+1/2V3i} | p(AB) =1
BA= G 1) | o(BA) = (1/2£1/2v3) | p(BA) =1
7=, 1) oB)= {1} | eB) =1
Para k=3
{4. B} a(T) p(T)
A = ((1) ‘f) o(A%) = {1} | p(A%) =1
A’B = (‘11 ‘12 0(A?B) = {£i} | p(4’B) =1
ABA = (g _01) 0(ABA) = {+i} | p(ABA) = 1
AB? = (‘21 ‘11> o(AB?) = {+i} | p(AB?) =1
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Para & = 3 (continuacién)

{4 B 7(T) éa)
BA? = (i :i’) o(BA?) = {£i} | p(BA?) =1
BAB= (] “01> o(BAB) = {+i} | p(BAB) = 1
B2A = (é :}) o(B2A) = {+i} | p(B24) =1
(3 )) | o= | am=1
Para k =
{A B} o(T) p(T)
a=(, 7 o(4*) = {1} plA%) =1
4B= (7 ) | oaB)=(-1/2+1/2/3) | p(4°B)=1
A2BA = (‘11 ‘01> 0(A2BA) = {-1/2+1/2/3i} | p(A2BA) =1
A2B? = (',,3 _12> o(A2B?) = {—1} p(A2B?) = 1
ABA? = (1) j) o(ABA?) = {-1/2+£1/2V3i} | p(ABA?) =1
ABAB = ‘01> o(ABAB) = {~1/2+1/2\/3i} | p(ABAB) = 1
AB2A = _21 _01> o(AB2A) = {1} p(AB2A) = 1
AB? = (_32 _11 o(AB®) = {-1/2+£1/2V3i} | p(AB%) =1
BA® = G :g’) o(BA®) = {-1/2+1/2V/3i} | p(BA3) =1
BA’B = (‘01 :f) o(BA?B) = {~1} p(BA2B) = 1
BABA = (g j) o(BABA) = {—1/2+ 1/2v/3i} | p(BABA) = 1
BAB? = (“11 ) | o(BABY) = (-1/2:+1/2v3) | p(BAB?) =1
Az = () _g) o(B2A2) = {~1} o(B2A?) = 1
B2AB = (? :D 0(B2AB) = {-1/2+1/2V3i} | p(B2AB) =1




Para k = 4 (continuacién)

{ABF o(T) o(7)
BA= (5 T,)|o(BA) = (-1/2£1/2V3i} | p(B*4) =
2= (5 %) o(BY) = {1) p(BY) = 1

Al continuar con el procedimiento para k = 5 se observa que p(A*B?) = NG
Para k=5

A BT 7T) AT)
4=, ’f’) o(A%) = {1} p(A%) =1
A‘B = '13 _14 o(A*B) = {-1} p(A*B) =1
ASBA = (“12 ‘01) o(A3BA) = (-1} | p(4*BA) =1

A*B? = (‘2° ‘13) c(AB2) = {-2 £ V3i} | p(A43B2) = V7




Apéndice B
Rutinas en Matlab utilizadas

Para la claboracion de la grafica 4.1 en la Seccidn 4.3 se utiliza la siguiente rutina general,
que incluye la subrutina Skpara2matrices descripta luego a continuacion.

Algorithm B.1: Rutina General para Grafica 4.1

1 A=[1. 25-2. 1;

2 k=8 ; // cantidad de productos
3 a=.1:.1:10 : // variacién del parametro en la matriz B
4 for jj = 1:1length(a) do

5 B=[1 2*a(jj):-2/a(jj) 1} // Generacién de la matriz B
8 S =Skpara2matrices(k.A,B) ; // genera el conjunto S*
7 | for jjj=1:2Fdo

8 vonorma (jjj) =norm(S(:.:;,k,j57)) ; // las normas en S*
9 [x,auto]=eig(S(:,:.k.jj)); auto=diag(auto);

10 vradio(j77) =max(abs (auto)) ; // radios espectrales en S*
11 end

12 rck () =(max (vnorma ))V* ; // rck = para Radio Espectral Conjunto
13 rgk (jj)=(max(vradio ))/*¥; // rgk = para Radio Espectral Generalizado
14 end

15 plot(a.rck.a,rgk), grid :

16 h = legend( rck’. rgk’): set (h. Interpreter’, none’)




Algorithm B.2: Subrutina Skpara2matrices

1 Function [S |=Skpara2matrices(k.L.R):
: // k = cantidad de productos
;// S(:,:,1,:)= conjunto de R y L = [R L]
;// 8(:,:,2,:)= 5% = [RR RL LR LL]
; // Los productos se construyen usando la numeracién binaria:
. // el j-ésimo elemento de S(:,:,k,:)=S* se construye multiplicando
;// Ly R segin la notacién binaria de ’j-1’. Donde L=1 R=0
;// Ejemplo: Para k=4 se tiene que j va de 0 a 15
:// j = 14 = 8+4+2 = 1110 = 1110 ===>S(:,:,4,14) = LLLR
:// j =3 =2+1 =11 = 0011 ===>S(:,:,4,3) = RRLL

2 for j=1:2F do
3 S(:,:kg)=[1050 1} ; // Inicializando S(:,:,k,j)
4 n=j-1;
; // rem(n,2)= resto de dividir n por 2
5 for jj=1:k do
6 if rem(n.2) ==1 then
7 | SC..kj)=L*S(:,k,5)
8 else
9 | sC..kj)=R*S(...kj)
10 end
11 n=(n-rem(n,2))/2;
12 end
13 end

Para la elaboracion de la grafica 4.2 se utilizaron las siguientes rutinas y subrutinas. La
rutina general es muy similar a la primera presenta en estos apéndices. Utiliza también la
subrutina Skpara2matrices: adcmas utiliza las subrutinas mingenerico, resgen



Algorithm B.3: Rutina General para Grifica 4.2

© ® N OO AW N M

- e e e
W N = O

15
16
17

A=[1.2;-2. 1
k=8 ; // cantidad de productos
a=.1:.1:10: // variaci6én del parametro en la matriz B
for jj = 1:1ength(a) do
B=[1 2*a(jj):-2/a(jj) 1] // Generacién de la matriz B
S =Skpara2matrices(k.A.B) ; // genera el conjunto S*
for jjj=1:2Fdo
vnorma (3 ) =norm(S(:.;k,jj7)) ; // las normas en S¥
[x.auto]=eig(S(:,:.k.757)); auto=diag(auto);
vradio (jjj) =max(abs (auto)) ; // radios espectrales en S*
end
rck(jj)=(max(vnorma ))** ; // rck = para Radio Espectral Conjunto
rgk(jj)=(max(vradio ))/*: // rgk = para Radio Espectral Generalizado
[elnormal(jj) x v z]=mingenerico(A.B);
:// norma elipsoidal de S minimizando el gamma
end
plot(a.rck.a.rgk.a.elnormal), grid :
h = legend ( 7ck’. rgk " ‘elnorm1’): set (h. Interpreter’, 'none’)

Algorithm B.4: Subrutina mingenerico

© 0 N D bW =

Function [m.x,y.z]=mingenerico(A,B);
x0=[10 10 10 10];
ff = @(>x) resgen(zz.A.B);

AA

= [ bb=[}

options=optimset ( ‘Display’, 'off '):
[r.rval]=fmincon(@fobjetivo.z0,AA.bb.[].[],[].[].ff options):
m=rval;

end

x=r(2): y=r(3); z=r(4):
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Algorithm B.5: Funcion resgen

© 00 N9 OO A WN e

[ T o T S S~ S R S S TR}
© © N O N & W NN = O

21

Function [cc.ceq|=resgen(zz.4.B) ;

r=xx(1);

x=xx(2);

y=xx(3):

z=xx(4);

P=[ox(2) s0x(3)5x:(3) 3x(4)]
ECl =r’+«P—- A'xPx A;
EC2 =r’x P — B'x P % B;
rl=-det (EC1);
r2=-EC1(1.1);
r3=-EC1(2,2);

r4=-det (EC2);

r5=-EC2(1.1);

r6=-EC2(2.2);

r7=-det (P);

r8=-x;

r9=-z;

r10=-r:

cc=[r1 r2 r3 r4 r5 6 r7 r8 r9 rl0J;
ceq=]

end

// a,b,c,d,e,f,g,h

Algorithm B.6: Funcion fobjetivo

1
2
3

Function f=fobjetivo(z) :
f=x(1);

end
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