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Resumen

Las cosmologias de rebote son modelos alternativos al modelo cosmologico es-
tandar ACDM que resuelven por construccion el problema de la singularidad cosmo-
logica inicial. En estos modelos el Universo comienza a contraerse desde un estado
diluido para luego atravesar un rebote y continuar hacia una etapa de expansion,
tal como esta descripta por el modelo ACDM. Dentro del contexto de la Relatividad
General, la existencia del rebote implica una violaciéon de las condiciones de energia.
Durante la contraccion, la mayoria de la estructura del Universo desaparece. Sin em-
bargo, los agujeros negros, como son regiones del espacio-tiempo con una curvatura
especifica, podrian sobrevivir al rebote.

El objetivo principal de este trabajo es investigar la evoluciéon de una poblacion
de agujeros negros en interaccién con un fluido cosmologico en las fases de contrac-
ciéon, rebote y expansion. A su vez, se analizard de qué manera el fluido cosmolégico
de fondo es afectado por la presencia de los agujeros negros. Con este proposito,
desarrollamos un modelo cosmologico de dos fluidos en interacciéon. Mostramos que
para un amplio rango de masas, podemos considerar que no hay fusién entre los
agujeros negros. Determinamos la evolucién en la poblacién de agujeros negros y
la del fluido cosmolégico de fondo, mediante la resolucién de un sistema de ecua-
ciones integro-diferenciales. Estas tultimas se derivan de la conservacion del tensor
de energia-momento total y de las ecuaciones cosmolédgicas en Relatividad General.
Encontramos que la presencia de la poblacion de agujeros negros afecta de manera
significativa el comportamiento del fluido cosmologico cerca del rebote.






Abstract

Bouncing universes are alternative models to the standard cosmological model
ACDM that solve the problem of the initial cosmological singularity by construction.
The bounce is preceded by a contraction phase starting from a practically flat and
dilute universe. After the bounce, the universe evolves into the current expansion
stage as described by the ACDM model. Within the framework of General Relativity,
the existence of the bounce implies a violation of the energy conditions. During the
contraction, most of the structure of the universe disappears. However, since black
holes are regions of spacetime with a specific curvature, they could survive the
bounce.

The aim of this work is to analyze the evolution of a black hole gas in the
phases of contraction, bounce and expansion. In turn, we determine how the cosmo-
logical background fluid is affected by the presence of the black holes. To this end,
we have developed a cosmological model of a two-fluid interaction. We determine
the evolution of the population of black holes and the cosmological background fluid
by solving an integro-differential system of equations, which are derived from the
conservation of the energy-momentum tensor and the cosmological equations of Ge-
neral Relativity. We find that the presence of the black hole population substantially
affects the behaviour of the cosmological fluid near the bounce.
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Capitulo 1

Introduccion

Another turning point, a fork stuck in the road.
Time grabs you by the wrist, directs you where to go.

— Billie Joe Armstrong

La cosmologia es el estudio del Universo como un todo. El Universo contiene
al espacio-tiempo y todas las formas de energia-momento. En particular, el espacio-
tiempo puede ser definido como el sistema emergente de la suma ontoldgica de todos
los eventos de todas las cosas. Una cosa es un individuo dotado de propiedades fisi-
cas. Un evento es un cambio de estado en las propiedades de una cosa. Una suma
ontoldgica es un agregado de cosas o propiedades fisicas (Romero, 2018). El princi-
pal objetivo de la cosmologia es entender la estructura a gran escala del Universo,
investigando su evolucién, composicion y dindmica.

Los modelos cosmolégicos brindan una representacion conceptual de los diver-
sos mecanismos implicados en la evoluciéon del Universo. El méas exitoso hasta la
fecha es el Modelo Cosmolégico Estandar. Se basa en las ecuaciones de Einstein
con un término de constante cosmologica, denotada A, y en la validez de la Teoria
Cuantica de Campos (TCC). La materia y energia del Universo se representan me-
diante un fluido perfecto mas una componente de materia oscura que solo interactia
gravitacionalmente. Al inicio de la expansién césmica se supone la existencia de una
fase densa y caliente, y se le suele agregar una fase de expansién exponencial para
explicar la existencia de las inhomogeneidades primordiales y otras caracteristicas
observacionales.

Sin embargo, el Modelo Cosmologico Estandar, también llamado ACDM, pre-
senta varios problemas. Acaso la deficiencia més severa es la presencia de la sin-
gularidad cosmologica inicial, que es inherente a la Relatividad General (RG). Una
posible manera para evitar la singularidad inicial es mediante un rebote cosmologico
clasico. Las cosmologias de rebote son no singulares por construcciéon. En esta clase
de modelos, el Universo comienza a contraerse a partir de una fase muy diluida,
evolucionando suavemente hacia un rebote. Luego, el Universo vuelve a expandirse,
tal como describe el modelo ACDM. En el marco de la teoria de la RG, el rebote
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requiere la violacion de las condiciones de energia.

En la etapa de contraccion, la densidad y temperatura del fluido cosmolégico se
incrementan de manera tal que toda la estructura preexistente (planetas, estrellas,
galaxias, entre otros) se destruye completamente. No obstante, los agujeros negros
podrian sobrevivir a la contraccion, pues son regiones del espacio-tiempo con una
curvatura particular. Pérez & Romero (2022) demostraron que un agujero negro
modelado mediante la solucion generalizada de McVittie (Faraoni & Jacques, 2007)
sobrevive a un rebote cosmologico. Esto implica que hay toda una clase de modelos
de rebote que permiten la existencia de agujeros negros en todas las épocas cosmolo-
gicas. Sin embargo, esta investigacion involucra solo un agujero negro; es de interés
investigar como evoluciona una poblaciéon de agujeros negros durante un rebote cos-
mologico y, a su vez, determinar cuéles serian los efectos de la presencia de estos
agujeros negros en la dinamica del Universo.

La relevancia de este tipo de investigaciones en el marco de la cosmologia actual
radica en que los agujeros negros que sobreviven al rebote podrian tener un papel
fundamental en la fase de expansion del Universo. Por ejemplo, estos agujeros negros
podrian ser una componente de la materia oscura o proveer las semillas a partir de
las cuales se formarian las galaxias (Carr & Silk, 2018; Carr & Kithnel, 2020).

La hipoétesis fundamental de esta tesis es la suposicion de que los agujeros negros
existen en el Universo. Existe abundante evidencia a favor de esto (Abbott et al.,
2016; Event Horizon Telescope Collaboration, 2019). Ademaés, se supone un modelo
cosmologico con rebote. Toda una rama de la cosmologia actual esta dedicada a la
investigacion de esta clase de modelos (Novello & Bergliaffa, 2008; Peter & Pinto-
Neto, 2008).

El objetivo principal de este trabajo es investigar la evolucion de una poblacion
de agujeros negros en un universo no singular y cudles son los efectos sobre el fluido
cosmologico. La comparacion de las predicciones tedricas con el conocimiento actual
de la evolucion del Universo permitira determinar la viabilidad de esta clase de
modelos de rebote.

Para ello, especificamos los siguientes objetivos particulares:

» Caracterizaremos los principales procesos por los cuales la masa de los aguje-
ros negros inmersos en el fluido cosmolégico puede variar. Consideraremos la
pérdida de masa por radiacion de Hawking, ganancia de masa por acreciéon del
fluido cosmologico y, ademas, tendremos en cuenta el cambio de masa debido
a la dinamica del espacio-tiempo.

» Desarrollaremos un modelo cosmologico de dos fluidos en interaccion (un gas de
agujeros negros tipo polvo y un fluido cosmologico) a partir de la conservacion
del tensor de energia-momento total y de las ecuaciones cosmolégicas en RG.

= Resolveremos el sistema de ecuaciones considerando dos distribuciones de ma-
sas diferentes para la poblacion de agujeros negros: una monoenergética, cen-
trada en un valor de masa particular, y otra extendida, tipo ley de potencia.
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Esto permitira determinar la densidad de energia de la poblacién de agujeros
negros y el fluido cosmolégico. A su vez, se derivaran cuéles son los efectos de
la presencia de los agujeros negros en el fluido cosmolégico.

La presente tesis se organiza de la siguiente manera. En el Capitulo 2 introdu-
cimos los conceptos basicos sobre la RG que usaremos a lo largo del trabajo. Presen-
tamos las ecuaciones de campo de Einstein junto con la soluciéon de Schwarzschild
y la geometria de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW). En el Capitu-
lo 3 describimos el Modelo Cosmologico Estandar y analizamos sus problemas; en
particular, el problema de la singularidad inicial. Luego detallamos el modelo cos-
mologico alternativo no singular de universos con rebote. Finalmente, describimos
soluciones de las ecuaciones de campo de Einstein que representan agujeros negros
embebidos en un universo FLRW. En el Capitulo ! estudiamos el problema general
de dos fluidos en interaccion. Analizamos las contribuciones al cambio de masa de
los agujeros negros, estudiando si hay fusion de los mismos. Luego, presentamos el
conjunto de ecuaciones que describe la evolucion de la poblacién de agujeros negros
y el fluido cosmoldgico, tanto como para la distribucién monoenergética como pa-
ra la extendida. En el Capitulo 5 analizamos los resultados obtenidos para ambas
distribuciones y verificamos la violaciéon de las condiciones de energia. Ademés, es-
tudiamos la evolucién del fluido cosmologico en ausencia de agujeros negros. Por
ultimo, en el Capitulo 6 presentamos las conclusiones de la tesis.






Capitulo 2

Relatividad General

La RG es una teoria acerca de la gravitacion y los sistemas que interactiian
con ésta. La curvatura del espacio-tiempo es la manifestacion de la gravitacion. Las
ecuaciones de campo de Einstein determinan la geometria del espacio-tiempo para
una dada distribuciéon de materia y energia.

En este capitulo introducimos la teoria de la RG junto con las ecuaciones de
campo de Einstein. Ademaés, se presentan la solucion de Schwarzschild y la geometria

de FLRW.

2.1. Ecuaciones de campo de Einstein

El Principio de Equivalencia de Einstein enuncia la relaciéon entre el espacio-
tiempo y la gravedad de la siguiente manera (formulacion de Weinberg 1972):

En cada punto del espacio-tiempo en un campo gravitacional arbitrario
es posible elegir un sistema de coordenadas inercial local tal que, dentro
de una region suficientemente pequena del punto en cuestion, las leyes
de la naturaleza toman la misma forma que en sistemas de coordenadas
cartesianos desacelerados en ausencia de gravedad.

El espacio-tiempo puede ser descripto mateméticamente mediante una variedad
real cuadri-dimensional diferenciable, la cual puede tener una geometria global muy
diferente, pero, localmente, se parece al espacio plano. Esto es equivalente a decir
que en cada punto P de la variedad existe un plano tangente. La variedad esta
equipada con un tensor métrico g,,. A lo largo de este trabajo, usamos la siguiente
signatura para la métrica: (—,+, +, +).

La métrica es un tensor simétrico covariante en sus dos indices, la cual permite
determinar distancias sobre la variedad. Un tensor métrico particular es 7,,, que
representa la métrica plana o Minkowskiana, tal que

N = diag( — 1,+1,+1,+1). (2.1)

15



16 2.1. Ecuaciones de campo de Einstein

En un punto P cualquiera sobre la variedad siempre es posible encontrar coordenadas
localmente inerciales (g, (P) = 1 ¥ 0, 9, (P) = 0). Esto se relaciona estrechamen-
te con el Principio de Equivalencia, ya que enuncia que hay una similaridad entre
la indetectabilidad de la gravedad en regiones locales y la habilidad para encontrar
este tipo de coordenadas.

La intucién fundamental de Albert Einstein fue que existe un vinculo entre la
curvatura del espacio-tiempo y la distribuciéon de materia en el mismo, que es la fuen-
te de la gravitacion . Matematicamente, esta relacion estd dada por las ecuaciones

de campo de Einstein:
1 8t G
Ruu - §Rguu = 0—4 Tum (23)
donde G es la constante de gravitaciéon universal y ¢, la velocidad de la luz. El lado
izquierdo de la igualdad refiere a la geometria del espacio-tiempo: se encuentra al

tensor de Riccl Ry, contraccion del tensor de Riemann R’, , segin

nz
R, = Rpupl,, (2.4)
donde el tensor de Riemann tiene la forma
Rg,uu = aﬂ szxa - 81’ Fp,ua + Fpu)\ F)\I/U - Fpl//\ F)\,LLO’ (25)

y siendo I'”, la conexion afin, que esta constituida por las derivadas de la métrica

1 g
e, = 5 9" (0 9vo + O Guo — 0o Gyuv)- (2.6)

De esta manera, el tensor de Riemann R’ y el tensor de Ricci R, involucran
las derivadas segundas del tensor métrico. Tanto el tensor de Ricci R, como el
escalar de Ricci (o escalar de curvatura) R = R}, definido como la traza del tensor
de Ricci, contienen informaciéon de la curvatura del espacio-tiempo en presencia de
campos de materia. El miembro izquierdo de la Ec. (2.3) también puede ser escrito
como R, — %R 9y = G, siendo éste conocido como el tensor de Einstein.

Del lado derecho de la igualdad de la Ec. (2.3) se encuentra el tensor de energia-
momento, que contiene toda la informacion sobre la distribucion de la materia en el
espacio-tiempo. Este tensor representa las propiedades fisicas de las cosas materiales
(Romero & Vila, 2014). Un ejemplo concreto es el tensor de energia-momento para
un fluido perfecto (no hay fuerzas entre las particulas que lo componen, conduccién
del calor ni viscosidad en el sistema de referencia del fluido) que toma la forma

T = (p+ P)uuuu + Pguu, (2.7)

1La geometria del espacio tiempo determina la trayectoria de las particulas de prueba, denomi-
nada geodésica. La ecuacion de la geodésica es

d2zH dx” dz?

[ ———
ER +I'%, I 0, (2.2)

donde z#(\) es una curva parametrizada sobre la variedad y A, el parametro afin.
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siendo u* = dz#/ds la tetra-velocidad del fluido. Las cantidades escalares p y P
son la densidad de energia y la presion, respectivamente, y pueden relacionarse por
medio de una ecuacién de estado.

Las ecuaciones de campo de Einstein son un sistema de 10 ecuaciones de se-
gundo orden en la métrica g,, no lineales acopladas. De aqui podemos destacar dos
cuestiones:

» Los 10 grados de libertad de la métrica se deben a la simetria de T" y G,
la cual proviene, a su vez, de la simetria de la conexion afin I'), =T °.

= La no linealidad de las ecuaciones implica que las soluciones no se pueden
superponer para encontrar otras.

Las ecuaciones de campo de la RG pueden escribirse en forma alternativa, como
se muestra a continuacion: tomando la traza de la Ec. (2.3) se obtiene

167 G
167G,

R = i

, 2.8)
donde T" = T'. De esta manera, reemplazando al escalar de curvatura por la Ec.(2.8),
las ecuaciones toman la forma

8t G 1
R = (TW . §Tg,w>. (2.9)
Si T, = 0 en una cierta regién del espacio-tiempo, las ecuaciones de Einstein

simplemente resultan

Ry, =0, (2.10)

y la solucion que se obtiene de la Ec. (2.10) es una solucion de vacio. Se puede
mostrar que en un espacio-tiempo de 4 dimensiones puede existir gravitacion, dado
que el tensor de curvatura R/, , tiene 20 componentes independientes y son 10
las ecuaciones de campo. Entonces, es posible que un tensor de curvatura no nulo
satisfaga las ecuaciones de campo.

Es posible obtener un sistema de ecuaciones consistentes a las ecuaciones de
campo de Einstein agregando cualquier multiplo constante de g,,. Tipicamente, a
esta constante se la denomina A, conocida como la constante cosmoldgica, y las
ecuaciones quedan de la forma

r G

1
RNV — §Rgl“/ + Aguy = 7 Tluj. (211)

El nombre de constante cosmoldgica tiene una razon historica. Einstein mismo
introdujo el término porque queria construir modelos estaticos del Universo, cosa

2La simetria de la conexion afin se deriva de considerar que la variedad que describe al espacio-
tiempo no tiene torsion. Se define al tensor de torsion T, como T%, =T%, —T% , por lo que es
claro ver que si el tensor de torsion es nulo, la conexién afin es simétrica en sus indices covariantes.
3Un tensor de curvatura no nulo representa un campo gravitacional no nulo.
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que sus ecuaciones de campo estandar no le permitian, pues el resultado predecia
un Universo en expansion o contraccion. Este analisis fue realizado en 1916; todavia
se pensaba que la Via Lactea representaba todo el Universo y no evolucionaba.
Sin embargo, unos anos después se descubri6 la existencia de otras galaxias y, en
1929, Edwin Hubble midi6 el corrimiento al rojo de las galaxias cercanas, obteniendo
datos observacionales de la expansion del Universo (Hubble, 1929b). Respecto a la
introduccion de la constante cosmologica, Einstein se refiri6 a ella como su “torpeza
més grande” (Hobson et al., 2006).

Para entender el efecto que genera la constante cosmoldgica, se calcula el limite
de campo débil, donde las ecuaciones de campo de Einstein se reducen a las Newto-
nianas. Para esto, se supone que la métrica g, es la métrica plana més una pequena
perturbacion ¢,, = 7, + hy,, donde |h,, | < 1. Asi, la ecuacion de campo (analoga
a la ecuacion de Poisson, donde @ es el potencial Newtoniano) toma la forma

V20 = 471G p — A, (2.12)
y para una masa esférica M, la fuerza del campo es

GM 2 Ar
ST+ 7. (2.13)
r 3
Asi, la constante cosmologica se corresponde con una repulsion gravitacional cuya
fuerza aumenta linealmente con r.

G=-Vb=—

La anterior descripcion, sin embargo, solo es valida si se considera en el régimen
de campo débil. En el marco de la RG, se propone un tensor de energia-momento
con la forma

T =Pgu = —02pgm,, (2.14)

donde la densidad p y la presion P se relacionan por medio de una ecuacién de
estado para un fluido cosmoléogico de la forma

P = wcp, (2.15)

con w el parametro de la ecuacion de estado. En este caso, w = —1. Se tiene una
ecuacion de estado cuya presion es negativa, generando la expansion acelerada del
Universo.

Tanto en las Ecs. (2.3) como en las Ecs. (2.11) el tnico campo presente es la
gravedad, representado por la métrica g,,. La diferencia entre ambas es la ley de la
gravitacion: bajo ciertas circunstancias, la gravedad puede ser repulsiva.

Las ecuaciones de Einstein con constante cosmoldgica también pueden ser es-

critas como . r Al
T c
R#V — §ngj = 7 (T,uy — % gl“’) . (216)

Comparando el segundo término del miembro derecho de esta ecuacién con la Ec.
(2.11), se puede igualar

Act

= g 2.17
e I ( )

vac __ 2 —
T/U/ = —C Pvac g,uzx -
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lo que permite definir a la densidad de energia del vacio como

Ac?

vac — . 2.18
p O (2.18)

Sin embargo, esta es una igualdad matemaética, no fisica. Usando argumentos
de la TCC, se encuentra que py. ~ hki . siendo ky.x un cierto valor de corte.
Suponiendo que sigue siendo vélida la TCC en escalas de Planck reducidas mp ~ 10'8
GeV, puede usarse esta magnitud como el valor de corte y la densidad de energia
tedrica resulta

Puac ~ (10'® GeV)* ~ 102 ergem ™, (2.19)

y es constante en el espacio y en el tiempo. Por otro lado, las observaciones cosmo-
logicas® estiman una densidad de energia asociada a la constante cosmologica del
orden de (Carroll, 2019)

pa =~ 1078 ergem ™. (2.20)

Hay una diferencia de 120 6rdenes de magnitud entre la densidad de energia
obtenida a partir de la TCC y la inferida a partir de observaciones. Esto implica
que la densidad de energia del vacio no esté acelerando la expansiéon del Universo.
Existe algin mecanismo desconocido que esta causando la repulsion gravitacional
a ciertas escalas: quizas algiin campo de materia exotica es responsable, todavia
asumiendo la validez de la RG. Esta entidad, con una ecuacioén de estado negativa,
es conocida como campo de energia oscura y no pertenece al modelo estandar de la
TCC. Siguiendo este enfoque, las ecuaciones de campo de Einstein toman la forma

G

ct

1 TCC EO
R, — §Rgm, = (T, +T,), (2.21)
con Tﬁcc el tensor de energia-momento de todos los campos de materia y TEVO, el
que representa a la energia oscura.

Entre los modelos propuestos para los campos de energia oscura se encuentran
la quintaesencia, k-essence y los modelos unificados de energia oscura y materia
oscura. Para méas detalles, se puede consultar Pérez (2023).

2.1.1. Solucion de Schwarzschild

La primera solucion exacta de las ecuaciones de campo de Einstein de vacio
fue encontrada por Karl Schwarzschild en 1916 (Schwarzschild, 1916). La misma
representa la geometria del espacio-tiempo fuera de una distribuciéon de materia con
simetria esférica. Su elemento de linea es, en coordenadas (¢,7, 6, ),

2GM 2GM\ !
ds? = —¢? (1 — ) de? + (1 - ) dr? + r2d#? + r? sen? ngoz, (2.22)

c2r cr

4Observaciones de explosiones de supernovias tipo Ia estiman que el pardametro de la densidad
de la energia de vacio hoy 25, = 0.7 £ 0.1. El parametro de densidad se define como 2, =
(87 G/3c2HE) pa, siendo Hy el parametro de Hubble, y permite derivar la densidad de energia
asociada a la constante cosmologica.
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donde M es la masa del objeto central.

Los coeficientes de la métrica g,. y gy divergen en r = 0 y r = 2GM/c?, res-
pectivamente. Sin embargo, la naturaleza de ambas singularidades es muy diferente.
La singularidad en » = 0 es una singularidad esencial; es decir, no hay forma de
eliminarla mediante cambio de coordenada alguno. Esto se puede ver a partir del
céalculo del escalar de Kretschmann K, que no depende de las coordenadas usadas
en el sistema de referencia. El escalar se define como la contracciéon del tensor de
curvatura consigo mismo seguin

48G*M*

_ ppopv _
K=R Ryop = prp;

(2.23)
La singularidad » = 0 es una singularidad escalar tipo espacio, ya que el escalar de

curvatura diverge y no existen geodésicas tipo tiempo que puedan evitar la singula-
ridad.

Por otro lado, el cardcter de r = 2GM/c* = rgaw, conocido como radio de
Schwarzschild, es diferente. Dado que el escalar de Kretschmann no se anula en
este punto, no es una singularidad esencial, sino una singularidad de coordenadas.
Sin embargo, es un radio particular de esta geometria. Si la masa del objeto se
encuentra bastante dentro de este radio’, entonces se pueden definir dos regiones
de vacio: r > Tsehw ¥V 7 < Tschw- Em el primer caso, a partir del elemento de linea
( ), se observa que la coordenada t es tipo tiempo, mientras que las coordenadas
(r,0, ) son espaciales. Para r < rsay esto se invierte: ¢ representa una coordenada
tipo espacio y r, tipo tiempo.

Este comportamiento se puede ver en la Fig. a partir del analisis de la
estructura de los conos de luz. Sea un fotéon que se mueve de forma radial (df =
de = 0), luego el elemento de linea (2.22) resulta

2GM 2GM\ ™
ds? = —c* (1 - dt* + (1 - dr? =0, (2.24)
c2r c2r

por ser una trayectoria nula. Asi, es posible definir la trayectoria radial de los fotones
como d 1 2GM
r
—=4—-(1- 2.25
dt c ( c2r ) ’ (2.25)

donde el signo positivo corresponde a un fotéon saliente y el negativo, a uno entrante.
La integracion resulta

2GM 2
ct=r+ = In ‘ 22;/[ — 1‘ + constante (fotones salientes), (2.26)
2GM 2
= —r— 2 In 22;4 - 1' + constante (fotones entrantes).  (2.27)

5Para objetos no compactos, el radio de Schwarzschild asociado se encuentra dentro del radio
externo del sistema fisico. Por ejemplo, para el Sol, rschw ~ 3 km, mucho menor que Ro = 6.96x 10°
km.
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Para r muy grandes, la pendiente de las lineas de mundo de los fotones tiende a
+1, lo que indica que el espacio-tiempo se vuelve asintéticamente Minkowskiano. A
medida que 7 — Tsenw, las pendientes son cada vez mayores (y los conos de luz mas
angostos), divergiendo en r = rguy. En este radio, los fotones no pueden escapar y
se mueven en la superficie nula r = rgg,y.

En la region r < rsenw, los conos de luz invierten completamente su orientacion.
Esto sucede porque las coordenadas t y r invierten su comportamiento. Todos los
fotones (y cualquier particula masiva que se mueve dentro de los conos de luz)
terminan en la singularidad esencial » = 0. No hay forma de escapar; esto requeriria
una violaciéon de la causalidad.

En la Fig. se observa que las geodésicas de los fotones (y las particulas
materiales, que se mueven dentro de los conos de luz) cruzan r = rsq,, solamente a
t = +o00. Es decir, no son continuas en este punto. Esto puede explicarse del hecho
de que las coordenadas son defectuosas en rgey.

A partir de este analisis, resulta de interés estudiar como se comporta la métrica
bajo otras coordenadas, donde 7., no aparece como singularidad. Un ejemplo son
las coordenadas de Eddington-Finkelstein: a partir de la trayectoria de un fotén

entrante” (Ec. ), y considerando que la nueva coordenada es la constante de
integracion, denotada como v, se puede hacer el siguiente cambio de coordenadas
2GM cAr
= ct 1 -1/, 2.28
v=ct+r+ 2 I 5em (2.28)

siendo v una coordenada nula. Ademés, es constante a lo largo de toda la geodésica
del fotén entrante, de manera que se comporta de buena manera para todo punto
de la misma. Diferenciando la expresion anterior, se encuentra

dv =cdt + dr. (2.29)

r
r—2GM/c?
Despejando dt y sustituyéndolo en el elemento de linea ( ), encontramos la métri-
ca de Schwarzschild escrita en las coordenadas de Eddington-Finkelstein (v, 7,0, ¢),
dado por

2GM
ds? = — (1 - — ) dv? + 2dr dv 4 72 df* + r? sen? 0 d?. (2.30)
cr
Es evidente que este elemento de linea es regular en r = rgq,,. Ademas, este
elemento de linea es muy conveniente para calcular geodésicas nulas. Haciendo el
mismo tratamiento que para las coordenadas de Schwarzschild, se obtiene que

v = constante,

4G M
v=2r+ 5 In
c

r (2.31)

2GM

1 ‘ + constante,

5Dado que la coordenada se define a partir de la geodésica de un fotén entrante, estas son cono-
cidas como las coordenadas avanzadas de Eddington-Finkelstein. Es posible tomar las geodésicas
de los fotones salientes para encontrar las coordenadas retardadas de Eddington-Finkelstein. Estas
nuevas coordenadas representan una extension analitica a las coordenadas de Schwarzschild.
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Fotones
entrantes

ct

y

Singularidad —

[ A\ N salientes

r=0 r=2u

Figura 2.1: Estructura de los conos de luz para una geometria de Schwarzschild, siendo pu =
GM/c®. En el diagrama, § y ¢ estan fijos y, gracias a la simetria esférica, cada punto (r,ct)
representa una 2-esfera de area 47r2. Adaptado de Hobson et al. (2006).

Particulas
radialmente
entrantes

Singularidad — v = constante

r=0 r=2pu r

Figura 2.2: Estructura de conos de luz en las coordenadas de Eddington—Finkelstein. Aqui, u =
GM/c?. Adaptado de Hobson et al. (2006).
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que se corresponden con geodésicas radiales nulas entrante y salientes, respectiva-
mente. La estructura de los conos de luz se muestra en la Fig. 2.2. A diferencia de
las geodésicas anteriores, la trayectoria de las particulas o fotones entrantes es con-
tinua en r = rsehw. A medida que r — rga los conos de luz se empiezan a inclinar
cada vez mas hacia rgq,. Esto implica que el futuro causal del observador empieza
a tener una porcion cada vez mayor en la region r < rgaw, hasta que en este punto
el cono de luz apunta completamente hacia la singularidad » = 0. No hay ninguna
trayectoria fisica posible que le permita a algin observador escapar de esta region.
Es por esto que la superficie 7 = rgqw €s nombrada como horizonte de eventos.

Un agujero negro es una region del espacio-tiempo causalmente desconectada
del resto del Universo, es decir, presenta un horizonte de eventos. De hecho, el
elemento de linea ( ) representa un agujero negro de masa M estatico si toda la
masa de objeto se encuentra en r = 0.

2.1.2. Geometria de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

En el Sistema Solar, siendo que el Sol contiene el 99.86 % de la masa total del
sistema, se observa que en distintas regiones la materia esta distribuida de forma
muy irregular. Si se quisiera comparar a la Via Lactea con su vecina Andromeda,
también se vera que la distribucién es muy irregular: la materia se centra en las
galaxias, pero en el espacio que las separa (770 kpc) no hay cantidad considerable
de materia. Este mismo comportamiento se repite en el Grupo Local, el grupo al que
pertenecen estas galaxias y en el Supercimulo de Virgo, que es el supercimulo de
galaxias que contiene al Grupo Local. Para encontrar una distribuciéon homogénea
de materia, se deben considerar regiones con radio R ~ 6 Gpc (Schutz, 2022). En
estas regiones, la distribucién de materia parece uniforme. Aqui es posible aplicar el
Principio Cosmologico: en cualquier tiempo particular el Universo se ve igual desde
todas las posiciones en el espacio y todas las direcciones en el espacio en cualquier
punto son equivalentes. En otras palabras, el Universo es isotrépico y homogéneo.

Observacionalmente, la evidencia de isotropia a grandes distancias se correspon-
de principalmente con las observaciones del fondo cosmico de radiacion (CMB, por
sus siglas en inglés), pues la invariabilidad de temperatura del CMB (Tcyp ~ 2.75
K) en diferentes regiones del cielo es sorprendente: presenta desviaciones de la regu-
laridad del orden de 107° (Carroll, 2019).

Sin embargo, el espacio-tiempo es isotropico y homogéneo solo espacialmente,
puesto que no hay simetria temporal. Gracias a las observaciones de corrimiento al
rojo de galaxias lejanas, se observa que el Universo estd en expansion. Luego, se
puede inferir que la densidad de materia era mucho mayor en el pasado. Entonces,
el Universo es espacialmente homogéneo e isotrépico y evoluciona en el tiempo. Esto
permite modelar el espacio-tiempo como porciones de hipersuperficies tipo espacio,
representadas como una variedad R x 3, donde R representa la coordenada tipo
tiempo y X es la hipersuperficie tipo espacio.

Para definir un pardmetro temporal que no sea ambiguo, dado que en la RG no
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Hipersuperficie
tipo espacio

Superficie de
simultaneidad en un
sistema de referencia local

Linea de I\'.
mundo del

observador

Figura 2.3: Representacién de las hipersuperficies tipo espacio, con una dimensiéon espacial su-
primida, donde se encuentran los observadores fundamentales. La linea de mundo de los mismos
es ortogonal a cualquier hipersuperficie. Adaptado de Hobson et al. (2006).

hay sistemas de referencia globales inerciales, se usan justamente las hipersuperficies
tipo espacio. El parametro temporal es un parametro ¢t que nombra a las distintas
porciones de espacio-tiempo, dadas por las hipersuperficies tipo espacio que nunca
se pueden intersectar. De esta manera, referirse a un tiempo particular implica hacer
mencion a una cierta hipersuperficie. Dado que no existe una coordenada temporal
preferencial, no hay un conjunto de porciones preferenciales y se puede construir de
muchas maneras las hipersuperficies t = constante.

Los observadores que no tienen movimiento relativo al fluido cosmolégico son
los observadores fundamentales. Se toma como valido el Postulado de Weyl, donde
suponemos que las lineas de mundo de estos observadores forman una congruencia'.
La congruencia diverge desde un punto en el pasado finito o infinitamente distante
o converge a un punto similar en el futuro. De esta manera se forma el foliado
para el espacio-tiempo, construyendo las hipersuperficies ¢ = constante tal que la
tetra-velocidad de cualquier observador fundamental es ortogonal a la superficie.

Localmente, la superficie de simultaneidad de los sistemas de referencia locales
de cada observador coincide con la hipersuperficie. Es natural pensar, luego, que
cada hipersuperficie puede ser considerada como un tejido de todos los sistemas de
referencia locales. Esto esta representado en la Fig.

Los observadores fundamentales tienen coordenadas (ct,z!, 2%, x3), donde las
coordenadas espaciales son constantes a lo largo de cada linea de mundo. El para-
metro ¢t puede ser considerado como el tiempo propio a lo largo de cada linea de
mundo y se lo nombra como tiempo cdosmico. Por otro lado, las coordenadas tipo
espacio (z', 2%, ) son las coordenadas comdviles.

"Una congruencia es una familia de curvas tal que solo una trayectoria geodésica tipo tiempo
pasa a través de cada punto en la variedad.
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Con todas estas proposiciones en consideracion, se propone la métrica FLRW:
2

"
1 —kr?

ds* = —c2dt* + R*(t) ( +r2df* 4+ r’sen® 4 d<p2) (2.32)

en las coordenadas comoviles (r, 6, ). Aqui, k es una constante y sus valores posibles
son k= 0,1, —1, dependiendo de si la seccién espacial tiene curvatura nula, positiva
0 negativa, respectivamente.

En el elemento de linea se evidencia la isotropia del espacio. El origen de la
coordenada r es indistinto, pues todos los puntos son equivalentes; se puede poner
el origen en cualquier punto y el espacio tendra siempre la misma forma.

El parametro R(t) es el factor de escala y caracteriza la dindmica de la geometria
del espacio-tiempo, indicando el tamano de la porcién de hipersuperficie en un cierto
tiempo t. Es usual considerar el factor de escala adimensional a(t) = R(t)/ Ry, donde
Ry = R(tp) es el factor de escala hoy.

Para determinar R(t) se resuelven las ecuaciones de campo de Einstein con

constante cosmologica no nula (Ecs. ) escritas en la forma
8t G 1
RNV = C4 <T,U«l/ - iTgMV> - Ag/“/' (233)

Para esto, se considera un tensor de energia-momento de un fluido perfecto
TIW = (P + P)uuuu + Pg;w (234)

pues se modela la materia como un fluido simple macroscopico, considerando que
la densidad de energia p = p(t) y la presion P = P(t) solo dependen del tiempo
cosmico” y la tetra-velocidad en el sistema de referencia comovil es u* = (1,0,0,0).
De esta manera, al reemplazar por el valor de u* se encuentra la expresion para el
tensor de energia-momento. Ademas, la traza resulta T} = cp—3P.

Para el miembro izquierdo de la Ec. (2.33), se toma la métrica (2.32). Al ser
diagonal, las componentes contravariantes g"” son simplemente las reciprocas. Esto
permite el célculo de la conexion afin (2.0) y las componentes del tensor de Ricci
(2.1). Las tinicas componentes no nulas son las de la diagonal.

Asi, igualando ambos desarrollos se encuentran 4 ecuaciones. Sin embargo,
aquellas asociadas a las coordenadas espaciales son equivalentes, gracias a la ho-
mogeneidad e isotropia de la métrica FLRW. Solo dos ecuaciones derivadas de las
ecuaciones de campo gravitatorio son independientes. Estas son las ecuaciones de
Friedmann-Lemaitre y describen la evolucion de la curvatura del espacio-tiempo:

. it G 3P 1
: 81 G 1
R* = 7TTpRQ + gACQR — %k, (2.36)

8Pues se buscan soluciones para un Universo homogéneo e isotrépico en el espacio.
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donde el punto se corresponde con la derivada temporal.

Si A = 0, estas ecuaciones se conocen como las ecuaciones de Friedmann. To-
mando la Ec. ( ) con A = 0 y reescribiendo, se encuentra una ecuacion para la
aceleracion del Universo:

R 4nG 3P
—=—-—— — . 2.37
il (0 F) (2.37)
Si el fluido dominante es el de energia de vacio, con una ecuacién de estado P = —c?p,
se obtiene -
R 881G
—=—p>0 2.38

luego, el Universo se expande de forma acelerada.

Finalmente, se define el parametro de Hubble como
R(t)
R(t)’

que caracteriza la tasa de expansion del Universo. El valor hoy del pardmetro de
Hubble se escribe como Hy = H (ty) y su reciproco 1/Hy permite estimar la edad del
Universo, es decir, el intervalo de tiempo cosmico entre el punto donde R(t) =0y la
época presente t = t. El parametro de Hubble se calcul6é en Hy = 70 kms~' Mpc ™!
(Abbott et al., 2016) y, consecuentemente, la edad del Universo resulta en ~ 13.97 x
10? afios.

H(t) = (2.39)

Ecuaciones de conservaciéon del fluido cosmolégico

A partir de la conservacion del tensor de energia-momento
vV, T" =0 (2.40)

y suponiendo un tensor de energia-momento de un fluido perfecto es posible encon-
trar las siguientes ecuaciones

P
V.(pu") + C—2VM ut =0, (2.41)

P e
(,0 - §> TAVRTE (_gw _ “; ) V,.P. (2.42)

La Ec. (2.12) se satisface automaticamente pues ambos miembros se anulan: en
el miembro izquierdo, dado que u* = (1,0,0,0) = §, se obtiene

P P P
(p + 0—2) u'V v = (p + §> Vou" = (p + g) Vou’ =0, (2.43)

mientras que, para el miembro derecho,

ut ¥ u® u”
(—g‘“’ - ) V,P= (_QOV -4 ) VP, (2.44)

c2
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porque P = P(t) unicamente. Resulta
0,V 0,0
o U B 00 Uu (1 1 B

Por otro lado, la Ec. (2.11) puede ser reescrita de otra manera. Se define la
derivada covariante V, actuando sobre un vector cualquiera V# como

v,V =0,V + TV (2.46)

y en caso de que los indices estén contraidos, se obtiene

V.Vt =9, V¥ + T, V* (2.47)
donde I'y, es la conexion afin. Dado que la conexion afin es simétrica en sus indices
covariantes, I'y , = I'f,. Si se reemplaza esta definiciéon en la Ec. (2.11), esta toma
la forma P

u(pu") +T5, (pur) + g(au u' + T u') = 0. (2.48)

Como u* = 4}, el sistema se reduce a
PN .
0o p + <p + —02) I, =0. (2.49)

Aqui se calculan las conexiones afines para cada «, sabiendo que

1
Fga = §gaa (a()gaa + aagUO - 8090a)7 (250)
luego
g =0, (2.51)
1 11— kr? R2(t) R(t)
1 _ 1 n _ 1 _
o = 29 (5’0 911) SN0 ao<1 — kr2> 0k (2.52)
1 11 R(t)
2 22 20,y .2
I = 59 (ao 922) = ém 80(3 (t)r ) = m, (2.53)
1 1 1 R(#)
Fg = — 33 = - 2 2 2 —_ . 2 4
03 = 59 (90 9ss) 2 R%(t) 2 sen? 6 O(B ()7 sen®0) R(t) (2.54)
Reemplazando en la Ec. (2.19), se encuentra
. P\ R(t)

Esta ecuacion refiere a la conservacion de la energia. Atn mas, suponiendo una
ecuacion de estado para un fluido cosmolégico de la forma P = wc?p e integrando
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en el tiempo césmico t, se obtiene la evolucion de la densidad de energia del fluido
cosmologico, que es proporcional al factor de escala

p oc R34, (2.56)

Entre los ejemplos mas conocidos de fluidos cosmologicos se puede encontrar
la materia (o polvo), radiacion y el vacio. El pardmetro de la ecuacion de estado w
toma diferentes valores: w = 0, w = 1/3 y w = —1 respectivamente.

La materia es un conjunto de particulas no relativistas que no interactia entre
si, tal que su presion es nula: Py = 0. Las estrellas y galaxias pueden ser modeladas
como polvo, pues la presion es despreciable frente a la densidad de energia. Asi, la
evolucion de la densidad cae como

om o< B3, (2.57)

pues la densidad numérica de particulas disminuye a medida que el Universo se
expande.

Respecto a la radiacion, que también incluye particulas materiales relativistas,
su ecuacion de estado es de la forma P, = 1/3 ¢?p,; luego, la evolucion de la densidad
de energia es

pr X R4 (2.58)

Esta densidad de energia cae més rapido que la de la materia.

Dado que la ecuacién de estado para el vacio tiene la forma Py = —c%p,, la
densidad de energia del vacio es constante en el tiempo

pa < RC. (2.59)

Como las otras densidades de energia, py v py, decrecen con la expansion del Uni-
verso, si existe una densidad de energia del vacio no nula, a largo plazo sera la
energia que domine. Esto serd posible siempre y cuando el Universo no empiece a
contraerse.






Capitulo 3

Modelos cosmologicos

En este capitulo se describe al modelo estandar en cosmologia y se analizan
algunas de sus problemaéticas, particularmente la singularidad cosmologica inicial.
Se presenta un modelo cosmologico alternativo, las llamadas cosmologias con rebote,
que resuelven por construccion el problema de la singularidad. Se cierra el capitulo
introduciendo soluciones de las ecuaciones de campo de Einstein que representan
agujeros negros embebidos en un Universo FLRW.

3.1. Modelo Cosmolégico Estandar

A partir de sus ecuaciones de campo con constante cosmologica ( ), Einstein
model6 al Universo como un todo, representando a la materia mediante un conjunto
de fluidos perfectos. Su motivaciéon era encontrar soluciones de universos estaticos,
pues era la vision que habia en esa época. De esta manera nacia la cosmologia
moderna.

Alexander Friedmann predijo la expansion del Universo en 1922, mediante las
ecuaciones de la RG (Friedmann, 1922). Afos mas tarde, en 1929, Hubble mediria el
corrimiento al rojo de galaxias lejanas (Hubble, 1929a), confirmando las predicciones
teoricas de Friedmann. Por su parte y de manera independiente, George Lemaitre
obtuvo modelos cosmologicos dindmicos, cuyos resultados predecian un tiempo ini-
cial donde el Universo presentaba un tamafio nulo (Lemaitre, 1927). A este fenémeno
lo llamé datomo primordial. E1 nombre de Big Bang seria dado mas adelante.

Si el Universo se encuentra en un estado de expansion, luego en el pasado debid
haber sido mucho mas caliente y denso. La formaciéon de atomos o ntucleos no es
posible en esta etapa, ya que cualquier fotoén energético los destruye inmediatamente.
A medida que el Universo se expande, la temperatura disminuye, permitiendo la
ligadura de nicleos. Asi se formaron los elementos mas livianos, como el hidrégeno
y el helio. Sus abundancias y la existencia de radiaciéon reliquia de la fase inicial
caliente (hoy conocida como CMB) fue estimada correctamente por el modelo de
Nucleosintesis de Big Bang (Alpher et al., 1948).

30
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El modelo cosmologico estandar del Big Bang caliente (HBB, por sus siglas en
inglés) esta basado en la RG y la TCC. Las predicciones del modelo HBB han sido
corroboradas por las observaciones de la expansion del Universo, las abundancias
de los elementos livianos y la existencia de la radiacion césmica de cuerpo negro.
Sin embargo, en las ultimas décadas las observaciones astronémicas mostraron dis-
crepancias entre las dinamicas observadas y las predicciones cinematicas de la RG.
Ademas, el modelo HBB no predice correctamente la formacion de estructura en el
Universo (Longair, 2008).

La estrategia que se adopt6 para remediar algunos de los problemas del modelo
HBB fue postular nuevas formas de materia més alla del modelo estandar de parti-
culas: materia oscura y energia oscura. Al agregarle al modelo HBB materia oscura
fria (CDM, por sus siglas en inglés), una constante cosmologica no nula, denotada
A, y un periodo de expansion exponencial en el Universo temprano, conocido como
periodo de inflacion, se obtiene el modelo A-Cold Dark Matter (ACDM). Si bien
es el modelo cosmoldgico mas exitoso hasta la fecha, explicando de buena mane-
ra los datos observacionales (Planck Collaboration, 2020), es deficiente en muchos
aspectos.

En principio, una de las tensiones méas importantes del modelo ACDM es la
incompatibilidad del modelo estandar de particulas con la existencia de materia
oscura, que interactiia solo de manera gravitacional con la materia ordinaria, pues
deben realizarse extensiones al modelo para predecir candidatos a materia oscura.
Sin embargo, estas extensiones no son unicas. Ademés, los experimentos que tratan
de detectar particulas de materia oscura han fallado hasta la fecha (Aprile et al.,
2012; Agnese et al., 2014; Akerib et al., 2014).

Asimismo, hay un desacuerdo de 40 a 60 entre las mediciones locales de la tasa
de expansion del Universo, cuantificada por el parametro de Hubble Hy, y del valor
inferido por las mediciones del CMB tomadas por el satélite Planck en el contexto
del modelo ACDM (Di Valentino et al., 2021). Este problema es conocido como [a
tension de Hubble y puede ser un indicador fuerte de la insuficiencia del modelo
ACDM.

En esta misma linea se pueden presentar tres problemas adicionales:

= El problema de la chatura. Se quiere explicar por qué el pardmetro de
densidad € tiene un valor muy cercano a 1. El parametro €2 es la suma de las
densidades normalizadas de materia fria €y, materia relativista (g y energia
de vacio Q4 y cada una de ellas se calcula a partir de ©; = p;(Ry)/pe, siendo
la densidad critica p, = 3c?H,/87G, calculada a partir de la ecuacion de
Friedmann (2.30) con k = 0 y evaluada hoy.

= El problema del horizonte. Se quiere justificar por qué el CMB es suave
e isotropico a grandes escalas, dado que regiones distantes estan causalmente
desconectadas entre si.

= El problema del monopolo. Casi todas las grandes teorfas unificadoras
predicen la producciéon de abundantes monopolos magnéticos en el Universo
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temprano, pero hoy no se observan. La masa de cada monopolo se estiman
en 10'®m,, siendo m, la masa del proton y, como la aniquilacion es lo sufi-
cientemente lenta, la densidad del monopolo hoy deberia ser comparable a la
densidad de materia. Tal es asi que su densidad de energia es de 15 6rdenes
de magnitud mayor que la densidad critica p.. Con estos valores, el Universo
deberia haber colapsado (Linde, 2005).

Para solucionar estos problemas, se propuso una fase corta de una expansion
acelerada, conocida como inflacion. Los modelos inflacionarios se obtienen al intro-
ducir un campo escalar ¢ con un Lagrangiano de la forma

1
L=3 9" Vo Voo —V(p), (3.1)

conocido como inflaton. En Linde (2005) se describe el modelo inflacionario.

Dado que el Universo sufre una répida expansion, aproximadamente 10736 s
luego del Big Bang, el crecimiento acelerado suprime cualquier curvatura, es decir,
|k| — 0. Luego, la inflacion resolveria el problema de la chatura, pues

K|
R2H?’

siendo H el pardmetro de Hubble y R el factor de escala.

Q1] = (3.2)

Asimismo, la inflaciéon resolveria el problema del horizonte, dado que partes
del Universo que hoy estan causalmente desconectadas alguna vez estuvieron en
equilibrio térmico. También resolveria el problema del monopolo, ya que la inflacion
diluye cualquier particula reliquia al punto de no poder ser observada hoy.

Sin embargo, el origen y la naturaleza del inflaton no es del todo clara. Si
bien resolveria los problemas mencionados, no se conoce qué es lo que genera el
crecimiento exponencial. Ademés, el modelo es dependiente de condiciones iniciales
muy especificas.

A pesar de los problemas anteriormente mencionados, una de las deficiencias
més severas del modelo es la presencia de la singularidad cosmolégica inicial. La
singularidad no es una manifestacion de una caracteristica del mundo sino de la
incompletitud de la teoria fisica subyacente, en este caso, la Relatividad General
(Romero, 2013).

3.1.1. Teoremas de singularidad

Para poder comprender el problema de la singularidad inicial, se desarrollaron
teoremas con condiciones globales bajo las cuales geodésicas nulas y tipo tiempo no
se pueden extender mas alla de un punto singular. Esto trata de resolver la pregunta
de si la singularidad inicial de la solucion FLRW era una caracteristica inherente a
la RG o una consecuencia de la alta simetria del modelo.

Un ejemplo de estos teoremas esta dado por Hawking (1967):
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Teorema: los siguientes requisitos en un espacio-tiempo M son
mutuamente inconsistentes:

1. Existe una hipersuperficie tipo espacio compacta sin frontera X.

2. La divergencia 6 de los unitarios normales a X es positiva en cada punto
de .

3. Para cualquier vector v* que no sea tipo espacio, R, v*v” < 0.

4. La variedad M es geodésicamente completa en las direcciones tipo tiem-
po pasadas.

Aqui, R, representa el tensor de Ricci y 0 = V0" es la expansion, donde v*
es la tetra-velocidad del fluido que genera la geometria.

Usando las ecuaciones de Einstein, puede darse un sentido fisico al teorema,
donde el requisito 3 sentencia una condiciéon sobre el tensor de energia-momento:

T
T, 00" — 3 > 0. (3.3)

Como se vera a continuacion, esta condicion se denomina condicion de energia fuerte.

3.1.2. Condiciones de energia
Se toman las siguientes definiciones:
» Un vector £ es nulo si k,k* = 0.
= Un vector v* es tipo tiempo si v, v < 0.
Un tensor de energia-momento con la forma
T! = diag( — ¢*p, P, P, P), (3.4)

permite expresar las condiciones de energia relacionandolas con la densidad p y la
presion P.

Condiciéon de energia nula
Para todo vector nulo k*, la condicién de energia nula (CEN) expresa que
T, k'k” >0, (3.5)

o en términos del tensor de energia-momento (3.1)

P
p+— >0. (3.6)

c2
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Condiciéon de energia débil

Para todo vector tipo tiempo v*, la condicion de energia débil (CED) expresa
que
T, v"v” > 0, (3.7)

o en términos del tensor de energia-momento (3.1)

P
p+c—220 y p=>0. (3.8)

Condiciéon de energia fuerte

Para todo vector tipo tiempo v*, la condicién de energia fuerte (CEF) expresa
que

T
(T;w - 5 g,uu) vh” > 07 (39>

donde T'=T}. En términos del tensor de energia momento (3.1)

P 3P
Pt 520y pt—5 20 (3.10)

Esta condicion es la que se relaciona con el teorema enunciado anteriormente. En caso
de que no se cumpliera, la variedad M es geodésicamente completa en las direcciones
de tiempo pasadas. Los teoremas de singularidad en el contexto de teorias clésicas
como la RG implican que bajo ciertas hipotesis las soluciones de las ecuaciones de
la teorfa son irreparablemente defectuosas. En otras palabras, estos teoremas estan
senalando la incompletitud de la teorfa (Romero, 2013).

Una forma de evitar el problema de la singularidad es construir una teorfa cuan-
tica de la gravedad, que presuntamente no arrastraria las caracteristicas indeseables
y funcionaria a la escala de Planck. Esta escala se puede encontrar combinando de
manera inteligente las constantes fundamentales i = h/27 = 1.05 x 10727 cm? gs™!,

G=6.67x10%cm3g 's?2yc=299 x 10'° cms~!. Asi, se define

= |la masa de Planck

hie 1/2
mp = (E) =218 x 1077 g, (3.11)
= la longitud de Planck
1/2
lp = (g) =1.62 x 107% cm, (3.12)
C

= el tiempo de Planck

hG 1/2
tp = (?> =539%x10*s (3.13)
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= y la energia de Planck
he? 19

La escala de Planck se vuelve importante cuando la masa de las particulas es
mayor a mp, los tiempos menores a tp, las distancias mas cortas a fp y las energias
superiores a Ep. Actualmente, no hay procesos observables que se generen a esta
escala.

Por otro lado, si bien hay toda una variedad de enfoques para desarrollar una
teoria de la gravedad cuéntica (entre los mas populares estan la teoria M y loop
quantum gravity) todavia no se ha logrado una formulacion definitiva.

Otra forma de evitar la singularidad es a través de un rebote cosmologico clasico,
que viene de una fase de contraccion previa. En la siguiente seccion se ahondara en
el tema.

3.2. Universos con rebote

Las cosmologias de rebote, por construcciéon, son no singulares. El Universo
comienza a contraerse luego de una fase muy diluida. En esta etapa, la densidad
y la temperatura del fluido cosmologico aumentan de manera tal que se espera
que toda la estructura previa se elimine. La contraccién evoluciona suavemente a
un rebote que, posteriormente, lleva a la fase actual de expansion descrita por el
modelo ACDM. Existen varios mecanismos, clasicos o cuanticos, que dan origen a los

rebotes cosmologicos. Para mas detalles, se puede consultar el articulo de revision
de Novello & Bergliaffa (2008).

El factor de escala R(t) debe presentar ciertas caracteristicas en el caso de
un Universo FLRW (Ec. ) para que se pueda definir un rebote localmente. Es
necesario que, en el momento del rebote, R, = 0 y R, > 0. Es convencional que el
rebote suceda a t = (. Luego, para que ¢ = 0 sea un minimo verdadero del factor de
escala, debe existir un tiempo # tal que R > 0 para todo t € (—£,0) |J(0, £).

Al analizar las ecuaciones de campo de Einstein en FLRW se encuentra un resul-
tado llamativo. Sean la densidad y presiéon obtenidas de las ecuaciones de Friedmann

. 2
_ 3 (B <k
P=3%¢ |\ R R |
. . 2
Pe_ 2 2R+ R +02k5
- &G | R R R2

Se pueden combinar estas cantidades para analizar las condiciones de energia.

(3.15)
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La suma se relaciona con todas las condiciones, CEN, CED y CEF:

M, .\ 2 . N\ 2
+£—i E _|_02_k _C—2 25+ E _|_62_k
P2 "8G |\ R | srcge|"rR\R R |

. 2 ..
_ L |(BY _BR ek (316)
477G |\ R R R2|’
! __dQIn(R)Jr 2k
A G dt2 R2 |

También se considera la resta

. 2 .. . 2
_E—i E _|_62_k _|_ 02 25+ E _|_02_k
2 8rG |\ R R2 87 G 2 R R R2 |’

1T . N Pk (3.17)
- [3R3(3R R+ 6RA?) + RQ],

1 1 d2(R3)+02_k’

 4n G [3R3 dt? R?|"

Ademés se calcula la traza del tensor de energia momento 7% para relacionarla
con la condicion CEF (Ec. )

. 2 . . 2
L3P 3 (R Gkl _ 3¢ | R _(RY  ck
PT2 T3¢ |\ R | sr¢e|"rRT\R R |

(3.18)

Se puede ver que, siendo R;, = 0 y R, >0,

= Si existe un rebote y k = —1, se viola la condiciéon CEN.
» Si existe un rebote, k = 0y R, > 0, se viola la condicion CEN.

» Si existe un rebote, k =1y R, > R;l, se viola la condicion CEN.

De las definiciones de la presion, densidad v el hecho de que R > 0 se obtiene

P 272k
PraEs R

P 2c%
3P

p+c—2<0.
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Esto implica que, al existir un rebote y siendo k # 1, se viola la condicién CEN.
La violacion de la CEN implica necesariamente la violacion de la condicion CEF,
independientemente de la geometria del sistema. Estos resultados se obtuvieron a
partir de las ecuaciones de Einstein y las condiciones de energia, sin suponer alguna
ecuacion de estado particular.

En resumen, es posible evitar la singularidad cosmolégica inicial en los modelos
de FLRW a nivel clasico tomado una o una combinacion de las siguientes suposiciones

(Novello & Bergliaffa, 2008):
1. Violando la condicién CEF en el marco de la RG.

2. Trabajando en una nueva teoria gravitacional, por ejemplo adoptando una
accion con invariantes de ordenes mayores o agregando grados de libertad
escalares a la gravedad.

En el presente trabajo tomamos la primera suposiciéon. El factor de escala nor-
malizado elegido, dado en términos del tiempo conforme 7, describe un modelo
cosmologico realista en la época de radiacion y presenta una forma analitica sencilla

(Celani et al., 2017):
1/2

1+ (%)2] . (3.20)

Este factor de escala fue obtenido considerando correcciones cuanticas a las
ecuaciones clasicas de Friedmann; en otras palabras, el rebote ocurre debido a efec-
tos cuanticos cuando la curvatura del espacio-tiempo se vuelve muy grande. Los
efectos cuanticos fueron calculados a partir de la cuantizacion de Wheeler-DeWitt
del fondo e interpretando la solucién usando la teoria cuantica de de Borglie-Bohm.
Este resultado es valido considerando que la componente de materia que domina la
evolucion para un a(n) pequeno es la radiacion.

a(n) = ay

Aqui, a = 7.41 x 107 es la constante de normalizacion tal que a(n;) = 1,
siendo 7; = 2.96 x 10'? s el tiempo donde termina la época de radiacién y empieza la
de la materia. Por otro lado, n, = 2.19 x 10* s es la escala donde domina el rebote.
En el se encuentra el detalle del calculo de los parametros.

El tiempo de la escala del rebote 7, puede ser calculado a partir de
Ry R 1
b - /—QT’O ) H (I()HO )

donde los valores son ay = 1, el factor de escala hoy; 10 < x, < 2 x 103! el
factor de escala cuando ocurre el rebote; 2,9 = 8 X 1075 el parametro de densidad
adimensional para la radiacion hoy (Celani et al., 2017) y Hy = 70 kms™! Mpc™!
= 2.268 x 107!8 571 el pardmetro de Hubble hoy (Abbott et al., 2017).

Calculando los valores limites de x;, encontramos los valores extremos que puede

tener 7
Mg = 493 x 10% s,

3.21
Mo, = 2465 x 1071 5. (3.21)
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De esta manera, nos aseguramos que el valor que encontramos 1, = 2.19 x 10 s esta
dentro de los limites permitidos.

Es importante remarcar que el factor de escala ( ) es no singular. En n = 0 su
valor es de a(0) = a, = 7.41 x 107°. De hecho, este punto temporal no es cualquiera:
representa al tiempo donde sucede el rebote. A partir de la definicién de tiempo
conforme,

dp 1

it (3.22)

e integrando miembro a miembro, encontramos que la relacion entre tiempo conforme
7'y tiempo cOsmico ¢ es

2
p= 2 ny arcsenh (ﬁ) +n 77_2 +1f, (3.23)
2 us R
que es una funciéon mondétonamente creciente. En particular, si n =0, t = 0.
Ademas, el factor de escala ( ) presenta las caracteristicas necesarias para
que el rebota pueda ser definido localmente:
o1 -1/2
a
d(n)=—5n |1+ (Q) — a'(0) =0,
My UL
7172 (3.24)
b Ui /
=S (L)) = oo
mp + 1 b

donde el primado representa la derivada respecto del tiempo conforme 7.

Por ultimo, verificamos que el factor de escala viole la CEF (3.18). Tomando
que

i 2 3P 6 :
™ >0 = p4+ — =-— T 5 <0, (3.25)

@ (o +f) ¢ BT ()

de manera que no se verifica la condicion CEF.

3.3. Agujero negro cosmolégico en un universo con
rebote

El objetivo principal de este trabajo es analizar como una poblacién de agujeros
negros evoluciona en un universo con rebote y, asimismo, cémo la presencia de los
agujeros negros modifica la evolucion del fluido cosmologico. Pérez & Romero (2022)
demostraron que un agujero negro sobrevive a un rebote cosmolégico. Pasaremos a
describir algunos de los resultados principales obtenidos por los autores mencionados.
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El elemento de linea del espacio-tiempo generalizado de McVittie en coordena-
das isotropicas (T, 7,0, ) es (Faraoni & Jacques, 2007):

( Gm(T))2
_ ° 4
ds? — — 2c?r ; CQdT2+a2(T) <1 " Gm(T)) (dr2+r2d92+7‘2 sen20dg02),

(1 N G;Z;?) 2c2r
(3.26)

donde a(T') es el factor de escala y m(7T) es una funcion que depende del tiempo
cosmico T'. A partir del elemento de linea se calcula el tensor de Einstein G, Las
tinicas componentes no nulas son (Faraoni & Jacques, 2007)

Gl = -3 % C(T,r)?, (3.27)
o= AT AT D ) 0
G.=G=G% = % D(T,r), (3.29)

donde
AT, r) =1+ G;Z 2(?, (3.30)
B(T,r)=1- G;;@, (3.31)
oy~ 4D | G @) (3.32)

a(T)  ArA(T,r)’

D(T,r) = 26(T,7) + C(T, 7) (3C(T, N+ ;g}ig?i T)) L 3.3)

Si se considera un fluido imperfecto, el tensor 7}, toma la forma

P
THV = (p + g) Uy, Uy + Pg,uu + quly + Uy, (334>

Aqui, los dos primeros términos (que contienen a la densidad de energia p, presion
P y la tetra-velocidad u*) corresponden a un tensor de energia-momento de un
fluido perfecto. Los términos adicionales corresponden a un campo vectorial espacial,
denotado por ¢*, que representa la densidad de corriente de calor.

Tomando

. (A(T, r)

—=.0,0,0 *=1(0,q,0,0 kg, =0 3.35
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las ecuaciones de Einstein resultan en

a(T) | m(T)  4mr?a®(T)

o0 @) =y BEAT (3.36)
p(T,r) = ;;CG% C(T,r)?, (3.37)
P(T,r) = — 8; G% D(T, 7). (3.38)

Este es un sistema de tres ecuaciones con cinco incégnitas: a(1"), m(T), p(T,r),
P(T,r) y q. Para su resoluciéon se supuso conocido el factor de escala a(7") (Frion
et al., 2020; Peter et al., 2007), dado por

o(T) = a (1 + (%)j 1/3. (3.39)

El parametro T; esta acotado para que el rebote ocurra antes de la nucleosintesis
del Big Bang (Frion ef al., 2020). De esta manera, 1074 s < T, < 107* s. Ademas,
para T > T, el factor de escala se reduce al del polvo. Finalmente, no se verifican
las condiciones de energia alrededor de Ty, por lo que no aplican los teoremas de
singularidad.

Ademas, se supone m(T'). Para encontrar su forma, se iguala ¢ = 0 para recu-
perar a T}, como fluido perfecto. Las soluciones, en este caso, se corresponden a las
soluciones de Schwarzschild- de Sitter o de McVittie (Carrera & Giulini, 2010). Asi,
la Ec. (3.30) toma la forma

a(T)  m(T)

o) Ty MO

Mo
e 3.40
o(T) (3.40)
siendo mg una constante no negativa. Reemplazando el valor de m(7T') en el elemento
de linea del espacio-tiempo generalizado de McVittie ( ), encontramos el elemento
de linea del espacio-tiempo de McVittie. Esto permite interpretar a my como la masa
del objeto central en el limite Newtoniano.

Otra posibilidad es elegir
m(T) = mo, (3.41)

la cual es una clase particular de las soluciones de McVittie generalizadas. La parte
correspondiente del tensor de Weyl de la energia Misner-Sharp-Hernandez (MSH),
que se identifica con la energia gravitacional del objeto central (Misner & Sharp,
1964), resulta

By = mq c2a(T), (3.42)

pues Ew para la métrica generalizada de McVittie (Carrera & Giulini, 2010) es

Ew = m(T) a(T). (3.43)
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La Ec. (3.12) muestra que el objeto central esté acoplado a la evolucion cosmologica.

El elemento de linea (3.20), siendo m(7T) = my, toma la forma
1 Gmo 2
ds? = N 2] Gmo

5 2dT? + a*(T) <1 +

4
502, > (dr® + r°d6* + r* sen” 0 dp?),

Gmo
(1 + 2c2r >
(3.44)

Sia(T) — 1, el elemento de linea (3.11) tiende al elemento de linea de Schwarzschild
en coordenadas isotropicas. Por otro lado, si mg — 0, se recupera el espacio-tiempo
cosmologico de FLRW. En otras palabras, la métrica ( ) representa un aguje-
ro negro de Scwharzschild embebido en un Universo FLRW y permite estudiar la
evolucion del agujero negro junto con la del Universo.

Uno de los resultados més importantes que usaremos en este trabajo es que la
parte correspondiente al tensor de Weyl de la energia MSH es

m(T) = moa(T), (3.45)

es decir, el tamano del agujero negro aumenta o disminuye segin la evoluciéon cos-
mologica del Universo.






Capitulo 4

(Gas de agujeros negros en universos
con rebote

El objetivo principal de este trabajo es analizar como evoluciona una poblacion
de agujeros negros en un modelo de universo con rebote y, a su vez, como el fluido
cosmologico de fondo es afectado por la presencia de los agujeros negros.

Iniciaremos este capitulo estudiando el problema general de dos fluidos en in-
teraccion. Luego, analizaremos las contribuciones al cambio de masa de los agujeros
negros y estudiaremos si hay fusiéon de los mismos durante la evolucién césmica.
Finalmente, presentaremos el conjunto de ecuaciones que describe la evolucion de la
poblacién de agujeros negros y el fluido cosmolégico.

4.1. Fluidos en interacciéon

Para caracterizar la evolucion de una poblacion de agujeros negros en un uni-
verso con rebote, suponemos que la materia puede ser modelada mediante un tensor
de energia-momento correspondiente a un fluido perfecto (Ec. 2.7) con una ecuacion
de estado de la forma

P = wcp, (4.1)

siendo w el parametro de la ecuacion de estado, que depende de las propiedades del

fluido.

El tensor de energia-momento total tiene dos componentes: T4y, asociada a
., . g . L, .
la poblacién de agujeros negros y Ty, al fluido cosmolégico. Ambas componentes
intercambian energia y momento entre si. Luego, solo se conserva el tensor de energia-
momento total

ViTiota = Viu(Tax + Tic) =0 — V. Txx = =V, Tgc. (4.2)
El intercambio puede ser representado por un parametro ()
V. T = Q,
@ (4.3
VuTpe = - Q,

43
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tal que se conserve la suma. El parametro ) puede ser positivo o negativo, depen-
diendo de si el sistema recibe o entrega energia, respectivamente.

Entonces, a partir de las Ecs. (1.3) y la Ec. (2.11) obtenemos
V(piut) + %Vﬂ ul' = +Q, (4.4)

donde agregamos el término de intercambio de energia () con el signo adecuado
dependiendo de si elegimos i = AN o FC. Esta ecuacién se puede expresar como

Dy (pi uf) + T, (pi uf) + %(8H ut' + I, ué‘) = +Q, (4.5)

que puede ser reescrita como
P, o
Gopit | pit ) Toa =+C. (4.6)

Recordando la definicion de la conexion afin (2.0) debemos calcular las deriva-
das de las componentes del tensor métrico. En nuestro caso, con el factor de escala
dado por la Ec. (3.20), el elemento de linea de FLRW (2.32) en términos del tiempo
conforme (con k = 0, pues el espacio-tiempo es plano') toma la forma

ds* = a2(n)( — Adn? + dr? 4+ r*d6® + r’sin” 0 dg02>. (4.7)

Las componentes de la conexion afin para el elemento de linea anterior, donde
la derivada dy denota la coordenada temporal 7, resultan

Iy, =0, (4.8)
F&Z%f%%mﬁzég%ﬁ%@%m)zig; (4.9)
%, = %g” (00 922) = %W (a*(n)r?) = Z/((;)) , (4.10)
D8 = (O g) = f L ay(a2m)r? sen?6) = LD ()

2 2a2(n)r? sen26 a(n)

Aqui, el primado representa la derivada respecto de 7. Entonces, reemplazando estos
resultados en la Ec. (1.0) obtenemos

pi(n) +3 (pi + %) 7 _ 1. (4.12)

Sustituyendo la ecuacion de estado P; = c?w;p; se obtiene

a'(n)
a(n)

Los resultados obtenidos por Planck Collaboration (2020) son consistentes con un Universo
plano, pues Q; = 0.001 £ 0.002, siendo 2, el pardmetro de densidad de curvatura.

ohn) + 35 (1 4 w,) piln) = £Q. (4.13)
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En particular,

pan(n) + 365((;7; (1 +wan)pan(n) = Q, (4.14)
prc(n) + 32/((:77)) (14 wre)pre(n) = — Q. (4.15)

El pardmetro wan depende de las propiedades de la poblaciéon de agujeros ne-
gros. En caso de que no exista interaccion entre los mismos (en particular, que no
se produzcan fusiones), se los puede modelar como un fluido tipo polvo, de manera
que wan = 0.

En lo que resta de este capitulo mostraremos que, bajo las hipotesis y condicio-
nes adoptadas en este trabajo, se puede considerar que los agujeros negros embebidos
en un universo que atraviesa un rebote no se fusionan.

4.2. Factor de llenado

Una posible forma de determinar si se produce fusiéon de agujeros negros en un
universo con rebote es estudiando la razoén entre el area del horizonte de eventos
Aan v el area de una hipersuperficie esférica tipo espacio en la geometria de FLRW
Ehip:

_ Aax(n)
Sip (1)

La funcion F(n) se denomina factor de llenado. Si cada una de estas areas crece
(o decrece) de la misma forma, consideramos que no se produce fusion de agujeros
negros. Aun mas: si el factor de llenado disminuye en el tiempo, entonces inferimos
que tampoco se produce fusion; caso contrario, suponiendo que hay un agujero negro
por unidad de hipersuperficie, habra fusion, pues el drea de los agujeros negros crece
mas rapido que la de la hipersuperficie.

F(n)

. (4.16)

Suponemos que la poblaciéon se compone de agujeros negros de Schwarzschild.
El area del horizonte de eventos es

167 G2
1

Aax(n) = M?(n), (4.17)

C
y depende de la masa del agujero negro. Sin embargo, distintos procesos astrofisicos
pueden modificar la masa del mismo. Consideramos tres procesos diferentes: acre-
cién de radiacion de fondo y evaporacion por radiacion de Hawking. Ademas, tal
como se discuti6 al final del Capitulo 3, el agujero negro esta acoplado a la evo-
luciéon cosmolégica, por lo que su masa varia por la dindmica del espacio-tiempo.
Matematicamente, lo podemos expresar como

dM  dM,. dM, dM,
_ n RH b

. 4.1
dn dn dn dn (4.18)
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En las secciones que siguen describiremos cada uno de los procesos e indicaremos
de qué manera se modifica la masa de los agujeros negros.

4.2.1. Dinamica del espacio-tiempo

Como se discutioé en la Seccidon 3.3, la dinamica del espacio-tiempo modifica la
masa del agujero negro segin
dM,(n) da(n)

A 4.19
(:177 mo d77 ) ( )

donde ahora expresamos la Ec. (3.15) en funcion del tiempo conforme. La constante
my es la masa del agujero negro en 1 = £ n;, siendo 7, = 2.96 x 102 s el tiempo de
transicion entre la época de radiacion y la época de materia.

Si integramos la Ec. ( ) encontraremos el comportamiento de la masa para
todo tiempo 7,

My(n) = / M, (1) = mq / da(), (4.20)

que resulta

971/2
n
1033_
1035_
— 1034_
=
=
1032 i
1030_
-1012 —10% -10% -10° 0 10® 10% 10 10%
n [s]

Figura 4.1: Variacién de la masa M de un agujero negro con masa inicial 10* M, debido a la
dinamica del espacio-tiempo.
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Para estudiar la variacién de masa, tomamos la funciéon normalizada

M(n) m (ﬂ>2] " a(n). (4.22)

mo

= ab
b

Cuando n = =£m;, a(+£n;) = 1, mientras que si n = 0, a(n = 0) = a, =
7.41 x 107, Esto nos dice que la masa del agujero negro se modifica en nueve
6rdenes de magnitud, independientemente del valor de la masa en consideracion.
Por ejemplo, si la masa inicial es M(—n;) = 10*M, en el momento del rebote
M (0) = 107> M, para luego volver a crecer M (n;) = 10* M, como se muestra en la
Fig.

4.2.2. Radiacién de Hawking

En 1974, Stephen Hawking propuso, usando argumentos de la TCC, que los
agujeros negros de Schwarzschild emiten radiaciéon con un espectro térmico en las
regiones cercanas al horizonte de eventos (Hawking, 1974). Si bien clasicamente la
creacion de pares de particulas estd prohibida, pues no conserva la energia, en la
mecanica cuéntica el vacio presenta fluctuaciones cuénticas de particulas virtuales.
Se puede enunciar el principio de incerteza de Heinserberg como AtAFE > h, donde
AF es la es la incerteza minima en la energia de una particula en un estado cuantico
por un tiempo At. Si el par particula-antiparticula se aniquila en un tiempo menor
at=h/AF, no se viola ninguna ley fisica.

De esta manera, si el par se crea en una regiéon cercana al horizonte de eventos
y una de las particulas cae al agujero negro, la otra, siempre y cuando la direccion
de su momento sea hacia afuera, puede escapar. La particula virtual se transforma
en una particula real a expensas de la energia del agujero negro, que pierde energia
y disminuye su masa.

Un observador distante observa un flujo constante” de particulas y antiparti-
culas. De hecho, la radiaciéon emitida es térmica y tiene una temperatura 7' dada

por
hk

- 2mkp ¢’
donde k es la gravedad superficial del agujero negro y kg, la constante de Boltzmann.
Al introducir la gravedad superficial, se encuentra una relaciéon con la masa del
agujero negro M, pues para un agujero negro de Schwarzschild

(4.23)

= — 4.24
STE) Ve (4.24)
de manera que
he?
T = —— 4.2
8t Gkg M (4.25)

2El flujo es constante porque la geometria es independiente del tiempo, de manera que la emisién
de particulas también debe ser independiente.
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_10—50 .

_10—49 i

dM/dn [9/5]

_10—43 .

_10—4? u
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Figura 4.2: Tasa de variacion de masa dMgy/dn para la radiacion de Hawking con masa inicial
del agujero negro 10* My, respecto al tiempo conforme.

Los agujeros negros menos masivos tendran mayor temperatura que los menos
masivos, por lo cual su masa disminuira atun mas. La tasa de variaciéon de masa, en
términos del tiempo conforme, esta dada por (MacGibbon & Carr, 1991)

dMgu(n) A(M)

A = —a(n) M) (4.26)

donde A(M) es una constante que depende de la masa del agujero negro

5.3 x 10% g®s™! si M > 10'7 g,
AM) = { 78 x 10" g?s7! si M < 10" g. (4.27)
Notemos que la tasa de variaciéon de masa (1.20) es proporcional a M ~2. Esto
significa que para agujeros negros masivos podemos despreciar este efecto. En la Fig.
se muestra la tasa de variacion para un agujero negro de masa inicial My =
10*M, en nmie = —n; y puede verse que la variacion es despreciable en este caso.
Por otro lado, agujeros negros muy poco masivos (M < 10' g) se evaporan antes
de llegar al rebote. Esto puede verse al resolver la Ec. ( ), cuyo resultado es
M2 M

3~ 3 =AM (= w) + w(=m)), (4.28)

tal que

M(n) = {f3(— wln) + w(—m)) AM) + M. (4.29)
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donde la funcion w(n) esta dada por

ay U n?
w(n) = — | log I+ ——]+m/=+1
2 [ (\/ T T m

Un agujero negro se evapora si M = (0. Podemos encontrar la masa inicial que
debe tener un agujero negro para que se evapore en un cierto tiempo determinado
al despejar M. de la Ec. ( ), resultando

(4.30)

Misie = {/3(w(n) — w(—n;)) A(M). (4.31)

De esta manera, la masa inicial que debe tener un agujero negro que se evapora en
el rebote (n =0) es

Mipie = 3.25 x 10" g, (4.32)

y un agujero negro que se evapora en el tiempo de transicion entre la época de
radiacion y la época de materia (n = 7;) tiene una masa inicial en n = —;

Mipie = 4 x 10" g. (4.33)

Por otro lado, podemos considerar que el agujero negro varia su masa por la
dindmica del espacio-tiempo, como vimos en la seccién anterior. De esta manera, la
tasa de variacion de masa (1.20) toma la forma

dMgu(n A(M A(M
Wra(n) _ ) ADD AN (4.34)
dn mg a*(n) mg a(n)
y la masa varia segin
M(n) = AM) — ; Mip; 4.35
() == y(n) +y(m) | + Minic, (4.35)
con
n n ? n
y(n) = — log 1+ (—) - — (4.36)
ap UL U
Nuevamente, la masa inicial en n = —n; que debe tener un agujero negro para
que se evapore en el rebote (n = 0) es
Mipie = 1.81 x 10* g. (4.37)
y para que suceda en el tiempo de transicion n = n;
M = 3.45 x 101 g. (4.38)

Como queremos estudiar agujeros negros en las tres etapas del Universo, con-
sideraremos agujeros negros con masas mayores a 10'% g, lo que nos asegura que la
radiacion de Hawking no es un mecanismo relevante para la variaciéon de masa.
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4.2.3. Acrecion de radiacion

También consideramos que la masa del agujero negro puede aumentar por acre-
cion de un gas de radiacion. El cambio en la masa debido a este efecto esta dado
por (Zel’dovich & Novikov, 1967)

dM  27rG?
T a(n) praa M?, (4.39)

donde pyaq es la densidad de radiacion. Determinamos su expresion a partir de la
ecuacion de Friedmann escrita en términos del tiempo conforme

(““’” ) BTG ). (4.40)

a*(n) 3
1+ <%)1 _3. (4.41)

o) ~ (ﬁ> ~ (), (1.42)

b

De esta manera encontramos

Para n > 1, se verifica que

pues a(n) ~ n/n, en este limite. A partir del analisis de la evolucion de la densidad
de radiacion en funcion del factor de escala (Ec. ), verificamos que esta densidad
se comporta efectivamente como radiacion.

De forma explicita, podemos escribir la Ec. (1.39) como
—5/2
dM  81G 1 »’ ?
R s (O ol RS} (4.43)
dn 8 nyayny b

Haciendo el cambio a la variable adimensional x = 1/, y agrupando a las constantes
restantes en la constante o tal que

81G 1
=—=—, (4.44)
8 ¢’ mpay
hallamos A
— =02’ [L+27] M), (4.45)
x
y haciendo separaciéon de variables obtenemos
dM —5/2
e ox? [1+ 27 dz. (4.46)

e integramos utilizando la condicion de borde My, = M, (za,), donde zo, = 15 /Mp-
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Resolviendo las integrales hallamos

1 1 ox’ oxd
——+ = - < , (4.47)
M Ma o 3(2241)"% 3(a2+1)"7
tal que la masa varfa segtin
3 3 1 !
ox ox
M(z)= | - + b ___ + (4.48)
( 3(x2+ 1) 3(a2, + 1) Mcb>

-1
ox?
N 4 , 4.4
( 3(x2+1)3/2+gb> -

donde

3
o T, 1

b = -
T g, 1) Ma,

(4.50)

Trabajaremos con la funcion de masa normalizada M (z)/M., de manera que
M(.ch)/Mcb = 12

—1

M (x o M., 2®
) _(coMer o) (451)

M, 3(z%+1)

siendo

Geb = b Me,. (4.52)
En la Fig. presentamos la funciéon de masa normalizada considerando que
el agujero negro finaliza con una masa My, = 10*M. Podemos notar que la masa
empieza a aumentar por acreciéon de forma notable para z = —10%, lo que equivale

an=-29x10"s.

Al igual que con la variacion de masa debido a la dindmica del espacio-tiempo,
podemos estudiar los 6rdenes de magnitud de variacion de la masa, representado
por el miembro derecho de la Ec. (1.51). Este término depende de la masa final del
agujero negro, por lo que consideraremos varios casos:

s Si My, = 104M@, M(_xcb)/Mcb ~ 1074
s Si My, = 106M@, M(_xcb)/Mcb ~ 1076,

s Si My, = 108M@, M(_xcb)/Mcb ~ 1078,

Esto nos dice que la importancia del proceso depende de la masa del agujero negro
considerada.
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Figura 4.3: Variacion de masa para un agujero negro de masa final M., = 10*M, para toda la
época de radiacion en funcion del tiempo conforme normalizado 7/, debido a la acrecion de un
gas de radiacion.

4.2.4. Resultados

Analizadas todas las contribuciones posibles a la variacion de masa, encon-
tramos que la variacion debido a la dindmica del espacio-tiempo serd de nueve
6rdenes de magnitud siempre, sin importar la masa del agujero negro, a diferen-
cia de la variacion debido a la acrecion, que depende fuertemente de la masa. En
el resto del trabajo, consideraremos agujeros negros con masas finales en el rango
101 g < M < 105M,,. De esta manera, el tinico término relevante para la variacion
de masas de los agujeros negros sera aquel debido a la dindmica del universo:

dM(n)  dMy(n)  da(n)
e e mod—n. (4.53)

La evolucion de la masa del agujero negro por la dinamica estda dada por la Ec.

(4.21)

1/2

My(n) = moap |1 + <%>2 . (4.54)

Reemplazando en la Ec. (1.17) encontramos el area del horizonte de eventos:

167 G?m.
Aax(n) = ——— @’(n). (4.55)

C
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Por otro lado, debemos calcular el area de la hipersuperficie Yy,. El area de
una esfera tridimensional se calcula segin

Y= // V900 - Gpp dB dop, (4.56)
cuyo resultado, tomando los elementos de la métrica de la Ec. (1.7), es
Yhip(n) = 47r? a*(n). (4.57)

Esta expresion nos dice que la hipersuperficie Xp;,(n) es la superficie de una esfera
cuyo tamano se modifica con el factor de escala.

Reemplazando las Ecs. (1.55) y (1.57), el factor de llenado toma la forma

_ Aax(n)  16mmgG? a®(n)  4my G?
- hip()  drctr? a’(n) A2

F(n)

Como el factor de llenado es constante en el tiempo, el area del agujero negro se
modifica de la misma manera que el area de la geometria de fondo. Otra forma de
entender el resultado es suponiendo que hay un agujero negro por unidad de area
de hipersuperficie Xy;,(1). Dado que el area del horizonte de eventos y el area de la
hipersuperficie cambian en la misma tasa, no encontraremos el caso en que mas de
un agujero negro ocupe la misma hipersuperficie. Bajo estas suposiciones, no hay
fusion de agujeros negros.

4.3. Radiaciéon gravitacional

Si bien en la secciéon anterior determinamos que, bajo las suposiciones men-
cionadas, no hay fusiéon de agujeros negros, otro mecanismo podria, en principio,
causar fusion entre estos objetos. En un espacio-tiempo que presenta una fase de
contraccion, podria suceder que agujeros negros cercanos formen un sistema binario
y comiencen a orbitar el centro de masa. Al perder energia por radiaciéon gravitacio-
nal, su distancia disminuye hasta el punto en que podrian llegar a fusionarse.

Pasaremos a describir el desarrollo del problema, tomando la aproximacion de
masas puntuales de Shapiro & Teukolsky (1983). Sean dos masas puntuales M; y
Ms en una orbita circular de radio ¢, con (; y (2 sus respectivas distancias al centro
de masas, entonces

My M,

MGy = MaG = pu¢, p= m,

(4.58)
con i la masa reducida. La energia del sistema puede ser descripta como la energia
cinética de rotacion més la energia potencial gravitatoria

1

G M, M,
2

E =
C )

1
Mi(FO? + S MyGOP — (4.59)
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donde €2 es la velocidad angular orbital. Definiendo M = M; + Ms, la energia se
reduce a Culd
14
EFE=——"7—. 4.60
- (460)
La pérdida de energia implica una disminuciéon en la separaciéon ¢ y, por lo tanto,
en el periodo orbital P = 27/, por lo que

P d 1\ . d ¢

donde se us6 la Tercera Ley de Kepler, Q* = GM /(3. Desarrollando esta expresion
se llega a

1dP  31d¢
- —Z 4.62
Pdt 2¢dt’ (4.62)
y como
1 2 d d¢ dF d M
Lo 2 p 4 _dadB o dC Gud (4.63)
¢ GuM dt dE dt dE 2F?
se obtiene Lap 21 dE
= o 4.64
P dt 2F dt (4.64)
La potencia de las ondas gravitacionales se puede calcular a partir de
dE 1G 2 = 32 G* M3 12
Low=——=——<-—ZyZLip)= ————— 4.65
W dt 5c5< #ZLjk) 5 (5 (4.65)

donde Zjj, es el momento cuadrupolar reducido y fue promediado sobre varios perfo-
dos caracteristicos de la fuente. Este momento tiene la forma

1
Ijk = st <xijsk — § 5jk 7’3) . (466)

De esta manera, se puede reemplazar por la Ec. ( ), que indica el valor de la
pérdida de energia, para encontrar
1LdP 96 G? M?*p

Por otro lado, se calcula la derivada temporal de la distancia ¢ entre los agujeros
negros

d¢ d¢dE
— == 4.68
dt dE dt (4.68)
Usando las Ecs. (1.03) y (1.05) se obtiene
d 64 G3uM?
o _waGw (4.69)

dt 5 ¢
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Figura 4.4: Tiempo de fusién, en afios, dependiendo del tiempo conforme 7 en la etapa de con-

traccion, para dos agujeros negros de masa inicial M; = My = 10°M y una distancia inicial de
Co = 2.36 x 10%* cm.

donde se puede integrar, resultando

256 G3uM?
y despejando el tiempo
) cd 4
¢*. (4.71)

tus = S A 2 10
s ™ 956 G3 M2

De esta manera se halla el tiempo que tarda el sistema binario en fusionarse.
Este tiempo es proporcional a (%, es decir, a medida que las distancias sean més
grandes, mas tardarédn en fusionarse los agujeros negros. Por otro lado, el tiempo
depende de ' M=% = (M MyM)™1, por lo que agujeros negros méas masivos tendran
un menor tiempo de fusién.

Sin embargo, en nuestro trabajo la distancia se modifica con el factor de escala.
Si ¢y es la distancia en el tiempo conforme 7; = —2.96 x 10'% s, la evoluciéon de la
distancia estara dada por

¢(n) = Coal(n). (4.72)

Consideramos dos agujeros negros supermasivos de masa inicial M; = My =
10° M), cuya masa varia por la dindmica del espacio-tiempo segtin la Ec. ( ). Ade-
més, suponemos una distancia promedio entre dos agujeros negros como la distancia



56 4.4. Evoluciéon de los fluidos

entre los agujeros negros supermasivos de Via Lactea y la galaxia de Andromeda
hoy, ¢y = 2.36 x 10** cm. En el se muestra el tiempo de fusiéon consi-
derando la distancia media entre los agujeros negros que componen el gas, donde se
encuentra que la distancia media inicial dy = 4.53 x 10?2 ¢cm, de manera que nuestra
suposicion inicial es una aproximacion razonable dentro del modelo.

En la Fig. se muestra el tiempo de fusién en anos. Encontramos que es
mucho mayor que el tiempo que dura la época de radiacion, que es de 47.000 anos
(Ryden, 2016). Mediante la estimacion anterior, concluimos que no habra fusiéon de
agujeros negros por pérdida de energia gravitacional.

4.4. Evolucion de los fluidos

Dados los resultados de la seccién anterior, y teniendo en cuenta el rango de
masas elegido para el estudio, consideraremos que la poblacién de agujeros negros se
puede modelar como polvo, es decir, un gas sin presion. De esta manera, recordando
que la ecuacion de estado es Pax = wan ¢2pan, encontramos que way = 0.

Asi, las Ecs. (1.11) toman la forma

pho) +3 ) o) = Q. (4.73)
prc(n) +3 2((:77; (1 + wre)pre(n) = — Q. (4.74)

Sin embargo, tenemos dos ecuaciones para tres incognitas: pan, prc y Wrc ¥
queremos encontrar una solucién tnica. Para completar el sistema, agregamos la
ecuacion de Friedmann (2.30), considerando £ = A = 0, ya que son los supuestos
del modelo cosmologico que estamos tomando. En términos del factor de escala
normalizado, tendremos

G2 (t) = 8;;? pa(t). (4.75)

Escribimos la ecuacién anterior en términos del tiempo conforme, usando la Ec.
(3.22) tal que

a(t) = % = j—g% = a’(n)%, (4.76)

por lo que al reemplazar en la ecuacién de Friedmann hallamos

<a'<n>i> =5y, (4.77)

3c?

que resulta en

(“’“7))2 _ 5 . (4.78)
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La densidad de energia p debe ser la densidad de energia total de la poblacion
de agujeros negros mas la del fluido cosmologico, por lo que

a(n)\* _ 8rG
(a2(n)) = 3z (Pax() + pre(n)). (4.79)

De esta manera, el sistema de ecuaciones a resolver es

/

Pan(n) + 3% pax(n) = Q,

prc(n) + 3215:;)) (1 +wre) pre(n) = — Q, (4.80)

ad(n)\> 8rG B
(az(ﬁ)> 32 (pan(n) + prc(n)) = 0.

Para resolver este sistema, consideramos que la densidad del gas de agujeros
negros puede describirse como (Borunda & Masip, 2010; Barrow et al., 1991)

Mmax

pan(n) = / N(n;m)E(m) dm, (4.81)
Mmin

donde N(n;m) es la funcién de distribucion, E(m) = mc? la energia de un agujero

negro de Schwarzschild y la integral se realiza a tiempo constante. En otras palabras,

proponemos que la evolucion de la densidad de energia de la poblaciéon de agujeros

negros depende de la distribuciéon de masas a tiempo 7.

El término de interaccion () representa el intercambio de energia entre el gas
de agujeros negros y el fluido cosmologico y puede ser calculado a partir de la
variacion temporal de la densidad de energia del gas de agujeros negros. La funcion
de distribucion (también llamada densidad numérica) sera igual en un tiempo 71 a
un tiempo 7 + dn pues no hay evaporacion o fusion de agujeros negros. Ademés, la
masa de los mismos varfa: pasara de tener una masa m en un tiempo 7 a tener una
masa m + dm en un tiempo 7 + dn. Esto se puede expresar como

N(m;m) = N(n+dn,m+dm), (4.82)

lo que implica que

ON(n;m)  ON(n;m)dm

= —_— 4.83
on om dn (483)
De esta manera, el término de interaccion resulta
7 Mmax 9N (n;m) d
Q= IPAN _ / ON(n: m) e dm. (4.84)
an Mo om  dn

Notemos que () depende explicitamente de la variacion de masa de los agujeros
negros. Considerando el analisis anterior, la variaciéon de masa inicamente esté dada
por la dindamica del espacio-tiempo, de manera que

—1/2
dm da(n) Mg a ( Ui )2
— = My = n{l+|— , 4.85
dn dn m ( u (4.89)
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siendo M la masa en n = n;.

También podemos calcular explicitamente los términos asociados al factor de
escala

a() — a(L+(n/m))

My

(ZZDQIQ%%(“Wﬁjj_' (487

El sistema de ecuaciones resulta

2 -1 M,
max ON (n:m) d
pin () +3% <1+ <ﬁ> ) pan(n) :/ ONGpm)dm - o 4

<) _ an/ (L /) <1+(n)2>_1’ (.86

b nb Mmin am dlr]

2\ M,
/ n n max ON (p;m)dm
ch(n)+3ng ( + (nb) ) (14 wrc) prc(n) /M gy Am

s <1+ (1) ) = 5T (o) + prcln)) = 0

aZ g n} m

(4.88)

Tenemos asi un sistema de ecuaciones integro-diferenciales acopladas para pan,
prc vV wpe. Para poder resolverlo, haremos suposiciones sobre la distribucion de
masas a cierto tiempo 7. Ademas, consideraremos dos casos particulares de la dis-
tribucion de masa: una distribucion monoenergética de agujeros negros, centrada en
un valor M, y una distribuciéon extendida sobre un cierto rango, en forma de ley
de potencia.

4.4.1. Funcién de distribucién monoenergética

Si la poblaciéon de agujeros negros presenta agujeros negros de masas similares,
podemos considerar la funcién de distribuciéon monoenergética, tipo delta de Dirac.

N (ne;m) = No(m) = Ad(m — M), (4.89)

donde A es la constante de normalizacion. Para hallarla, sabemos que a cierto tiempo
Nei Se va a cumplir que

Mmax

PAN (i) = / N (nei; m) me? dm,
Mmin

luego

Mrnax
paN(nei) = / A5(m - Mci) mc*dm = AM,; ¢,

Mmin
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hallando asi

PAN (7ci)
A= ) 4,
Mci 2 ( 90)

También podemos calcular Q). A cierto tiempo 7,

Mmax N (m )
d 4.91
Q- [ G e am (4.91)
donde
N O0(Ad(m — Mg o(6(m — My
om om om
y reemplazando esto junto con la variacion de masa (Ec. ),
2\ T s 9 (6(m — My,
Q=AM Fa % 1+ (E) / (9(m ) mdm.  (4.93)
nb 7717 Mmin am
Usamos la siguiente propiedad de la delta de Dirac
. . —f,<£[)0) si To € I,
/f (x — x0) do = { 0 S 10T (4.94)
entonces
Minax 3((5(m — Mci)) om
/Mmin om e om lm=my (4.95)

De esta manera,

o\ —1/2
Q= —A My a, % (1 + (%) > . (4.96)
b

El sistema de ecuaciones resulta

o\ —1 o\ —1/2
' +3-2 1+(?7> — A M.Pay L 1+<ﬂ> 7
Pan(n) 7 o pan(n) g o

(4.97)

9\ —1 —-1/2

Prec(n) +3n% <1+ <;7b> ) (14 wrc) pre(n) = AMge %7;1 (1 + <:b) ) ;
(4.98)

Lo (1 +(2) ) T (o) + prcln)) = 0. (4.99)



60 4.4. Evoluciéon de los fluidos

4.4.2. Funcion de distribucion extendida

Si se tiene un rango de masas mucho mayor, consideramos que la distribucion
es de tipo ley de potencia

N(nei;m) = No(m) = Am™7, (4.100)

siendo 7 el indice espectral, generalmente en el rango v ~ 2 — 3 (Carr et al., 2010).

Al igual que en la seccién anterior, la constante de normalizacion A se puede
encontrar a partir de considerar que para un cierto tiempo 7;

Mmax
PAN(Nei) = / N (nei; m) mc* dm,

Mmin
luego
M, _ —y+2
max M=otz _ Ay
i) = Am™ Y me? dm = Ac? —0ax mn 4.101
ot = [ — (4.101)
hallando asi ()2 )
PAN\Tci )\ 4 — 7
A= 3 (M;;;LQ — M_7+2) , (4.102)
siempre y cuando v # 2. Si v = 2,
A= Panlia) (4.103)

T (M \
2ln | /2

( Mmin )

A diferencia del caso monoenergético, no conocemos una expresion para N (n; m),

por lo que la soluciéon sera numeérica. Para resolverlo, seguiremos el procedimiento

desarrollado por Gutiérrez et al. (2017) para el caso de un gas de agujeros negros

primordiales (PBH). Dado que tenemos un gran rango de masas, podemos conside-

rar que el gas de agujeros negros estd compuesto por N bloques monoenergéticos,

cada uno satisfaciendo separadamente la Ec. ( ). Esto permite escribir a la dis-
tribucion en el tiempo 7 como

donde i representa cada bloque monoenergético. Lo que hicimos aqui fue considerar

que la funcion de distribicion en 7; depende de la masa m; en cada bloque 7. Co-

mo la masa varfa el tiempo, también lo estara haciendo la funcion de distribuciéon
discretizada.

Ademas, dado que el gas de agujeros negros se comporta como polvo, la depen-
dencia temporal de la funcién de distribucién tendra la forma

N;(ne) = Ni(nei)a(ne) 2, (4.105)
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donde 7y es la discretizacion en k bloques del intervalo temporal que consideremos.
Asi,

Mmax N
pa(n) = [ NG ) dm = pas(in) = S NG Bem, (4106)
Mmin =1
donde
M 1/(r—1)
Am =m;(h—1), siendo h= (Mmax) : (4.107)

con r el nimero de pasos.

Una vez obtenida pan(n), podemos hallar prc(n) al igual que en la seccion

anterior:
3c? n 2\
= 1 — — . 4.108
prc(n) scGam " + (m) pan(n) ( )

Finalmente, el pardmetro wgc resulta

oro = 3 (1 " (nﬁ)) (@ —rhe) -1 @109)

donde () también fue discretizado como

Q=2 % [a(m) ™ = al(im-1)~°] mac*Am. (4.110)

En el capitulo siguiente se mostraran los resultados para ambos tipos de po-
blaciones de agujeros negros, con determinadas condiciones de borde.






Capitulo 5

Resultados

5.1. Parametros y condiciones de borde

La evolucion de las densidades de energia, tanto del gas de agujeros negros como
del fluido cosmologico, y del paramatro de la ecuacién de estado wpc esta dado
por el sistema de ecuaciones ( ). Sin embargo, para determinar las soluciones
completamente debemos imponer condiciones de borde. En particular, elegimos el
tiempo 74 = 2.96 x 10'% s que corresponde al tiempo de transicion de la época de
radiacion a la época de materia que, en tiempo césmico, equivale a t; = 47.000 anos
(Ryden, 2016), tal como mencionamos en el capitulo anterior.

La densidad de energia del gas de agujeros negros en este tiempo la tomamos
como una fraccion de la densidad de energia de radiacion:

pAN(Uci) = 5/ Prad(nci)- (5-1)

donde (" es un parametro libre del modelo. Se puede relacionar este parametro con el
parametro [, que mide las restricciones de las abundancias iniciales de los PBH. Este
tipo de agujeros negros podrian haberse creado en el Universo temprano, cuando la
densidad de materia era lo suficientemente grande para generar inhomogeneidades
de masa M,, que superaran la densidad critica peny ~ M,/ Tgch para la formacion de
un agujero negro (Frolov & Zelnikov, 2011).

El hecho de que los PBH no hayan sido detectados todavia impone restricciones
al namero inicial de PBH formados. Si bien el origen de los agujeros negros aqui
considerados es muy diferente a la de los PBH, tomamos estas restricciones porque
tampoco se han detectado este clase de objetos en el Universo temprano .

Podemos relacionar 8y 3’ como

,_ B

'En particular, Gutiérrez et al. (2017) analizaron la evolucion de un gas de PHBs interactuando
con radiacion en el Universo temprano estdndar, siguiendo un desarrollo similar al nuestro.

63
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pues
PAN

6 PAN + prad7 (53>
Si los PBH tienen masas Mppy > 10'° g, sobreviven hasta hoy y podrian
detectarse por sus efectos gravitacionales; en particular, los asociados a las ondas
gravitacionales de fondo. Esto implica restricciones sobre la poblacion de PBH, pues
se espera que PBH masivos generen un fondo de ondas gravitacionales si hubiese
fusion hoy de PBH binarios por radiacion gravitacional. Para estos escenarios, los
datos observacionales de LIGO” marcan restricciones débiles. Segtin las restricciones
analizadas por Carr ef al. (2010), 8 < 1077 para un rango de masas de agujeros
negros de masas estelares. El pardmetro que usaremos a lo largo de todo el trabajo
y para las dos distribuciones’ es 8 = 10719,

De esta manera, a partir de la Ec. ( ), la densidad de energia de la radiacion
en la condicién de borde es praqa(ne) = 184.35 ergem™ y la condicion inicial de la
densidad de energia de los agujeros negros resulta

pan(Me) = 1.84 x 107 erg cm ™. (5.4)

5.2. Distribuciéon de masas monoenergética

El sistema de ecuaciones a resolver consiste en las Ecs. (1.97), (1.98) y (1.99).
Empezaremos resolviendo la Ec. (1.97).

Pasamos a la variable z = n/n, y encontramos

1 dpan | 3 oy —1 — AMc? ay o\ —1/2
— +—z(l+=x =———z(l+2x . 5.9
n dr o ( ) pax Ul ( ) (5:5)
Eliminando 7, y llamando oo = AMc? a,, encontramos la ecuacion diferencial
d _ _
PN 30 (1+2%) " pavtaz(l+a?) =0 (5.6)
cuyo resultado analitico es
1 z2
_ —ol =+ C 5.7
pAN(':E) (1—|—[l§'2)3/2 |: 2 ( 9 + 4) + :| ) ( )

siendo C la constante de integracién, que puede ser determinada a partir de la
condicién de borde e = 7 /m = 1.35 x 10®

2 gt
C = (1+22)" pax(za) + o (f + f) : (5.8)

2El Observatorio de Ondas Gravitatorias por Interferometria Laseres (LIGO, por sus siglas en
inglés) es un observatorio disefiado para detectar ondas gravitacionales.

3Si bien las restricciones estan calculadas para distribuciones de masas monoenergéticas, to-
mamos el mismo paramétro para poder calcular los resultados con una distribucién de masas
extendida.
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Si bien la condiciéon inicial de masa del agujero negro M, se introduce en
la densidad de energia pan(x), esta tltima cantidad es independiente de la masa.
Notemos que

PAN(Zei)

a=AMs?a A=—7——
by M, 2

= a = ap pan(ze), (5.9)

luego, a solo depende de la condicion de borde que consideremos. Reemplazando la
Ec. (5.9) en la constante de integracion

x

T2 4
C = ﬂ’(l + xzi)3/2prad(asci) + ap B praa(zei) (f + f) , (5.10)

la densidad de energia del gas de agujeros negros toma la forma

ﬁ/prad(xci) ‘TQ ZLA 21\3/2 xzi xéi
_ P Pradla) | (T T 1+ a2 Zei 4 Zd 5.11
pan(z) a2 |3 +7 +(1+23)"" +a >t ) (1)

que es lineal tanto en ' como en la densidad de radiaciéon evaluada en la condicion
de borde. Como ' = /(1 — ) ~ (8 para valores muy pequenos, también serd lineal
en 3.

En la Fig. mostramos la evolucion de la densidad de agujeros negros norma-
lizada pan(z)/pan(ze). Observamos que la densidad de agujeros negros aumenta ha-
cia el rebote, siendo méxima en 7 = 0 con un valor de pax(z)/pan(ze) = 3.06 x 10*
y luego vuelve a disminuir. Este comportamiento es el esperado, dado que el gas de
agujeros negros acompana la evoluciéon dinamica del Universo.

La densidad del fluido cosmolégico se obtiene despejando prc de la Ec. ( )

32 n? n 2\ 7
pre(N) = —=55—>5 |1+ (_) — PANT]
() 8 G aj np m; nb )

y usando la variable x = n/n,:

3c? 5 -3
=————12° (1+2°) " — : 5.12
pro() srGaZng " (4257~ pun(e) 12
En la Fig. mostramos la densidad de energia del fluido cosmologico nor-

malizada en dos intervalos temporales diferentes. Notamos que esta cantidad se
hace maxima en dos puntos n = £1.55 x 10* s, luego disminuye hasta anularse en
n = 42.11 x 1075 s. En este intervalo de tiempo, la densidad del fluido cosmolégico
se vuelve negativa, violando la CED. La densidad se hace minima en n = 0 y su
valor es de ppc(0) = —5.63 x 10'® ergem™3. A partir de la Ec. (5.12), se observa

que, en =0, ppc = —paN.
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Figura 5.1: Evolucion de la densidad de energfa normalizada del gas de agujeros negros entre los
tiempos —1.10 x 10° s < 1 < 1.10 x 10° s para una distribucién de masas monoenergética.

Finalmente, podemos encontrar wpc despejandolo de la Ec. ( ) escrita en
términos de la nueva variable x, tal que

1/2

1 1+ 22 1 _ 1d

3 ap x(l + :c2)_1/2 PFC M Ny dx

que lo podemos llevar a la forma

11 12 1+ 2% dpre
=—— (AM. la(l1+2*)"" — —— — . 5.14
WrQ 3ch< a ¢ ap(1 4 %) — (5.14)
En la Fig. se presenta un grafico de la evolucion del parametro wpc en

funcion de n/n. Para valores grandes del modulo de n, wge = 1/3, lo que corresponde
a que el fluido cosmologico se comporte como radiacion. Luego, comienza a disminuir,
hasta anularse en los puntos n = £3.1 x 10* s, volviéndose negativo. La presion del
fluido cosmologico pasa a ser negativa Ppc < 0; el fluido se comporta de manera
repulsiva.

Ademas, el paramentro wgc presenta dos divergencias simétricas, enn = +£2.11x
107? s. Esto se corresponde con los ceros de la densidad de energia del fluido cosmo-
logico. Por otro lado, en n = 0 la funcién no presenta divergencias, pues la derivada
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(a) Evolucién de la densidad de energia normalizada del fluido cosmoldgico entre los tiempos —1.10 x 10° s < 1 <
1.10 x 105 s.
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(b) Evolucién de la densidad de energfa normalizada del fluido cosmologico entre los tiempos —1.10 x 1074 s
<1 < 1.10 x 10~* s. La linea punteada corresponde al eje ppc = 0

Figura 5.2: Evolucién de la densidad de energia normalizada del fluido cosmologico en funciéon
del tiempo conforme normalizado 7/7, para una distribucién de masas monoenergética.
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(a) Evolucion del parametro de la ecuacion de estado del fluido cosmolégico wrc entre los tiempos —1.10 x 10° s
< n < 1.10 x 10° s. La linea punteada se corresponde con el valor wgpc = 1/3.
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(b) Evolucién del parametro de la ecuaciénde estado del fluido cosmologico wrc entre los tiempos —2.19 x 1072 s
<1 <219 x 1072 s. La linea punteada se corresponde con el valor wpc = 0.

Figura 5.3: Evolucion del pardmetro de la ecuacionde estado del fluido cosmologico wgrc en funcion
del tiempo conforme normalizado 7/7, para una distribucién de masas monoenergética.
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Figura 5.4: Condicién CEN para el intervalo —2.12 x 10* s < 1 < 2.12 x 10* s. La linea punteada

corresponde con el
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Figura 5.5: Condicién CEF para el intervalo —2.12 x 10* s < 1 < 2.12 x 10* s. La linea punteada

corresponde con el

eje prc + 3PF0/62 =0.
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dprc/dx tiene un factor z multiplicando que se cancela con el denominador. Lue-
go, el parametro wpc esta definido en todos los puntos excepto en los ceros de la
densidad de energia del fluido cosmolégico. La divergencia esté indicando que, entre
esos tiempos, el fluido cosmolédgico se comporta como un fluido perfectamente rigido,
condicion asociada a la posibilidad de que ocurra el rebote.

En resumen, la densidad de energia del gas de agujeros negros es siempre po-
sitiva, con un maximo en 1 = 0. Respecto al comportamiento de la densidad del
fluido cosmoldgico, para un dado tiempo se vuelve negativa, violando la CED. Por
otro lado, el parametro wrc no es una constante, lo que hace que las propiedades del
fluido cosmologico se modifiquen a lo largo del tiempo: para tiempos grandes nega-
tivos se comporta como radiaciéon, luego se vuelve fluido repulsivo y finalmente, un
fluido perfectamente rigido. Una vez finalizado el rebote, el pardmetro wgc se hace
nuevamente positivo y después de un tiempo vuelve a comportarse como radiacion.

Graficamos la condicion CEN en la Fig. y, en la Fig. , la condicion
CEF. Notemos que efectivamente estas condiciones se violan en un cierto intervalo
temporal. Para el caso de la CEN, este intervalo temporal donde se viola la condicién
es —1.55 x 10* s < 1 < 1.55 x 10* s, que se corresponde con los puntos comprendidos
entre los maximos de la densidad del fluido cosmologico. Por otro lado, la CEF se
viola entre —2.12 x 10* s < 1 < 2.12 x 10* s, que se corresponde con el parametro
ny del factor de escala (Ec. ).

5.3. Distribuciéon de masas extendida

Consideramos un rango de masas lo mas extendido posible teniendo en cuenta
las restricciones discutidas en la Seccion . De esta manera, 10! ¢ < M <
105 M.

Consideramos también diferentes indices espectrales para la distribucion de
agujeros negros: v = 2, 7 = 3 y 7 = 2.36, que se corresponde con el indice espectral
de Salpeter, que se relaciona con la distribucion inicial de masas para una poblaciéon
de estrellas. Sin embargo, la variaciéon de 7 no induce cambios significativos en las
densidades de energia y el parametro wpc. Es por esto que solo mostraremos los
resultados considerando v = 2.36.

Primero obtenemos la densidad de energia normalizada para el gas de aguje-
ros negros, como se muestra en la Fig. . Si bien la forma es similar a la dis-
tribuciéon estrecha, con un pico hacia los 7 cercanos al cero, con un méaximo de
pan(0)/pan(nes) = 1.97 x 10, es 8 6rdenes de magnitud menor a la distribucion
monoenergética.

Por otro lado, la densidad de energia normalizada del fluido cosmoldgico tam-
bién mantiene una forma similar al caso monoenergético, como podemos ver en la
Fig. 5.7. Sin embargo, prc(Tmax)/prc(n¢) = 4.88 x 103!, siendo el maximo un orden
de magnitud menor.

Ademas, la densidad de energia del fluido cosmolégico se anula para los tiempos
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Figura 5.6: Evolucién de la densidad de energia del gas de agujeros negros en funcién del tiempo
conforme normalizado entre los tiempos —2.19 x 10'2 s < 1 < 2.19 x 10'2? s considerando conside-
rando un indice espectral v = 2.36.
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Figura 5.7: Evolucion de la densidad de energia del fluido cosmologico en funcion del tiempo
conforme normalizado entre los tiempos —2.19 x 108 s < 1 < 2.19 x 108 s considerando un indice
espectral v = 2.36. En la linea punteada marcamos el eje ppc = 0
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Figura 5.8: Evolucion del parametro wpc en funciéon del tiempo conforme normalizado conside-
rando considerando un indice espectral v = 2.36. En la linea punteada gris marcamos el valor
WFC = 0.

n = 45.26 x 10712 s. Este valor es mucho menor que para el caso monoenergético.
Entre ese intervalo de tiempo, la densidad es negativa, violando la condicién CED.
El valor normalizado en el minimo es prc/prc(nq) = —1.19 x 10°. Es importante
notar que el minimo de la densidad del fluido cosmologico se corresponde, con un
signo opuesto, con la densidad de energia maxima del gas de agujeros negros, al
igual que en la distribucién de masas monoenergética.

En la Fig. se presenta el parametro wgc en funcién del tiempo conforme
normalizado. Para tiempos grandes el valor es wpc = 1/3. También podemos ver
que se anula para n = +3.1 x 10° s, se vuelve negativa en este intervalo temporal y
diverge en 1 = 45.26 x 107! s, valores correspondientes a los ceros de la densidad
de energia del fluido cosmolégico. La divergencia que se observa en n = 0 es un
problema numérico y no refleja el comportamiento del fluido.

Finalmente, verificamos que las condiciones CEN (Fig. 5.9) y CEF (Fig. )
no se cumplen en el intervalo de tiempo —1.55 x 10* s < 7 < 1.55 x 10* s y de
—2.12 x 10* s < 1 < 2.12 x 10* s, respectivamente. Nuevamente, la divergencia en
1n = 0 corresponde a un error numérico en el calculo de wgc.

Comparando con el caso de la distribucién monoenergética, el intervalo tem-
poral en donde hay violaciéon de las condiciones de energia es el mismo. Luego, la
violaciéon de la CEF y la CEN es independiente de las distribuciones elegidas.
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Figura 5.9: Condicion de energfa CEN en funcion del tiempo conforme 7/n,. La linea punteada
corresponde con el eje prc + Prc/c? = 0.
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Figura 5.10: Condiciéon de energia CEF en funcion del tiempo conforme 7/n;,. La linea punteada
corresponde con el eje prc + 3Ppc/c? = 0.
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5.4. Evolucién del fluido cosmolégico en ausencia de
agujeros negros

Para cerrar el capitulo, nos interesa conocer céomo es la evolucion del fluido
cosmoldgico en un universo con rebote sin considerar al gas de agujeros negros. Esto
nos permitira determinar el efecto que genera al gas de agujeros negros a la evolucion
del fluido cosmologico. Entonces, a partir de la ecuacion de Friedmann (1.99) escrita
en términos de la variable z = n/n, podemos despejar

3c?

— 221+, 5.15
87TG(Z§77§$ ( +x) ( )

prc()

Por otro lado, usando la Ec. (1.98) también escrita en términos de la variable
x = n/np, el parametro de la ecuacion de estado wpc resulta

11+22 1
- _ = i -1 5.16
WrC 3 T PFC (.T) PrC ([L‘) ( )

pues, como no hay interaccion entre fluidos, @@ = 0.

Reemplazando explicitamente por los valores de prc v su derivada, encontramos

que
1 2
Wpc = = — —, 5.17
o= o (517)
cuyo grafico se ve en la Fig. . Para valores grandes de 7, tanto positivos como

negativos, esta cantidad tiende al valor wpc = 1/3, correspondiente a radiacion. Para
tiempos cercanos al rebote, se anula y se vuelve negativa, divergiendo en n = 0.

En conclusion, considerar el gas de agujeros negros en interaccion con el fluido
cosmologico resulta en un desdoblamiento de la divergencia respecto al rebote, tal
que el estado de infinita rigidez tiene una duraciéon mayor.
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los tiempos —1.10 x 10° s < 1 < 1.10 x 10° s. La linea punteada representa el eje wpc = 1/3.






Capitulo 6

Conclusiones

El objetivo general de este trabajo ha sido investigar la evoluciéon de una po-
blacién de agujeros negros en un universo con rebote, en interaccién con el fluido
cosmoldgico de fondo. Para ello, consideramos un modelo cosmolégico de rebote y
supusimos a cada uno de los componentes del sistema como dos fluidos en inter-
accion. Esto nos permitié encontrar un sistema de ecuaciones que determinan su
evolucion.

En una primera parte, analizamos si los agujeros negros podrian llegar a fu-
sionarse. Con este fin, analizamos dos efectos posibles. Por un lado calculamos el
factor de llenado, que es el cociente entre el area de un agujero negro y el area de
una hipersuperficie radial tipo espacio en la geometria FLRW. Por otro lado, esti-
mamos si el tiempo de fusion de un sistema binario de agujeros negros por radiacion
gravitacional es menor que el tiempo que dura la fase de contraccion.

Para calcular el factor de llenado, determinamos el area del horizonte de even-
tos en funcion del tiempo, la cual es proporcional al cuadrado de la masa del agujero
negro. Consideramos tres posibles contribuciones a la variacion de la masa: acrecion
de radiacion, radiacion de Hawking y la propia dindmica del espacio-tiempo. En-
contramos que, para el rango de masas considerado, la tnica contribucion relevante
es la de la dinamica del espacio-tiempo. Por lo tanto, el factor de llenado resulta
constante en el tiempo. Bajo estas suposiciones, concluimos que no hay fusion entre
agujeros negros.

Respecto a la radiaciéon gravitacional, consideramos un modelo de masas pun-
tuales para los agujeros negros. Esto permitié encontrar el tiempo de fusién. Con-
siderando distancias del orden de la separaciéon entre la Via Lactea y Andréomeda y
masas de agujeros negros supermasivos, hallamos que el tiempo de fusiéon es mucho
mayor que el tiempo en que sucede la etapa de contracciéon. Concluimos, luego, que
no hay fusiéon de agujeros negros por radiaciéon gravitacional.

El hecho de que, bajo las suposiciones ya analizadas, los agujeros negros no se
fusionen permitié modelar a esta poblaciéon como un fluido tipo polvo.

A partir de la conservacion del tensor de energia-momento total y de las ecua-
ciones cosmologicas en RG, se obtuvo un sistema de ecuaciones integro-diferenciales
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para la densidad de agujeros negros, el fluido cosmologico y el parametro asociado
a la ecuacion de estado del fluido cosmolégico. Resolvimos el sistema de ecuaciones
para dos distribuciones de masas. Tuvimos en cuenta una distribuciéon de masas
estrecha, tipo monoenergética, centrada en un valor particular, y una extendida,
tipo ley de potencia. Para ambos casos consideramos la misma resctriccion g a la
densidad de energia del gas de agujeros negros en el tiempo de transiciéon entre
la época de radiaciéon y de materia. Sin embargo, las diferentes distribuciones no
generan grandes cambios en las densidades de energia y en el parametro wgp: los
comportamientos generales son los mismos. Solamente en el caso de la densidad de
energia de los agujeros negros hay una diferencia de ocho 6rdenes de magnitud en
el méaximo. Ademads, para el caso monoenergético, esta densidad de energia es lineal
en [ e independiente del valor de masa donde centramos la distribucién.

Los resultados principales son: la densidad de energia de los agujeros negros
aumenta significativamente en tiempos cercanos al rebote, siendo maxima en este
punto. En cuanto a la evolucion de la densidad de energia del fluido cosmolégico,
encontramos que presenta dos maximos, dos puntos temporales donde la densidad se
anula, ambos simétricos respecto al rebote, y un periodo donde se vuelve negativa.
Por tltimo, el parametro de la ecuacion de estado del fluido cosmologico varia en
el tiempo. Para tiempos grandes toma el valor wep = 1/3, que corresponde con un
fluido tipo radiacion, lo cual esté en acuerdo con las condiciones de borde impuestas
en el modelo. Para tiempos muy cercados al rebote, el parametro se anula y se vuelve
negativo, hasta diverger en puntos simétricos respecto al rebote. En el intervalo de
tiempo donde esto sucede, el fluido se vuelve infinitamente rigido.

Finalmente, verificamos que el fluido cosmologico viola las condiciones de ener-
gia CEN, CED y CEF en un entorno del tiempo donde se produce el rebote.

El principal resultado de esta tesis es que la presencia de la poblaciéon de agu-
jeros negros modifica las propiedades del fluido cosmologico, el cual es descripto por
una ecuacion de estado méas dura. En otras palabras, la escala del rebote es mucho
mayor que en un universo sin una componente de agujeros negros.

Entre las posibilidades a trabajo a futuro mencionamos las siguientes:

= Recalcular el factor de llenado y el sistema de ecuaciones considerando tam-
bién acrecion de radiacion. La acrecion romperia con la simetria extrema del
problema. Ademas, habria que incorporar la fusién de los agujeros negros en
las distintas etapas cosmologicas.

= La interaccion de agujeros negros en la etapa de contraccion producen un fondo
de ondas gravitacionales, que tendrian una signatura especifica en el fondo
cosmico de radiacion. Este es un tema de investigacion abierto que hasta el
momento no ha sido explorado.






Apéndice A

A.1. Obtencién de los parametros del modelo

Los parametros que debemos ajustar para el modelo son

= ay: el parametro de normalizacion del factor de escala,
= 7, el tiempo conforme de la escala del rebote y

= 7);: el tiempo conforme de transicion entre la época de radiaciéon y la época de
materia.

Normalizamos el factor de escala (Ec. ) tal que en la transicion radiacion -

materia
1/2

1+ (%)2] ~1. (A.1)

Por otro lado, los valores de los maximos de densidad se encuentran en pp.c =
+n,/ V2 tal que

a(n;) = ap

-3

1+ ( \/_anb) 2] (A.2)

, :p(£> _ 3 1 <ﬁ)
e NG 8rG npal \ /2

que se reduce a
1 1 1
max = - : pr— —, A3
Pma 187 Gt a? o \/ 187 G a2 pmax (A-3)

donde ppax = 101 gem™3.

Por tltimo, a partir de la relaciéon entre el tiempo coésmico y el tiempo conforme

dn B L
&~ al)’ (5-4)
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e integrando la Ec. (A1)

2
p= 2 My arcsenh (Q) +n 77—2—|—1 .
2 UL My

El tiempo cosmico de transicion es t; = 47000 anos (Ryden, 2016). Entonces,

(A.5)

2

t; = & M arcsenh (@) +ni 77_12 +1
2 U My

(A.6)

De esta manera, las Ecs. (A.1), (A.3) y (A.0) forman un sistema de tres ecua-
ciones con tres incognitas. Para resolverlo, llamamos = = n;/n, de manera que las
Ecs. (A1) y (A.0) se reducen a

511/2
ap |1+ (77—) —1 = a[1+27]7 =1, (A7)
yl
. 2
) 1 arcsenh i3 +n; 77_22 +1| =t = ol L4 [arcsenh(:c) +x Va2 + 1] =t;.
2 Ty Ui 2

(A.8)

Trabajaremos con la Ec. (A.8). Para esto, reemplazamos los valores de a; y ns
como

a, = |1 :132}71/2 (A.9)

+ )
_ 1 B 14 22 (A.10)
= 187 Ga% Pmax N 187 Gpmax’ ‘

de manera que la Ec. (A.8) resulta

1 - 1 2
3 (1+2%) V2 \/ ﬁima}( [arcsenh(x) +x Va2 + 1} =t (A.11)

y se reduce a, con a? = 727 G pmax,

1
— [arcsenh(x) +x Va2 + 1} =t (A.12)
a

Hallando la tinica raiz, x = 7.47 x 10%, de manera que

1 2
= ,/ﬁ —2.19 x 10" s, (A.13)

a= (14+2%) * =741 %107 (A.14)
ni = xm =296 x 10" s, (A.15)






Apéndice B

B.1. Distancia media entre agujeros negros

En la Seccién calculamos el tiempo de de fusion entre dos agujeros negros
de masas M, = M, = 10°M,,. La distancia inicial que consideramos fue la distancia
entre los agujeros negros supermasivos de la Via Lactea y la galaxia de Andromeda
hoy, que es (y = 2.36 x 10?* cm. En este Apéndice calcularemos la distancia promedio
entre la poblacion de agujeros negros y su consecuente tiempo de fusion.

La distancia promedio d entre las particulas que componen un gas es
d~ N3 (B.1)

donde N es la densidad numérica. Conociendo la densidad de energia del gas de
agujeros negros ppy, podemos hallar N segin

PBH
N =" B.2
Mc?’ (B.2)
siendo M la masa de los agujeros negros. Al igual que en la Seccion .3, consideramos

M = 10°M,. Dado que incluimos una tinica masa, solo calcularemos la distancia
promedio para la distribucién monocromaética. De esta manera, la distancia promedio
inicial en n = —n; resulta de dy = 4.52 x 10?2 cm. La evolucién de la distancia media
para la época de contraccion se muestra en la Fig.

A partir de la distancia media podemos calcular el tiempo de fusion, dado por
la Ec. (1.71):

. 5 & .

fus — % G3,LLM2 )
donde volvimos a tomar que las masas de los agujeros negros son iguales M; = My =
105 M.

En la Fig. se muestra el tiempo de fusiéon en anos, que, como puede verse, es
mucho mayor que el tiempo que dura la época de radiaciéon. Sin embargo, a pesar de
que nuestra consideracion inicial de la distancia es dos 6rdenes de magnitud mayor
que la media entre los agujeros negros de una poblaciéon monoenergética, los tiempos
de fusioén son bastante menores, ya que tgs o< d*.

(B.3)
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De esta manera, corroboramos que nuestra suposicion inicial es una aproxima-
cion razonable dentro del modelo y que, bajo las suposiciones ya mencionadas, no
habra fusion de agujeros negros por pérdida de energia gravitacional.
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Figura B.1: Evolucion de la distancia media d en funcion del tiempo conforme normalizado 7/n
en la época de contraccion.
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Figura B.2: Tiempo de fusién en afios en funcion del tiempo conforme normalizado n/n;, en la
época de contraccion, para dos agujeros negros de masas iniciales M; = My = 10°Mg y una
distancia inicial de dg = 4.52 x 1022,
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