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CRITERIOS PARA DECIDIR EL AGREGADO DE DIRECCIONES

A LA MATRIZ DE MEMORIA LIMITADA DEL METODO L-BFGS

Este trabajo esta dirigido a analizar criterios y procedimientos a utilizar para mejorar la
aproximacion cuadratica del algoritmo de Memoria Limitada BFGS (L-BFGS).En general
distintos autores hacen actuahzaciones extras de la matriz con ese objetivo.

M. Al-Baali [1] propone ciertas modificaciones al algoritmo L-BFGS, empleando
actualizaciones exiras utilizando direcciones de iteraciones previas. Como en algunmas
iteraciones, estas actuahzacioncs pueden ser redundantes 6 empeorar la calidad de la
aproximacion del Hessiano, propone un criterio de actualizacion dependiente del analisis
de la calidad. Por lo tanto dichas actualizaciones extras se emplean solo para mejorar la
aproximacion del Hessiano L-BFGS cuando esa aproximacion se considera muy pobre.
También Morales y Nocedal [4] enriquecen el método L-BFGS con el mismo objetivo
usando iteraciones del método de Newton Truncado y agregando cierta informacién
obtenida a la matriz de L-BFGS.

1. Introduccién:

Consideramos el problema de optimizacion no lineal:

Min ix) con x&R " siendo f una funcién suave.
Se asume también, que no se dispone del calculo del Hessiano y que n es grande.
Entre los métodos mis usados para este problema, se tienen los métodos Quasi Newton
tales como el método BFGS con Memorna Limitada (L-BFGS) de Liu y Nocedal [3]. Este
método s6lo almacena 2+ m vectores para generar el modelo cuadritico aproximante, en
lugar de la matriz de n* n componentes.

El método, en cada iteracion considera los pares (S;.yi ): Si = X1 - X3 Y= a8 (A)
con k-ii +1<a<k , m>2 , ii = min ( m, k ), provenientes de las iteraciones anteriores.

A continuacion explicaremos las caracteristicas principales de la metodologia citada.



2. Métodos Quasi -Newton

Los métodos Quasi- Newton en cada iterado, adoptan el modelo cuadritico aproximante
previo usando la informacion aportada por el Vf(x,,, )y la relacion B,,, *s, =y, .Tal
ecuacion se denomina ecuacion secante.

2.1 Método BFGS.

El més popular y eficiente de todos los métodos Quasi-Newton es el BFGS, que lleva su
nombre debido a sus autores Broyden, Fletcher, Goldfarb y Shanno.

Este algoritmo genera una sucesion de puntos {x,} satisfaciendo: Xy = Xy + Gy » px, dado un
Xo inicial, siendo a; el paso en la direccion jy=-Hi* g y =B, .

La matriz H, se actualiza en cada iteracion, mediante: Hy.j- BFGS (Hx, s, »x ) a
siendo H; 1a aproximacion inversa de B;, simétrica y definida positiva.

La formula BFGS (H, s, y) = (I- s*y'/ s' * y)sH#*(I- y*s'/s' *y)H{s*s"s'sy), define la
nueva H;.; agregando la informacion del par (si, yi):

k= Xp+)- Xk
Y= gui- & , siendo g = Vf(x,,) y &= Vf(x,)
Tal formula satisface la ecuacion secante:
Biiissi=wvi, olainversa Hy,*yw=s

Se debe destacar que preserva la positividad de los autovalores, si Hy es defmida positiva y si
o se determina de tal forma que el npevo iterado satisface las condiciones de Wolfe.

1) f(xan)-f() 2Ci* g * s
Siendo C; £(0, %) y C2&(Cy, 1)

2) yies, 2(1-C)* |g; o5, (por ejemplo: C,=10.E4, C;~0.9)

La condicién 2) garantiza que s;'*y;>0; siempre que g 70.

Este algoritmo se aplica a la resolucion de problemas de pequefia y mediana escala.



2.2 Convergencia global del Método BFGS.
A pesar del excelente comportamiento practico de éste método, solo se ha demostrado la
convergencia global de BFGS con bisqueda lineal inexacta, al caso de funciones
estrictamente convexas. Las hipotesis sobre 1a funcion objetivo son:
Suposicion N°1:
1) La funcion objetivo f, es dos veces continuamente diferenciable.
2) El conjunto de nivel Q = { x € R*: f (x) < f(x,)} es convexo y existen constantes
positivasm y M tal que :

ms||z}’<Z *G(x)sz<Ms|z|} ; paratodozeR*y xeQ.

donde denotamos a la matriz Hessiana V2 fix)=G(x) y ||.|| es la norma Euclideana.

La parte 2) implica que G(x) es definida positiva en 2 y que f tiene un mico minimo x*
en ().

Ver detalles: (Nocedal - Wright) [5]

Teorema: Convergencia Global.

Sea By una matriz micial, simétrica y definida positiva y sea Xo un punto inicial para el
cual la Suposicion 1, se satisface, entonces la sucesion {x;} generada por el algoritmo
BFGS converge al minimo x*.

Demostracion: (Nocedal - Wright) [5].

Una extension del anahlisis muestra que la velocidad de convergencm de {x} es
superlineal. En particular, se puede mostrar, que la sucesion || xx — x || converge a cero
rapidamente satisfaciendo que:

2 Ixmnex¥<o (B)
k=1
23 Converpencia Superlineal Método BFGS

Aqui se considerara la velocidad de convergencia para funciones no necesariamente
convexas. Para obtener ese resultado importante se hace la siguiente suposicion:



Suposicién N “2

La matriz Hessiana G es Lipschitz continua en un entorno N de x*:

IG(x)-G(x*) | <Ll x—x*|| ; paratodox&N;L es una constante positiva.
Ver detalles:( Nocedal.- Wright) [5]

Teorema: Convergencia Local

Supongamos que f es dos veces continuamente diferenciable y que la sucesion {x;} generada
por el algoritmo BFGS converge a un minimo x* para el cual la Suposicion 2 se satisface.
Supongamos ademds que se satisface (B), entonces {x;} converge a x* en forma superlineal.

Demostracion: (Nocedal- Wnight) [S].
A continuacion damos brevemente una idea del procedimiento utilizado para realizar la

busqueda lineal en la diwreccion px = Hy * (- g), y determinar el paso que satisfaga las
condiciones de Wolfe.

3. Métodos de Basqueda Lineal

En esta metodologia, en cada punto x;, se considera una direccion de descenso px asociada al
método y se determina el nuevo iterado xy., en dicha direccion, mediante:

X=X top * px ;  donde ox >0 es un escalar llamado longitud del paso.
La convergencia del método depende de la eleccion de ay y py.
Los algoritmos de biisqueda lineal requieren que py sea una direccion de descenso —por lo
cuil se requiere que ' *&< 0 - ya que esta propiedad garantiza que la funcién objetivo
desciende en esa direccion.
En el caso de los métodos Quasi-Newton, la direccion de biisqueda tiene 1a forma:
p=-B ' *m=-H *(&)

Siendo B, una matriz simétrica y no singular que se define de la siguiente manera:



e B;=V 2f(x) (Hessiano exacto) método de Newton.

e B; es una aproximacion del Hessiano, para los métodos Quasi-Newton
propiamente dichos, 1a que es actualizada en cada iteracion.

Ademas, si py es tal que: p, =- By ' * g con By definida positiva, se tiene:

Pk*&"’&l' Bk"tgk<0
Por lo tanto para los métodos Quasi- Newton con biisqueda lineal se requiere que la matriz
Bx tenga la propiedad de ser definida positiva.

Consideremos ahora Ia definicion de ay:

Se quiere que la eleccion de ax dé una reduccion sustancial de la funcion objetivo f, pero a la
vez se quiere que se realice en un tiempo razonable. La idea es encontrar el valor de a para el
cual la fancién ¢ (a) = f (xx+a* py); (a>0) tenga un minimo global, pero como eso es costoso,
salvo cuando las fanciones son cuadriticas, se utilizan los métodos de bisqueda inexacta.

3.1 Condiciones de Wolfe
Una condicién muy conocida y usada de biisqueda lineal inexacta estipula en primer lugar

que ax debe permitir una disminucion suficiente en la funcion objetivo f, la cuil es medida
por la signiente desigualdad que usualmente se la conoce como Condicién de Armijo.

f(xta*p)<f{x) Ci*a* &' *x ; paraalguna constante 0< C; <172
En la practica C; se toma del orden de: C,= 10.E4
La condicion de suficiente decrecimiento no basta, para asegurar que el algoritmo haga un

progreso razonable; por lo tanto se introduce un segundo requerimiento que se conoce como:
Condicién de Curvatura.

[VRxctapep)]'s px >Cos VE(x)' * px ; para alguna constante C; € (Cy,1).
Usualmente C;= 0.9 (en los métodos de: Newton y Quasi- Newton).

El lado izquierdo de la desigualdad anterior es ¢'(ax), por lo tanto la condicion de curvatura
asegura que la pendiente de ¢ (ax) es mayor que C; veces ¢/(0).

Estas dos condiciones, (condicion de Armijo y la condicién de Curvatura) son usualmente
llamadas cendiciones de Wolfe.



3.2 Condicién fuerte de Wolfe.

La longitud del paso a puede satisfacer las condiciones de Wolfe sin que ello signifique que
estemos cerca del minimo de @ (a).

Sin embargo se puede modificar la condicion de Curvatura para forzar a ax a ubicarse, al
menos, en un amplio entorno del minimo local o un punto estacionario de ¢, de la manera
siguiente:

f{ xta*po)< fix) Cr are VE(xx )¢ px
IVE(xrm*p)' * ;< Co. [VE()'ep]  ;  dénde 0<C,<C<1

La tltima condicién se denomina Ia condiciéon fuerte de Wolfe.

Abhora nos ocuparemos de los problemas a gran escala, para ello presentamos aqui, el método
de Memoria Limitada BFGS (L-BFGS). [5]

4. Métode Memeoria Limitada BFGS (L-BFGS)

El método L-BFGS se utiliza para resolver problemas de optimizacion a gran escala en las
que las matrices Hessianas no pueden calcularse con bajo costo computacional.

A fin de definir la aproximacion Hy se usa la informacion de curvatura de las m, mas
recientes iteraciones.

Este método se define como el BFGS, excepto que la aproximacion inversa del Hessiano L-
BFGS, contiene menos informacion que la aproximacion inversa del Hessiano BFGS, y la
direccion de bisqueda py, dada por: pu=- Hy » g, se obtiene sin calcular explicitamente la
matnz Hy

Esto se hace almacenando m pares de vectores (8;,yi), con 3< m< 20; y los escalares
positivos s;'¢y; parai=k-ii+1, ....... .k ; con fi=min (m, k). Entonces cuando k>m, el par
maés reciente reemplaza al par mas antiguo.

Daremos ahora el proceso de actualizacion de la matriz Hy.

En la iteracion k-ésima, se tiene el iterado x; y el conjunto de pares de vectores {s;, y;}; con
i=k-m,... ... k-1

Se elige wna aproximacion Hessiana H} inicial, y de (I) se ve que la aproximacién Hy,
puede ser escrita de |a manera siguiente:

Hk=(wk-l---v'ka)'ﬂg *(Via Ve, o * (Vi Vi nn)*8 8L 0 ¥ (Vg -V

r r ’ 14
0t * Vit Vi 2)*S i1 *St et * (Vg2 - Vi o AP 8, %5, ©



Siendo Vi=I-pryrS; yV -

T
Vi S
Desde la expresion (C) se puede deducir un procedimiento recursivo para calcular el
producto Hy *g; de forma eficiente, que damos a continuacion:

Algoritme A: (Procedimiento recursivo para realizar el producto matriz por vector)
Dado 8k
q< Bk

for i=k-1,k-2,....k-m
aj—p;*s; *q
qeq-a;sy;

end for.
r—H}+q

fori=k-m, k-m+1,... k-1.
Be—pi sy, o1
r—r+s; *(a;-p)

end for.
Obteniendo: r= Hk *gx

Sin considerar la multiplicacion H ] * q, el algoritmo anterior requiere 4 * m * n
multiplicaciones. Si H} es diagonal, entonces se necesitan n multiplicaciones adicionales.
Ademis de ser econdmico, tiene la ventaja que la multiplicacion por la matriz inicial H; es
aislada del resto de los calculos, permitiendo a esta matriz ser elegida libremente y variar
entre las iteraciones. Nosotros podemos hacer una eleccion implicita de H ; , incluso
definiendo alguma aproximacion inicial B del Hessiano (no, de su inverso), y obtener r
resolviendo el sistema B} *r=gq.

Un método para escoger H} , que ha demostrado ser eficaz en la prictica es definir:

H} =y, *1 (Liu-Nocedal).

siendo: Yi- S}, *Yk1/Y,; 1 *Yia (D)



7x es el factor escala que intenta estimar la curvatura de la verdadera matriz Hessiana a lo
largo de Ia mis reciente direccion de bisqueda. Esta opcion ayuda a que en la direccion py
la longitud del paso a; = 1 se acepte en la mayoria de las iteraciones.

Para que la actualizacion de la matnz BFGS sea estable es importante considerar que la
buisqueda lineal esté basada en las condiciones de Wolfe.

A continuacién presentamos el algoritmo de Memoria Limitada BFGS (L-BFGS).[5]
Alsoritme L-BFGS:
Elegir el punto inicial xo; seam> 0 entero.
k0
Repetir
Elegir H; (por ejemplo, usando (D))

Calcular py«— -Hy* gy ; mediante el Algoritmo A
Calcular x3+ )¢ x; +taxspx ; donde ax cumple las condiciones de Wolfe.

Sikom
Descartar el vector {Sy.m, Yi.m} del almacenamiento

Cakcular y guardar sye— Xpa1-Xx 5 Yo+ B+~ Bk

k=k+1

Hasta convergencia.

Durante las primeras m-1 iteraciones, el algoritmo L-BFGS es equivalente al BFGS, si1 la
matriz inicial Ho es J]a misma en ambos métodos, y si H) = Ho =y *1 en cada iteracién.

La estrategia de guardar el par mis reciente {si, yi} trabaja bien en la prictica, y ninguna

otra estrategia ha demostrado ser mas eficiente.

Notar que si m = o, el Hessiano L-BFGS es el mismo que el BFGS, lo cual cuando n es
grande es imposible de guardar.

Bajo condiciones de svavidad en funciones convexas, el método BFGS converge
superlinealmente (Powell [6]), mientras que el algoritmo L-BFGS lo hace linealmente (Lin
y Nocedal [3]).

Este método es atractivo debido a su bajo costo de almacenamiento (3<m<20) y
conveniente para problemas a gran escala.

Sin embargo puede ser muy lento para ciertos problemas, porque la aproximacion del
Hessiano L-BFGS es pobre comparado con la aproximacion del Hessiano BFGS.



Debido a este tipo de inconvemnientes varios aufores han combinado las mejores propiedades
del método de Newton Truncado Discreto y el método L-BFGS, a fin de obtener un
algoritmo que sea econémico y a la vez capaz de manipular problemas mal condicionados.
La idea es usar la informacion de curvatura generada durante el cilculo de un paso de
Newton Truncado Discreto, con el objeto de mejorar las aproximaciones de L-BFGS.

Para la clase de problemas, con derivadas primeras y con denivadas segundas no disponibles
o de costo computacional alto, una alternativa es usar Newton Truncado Discreto.

Se conoce que:

1) El método de Newton Truncado Discreto puede requerir muchas evaluaciones
del gradiente por iteracion, ya que reemplaza el producto V* f(x, )*d, , por
diferencias de gradientes.

2) El método de Memonia Limitada (L-BFGS) puede ser muy lento en problemas
mal condicionados, y puede fallar su convergencia en problemas no convexos.

Para sortear estas dificultades, se han hecho modificaciones del algoritmo L-BFGS; las que
para muchos problemas han mejorado su eficiencia.

4.1 Algoritmos Medificados L-BFGS.

Método: Byrd, Necedal vy Zhu (1996)

Byrd, Nocedal y Zhu [2], diseiiaron un nuevo algoritmo que intercala iteraciones de L-BFGS
y de Newton Truncado.

En el algortmo se emplean mcg actuahzaciones extras en términos de mcg pares de
vectores; luego el almacenamiento se incrementade 2¢#m a 2 *(m +mcg) vectores.

Los mcg pares no ticnen forma diferente de los pares (A), ya que son generados por las
iteraciones internas de Gradientes Conjugados de un paso de Newton Truncado Discreto.

La idea es la sigmente:

Sea {x;} la sucesion de iterados generada por el algoritmo de optimizacion. Supongamos que
en el iterado x; se decide hacer un paso de Newton Truncado Discreto, es decir se resuelve
aproximadamente ka ecuacion Vf(x) * pr = - g (%) (*), por el método de Gradientes

Conjugados (Min -%-* P *ViIf(x)*p+ g () *; ); haciendo uso de la diferencia
finita: VF(x)*p = [g( m+e*m)—g(x)]/ € (**); donde & es pequedio.
La iteracion de Gradientes Conjugados en x; se puede escribir como:

FM=F1d sy



dénde ¢ es la longitud del paso y las direcciones {v' } son conjugadas respecto a V * f(xy ).
Cuando se han hecho mcg iteraciones de Gradientes Conjugados, Ia direccion de bisqueda
del algoritmo de optimizacion esta dada por: py =2™*

Para calcular: V2 f(x,)*V, la cual es necesaria en toda iteracion de G.C usa la formula (**).

Una vez que la iteracion de Gradientes Conjugados ha falizado se guardan los pares de
vectores (sy, Yy ) tales que:

si=esvV ; w'=g(x+esv)-g(xn) i=l,...meg

Como la iteracion de Gradientes Conjugados termina si se detectan direcciones de curvatura
negativa, los pares de vectores (si, yi) safisfacen la condicion de Curvatura:
(st)' * yi' >0 y pueden usarse para definir la matriz de Memoria Limitada BFGS Hy .

Ver detalles: Byrd, Nocedal y Zhu [2].

Por lo tanto se puede considerar que el almacenamiento se divide en dos partes: una parte
guarda los pares (s;'.y1") generados por los pasos internos de Grad. Conjugados, y la otra
parte contiene los pares (s,yx) generados por la iteraciones del algoritmo principal.

Con esta técnica los autores [2] muestran para cierto tipo de problemas resultados mejores
que del método L-BFGS. Las iteraciones extras mejoran la calidad de la aproximacion del
Hessiano. Sin embargo al examinar los resultados numéricos, se observa que en algunos
casos no seria necesario emplear dichas actualizaciones extras, pues las matrices L-BFGS
dan buenas aproximaciones del Hesstano.

Morales y Nocedal [4] toman en cuenta esas consideraciones y proponen una forma para
intercalar ambos métodos. Este método se denomina método Enriquecido.

Método Enriauecido: Morales v Nocedal (2000).

Durante las “/ “iteraciones del ciclo L-BFGS, la matriz H (m) de Memona Limitada es
actualizada. La matriz que se obtiene al finalizar el ciclo se usa para precondicionar la
primera de las “s “teraciones de Newton Truncado. Durante las ¢-1 iteraciones restantes, la
matriz de memoria limitada H (m) es actualizada usando la informacion generada por las
iteraciones de Gradientes Conjugados precondicionado y es usada en la proxima iteracién de
Newton Truncado. Una vez que f pasos de Newton Truncado fueron ejecutados, la iltima
actualizacién de H (m) se utiliza como la matriz inicial de memoria limitada en el noevo
ciclo de L-BFGS.

Luego el proceso contimia de esta manera, alternando ciclos de L-BFGS con ciclos de
Newton Truncado y transmitiendo informacion de curvatura de un ciclo a otro.

La longitud de los ciclos se elige dinamicamente, teniendo en cuenta durante el proceso, la
conveniencia o no de realizar tales cambios. Estos cambios en la longitud de los ciclos se
basa en el comportamiento del algoritmo de Newton Truncado, y en especial en las
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caracteristicas de la funcion a tratar. Notar que L-BFGS y Newton Truncado son casos
particulares del método Enriquecido:

Si /=0 Método Newton Truncado
Si =0 Méwdo L-BFGS

Morales y Nocedal [4] utilizan varios criterios para cambiar la longitud del ciclo de Newton
Truncado y como consecuencia el de L-BFGS.

e Hessiano Indefinido: Si una iteracion de Gradientes Conjugados genera una
direccion de corvatura negativa, los antores recomiendan aumentar en uno la longitud
del ciclo de L-BFGS y disminuir la de Newton Truncado.

e Si en una iteracion _de Newton Truncado, la longitud del paso a < 0.8: Los autores
considerando que es imdicativo que no se esta cerca de la region donde converge
rapidamente, proponen disminuir la longitud del ciclo 7 en uno y retornar a L-BFGS.

e Si un ciclo de t pasos sucesivos de Newton Truncado se ha completado: Los autores
consideran que el proceso ha llegado a la region donde el método de Newton Truncado
es rapidamente convergente, entonces proponen aunmentar la longitud del ciclo de
Newton Truncado.

Ver Detalles: Morales y Nocedal [4]

Si bien estas estrategias en muchos problemas se muestran eficientes, los cambios propuestos
no estin directamente relacionados con la calidad de las matrices L-BFGS.

Criterio propuesto por M.Al-Baali. (2000)

Al Baali [1] propone un criterio de actualizacion dependiente de la calidad de las
aproximaciones, y usa esto para agregar a lo mas mcg actualizaciones extras.

Tanto el algoritmo de Byrd, Nocedal y Zhu [2], como el de Morales y Nocedal [4] tienen la
desventaja de incrementar el espacio de almacenamiento y el costo de evaluar mcg pares
extras. Sin embargo tienen la ventaja de preservar la forma de célculo de la mamz L-BFGS.

Para evitar el cilculo extra de direcciones, Al Baali [1] introduce ciertas modificaciones a la
matriz L-BFGS, agregando mcg pares extras, elegidos desde los pares (A), en distintas
formas.

Los resultados obtenidos de esta manera, muestran que el algoritmo modificado con algunos
valores fijos de m y mcg trabaja bien en la practica y mejora el resultado del método L-
BFGS en térmimos de evaluaciones de la funcién y gradientes, pero puede empeorar en
términos del nimero de actualizaciones.

Al Baali [1] estudi6 el comportamiento de las matrices L-BFGS, midiendo su calidad en base
a la comparacién con las propiedades satisfechas por las matrices del método BFGS.
Las matrices de ambos métodos mantienen la propiedad de ser definidas positivas, y
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satisfacen Ia ecuacion secante, ya que la altima actualizacion en ambas matrices depende de
los pares (sx,yx) que satisfacen s, * y, >0. A consecuencia de esto, hace el estudio de la
convergencia de las matrices L-BFGS con biisqueda lineal inexacta.

En primer lugar menciona un resultado de Ge y Powell que dice lo siguiente:

Las matrices BFGS {Hi} convergen a una matriz H* (k—oo), si f es cuadritica, estrictamente
convexa y los vectores {s;} satisfacen ciertas condiciones.

A pesar que los antores establecen que este resultado no se mantiene para funciones
generales, dos veces diferenciables, esto implica que:

Si Hi.i- Hi no es suficientemente cercana a la matriz nula, entonces Hi.) se aproxima
pobremente a H*. Como consecuencia de ese resultado, Al- Baali actualiza la aproximacion
del Hessiano BFGS cuando esto ocurre, agregando unos pocos pares de la forma (A).

Bogg y Tolle analizaron el comportamiento de las matrices BFGS, independientemente de
las condiciones de optimizacién, como sigue:

Sea {H,} generada por la formula BFGS, entonces:

H;»=BFGS {H,, s;, y)}, siendo H, definida positiva, s, vectores de R"
que no provienen de un proceso de optimizacion e y; dependen de s, , como por ejemplo:

y:=G#* s;, siendo G el Hessiano de una funcion cuadratica y
estrictamente convexa.

Bajo esas condiciones los autores establecen la convergencia de {H;}. Una revision de este
resultado muestra que esto también se mantiene si la secuencia {s;} es un subconjunto de la
secuencia de vectores {s;)©,, ,,, definidos en (A).

En este caso la secuencia de matrices {H;} depende de reutilizar varias veces estos vectores
como asi también los vectores {y:} i, ,,,(Ver: Al Baali [1]). El autor propone detener las

actualizaciones cuando la diferencia Hp | — H; sea suficientemente cercana a la matnz nula.
Como la matriz diferencia no puede calcularse explicitamente, una alternativa es chequear el
error relativo:

@) |[dm-d}/|dp |<e ; donde £>0

d,=g'*H*g ;donde ges el gradiente g, mas reciente.

El criterio (a) se utiliza para analizar la no convergencia de la sucesion Hy+.1-Hyx ya que
cuando d;.; — d; — 0, no implica la convergencia de {H;— H;}. (Ver: Al Baali [1]).
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Antes de continuar con el anilisis de otros criterios para mejorar las matrices de 1.-BFGS
damos una idea del proceso de precondicionamiento de una matriz en el método de
Gradientes Conjugados.

Cuando se precondiciona la matriz del problema A* x = b, se observa que el mimero de
iteraciones realizadas por el método de Grad. Conjugados disminuye considerablemente, y
esto significa ahorro de tiempo de cilculo.

L Precondicionamiento: (en ¢l métedo de Gradien i ).
(Nocedal- Wright ) [S]

El método de Gradientes Conjugados (Lineal), se usa para
resolver sistemas lineales de la fooma: A x=5, donde A es n xn, simétrica y definida
positiva.

La resolucidn de este problema es equivalente a encontrar el minimo de la funcién
cuadritica: ¢(x) = %, x' . Ax—b' x, ya que ambos tienen la misma solucion unica.

Se puede acelerar el método de Gradientes Conjugados, transfor-
-mando el sistema lineal A x=5b, con el objetivo de mejorar la distribucion de los
autovalores de A.

Este proceso es conocido como precondicionamiento, consiste en hacer un cambio de
variables de x a ¥ mediante una matriz C no singular. Estoes: ¥ =Cx

Luego ¢ es transformada:
$(F)=$IT(CTACTHI-(CTH T (P
El sistema lineal equivalente queda: (C7.AC")x=C" b

Entonces la tasa de convergencia (Nocedal ~Wright.[5] ) dependera de los antovalores de
la matriz C”7.AC™ en Ingar de los amtovalores A. Por consiguiente, nosotros podemos
escoger C tal que los antovalores de C”7.AC™ sean mas favorable para la convergencia.
Por ejemplo se pucde elegir C tal que el namero de condicion de C7.AC™ sea mas
pequeiio gue el mimero de condicion A, 6 se puede escoger C tal que los autovalores de

CT.AC™ estén agrupados, si es posible, en clusters (bloques); ya que se puede asegurar
que el nimero de iteraciones necesario para enconfrar una buena aproximacion de la
solucién no es mucho mayor que el nimero de clusters (Nocedal-Wright){5].

IL Algoritme de Gradieates Conjugados Precondicionado.

El algoritmo de Gradientes Conjugados se puede aplicar al problema (P) en términos de la
variable ¥ Una vez que es hallada la solucion del problema, se invierten las
transformaciones ( x = C~' X ) para expresar las ecuaciones en términos de x .
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El procedimiento que se ha descrito anteriormente, se denomina método de Gradientes
Conjugados Precondicionado.

Este método no hace uso de la matriz C explicitamente, sind de la matriz M = C".C que
es simétrica y definida positiva, por construccion.

A contingacion se da la descripcion del algorntmo:
Algoritmo: (Gradientes Conjugados Precondicionado)

Dado x, y M (matriz precondicionadora);
r, « Ax, -b;
Resolver M. y, =r, para y, ;
Obtener p, =-1,, k< 0;

While 7, #0
(4
.y
¥k -
a, «————;
Pi-Ap:
Xp € X+ @ Py,

Law€«n+a, Ap,;

M.y, « 1,

' 4
Ten-Yi
 JinYin .
ﬂk*l I b4
n-Yy:

Pin € ~Via+Ben-Pis
k—k+]1;

End (While).

Si M =1 en Grad. Conj. Precondicionado, se obtiene el método de Grad. Conjugados
Standard. Una de las propiedades interesantes de este caso es la ortogonalidad de los
residuos sucesivos (7, 7, =0,i=0,._,k—1)

r'Mr, =0 Vizj.

(Mis detalles: Nocedal-Wright [5]).
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II1. Las matrices de nrecondicionamiento My (m) en Gradientes Conjugados.

Estas matrices som construidas usando el procedimiento L-BFGS de memoria limitada, a
partir de los vectores guardados (s,,4,.5,)=(s,,y,) , i=1,..m seleccionados desde las
direcciones calculadas durante las iteraciones internas de PCG, cuando resuelve el modelo
cuadratico aproximante: q,(p) = f(x,)+(g,)" .p+0,5.p” 4,.p, donde 4, represcnta la
matniz Hessianaen x, .

Se usa Ia fornula L-BFGS para obtener la matriz precondicionadora M, (m),en x,.

Dados mcg pares seleccionados:(s,, y,) con i =1,...mcg (indicando con 1 el primero guardado, y
mcg el iltimo almacenado, siendo M} una matriz inicial (por ejemplo: M} = —sé';yﬂ-l,)

E-1-Yia

se usala fornmla ( C ) ( Pag 6.) y luego usa el Algorimo A (Procedimiento recursivo para
calcular el producto: M, (m).(z, ) ) (Nocedal-Wright -1999).

IV. Seleccién de direcciones en el proceso de Gradientes Conjugados

Hay diferentes maneras para seleccionar los vectores cuando el mimero de iteraciones mtemas es
mayor al niimero mcg de vectores que se desean almacenar.

En particular, nosotros hemos ensayado varias estrategias diferentes aunque no hemos obtemdo
diferencias notables en el mimero de iteraciones del método en sucesivas aplicaciones.

Por ejemplo, tres diferentes estrategias son:
Dado x,, el modelo local q,(p):

) (]

So. Guardar las direcciones (s. ,y. ) para las cuales SLAST*tiencn los menores valores, es

'3
decir las direcciones con curvaturas menores.

S;. Guardar las direcciones (s;,)f,) obtenidas en las iteraciones internas que resulten
uniformemente espaciadas o casi uniformes de acuerdo a la propuesta de Nocedal-Morales.

S,: Guardar pares espaciados en intervalos regulares o casi regulares, como en la estrategia
previa, pero eligiendo de cada subintervalo el representante de menor curvatura.

Ilustracién: Comportamiento del precondicionamiento con matrices de Memoria Limitada.

Ilustramos el comportamiento del precondicionamiento realizado por las matrices de L-
BFGS, usando los pares salvados en las iteraciones internas del PCG, que satisfagan
alguna ""condicion relacionada ala curvatura del problema” .
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Para ilustrar este tema, hemos usado dos matrices que tienen diferentes distribuciones de
autovalores que aparecen en el trabajo de Morales y Nocedal (2000): Auntomatic
Preconditioning by Quasi-Newton Updating, SIAM J.On Optimization, 10, 4, 1079-1096.

A N=50 A=1 A=2%10

Az N=170 A=1 A=13*10

A,: dimension n = 50.

Esta matriz tiene un autovalor =1, otro A=2*1(0 ,y los restantes estan distribuidos en
una amplia franja y también agrupados cerca del mayor 4=2*10" .

A,: dimension n = 170.

Esta matriz tiene 10 autovalores iguales a 1, otro A=054*10" y los restantes forman un
clusterentre 4=10' y A=13*1¢°

V. Experiencias:

Se resuelve el sistema: A. x=by

En el caso de Ia matriz A,, el término by es:

b=, =0, b =—'i*1o’, i=2,.p-1
n——

donde los superindices indican las componentes del vector.
En el caso de la matriz A,, by tiene sus componentes ceros, salvo en las posiciones:

Db = b= b\ %=\ =-8000

Aplicamos el algoritmo CG para resolver el A. x = by, y construimos las matrices
precondicionadoras M (m), para distintos valores de m.
Hemos considerado m =4, §, 16, 20.

Para cada M (m), resolvemos A. x =by, k =1...., 20 donde los vectores del término de
la derecha se obtienen usando by para definir by, introduciendo perturbaciones del + 5%
con signos al azar para cada componente no nula de by.

En la tabla siguiente se reporta el niamero promedio de iteraciones necesitadas por el
algoritmo PCG para cada problema, usando la matriz precondicionada M (m)*A, para
aceptar el criterio de terminacion:
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7 1.<107 (141 2 L HIBH)

M (m) con m = A A,
S, S2 Sy Sz
0 49 49 57 57
4 43 36 48 38
8 24 24 26 28
16 14 16 18 17
20 12 12 17 16

Comparando Precondicionadores:

Abora en imagenes se observa el efecto producido al considerar el precondicionamiento
dado por M (m), es decir los autovalores de A se comparan con los de M (m)* A:
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X0
Autovalores de la matriz A,
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1.5

0 05 1 15
Autovalores de M (4)* A,

21

25



o 05 1 15 2 25

Autovalores de M (16)* A,

Para finalizar, se puede decir, basados en el analisis realizado sobre precondicionamiento
que la distribucion de los autovalores juega un rol muy importante, ya que esto implica que
una buena distribucion de los mismos acelera la convergencia del método.

5. Método L-BF odificado).

Basados en los resultados amalizados previamente, hemos querido amalizar algunas
modificaciones del método L-BFGS.

En lo que sigue, proponemos aplicar L-BFGS mientras su comportamiento se muestre
eficaz de acuerdo a criterios que describiremos. Cuando estos indicadores predigan um
comportamiento poco eficaz de L-BFGS, se propone enriquecerlo haciendo dos iteraciones
del método de Newton Truncado, almacenando la informacion de curvatura en los pares
(siYi ) para agregar a la proxama matriz L-BFGS.

El algoritmo comiienza el proceso de optimizacion utilizando el método L-BFGS, hasta que
éste falle (de acuerdo a ciertos criterios).En caso de ocurrir esto por dos veces consecutivas
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define la direccién por el método de de Newton Truncado, usando el método de Gradientes
Conjugados. Sale con la direccion de Newton Truncado y usando alguna estrategia goarda las
direcciones intermedias de gradientes conjugados para ser adicionadas a la matriz Hy,,.
Luego, retorna al procedimiento iterativo de L-BFGS, y en caso nuevamente de fallar repite
el procedimiento descrito anteriormente, y asi sucesivamente hasta la convergencia.

En ambos casos, una vez que tiene la direccion py hace una bisqueda lineal, basada en las
condiciones fuertes de Wolfe, usando el algoritmo Gsrch de Powell.

Este algoritmo almacena m vectores de los cuales mcg lugares son para guardar los vectores
(s’ yx') de Gradientes Conjugados, para formar las matrices Hy y m, = m-mcg lugares para
los pares de vectores (sy,yx).de L-BFGS.

Resumiendo: El algoritmo combina pasos de Newton Truncado y pasos de L-BFGS, como el
algoritmo de Morales y Nocedal [4], aunque con criterios diferentes.

La idea es preservar la informacion generada en las iteraciones internas de Gradientes
Conjugados para mejorar la calidad de la matriz siguiente Hy.) de L-BFGS.

5.1 Criterios cambiar del m o L-BFGS al método de Newton Truncado.
1) Si el descenso es insignificante; si: | f (x + @ ¢ pu)- £ (x) [ < 107 # if (x)f

2) Si cos (px.-gx) = 0 (ejemplo: cos (px.-g1) < 0.15). Esto indica que la direccion es casi
ortogonal al gradiente y puede ocurrir que el algoritmo falle.

El objetivo es mantener cos (px -g)>p ; (p>0)

Se busca que 6 = argcos (px_ - &) <n/2— A6, con A9 fijo; ya que esto garantiza que
ligk |l—x — 0. (Nocedal - Wright [5]).

3) Cuando en la bisqueda lineal se tiene: x4 = X +0y # pi, determmmando que &<l
(ejemplo: = 0.3), implica que el paso a; =1 no es aceptado.

Como el valor deseable de a; es: a; = 1, pues una condicion necesaria para la convergencia
superlineal es que @y = 1, (k> ko) (Nocedal —Wright [5]), si a, <<I, se puede anahzar
como se comporta el det (Hy+;) en relacion al det (Hy), es decir si cambia, en ese sentido
Hy.+) respecto de Hy.

Se conoce (Nocedal —-Wright [5]) que bajo ciertas hipdtesis, el algoritmo BFGS cumple:
det( Hy) = det( o) * [()’+ prs (-&/s; * il

De la igualdad anterior se desprende que si | [(0x)” * px+ (-8)/sc'* yx] | = 1 entonces
det (Hy+) = det (). Esto sirve para analizar si Hy.| # Hy, 6 si al menos Hy., tiene algunas
propiedades de H;.

Mientras el det (Hx.) # det ( Hk) entonces con seguridad esas matrices son distintas.



Cuando en L-BFGS el det (Hyt) # det (Hy) podemos considerar que el procedimiento no
es convergente aim, a un punto x , tal que det H(x )= det (Hx.;) lo que indicaria que el
modelo my es convergente a m* si k>ky, asi que menos aim se estaria cerca de la
convergencia de Ia sucesion.

Asi, cuando el procedimiento de L-BFGS se ha estacionado en un modelo cuadritico
aproximante de la funcion, seria deseable que el paso oy = 1.

En este caso, si ay <<1, consideramos que el modelo Hy no concuerda con el verdadero
modelo aproximante de f{x) en x, por lo tanto se recurre al modelo aproximante dado

por V*f (x,), pasando en esa iteracion al método de Newton Truncado.

En los casos descriptos anteriormente se cambia el método L-BFGS momentineamente por
el método de Newton Truncado, con el objeto de mejorar la matriz Hy.,, que comresponde a
la del modelo cuadratico proximo a considerar.

A continuacion damos el algoritmo L-BFGS Modificado (M - LBFGS).
Algoritmo (M-LBFGS)

Dado x,, g, =Vf(x)) Hy=1,, £>0.
Sea k « 0 imeth=L—BFGS; ind=0;

Paso Iterativo : Dado x,, g,= V/(x,), H,(m), imeth, ind :
= Si Jg,] smax(Ljx,] )e STOP.
Sino,
= Calcula p; = H,(mX-g,)

= Llama al procedimiento “ Seleccion del Método” y calcula la
direccion p, .

=  QObtiene x;,,, usando un procedimiento de busqueda lineal (Powell-
Gsrch), satisfaciendo las condiciones de Wolfe .

= Adapta H, (m)adicionando el altimo par (s,.y,),
siendos, = X,,, — X, ,€ ¥; = g — & > bajo ciertas condiciones de
estabilidad.

= END

Procedimiento para seleccionar el método y calcular la direccién px..
1. Si imeth=L -BFGS,

s Si una de las condiciones: (1), (2 )6 (3) ocurre, entonces
define imeth= PIN, e ind =1, vaa 2.

24



sino
= Define p, = p; : retorna

2. Si imeth =PTN entonces

-Computa p‘“, and define p, = p™.
-Adapta H, , adicionando los pares (s,,y,) almacenados en las iteraciones internas
de PCG .
- Si ind > 1, redefine ind=0, imeth=L-BFGS,
sino, ind =ind +1; retorna.

6. Experiencias Numéricas.

Presentamos experniencias que comparan los resultados del algoritmo M- LBFGS con los
o_btenidos con NEWTON TRUNCADO y L-BFGS resolviendo algunos problemas no
lSnel?]a?onsﬂaa&) m = 8 pares de vectores para obtener las matrices Hy, My (m).
Parametros: £ =107, C, =10, C, =0.7 (Condiciones de Wolfe )

Condicion de terminacion en Gradientes Conjugados:

Si | <10™]e.]

Problema(n) M-LBFGS NTP L-BFGS

iter grad iter grad iter Grad
Dixmaani(1500) 673 1010 70 1687 975 1020
Fminsrf2(1500) 132 209 67 563 189 217
Fminsurf (1200) 146 201 19 555 194 246
Genrose (500) 1056 1256 392 2797 1070 1391
Nondquar(1200) 160 174 35 754 407 474
Eigenals (100) 31 104 17 159 259 286
Eigenbls(100) 661 1012 77 1527 960 1027
Vardim( 1000) 36 37 26 53 36 37
Watson(31) 37 65 12 67 43 59
Rosenb.Ext(1000) 2 49 23 69 33 46
Big(6) p 62 18 65 47 63
RosenChamed (25) |48 62 20 87 66 72
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Conclusiones:

Del anilisis que hemos realizado se desprende que es conveniente
enriquecer el procedimiento de L-BFGS, agregando informacion sobre la curvatura de la
funcion en ciertos iterados x;.

En particular, los resultados indican que el agregado de informacion local es conveniente
cuando la direccion p; de L-BFGS no es suficientemente buena (cos (pr, -g) = 0).

El pasaje a Newton Truncado en la situacion previamente citada siempre aportd eficiencia
al procedimiento. También en varios problemas, cuando el decrecimiento de la funcién no
concordaba con el decrecimiento del modelo de L-BFGS, el pasaje a Newton Truncado
generé una mejoria notable en el proceso iterativo.

Cuando las derivadas segundas no son calculables o son muy costosas, el algontmo L-
BFGS intercalindolo con el algoritmo de Newton Truncado en algunas iteraciones, es una
alternativa de resolucion mas eficiente que L-BFGS y menos costosa que Newton
Truncado, ya que este Gltimo requiere muchas evaluaciones de gradientes.
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