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Introduccion

Los grafos cordales fueron definidos originalmente como aquellos grafos para los cuales todo
ciclo de longitud mayor o igual que cuatro posee una cuerda.

Los gafos cordales han sido estudiados exhaustivamente debido a que se les han encontrado
muchas aplicaciones, especialmente en el campo de la biologia. Como resultado de esas investi-
gaciones, surgieron varias caracterizaciones nuevas de los grafos cordales que involucran diversos
conceptos, como los de separador minimal de vértices, vértice simplicial y arbol clique.

Un clique de un grafo G es un conjunto maximal de vértices adyacentes de a pares. El grafo
clique de G tiene a los cliques de G como vértices, siendo dos de ellos adyacentes si y sélo si
tienen interseccién no vacia. Un grafo es dualmente cordal si es el grafo clique de algtin grafo
cordal.

Histéricamente hablando, los grafos dualmente cordales aparecieron hace més de veinte anos
en varias investigaciones independientes bajo las més diversas denominaciones, como grafos
HT, tree clique graphs y arboles expandidos. En cada una de estas investigaciones, los grafos
dualmente cordales eran definidos de maneras distintas y fueron necesarios algunos anos mas
hasta que se descubriera que todas las definiciones eran equivalentes. Por esto, podemos afirmar
que, al igual que los grafos cordales, los grafos dualmente cordales poseen varias caracterizaciones.

Los resultados que aparecen en este trabajo son numerosos, pero pueden ser clasificados en
funcién de dos objetivos.

En primer lugar, se buscé encontrar nuevas caracterizaciones de los grafos dualmente cordales
que resultaran extensiones de las ya conocidas. Esto se ve en el Capitulo 3 y, en menor medida,
en el Capitulo 4.

En segundo lugar, dado que varias de las caracterizaciones de los grafos cordales y dualmente
cordales son afines, se aprovechan las similaridades para realizar un estudio conjunto de ambas
clases en funcién de esas caracterizaciones. Este es el caso, en mayor o menor medida, de los
Capitulos 2, 4 y 5.

En el Capitulo 1, se repasan las propiedades bésicas de los grafos cordales y dualmente
cordales.

La clase de los grafos cordales posee varias subclases que seran de nuestro interés, como
la de los grafos cordal-potentes, doblemente cordales y fuertemente cordales. Junto con la de
los grafos dualmente cordales, todas ellas estdn caracterizadas por la existencia de vértices
especiales: vértices simpliciales para los cordales, vértices con maximo vecino para los dualmente
cordales, vértices p-simpliciales en los grafos cordal-potentes, vértices doblemente simpliciales
en los doblemente cordales y vértices simples en los fuertemente cordales.

Se sabia que, para un grafo cordal, es cierto que o es completo o posee dos vértices simpliciales
no adyacentes. En el Capitulo 2, veremos que eso es también cierto para las otras clases de grafos
y sus vértices caracteristicos; y que no resulta complicada la demostracién de varias propiedades
métricas comunes a todas las clases.

En el Capitulo 3, se obtienen nuevas caracterizaciones de los grafos dualmente cordales



en términos de sus separadores minimales de vértices. También se aprovecha para realizar un
estudio mas cabal de los separadores minimales de vértices de los grafos dualmente cordales,
siendo estos, entre otras cosas, relacionados con las vecindades de los vértices.

Los grafos cordales y dualmente cordales poseen arboles caracteristicos. Un arbol clique de
un grafo cordal es un arbol cuyos vértices son los cliques del grafo y, para todo vértice v, el
conjunto C, de cliques que contienen a v induce un subédrbol. Un drbol compatible de un grafo
dualmente cordal es un arbol generador tal que todo clique induce un subéarbol.

Es posible relacionar a los arboles clique con los arboles compatibles a través de los grafos
clique. De hecho, todo arbol clique de un grafo cordal es un arbol compatible de su grafo
clique. Sin embargo, la reciproca de esta propiedad no es cierta para todos los grafos cordales.
Cuando si es cierta, se dice que el grafo es basicamente cordal. En el Capitulo 4, se buscaran
caracterizaciones de los grafos basicamente cordales. Todas las herramientas que se usaran para
encontrarlas seran importantes en si mismas y se veran algunas aplicaciones de ellas. Por ejemplo,
se vera cémo varios problemas acerca de los arboles compatibles de un grafo dualmente cordal
pueden transformarse en problemas acerca de los drboles clique de un grafo cordal, los cuales
previamente han sido mas estudiados que los primeros.

Finalmente, en el Capitulo 5, se responderd, dada una familia 7 de arboles, si 7 es la familia
de arboles clique de un grafo cordal y, en caso afirmativo, se caracterizaran los grafos cordales
que tienen a 7 como familia de arboles clique. También se intentara responder si 7 es la familia
de arboles compatibles de algtin grafo dualmente cordal.



Definiciones

Un grafo G es una tripla que consiste de un conjunto de vértices V(G), un conjunto de
aristas E(G) y una relacién que asocia a cada arista dos vértices (no necesariamente distintos)
que reciben el nombre de extremos. G es finito si lo son V(G) y E(G). Es simple si cada arista
de G tiene dos extremos distintos, y no hay dos aristas que tengan exactamente los mismos
extremos. Todos los grafos que apareceran en este trabajo son simples y finitos.

Dados u,v € V(G), uv denota a la arista cuyos extremos son u y v. Dos vértices diferentes
son adyacentes cuando los dos son los extremos de una misma arista. G + uwv es el grafo tal que
V(G+uv) =V(G)y E(G+w) = E(G)U{uv}; y G —uw es el grafo tal que V(G —uv) = V(G)
y E(G —w) = E(G) \ {uwv}.

El complemento de G, o G, es el grafo con los mismos vértices que G y tal que, para todo
par u,v € V(G), uv € E(G) siy sélosiu#vy uv &€ E(Q).

Un grafo G’ es un subgrafo de G si V(G') C V(G) y E(G') C E(G). El subgrafo inducido
por A C V(G), o G[A], tiene a A como conjunto de vértices, siendo dos de ellos adyacentes en
G[A] si y sélo si son adyacentes en G. El grafo G — A es definido como G — A = G[V(G) \ A].
Diremos que G’ es un subgrafo inducido de G si existe V' C V(G) tal que G' = G[V'].

G es un grafo completo si todos sus vértices son adyacentes de a pares. Un subconjunto de
V(QG) es completo si induce un subgrafo completo de G. Un clique es un conjunto completo
maximal. La familia de cliques de G es simbolizada por C(G).

Dado v € V(G), la vecindad abierta de v en G, o Ng(v), es el conjunto de todos los vértices
adyacentes a v. La vecindad cerrada de v en G, o Ng[v], estd definida por la igualdad Ng[v] =
N¢g(v) U {v}. Es habitual usar la notacién N(v) y N[v] cuando es claro sobre qué grafo estamos
trabajando. Este comentario también es véalido para muchos otros conceptos que se definirdan a
continuacién. El grado de v en G, o degg(v), es el nimero de vértices a los cuales v es adyacente
en G, es decir, degi(v) = |[Ng(v)|. Es v universal si es adyacente a todos los otros vértices de G,
o sea, Ng[v] = V(G). Se dice que v es simplicial si Ng[v] es completo. Esto equivale a que N¢[v]
es un clique. Todo clique que es igual a la vecindad cerrada de algtiin vértice recibe el nombre
de clique simplicial. Si u 'y v, u # v, son tales que Ng[u] C Ng[v], decimos que v domina a u.

Un recorrido de G es una sucesion vivs...v, de vértices tales que los vértices consecutivos
son adyacentes en G. La longitud del recorrido es n — 1. Si todos los vértices del recorrido son
diferentes, decimos que es un camino. Si los Unicos vértices iguales son el primero y el ultimo, es
un ciclo. Una cuerda de un ciclo es una arista cuyos extremos son dos vértices no consecutivos
del ciclo.

G es un grafo conero si, para todo par u,v € V(G), G tiene un camino que comienza en
u y termina en v. Un camino asi recibe el nombre de wv-camino. Una componente conexa de
G es un subgrafo conexo maximal de G. Es claro que, si G es conexo, G tiene solamente una
componente conexa que es el mismo grafo.

Supongamos que G es conexo, y sean u y v dos vértices no adyacentes de G. Un uv-separador
es un conjunto S C V(G) tal que u y v estdn en diferentes componentes conexas de G—.S. Diremos



que el separador es minimal si ningin subconjunto propio de S tiene la misma propiedad.

Los uw-separadores minimales poseen propiedades interesantes que valen la pena notar. Si
S es un wuv-separador minimal, entonces, para todo s € S, existe un uv-camino tal que s es
su tnico vértice en S pues, en caso contrario, S\ {s} también serfa un wv-separador, lo cual
contradice la minimalidad de S. El vértice que precede a s en ese camino estd en la misma
componente conexa de G — S que u, y el vértice que lo sucede estd en la misma componente
conexa de G — S que v. Por lo tanto, todo vértice de un uv-separador minimal es adyacente a al
menos un vértice de la componente conexa de cada vértice que separa. Usaremos simplemente
el término separador minimal de vértices para referirnos a un conjunto que separa a algtin par
de vértices no adyacentes y que es minimal en este sentido. Se denotard por S(G) a la familia
de separadores minimales de vértices de G.

La distancia entre u y v en G, o dg(u,v), es la longitud de un wv-camino en G tal que
ningin otro wv-camino es mas corto. Si no existe ningin uv-camino en G, entonces dg(u,v) es
igual a infinito. El disco centrado en v de radio k, o Ng [v], es el conjunto de vértices a distancia
a lo sumo k de v. La familia de discos de G se denota por D(G). La k-ésima potencia de G,
o GF, es otro grafo con los mismos vértices que G, siendo dos de ellos adyacentes en GF si y
sélo si la distancia en G entre ellos es a lo sumo k. Dicho de otro modo, para todo v € V(G),
Nex[v] = NE[v].

La ezcentricidad de v € V(G) es eccq(v) = maz{dg(v,w), w € V(G)}. Diremos que w es
un vértice excéntrico de v si ningin vértice de G estd mas lejos de v que w, es decir, si eccg(v) =
dg(v,w). Otro concepto métrico importante es el de didmetro. Estd definido como la méxima
distancia posible entre dos vértices del grafo, o sea, diam(G) = max{dg(v,w) : v,w € V(G)}.

Dos grafos G y G’ son isomorfos si existe una funcién biyectiva f : V(G) — V(G’) tal que,
para todo par u,v € V(G), uwv € E(G) siy sblosi f(u)f(v) € E(G'). A esta funcién f se la llama
isomorfismo. El lector debe tener en cuenta que, en este trabajo, la igualdad y el isomorfismo
de grafos tendran el mismo significado para nosotros.

Un grafo T es un drbol si es conexo y sin ciclos. Un subgrafo conexo de un arbol recibe el
nombre de subdrbol. Una hoja de un arbol es un vértice de grado uno. T" es un drbol generador
del grafo G si es un arbol tal que T es un subgrafo de G y V(T') = V(G). Los arboles tienen
muchas caracterizaciones. De hecho, son equivalentes:

= T es un arbol.

» T es conexo y |E(T)| = |V(T)| — 1.

» T no tiene ciclos y |E(T)| = |V(T)| — 1.

» Para todo par u,v € V(T'), T tiene un tnico uv-camino.

Con respecto al tltimo item, llamaremos T'(u,v) a dicho camino. Se denota por T[u,v]
al conjunto de vértices de ese camino y T'(u,v) := T[u,v] \ {u,v}. Si 7 es una familia de
arboles, todos con el mismo conjunto de vértices, y u y v son dos de esos vértices, definamos
T u,v] = Tlu,v].

TeT
La palabra clase es usada para hacer referencia a una familia de grafos. Una clase de grafos

es hereditaria si todo subgrafo inducido de un grafo de la clase también estd en ésta. Toda
familia hereditaria de grafos puede ser caracterizada por la existencia de subgrafos prohibidos
minimales, que son grafos que no estan en la clase tales que todos sus subgrafos inducidos
(diferentes a ellos) si lo estan. Sin embargo, no siempre es facil determinar cuél es la familia de
prohibidos minimales de una clase hereditaria de grafos.



T1 T2 Ts A Ts
2 3 4 3 4 3 4 2 3 4
2 2
5 5 5 5
T[2,3]={1.23}

Figura 1: Si se considera la familia de arboles en la figura, 7[2,3] = {1, 2, 3}.

Sea P una propiedad de grafos. La clase de los grafos P hereditarios consiste de los grafos
G tales que G y todos sus subgrafos inducidos tienen la propiedad P. Asi definida, esta clase
resulta ser claramente hereditaria.

Sea F una familia de conjuntos no vacios. Si F' € F, se llama a F miembro de F. Siv € |J F,
FeF
decimos que v es un elemento de la familia. F es intersectante si la interseccién de todo

par de miembros de F es no vacia. F es Helly si, para toda subfamilia intersectante F’ de
F, la interseccién de todos los miembros de F' es no vacia. Si C(G) es Helly, diremos que
G es un grafo clique-Helly. Llamaremos a F separadora si, para todo par de elementos
distintos v y w, existe F' € F tal que v € F y w &€ F. El grafo de interseccion de F, o
L(F), tiene a los miembros de F como vértices, siendo dos de ellos adyacentes si y sélo
si no son disjuntos. Nos permitiremos un abuso de terminologia para también aplicar el
concepto de grafo de interseccion a una familia de subdrboles de un arbol. En ese caso,
consideraremos que dos subarboles se intersecan si poseen al menos un vértice en comun.
El grafo clique de G, o K(G), es el grafo de interseccién de C(G). La funciéon K cuyo
dominio y codominio es el conjunto de todos los grafos y que asigna a cada grafo su grafo
clique recibe el nombre de operador clique. La dos seccion de F, o S(F), es otro grafo
cuyos vértices son los elementos de F, siendo dos de ellos adyacentes si y sélo si existe un
miembro de F que los contiene a ambos.

{1,3} {3}

9 i

{1.2} {2}

Figura 2: El grafo de interseccién de la familia {{1}, {2}, {3},{1,2},{1,3},{2,3}}.

La familia dual de F, 0 DJF, esta compuesta por los conjuntos D, = {F € F : v € F},
siendo v un elemento de F. Para el caso particular de la familia C(G), se usara la notacién
C, en lugar de D,. También se usara una notacién mas general: dado un conjunto A de



vértices, C4 := {C € C(G) :
Dos familias F y F’ son isomorfas si existen dos biyecciones a :

AcCch.

F — F yb:

U F — | F tales que, para todo F' € F, a(F) = b(F). La igualdad entre familias y el

FeF

FeF'

isomorfismo de familias seran dos cosas equivalentes para nosotros.
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Capitulo 1

Nociones previas

En este capitulo, se veran todos los resultados conocidos acerca de los grafos cordales
y dualmente cordales que son necesarios para el posterior desarrollo de este trabajo.

1.1. Grafos cordales

Se definen a los grafos cordales como aquellos para los cuales todo ciclo de longitud
mayor o igual que cuatro tiene una cuerda. Se ve claramente a partir de esta definicion
que la clase de los grafos cordales es hereditaria.

Los grafos cordales tienen muchas aplicaciones practicas, especialmente en el campo de
la biologia. Un buen ejemplo de esto son los arboles filogenéticos [19, 20|, que son usados
para modelar la evolucion de especies, proteinas, etc.

Sin embargo, son las caracterizaciones de los grafos cordales las que nos interesan.
Ellas apareceran descritas a continuacion.

La primera de ellas fue hallada por Dirac y es en términos de los separadores minimales
de vértices.

Teorema 1.1. [4] Sea G un grafo. Entonces, G es cordal si y solo si todo separador
minimal de vértices de G es completo.

Recordemos que un vértice v de un grafo G es simplicial si N[v] es completo en G.
Dirac fue capaz de utilizar la caracterizacién anterior para demostrar que todo grafo cordal
tiene un vértice simplicial.

Teorema 1.2. [}/ Sea G un grafo cordal. Entonces, G tiene un vértice simplicial. Si G
no es completo, entonces tiene dos vértices simpliciales no adyacentes.

Sea v un vértice simplicial del grafo cordal G. Como la clase de los grafos cordales es
hereditaria, G — v también es cordal. Si G — v tiene al menos un vértice, se puede aplicar
el Teorema 1.2 nuevamente para concluir que tiene un vértice simplicial w. Consideremos
ahora al grafo cordal G — {v, w}. El procedimiento anterior se puede repetir hasta que no
queden mas vértices. Esto nos motiva a introducir el concepto de orden de eliminacion
perfecto.

Un ordenamiento vyvs...v,, de los vértices de G' es un orden de eliminacion perfecto si,
para todo 1 <i < n, v; es simplicial en G; := G[{v;, ..., v, }|. La segunda caracterizacién
de los grafos cordales que vamos a ver es la siguiente:



Teorema 1.3. [10] Sea G un grafo. Entonces, G es cordal si y solo si posee un orden de
eliminacion perfecto.

Si se tiene en cuenta el comentario posterior al Teorema 1.2, es simple demostrar
que todo grafo cordal tiene un orden de eliminacién perfecto. No es dificil demostrar el
reciproco.

Sean v1vs...v,, un orden de eliminacion perfecto de G y C' un ciclo de G de longitud
mayor o igual que cuatro. Sea v; el primer vértice de C' que aparece en el orden. Entonces,
como C es también un ciclo de G; y v; es simplicial en dicho grafo, los dos vértices
adyacente a v; en C' inducen una cuerda.

La proxima caracterizacion de los grafos cordales nos mostrard que estos también
pueden ser representados a través de arboles.

Teorema 1.4. [11] Sea G un grafo. Entonces, G es cordal si y solo si G es el grafo de
interseccion de una familia de subdrboles de algun drbol T'.

Podra encontrarse un ejemplo de un grafo cordal y una representacion suya como grafo
de interseccion de una familia de subarboles de un arbol en la Figura 1.1.
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Figura 1.1: Un grafo cordal y una representacién suya como grafo de interseccion de una familia
de subarboles de un arbol.

El arbol T de la caracterizacién no es unico. De hecho, se podrian agregar nuevos
vértices para agrandar al arbol. Si la familia de subarboles no es modificada, entonces el
grafo de intersecciéon sigue siendo el mismo grafo cordal. Sin embargo, siempre es conve-
niente contar con un arbol con el minimo ntmero posible de vértices.

Sea {T;}1<i<, una familia de subédrboles de T'y supongamos que su grafo de interseccion
es conexo.

Para cada vértice v € V(T') tal que, para todo 1 <i < n, v & V(T;), removamos a v
de T'. Al haberse supuesto que el grafo de interseccion es conexo, lo que queda de T' es
un subarbol suyo. Démosle a este subarbol el nombre 7”. Entonces, {7} }1<i<n es también
una familia de subarboles de T” y el grafo de interseccién de ella no cambia.

Existe un segundo procedimiento para reducir el nimero de vértices de T'. Supongamos
que existe una arista xy en T de modo que todo subéarbol de la familia que tiene a x
como vértice también tiene a y como vértice. En este caso, se procede a contraer a la
arista xy dejando solamente a y. Mas precisamente, se define un nuevo arbol T” tal que



V(T") = V(D\{e}, Neoly) = (Nrlz)UN2[y)\{a} v, para = € V(T")\{y}, Npa[z] = Nalz)
i @ Nelz] y Npolz] = (N7l U{y}) \ {a)} si @ € Npl2]

Si la arista xy también es contraida en los subarboles de la familia que tienen a  como
vértice, no es complicado ver que se obtiene una familia de subarboles de T” cuyo grafo
de interseccion se mantiene siendo el mismo.

Supongamos que hemos removido tantos vértices y contraido tantas aristas en 7' como
sea posible. Los subarboles de la familia resultante que contienen a un vértice x dado
claramente forman un conjunto completo del grafo de interseccién. Mas aun, ese conjunto
completo es un clique y existe una correspondencia uno a uno entre los cliques del grafo de
interseccion y los vértices del arbol. Entonces, para cada vértice del grafo de interseccion,
el conjunto de cliques que lo contienen induce un subarbol, que justamente coincide con
el subarbol de la familia que representa al vértice.

Un drbol clique de un grafo conexo G es un arbol T tal que V(T') = C(G) y, para todo
v € V(G), el conjunto C, de cliques de G que contienen a v induce un subarbol de T.

Existe una forma alternativa de definir a los drboles clique:

Proposicién 1.5. Sean G un grafo y T un drbol tal que V(T) = C(G). Entonces, son
equivalentes:

(a) T es un drbol clique de G.
(b) Para todo Cy,Cs,Cs € C(G), C3 € T[Cy, Cs] implica que C; N Cy C Cs.

Demostracion. (a) = (b). Sean Cy, Cy, C5 € C(G) de modo que Cs € T'[Cy, Cs] y sea v un
vértice de C7 N Cs. Entonces, Cy y Cs son elementos de C,. Como C, induce un subéarbol
de T'y C3 € T|Cy,Cs], C3 € Cy, es decir, v € C3. Por lo tanto, todo elemento de C; N Csy
es un elemento de Cj3, de lo cual se desprende la inclusién.

(b) = (a). Sean v un vértice de G y C, Cy cliques en C,. Entonces, v € C; N Cy. Sea
C3 € T[Cy,Cy). Luego, C; NCy C Cy y, por ende, v € Cs, o sea, C3 € C,. Por lo tanto,
T[C,] es un subgrafo conexo de T, es decir, C, induce un subarbol de 7. O

Los arboles clique pueden también ser utilizados para caracterizar a los grafos cordales.

Teorema 1.6. [11] Sea G un grafo conexo. Entonces, G es cordal si y sélo si G posee un
arbol clique.

Idea de la demostracion. Supongamos que G es cordal. Entonces, por el Teorema 1.4,
existe un arbol T tal que G es el grafo de interseccion de una familia de subarboles de T
Se pueden usar las ideas que siguen al Teorema 1.4 para obtener un arbol clique a partir
de T.
Reciprocamente, sea T' un arbol clique de G. Entonces, G es el grafo de interseccién
de {T[Cy]}vev (). Por lo tanto, por el Teorema 1.4, G es cordal.
m

Se denotara por 7(G) a la familia de 4rboles clique de G.

El arbol clique es el modelo de representacion arbérea que se utilizard aqui la mayoria de
las veces. Esto se debe a que muchas propiedades estructurales de los grafos cordales se reflejan
claramente en sus drboles clique, como se podra ver luego.
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Figura 1.2: Luego de eliminar los vértices redundantes del arbol de la representacién de la Figura
1.1, se obtiene un arbol clique.

1.1.1. Subclases de los grafos cordales
Grafos UV, DV y RDV

Es facil definir subclases de los grafos cordales agregandole restricciones a los arboles y a las
familias de subarboles utilizadas para representarlos como grafos de interseccion.

Un grafo dirigido o digrafo es un grafo G tal que, para toda arista de GG, se define un extremo
inicial y un extremo final. Si e es una arista de G cuyo extremo inicial es u y cuyo extremo final
es v, se dird entonces que e estd orientada desde u a v.

Un camino vjvs...v, de un grafo dirigido es un camino dirigido si, para todo 1 <¢ <n —1,
la arista v;v; 41 estd orientada desde v; a v;y1.

Un 4rbol dirigido T" se dice enraizado si existe un vértice v tal que, para todo w € V(T),
T(v,w) es un vw-camino dirigido. A dicho vértice v se lo llama radz.

Sea G un grafo cordal. G es un grafo UV si puede ser representado como el grafo de inter-
seccién de una familia de caminos de algin arbol. G es un grafo DV si puede ser representado
como el grafo de interseccién de una familia de caminos dirigidos de algtin arbol dirigido. G es
un grafo RDV si puede ser representado como el grafo de interseccién de una familia de caminos
dirigidos de un arbol dirigido enraizado.

Las tres clases son claramente hereditarias, siendo los grafos RDV una subclase de los grafos
DV, y siendo a su vez los grafos DV una subclase de los grafos UV'.

Dado el modo en que los grafos UV, DV y RDV fueron definidos, ellos también pueden ser
caracterizados en términos de los arboles clique.

Teorema 1.7. [21] Sea G un grafo conexo. Entonces,

(1) G es UV siy sdlo si existe un drbol T' tal que V(T) = C(G) y, para todo v € V(G), C,
induce un camino de T

(2) G es DV siy sdlo si existe un arbol dirigido T tal que V(T') = C(G) y, para todo v € V(G),
Cy induce un camino dirigido de T .

(8) G es RDV si y sdlo si existe un drbol dirigido enraizado T tal que V(T) = C(G) vy, para
todo v € V(G), Cy induce un camino dirigido de T .
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Un 4rbol como el que es mencionado en (1) recibe el nombre de UV drbol clique. Similarmente,
los drboles en (2) y (3) reciben los respectivos nombres de DV drbol clique y RDV drbol clique.

El Teorema 1.7 puede ser aprovechado para mostrar que los grafos cordales, UV, DV y RDV
constituyen clases distintas.

Se define un k-sol, para todo k > 3, como el grafo cuyo conjunto de vértices es {v1, va, ..., Vg, w1,
w3, ..., w }, de modo que {vy,va,...,vx} es completo, Nw;] = {v;,vit1,w;}, i =1,2,....,k — 1,y
Nwg] = {v1,vg, wr}. Un sol par es un sol tal que k es par. Similarmente, se define al sol impar.

Figura 1.3: Un 3-sol y un 4-sol.

Los soles son grafos cordales. La familia de cliques de un k-sol tiene k + 1 miembros
C,C4,...,Cy, siendo C = {vy, vy, ...,v} y C; = Nw;], i = 1,2, ..., k.

Demostremos ahora que el k-sol posee un inico arbol clique.

Sea T" un arbol clique de el k-sol. Como, por definicién de arbol clique, todo C,, induce un
subdrbol de T, las intersecciones C,, N Cy,,,, i = 1,...,k — 1, y C,; NC,, inducen también cada
una un subarbol de T'. Luego, C'C; es una aristade T, i =1, ..., k.

Se concluye de esto que el tnico arbol clique del k-sol es aquel en el que C es un vértice
universal. Es simple ver que ese arbol es también un UV &arbol clique. Por lo tanto, los soles
son grafos UV. Sin embargo, el 3-sol no es DV porque su arbol clique no puede ser dirigido de
manera que se obtenga un DV arbol clique. Mas generalmente, ningin sol impar es un grafo
DV; pero no es dificil verificar que los soles pares si son grafos DV.

Demostremos ahora que el 4-sol no es un grafo RDV. Sea T el arbol clique del 4-sol. Nece-
sitamos probar que 71" no puede ser transformado en un RDV arbol clique.

La raiz de T' no puede ser C porque, si lo fuera, C,, no induciria un camino dirigido de 7,
i=1,2,3,4.

Tampoco puede ser C la raiz de T' porque, en ese caso, ni C,, ni C,, inducirfan un camino
dirigido de T'. De manera anéloga, C; no puede ser una raiz, ¢ = 2, 3,4. Luego, T no puede ser
enraizado apropiadamente, por lo que el 4-sol no es un grafo RDV.

Mas generalmente, ningin sol es un grafo RDV.

Sé6lo nos resta encontrar una diferencia entre las clases de los grafos cordales y los grafos
UV. Sea G un grafo tal que V(G) = V' U {v}, de modo que V' induce un 3-sol en G y v es un
vértice universal de G. El nimero de cliques de G es el mismo que el de un 3-sol y estos dos
grafos poseen también el mismo arbol clique. Entonces, C,, no induce un camino del tinico arbol
clique de G, por lo que G es un grafo cordal que no es UV.
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Grafos cordal-potentes

Un grafo G es cordal-potente si es cordal y todas sus potencias también lo son.
Esta definicién puede ser simplificada.

Proposicién 1.8. [7] Sean G un grafo y k un nimero natural tal que G* es cordal. Entonces,
GFt+2 es también cordal.

Se puede inferir de la Proposicién 1.8 que G es cordal-potente si y sélo si G y G? son cordales.
En consecuencia, existe un orden de eliminacién perfecto para Gy un orden de eliminacién
perfecto para G2. Més aun, esos érdenes pueden ser elegidos de manera que sean iguales.

Un vértice v de G es p-simplicial si es simplicial tanto en G' como en G2. Los grafos cordal-
potentes poseen una propiedad cuyo enunciado es muy similar al del Teorema 1.2.

Teorema 1.9. [3] Sea G un grafo cordal-potente. Entonces, G es completo o G posee dos vértices
p-simpliciales que no son adyacentes.

Como hemos visto, el Teorema 1.2 posibilita probar la existencia de los érdenes de elimi-
nacion perfectos en los grafos cordales. El Teorema 1.9 puede ser usado de manera similar. Un
ordenamiento v1vs...v, de los vértices de G es un orden p-perfecto si, para todo 1 < i < n, v; es
p-simplicial en G;. Entonces:

Teorema 1.10. /3] Sea G un grafo. Entonces, son equivalentes:
s (G es cordal-potente.
» G y G? son cordales.

s (G posee un orden p-perfecto.

Grafos fuertemente cordales

Se dice que un grafo es fuertemente cordal si es cordal y todo ciclo par suyo de longitud
mayor o igual que seis posee una cuerda que une a dos vértices a distancia impar en el ciclo.
Una cuerda con esas caracteristicas recibe el nombre de cuerda fuerte.

Se deduce de esta definicion que la clase de grafos fuertemente cordales es hereditaria tal
como lo es la de los grafos cordales. Otra cosa que estas dos clases tienen en comun es que
pueden caracterizarse mediante érdenes de eliminacion.

Un vértice v de un grafo G es simple si el conjunto {N[u] : u € N[v]} estd totalmente
ordenado por inclusiéon. Todo vértice simple es simplicial, lo cual se demuestra a continuacion.
Sean wu; y ug dos vértices en N[v]. Entonces, N[ui] C Nuz] o N[uz] C Nui]. Luego, u; € Nlug]
0 ug € Nlup]. En cualquiera de los dos casos se infiere que uj y ug son vecinos. Por lo tanto,
N[v] es un conjunto completo, es decir, v es simplicial.

Un ordenamiento vivs...v, de los vértices de G es un orden de eliminacion simple si, para
todo 1 < i < n, v; es simple en G;. Entonces, como consecuencia de lo que se exhibe en el
parrafo anterior, un orden de eliminacién simple es un caso especial de orden de eliminacién
perfecto. Dicho esto, la primera caracterizacién de los grafos fuertemente cordales que se da es
la siguiente:

Teorema 1.11. /8] Un grafo G es fuertemente cordal si y sélo si posee un orden de eliminacion
simple.

13



En su condicién de clase hereditaria, los grafos fuertemente cordales pueden caracterizarse
también a través de grafos prohibidos minimales.

De todos los grafos que se han considerado hasta ahora, los soles son un ejemplo de grafos
cordales que no son fuertemente cordales. Si los vértices de un k-sol son nombrados como cuando
este grafo fue definido, entonces viwyvows...v;w;... VWLV €s un ciclo par de longitud al menos
seis sin cuerdas fuertes. Alternativamente, se puede verificar que todo sol no es fuertemente
cordal porque no posee vértices simples. Conocer esto es de utilidad para obtener la préxima
caracterizacién.

Teorema 1.12. [8] Un grafo G es fuertemente cordal si y sdlo si es cordal y sin soles inducidos.

1.2. Grafos dualmente cordales

Un grafo es dualmente cordal si es el grafo clique de algin grafo cordal. A diferencia de los
grafos cordales, que casi siempre son definidos inicialmente en los cursos y libros en términos de
ciclos y de cuerdas, los grafos dualmente cordales poseen varias definiciones y ninguna se destaca
por sobre las demas, ajustdndose el uso de éstas a las necesidades y objetivos de cada persona
que trabaje con esta clase de grafos.

No hay ningiin motivo especial para haber comenzado en este trabajo con la definicién que
usa a los grafos clique. Simplemente se opté por ella debido al hecho de que puede ser enunciada
sin que se requiera introducir nuevos conceptos.

Comenzaremos esta seccién con informacion acerca de la conexién entre los grafos dualmente
cordales y los 6rdenes de vértices.

Sean v y w vértices de un grafo G. Se dice que w es un mdzimo vecino de v si N?[v] C N[w)].
No se descarta para esta definicion el caso de que v y w sean iguales. Si v es un maximo vecino
de si mismo, entonces todo vértice a distancia a lo sumo dos de v esta a distancia a lo sumo uno
de v. Luego, si G es conexo, v es un vértice universal.

Un ordenamiento v1vs...v, de los vértices de G es un orden de vecindades mdrimas si, para
todo 1 < i < n, v; tiene un maximo vecino en G;.

Esta definiciéon permite enunciar la siguiente caracterizacion de los grafos dualmente cordales.

Teorema 1.13. [3/ Sea G un grafo. Entonces, G es dualmente cordal si y sdlo si posee un orden
de vecindades mdzrimas.

Es facil encontrar grafos que no son dualmente cordales y corroborarlo mediante el uso de
esta caracterizacion. Por ejemplo, el ciclo de longitud cuatro no es dualmente cordal porque
ninguno de sus vértices posee un maximo vecino. Lo mismo vale para los soles. Sin embargo, el
grafo que consiste de un ciclo inducido de longitud cuatro més un vértice universal es dualmente
cordal.

Mads generalmente, todo grafo con un vértice universal u es dualmente cordal. De hecho,
todo vértice del grafo tiene a u como maximo vecino. Por ende, cualquier ordenamiento de los
vértices del grafo que termine en u es un orden de vecindades méaximas.

Como consecuencia de lo expuesto en los parrafos anteriores, se infiere que la clase de los
grafos dualmente cordales no es hereditaria.

Veremos ahora que los grafos dualmente cordales tienen asociada una estructura analoga al
arbol clique de los grafos cordales.

Teorema 1.14. [3] Sea G un grafo conexo. Son equivalentes:

1. G es dualmente cordal.
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Figura 1.4: vivrvgvavsvsvy es un orden de vecindades méximas de G. Se muestran en la figura
las etapas de la obtencion de dicho orden. Los vértices que aparecen en celeste son los que deben
agregarse al orden, siendo los verdes sus méximos vecinos. El conjunto de vértices coloreados

conforma el disco centrado en el vértice celeste de radio 2. Las aristas violetas ayudan a discernir
que el vértice verde es realmente un méximo vecino.

2. G posee un drbol generador T tal que todo cliqgue de G induce un subdrbol de T.

3. G posee un drbol generador T tal que la vecindad cerrada de todo vértice de G induce un
subdrbol de T.

4. G posee un drbol generador T tal que todo disco de G induce un subdrbol de T.

Vale incluso que todo arbol que se sabe que satisface alguna de las condiciones mencionadas
en 2., 3. y 4. también satisface las otras dos. Diremos que un arbol asi es compatible con G.

La caracterizacién de los grafos conexos dualmente cordales dada por 3. puede ser reescrita
de la siguiente manera:

Teorema 1.15. [13] Un grafo conexo G es dualmente cordal si y solo si G posee un drbol gen-
erador T de modo que, para todo xy € E(G) y todo z en el xy-camino de T, xz € E(G) e
yz € E(G).

Nos encontramos ahora en una mejor posicién para entender por qué los grafos dualmente
cordales son llamados de esa manera. El Teorema 1.14 implica que un grafo G es dualmente
cordal si y sélo si C(G) puede ser representada como una familia de subarboles de un arbol. Por
otro lado, el Teorema 1.6 implica que G es cordal si y sélo si la familia dual de C(G) puede ser
representada como una familia de subarboles de un arbol.

Finalmente, se incluye otra caracterizacion de los grafos dualmente cordales. Esta también
involucra a los cliques.

Teorema 1.16. [6/ Un grafo G es dualmente cordal si y sdlo si G es clique-Helly y K(G) es
cordal.
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Figura 1.5: Un grafo cordal G y su grafo clique. En color, las aristas de un arbol compatible de
K(G). El amarillo corresponde al subarbol inducido por N ()[Cs].

1.2.1. Subclases de los grafos dualmente cordales
Grafos doblemente cordales

Un grafo G es doblemente cordal si es tanto cordal como dualmente cordal. Como tal, debe
poseer un orden de eliminacién perfecto y un orden de vecindades méaximas.

Un vértice v es doblemente simplicial si es simplicial y tiene un maximo vecino. Un orde-
namiento v1vs...v, de los vértices de G es doblemente perfecto si, para todo 1 < i < n, v; es
doblemente simplicial en G;. Podemos hacer uso de un orden asi para caracterizar a los grafos
doblemente cordales.

Teorema 1.17. [3] Un grafo G es doblemente cordal si y sdlo si G posee un orden doblemente
perfecto.

Grafos fuertemente cordales

Sean G un grafo y v un vértice simple de él. Por definicién, sabemos que el conjunto
{Nu] : w € N[v]} estd totalmente ordenado por inclusién. Entonces, existe un vértice w
tal que N[u] C N[w] para todo u € Nv]. Luego, w es un maximo vecino de v.

Se concluye a partir de un razonamiento de este tipo que todo orden de eliminacién simple
es un orden de vecindades maximas. Por lo tanto, los grafos fuertemente cordales constituyen
una subclase de la de los grafos dualmente cordales. Méas aun, todo orden de eliminacién simple
es doblemente perfecto, por lo que los grafos fuertemente cordales también estan contenidos en
la clase de grafos doblemente cordales.

Existe una conexién aun maés fuerte entre los grafos fuertemente cordales y los dualmente
cordales, que se deduce de las dos proposiciones que siguen.

Proposicién 1.18. [13] Sea G un grafo cordal que no es clique-Helly. Entonces, G posee al
3-sol como subgrafo inducido.

Proposicién 1.19. [13] Sea G un grafo cordal y clique-Helly tal que K(G) no es cordal. En-
tonces, para algun k > 4, G tiene al k-sol como subgrafo inducido.
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Como consecuencia del Teorema 1.16 y la caracterizacién de los grafos fuertemente cordales
por subgrafos inducidos prohibidos, se concluye a partir de las ultimas dos proposiciones que
todo subgrafo inducido de un grafo fuertemente cordal es dualmente cordal. Luego, los grafos
fuertemente cordales son grafos dualmente cordales hereditarios.

Ademas, los ciclos de longitud mayor o igual que cuatro y los soles no son grafos dualmente
cordales, por lo que ninguno de ellos puede ser subgrafo inducido de un grafo dualmente cordal
hereditario. Luego, se desprende la siguiente caracterizacién:

Teorema 1.20. Un grafo G es fuertemente cordal si y solo si es un grafo dualmente cordal
hereditario.

Grafos dualmente DV y dualmente RDV

Dado que los grafos dualmente cordales pueden ser definidos como los grafos clique de los
grafos cordales, es a priori posible que la imagen por el operador clique de ciertas subclases de
los grafos cordales dé lugar a nuevas subclases de los grafos dualmente cordales.

Esto no es cierto en muchos casos. Por ejemplo, K(DOBLEMENTE CORDALES) = DOBLE-
MENTE CORDALES [3|, K(FUERTEMENTE CORDALES) = FUERTEMENTE CORDALES
1Y K(UV) = CORDALES [25].

No obstante, si obtenemos nuevas subclases cuando usamos a los grafos DV y RDV.

Un grafo G es dualmente DV si es el grafo clique de algin grafo DV. Es dualmente RDV si
es el grafo clique de algtin grafo RDV'. Al igual que los grafos dualmente cordales, ambas clases
poseen una estructura arbérea que las caracteriza.

Teorema 1.21. Sea G un grafo conexo. Entonces:

(a) G es dualmente DV si y sdlo si G posee un drbol generador T dirigible de modo que todo
clique de G induzca un camino dirigido de T

(b) G es dualmente RDV si y sdlo si G posee un drbol generador T dirigible y enraizable de
modo que todo clique de G induzca un camino dirigido de T.

Un érbol dirigido como el descrito en (a) recibe el nombre de DV drbol compatible; y uno
como el descrito en (b) recibe el nombre de RDV drbol compatible.

Asi como los soles pueden ser usados para establecer la diferencia entre los grafos cordales,
DV v RDV | los grafos clique de los soles nos permiten diferenciar a sus clases duales.

La rueda Wy, n > 4, es un grafo tal que V(W,,) = {u,v1,...,v,}, donde {v1,...,v,} induce
un ciclo sin cuerdas y u es un vértice universal. Es facil comprobar que, para todo k > 4, el
grafo clique del k-sol es W.

Usando el Teorema 1.21, se puede verificar que, para todo k impar, W} es dualmente cordal
pero no dualmente DV y, para todo k par, W} es dualmente DV pero no dualmente RDV'.
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Capitulo 2

Vértices excéntricos especiales en
grafos cordales, dualmente cordales y
sus subclases

En este capitulo, se encontraran analogias entre los ordenamientos en los grafos cordales,
doblemente cordales, fuertemente cordales, cordal-potentes y dualmente cordales y entre los
vértices que los distinguen. Esto se hard principalmente a través del estudio de los vértices
excéntricos, como se verd en los Teoremas 2.3, 2.7, 2.9, 2.10 y 2.13.

En primer lugar, notemos que los vértices simpliciales y los vértices con maximos vecinos
suelen ser vértices dominados. Nos concentraremos a partir de ahora en aspectos métricos de los
grafos, por lo que la siguiente proposicion es de nuestro interés:

Proposicion 2.1. Sean G un grafo y u,v,w,x vértices de G tales que w es diferente a los otros
tres y w estd dominado por x. Entonces, dg—(u,v) = dg(u,v).

Demostracion. Sino existe ningiin uv-camino en G, entonces dg_,, (u,v) = dg(u,v) = oo.

En caso contrario, sea P un wv-camino en G con longitud minima. Si w no es un vértice de
P, entonces P es también un camino en G — w y, por ende, dg_,(u,v) = dg(u,v).

Si w es un vértice de P, sea yi...y;wyit+1...y; el orden de los vértices en P, de modo que
y1 = u e y; = v. Demostremos ahora que = no es un vértice de P. Como w estd dominado por z,
Yi, Yi+1 € Nlz]. Si existe k tal que k < i e y; = x, entonces y1...yxYi+1...y; €8 un uv-camino que
es mas corto que P, lo cual es absurdo. Por lo tanto, para todo 1 < k < i, y; # x. Similarmente,
paratodo i+ 1<k <j, yr # x.

Se infiere de todo lo anterior que yi...y;xy;41...y; €s un uv-camino en G — w que tiene la
misma longitud que P. Luego, la igualdad dg—_q,(u,v) = dg(u,v) se cumple.

O

Hay algo més que se puede demostrar acerca de la remocién de vértices dominados. Aunque
no todas las clases que se han mencionado hasta ahora son hereditarias, puede verse que todas
ellas son cerradas bajo la operacion de remover vértices dominados.

Proposicién 2.2. Sean G un grafo cordal/dualmente cordal/doblemente cordal/cordal-potente/
fuertemente cordal y v un vértice de G dominado por otro wvértice w. Entonces, G — v es
cordal/dualmente cordal/doblemente cordal/cordal-potente/fuertemente cordal.
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Demostracion. Como las clases de grafos cordales y fuertemente cordales son hereditarias, la
prueba es directa si G es cordal o si G es fuertemente cordal. Consideremos ahora los casos
restantes:

G es dualmente cordal: Sea C' un clique de G —v. Definamos a C’ de manera que C' = CU{v}
si C' C Ng[v] y C" = C en caso contrario. Es simple ver que C’ es un clique de G.

Probemos ahora que G — v es clique-Helly y que K (G — v) es cordal.

Sean C4, Cy, ..., Cy, cliques de G — v que se intersecan de a pares. Entonces, C1, CY, ..., C!, son
cliques de G que se intersecan de a pares. Como G es dualmente cordal, G es clique-Helly, por
lo que se puede tomar un vértice u € C;NCHN...NCYJ,. Siu # v, entonces u € C1NCyN...NCh,.
Si u = v, entonces, para todo 1 < i < n, w € C!, ya que v estd dominado por w. Por lo tanto,
weCiNCyn..NCy,.

Luego, G — v es clique-Helly.

Se deduce del razonamiento anterior que, dados C1,Co € C(G — v), C1 N Cy # ( si y s6lo
si C1 N CY # 0. Por lo tanto, K(G — v) es un subgrafo inducido de K(G). Debido a que G es
dualmente cordal, se sabe que K (G) es cordal. Luego, K (G — v) es cordal.

Por el Teorema 1.16, G — v es dualmente cordal.

G es doblemente cordal: Ya sabemos de lo anterior que G — v es cordal y también dualmente
cordal. Luego, G — v es doblemente cordal.

G es cordal-potente: Sabemos que G — v es cordal. Veamos ahora que (G —v)? = G — v.

Es claro que toda arista de (G —v)? es también una arista de G2 —v. Para probar lo reciproco,
basta con aplicar la Proposicion 2.1.

Entonces, (G — v)? es un subgrafo inducido de G2, el cual es cordal. Por lo tanto, (G — v)
es cordal.

Luego, G — v es cordal-potente.

2

O]

Volvamos a los grafos cordales. Como se ha visto en el Capitulo 1, la existencia de un orden de
eliminacién perfecto en un grafo cordal es una consecuencia directa del Teorema 1.2. El Teorema
1.2 es un resultado clasico en la historia de los grafos cordales. Pero luego se demostraron otras
propiedades que son mas especificas a la hora de establecer en qué parte del grafo se puede
encontrar un vértice simplicial. Por ejemplo:

Teorema 2.3. [9] Sean G un grafo cordal y v € V(G). Entonces, v posee un vértice excéntrico
que es simplicial.

Demostracion. Se incluye una demostraciéon debido a la importancia de este teorema en el
desarrollo del capitulo.

La demostracién es trivial si G posee un vértice inicamente, por lo que supondremos que G
tiene al menos dos vértices.

Se probara primero que existe un orden de eliminacién perfecto de G tal que v es su ultimo
vértice.

Si G es completo, entonces cualquier orden de los vértices de G es perfecto. En particular,
lo es uno que termine en v.

Si G no es completo, existen entonces dos vértices simpliciales v; y vy no adyacentes. Se
puede suponer sin pérdida de generalidad que v # v1. Entonces, hacemos que vy sea el primer
vértice del orden de eliminacién perfecto. Para obtener el segundo vértice del orden, se repite el
mismo razonamiento, esta vez sobre el grafo G — v;. Luego, se continida removiendo los vértices
obtenidos, siempre utilizando el mismo criterio, hasta que el orden de eliminacién perfecto quede
completo.
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Sean v1...v,_1vn, Uy = v, el orden obtenido y v; el vértice excéntrico de v que aparece primero
en el orden. Probaremos ahora que v; es simplicial en G.

Supongamos que v; no es simplicial en G. Entonces, existen dos vértices no adyacentes z e
y en N[v;]. Como v; es simplicial en G;, x ¢ V(G;) o y ¢ V(G;). Supongamos sin pérdida de
generalidad que « ¢ V(G;) y que = = v;, para algin i < j. Dado que v; es simplicial en Gj,
la vecindad cerrada de v; en G; estd contenida en la vecindad cerrada de v; en G;. Entonces,
la distancia entre v; y v en G; es mayor o igual que la distancia entre v; y v en G;. Podemos
concluir, aplicando la Proposicién 2.1 tantas veces como sea necesario, que la distancia entre v;
y v en G es mayor o igual que la distancia entre v; y v en G.

Por lo tanto, como v; es excéntrico de v en G, v; es también excéntrico, lo cual contradice
la manera en que v; fue elegido.

Luego, v; es simplicial.

Figura 2.1: Un 4-sol, un vértice v y un vértice simplicial w que es excéntrico de v.

Es interesante ver que el Teorema 2.3 implica el Teorema 1.2.

El Teorema 2.3 claramente implica la existencia de un vértice simplicial. Sea v un vértice
simplicial de G. Si ecc(v) < 1, entonces G es completo. Si ecc(v) > 1, sea w un vértice simplicial
de G que es excéntrico de v. Entonces, v y w son dos vértices simpliciales no adyacentes.

El Teorema 2.3 constituye la base de este capitulo. Serd de nuestro interés determinar si es
posible encontrar un resultado andlogo acerca de los grafos dualmente cordales. Més especifi-
camente, dados un grafo dualmente cordal G y v € V(G), nos preguntamos si v posee un
vértice excéntrico con maximo vecino. Esto resultard ser cierto y no demasiado complicado de
demostrar. Como resultado, se desprenderan otras propiedades reminiscentes de algunas de las
que aparecen en la literatura sobre grafos cordales. Probarlas requerird de algunos resultados
previos.

Lema 2.4. [3] Sean G un grafo dualmente cordal y A C V(G) de modo que d(x,y) < 2 para
todo par de elementos x ey de A. Entonces, existe un vértice w tal que A C Nw].

Lema 2.5. [3] Sea G un grafo dualmente cordal. Entonces, G es cordal.
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Lema 2.6. Sean G un grafo dualmente cordal y v un vértice simplicial de G*. Entonces, v tiene
un mdzrimo vecino en G.

Demostracién. Como v es simplicial en G2, la distancia en G entre todo par de vértices de N% [v]
es menor o igual a dos. Entonces, por el Lema 2.4, existe un vértice w tal que NZ[v] C Nglw].
Por lo tanto, w es un maximo vecino de v. O

Se puede demostrar ahora el primer resultado de importancia.

Teorema 2.7. Sean G un grafo dualmente cordal y v un vértice de G. Entonces, existe un
vértice excéntrico de v con mdxrimo vecino.

Demostracidn. Supongamos primero que eccg(v) es impar y sea v’ un vértice excéntrico de v en
G. Como G? es cordal, el Teorema 2.3 implica que existe un vértice w que es simplicial en G? y
es excéntrico de v en G2. Entonces, por el Lema 2.6, w tiene un méximo vecino en G. Probemos
ahora que w es también excéntrico de v en G.

Notar primero que, por la definicién de G?, si dos vértices estdn a distancia k en G, la

distancia en G? entre ellos es % si k es par o % si k es impar. Por lo tanto, como eccg(v) es

impar, dg2(v,v") = % Ademas, todo vértice excéntrico de v en G es también excéntrico

de v en G?. Entonces, v’ es excéntrico de v en G2 y, por ende, la excentricidad de v en G? es igual

1 sz ‘ . 1
a % Ya que w es también excéntrico de v en G?, se deduce que d¢2 (v, w) = %

Usando la definicién de G2 nuevamente y que dg2 (v, w) = %2”)“, se obtienen dos posibles

valores para dg (v, w), a saber, eccq(v) y eccg(v) + 1. Por lo tanto, dg(v,w) > eccg(v). Ademas,
la definicién de excentricidad implica que dg (v, w) < eccg(v). Luego, dg(v, w) = eccq(v) y, por
ende, w es el vértice buscado.

Si eccg(v) es par, sea G’ el grafo obtenido a partir de G agregando un nuevo vértice v* y
haciéndolo adyacente a v. Entonces, G’ es dualmente cordal. De hecho, si v1...v;,, es un orden de
vecindades méximas de G, v*v;...v,, es un orden de vecindades maximas de G'. Como eccg(v) es
par, se cumple que eccg(v*) es impar y, por el caso previo, existe un vértice u con un maximo
vecino en G’ tal que dgr(v*,u) = eccer(v*). Es claro que u es excéntrico de v en G. Veamos
ahora que u tiene un méaximo vecino en G.

Sea w un méximo vecino de u en G'. Si w = v*, entonces u = v. Como v* es un maximo
vecino de v, v* domina a v. Dada la forma en que G’ fue construido, v domina a v* también.
Asi, Ngi[v] = Ngr[v*] = {v,v*}. Se infiere que v no es adyacente a ningin otro vértice de G y
que, por ende, es un maximo vecino de si mismo en G.

Si w # v*, entonces w € V(G). La inclusién N2, [u] € Ne[w] implica que NZ[u] € Nglw].
Luego, w es un maximo vecino de u en G.

Si eccq(v) = oo, entonces G no es conexo. Sea w un vértice con maximo vecino en una

componente conexa de GG diferente a la de v. De esta manera, w es el vértice que se buscaba.
O

Asi como hemos visto que el Teorema, 2.3 puede ser usado para probar propiedades basicas de
los grafos cordales, podemos ver ahora que el Teorema 2.7 tiene el mismo nivel de utilidad y nos
permite encontrar conexiones entre los enfoques por los cuales los grafos cordales y dualmente
cordales pueden ser estudiados.

Corolario 2.8. Sea G un grafo dualmente cordal con mds de un vértice. Entonces,

(a) G es completo o posee dos vértices no adyacentes tales que cada uno de ellos tiene un
maximo vecino.
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(b) Ewisten dos vértices v1 y ve, ambos con mdximo vecino, tales que d(vi,ve) = diam(QG).

Demostracion.

(a): Sea v un vértice de G con maximo vecino. Si ecc(v) = 1, entonces v es universal y todo
vértice de G tiene a v como maximo vecino. Por lo tanto, G es completo o existen dos vértices
no adyacentes que tienen a v como maximo vecino. Si ecc(v) > 1, sea w un vértice excéntrico
de v con maximo vecino. Entonces, v y w son dos vértices no adyacentes y cada uno tiene un
maximo vecino.

(b): Sean k = diam(G) y x,y dos vértices tales que d(z,y) = k. Entonces, existe un vértice vq
con maximo vecino que es excéntrico de z, por lo que d(x,v1) = k. Asimismo, existe un vértice
v9 con maximo vecino que es excéntrico de vy. Luego, d(vy,v2) = k. O

En lo que resta del capitulo, se realizardn estudios similares sobre grafos cordal-potentes,
doblemente cordales y fuertemente cordales. Como queda claro qué nos proponemos, se proced-
erd directamente a enunciar los teoremas y demostrarlos.

Teorema 2.9. Sean G un grafo cordal-potente y v € V(G). Entonces, v posee un vértice
excéntrico que es p-simplicial.

Demostracion. Como consecuencia del Teorema 1.9, existe un orden p-perfecto vi...v, de G tal
que v, = v.

Supongamos primero que eccg(v) es impar.

Sea v; el primer vértice excéntrico de v en aparecer en el orden. Como v1...v, es un orden de
eliminacién perfecto de GG, podemos repetir los argumentos de la prueba del Teorema 2.3 para
concluir que v; es simplicial en G.

Por construccién, v1...v,, es también un orden de eliminacién perfecto de G2. Ya que ecc(v)
es impar, v; es el primer vértice excéntrico de v en G? que aparece en el orden. Se pueden aplicar
los mismos argumentos de nuevo para concluir que v; es simplicial en G?. Luego, v; es un vértice
p-simplicial de G.

Si ecca(v) es par, se construye el grafo G’ de la misma manera que en la demostracién del
Teorema 2.7. Entonces, G’ es cordal-potente y v*v1...v, es un orden de eliminacién p-perfecto
de G'. También se verifica que eccgr (v*) es impar.

Se puede obtener, utilizando la primera parte de esta demostracién, un vértice w que es
p-simplicial y excéntrico de v* en G'. Por la Proposicién 2.1, las distancias entre vértices de G
son las mismas en G y en G’. Se infiere de esto que w es también p-simplicial en G. Finalmente,
es claro que w es un vértice excéntrico de v en G.

Si eccg(v) = oo, se puede tomar un vértice p-simplicial en una componente conexa de G
diferente de la de v y claramente resultard ser excéntrico de v.

O

Teorema 2.10. Sean G un grafo doblemente cordal y v € V(G). Entonces, existe un vértice
excéntrico de v que es doblemente simplicial.

Demostracién. Como G es dualmente cordal, G? es cordal segtin el Lema 2.5. Por lo tanto, G
es cordal-potente. Por el Teorema 2.9, existe un vértice w que es simplicial tanto en G' como en
G? y que es excéntrico de v. Por el Lema 2.6, w posee un maximo vecino en G, por lo que w es
un vértice doblemente simplicial. ]

Corolario 2.11. Sea G un grafo cordal-potente/doblemente cordal con mds de un vértice. En-
tonces,
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(a) G es completo o existen dos vértices p-simpliciales/doblemente simpliciales no adyacentes.

(b) Ezisten dos vértices p-simpliciales/doblemente simpliciales v1 y ve tales que d(vi,ve) =
diam(G).

Se omiten las demostraciones porque pueden obtenerse a partir de argumentos casi idénticos
a algunos de los ya usados con anterioridad.

Sélo resta considerar a la clase de los grafos fuertemente cordales.

Lema 2.12. Sean G un grafo y u,v,w tres vértices de G tales que w es un mdzrimo vecino de
v, ecc(w) > 1 y 2 < d(u,v) < oo. Entonces, d(u,v) = d(u,w) + 1 y el conjunto de vértices
excéntricos de w es itgual al conjunto de vértices excéntricos de v.

Demostracion. Si d(u,v) = 2, entonces d(u,w) = 1 debido a la definicién de maximo vecino.
Supongamos ahora que d(u,v) > 2. Por la desigualdad triangular, d(u,v) < d(u,w) + d(w,v),
es decir, d(u,v) < d(u,w) + 1.

Sea vvivs...u un vu-camino de minima longitud. Entonces, wvs...u es un wu-camino de
longitud d(u,v) — 1. Por lo tanto, d(u,v) — 1 > d(u,w), o sea, d(u,v) > d(u,w) + 1. Luego, la
igualdad d(u,v) = d(u,w) + 1 es verdadera. Combinemos esto con la desigualdad ecc(w) > 1
para deducir que todo vértice excéntrico de v estd a una distancia mayor o igual que tres de v.
Por consiguiente,

d(v,u) = ecc(v) & d(v,u) = maz{d(v,z) : x € V(G)} < d(v,u) =
maz{d(v,z): z € V(G), d(v,z) >3} & dw,u)+1=
maz{d(w,z)+1: z € V(G), dlw,x) > 2} & d(w,u) = maz{d(w,z) : =€ V(G), dlw,z) > 2}
< d(w,u) = mazx{d(w,z) : z € V(G)} < d(w,u) = ecc(w)
O

Teorema 2.13. Sean G un grafo fuertemente cordal y v € V(G). Entonces, existe un vértice
excéntrico de v que es simple.

Demostracion. La prueba serd por induccién sobre n = |V(G)|. El enunciado del teorema es
obviamente valido para el caso de n = 1. Supongamos ahora que siempre es verdadero cuando
n = k, siendo k£ un nimero mayor o igual que 1, y que G es un grafo fuertemente cordal con
k + 1 vértices. Supongamos también que G es conexo pues, en caso contrario, la demostracién
es trivial. La prueba se divide en casos.

Caso 1: G posee un vértice universal.

Sea w un vértice universal de G. Si w es simple, entonces G es completo por ser w un vértice
simplicial universal. Por lo tanto, la existencia de un vértice excéntrico y simple es evidente. Si
w no es simple y v = w, el hecho de que w sea universal implica que cualquier vértice simple de
G es un vértice excéntrico de v.

Supongamos ahora que v # w y que w no es simple. Consideremos al grafo fuertemente
cordal G —w. En caso de que G — w no sea conexo, cualquier vértice simple de G — w localizado
en una componente conexa diferente de la de v es un vértice simple excéntrico de v en G. Si
G — w es conexo, podemos aplicar la hipdtesis inductiva a este grafo para obtener un vértice u
que sea simple y excéntrico de v en G — w. No es dificil ver que u es simple y excéntrico de v
también en G.

Caso 2: (G no tiene vértices universales.
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Caso 2.a: v es simple.

Al ser v simple, podemos tomar un vértice v’ que sea maximo vecino de v. Entonces, v # v’
porque v no es universal. Por hipétesis inductiva, existe un vértice w que es simple y excéntrico
de v' en G — v. Notar que d(v',w) > 2 porque, en caso contrario, v' serfa un vértice universal
de G. Como v/ es un maximo vecino de v en G vy, por ende, N2[v] C N[v'], concluimos que
d(v,w) > 3. Por lo tanto, las vecindades cerradas de los vértices en N|w] son las mismas en G
y en G — v, lo cual implica que w también es simple en G. Por el Lema 2.12; w es excéntrico de
v también en G.

Caso 2.b: v no es simple y existe un vértice simple que no es adyacente a v.

Sea w un vértice simple que no es adyacente a v. Si w es excéntrico de v, no hay nada mas
que ver. Si no, consideremos al grafo fuertemente cordal G — w que, por hipétesis inductiva,
posee un vértice simple w’ que es excéntrico de v. Entonces, a causa de la Proposicién 2.1, w’
es también excéntrico de v en G, por lo que basta probar que w’ es simple en G.

Supongamos por el contrario que w’ no es simple en G. Veamos primero que w € N2 [w'].
Como w’ no es simple, existen vértices uy y ug en N[w'] tales que Nui] € Nlug] y Nlug] € Nu].
Si u; = w o uz = w, entonces w estd en N[w'] y, con mayor razén, en N2[w'].

Siup # wy us # w, entonces uj; y us estan en la vecindad cerrada de w’ en G — w. Como
w' es simple en G — w, podemos suponer sin pérdida de generalidad que Ng_q[u1] C Ng_q[ug).
Si w & Nglui], entonces Ng[u1] € Nglusg], contradiciendo lo que se supuso previamente. Por lo
tanto, w € Ng[u1], lo cual, sumado a que u; € Ng[w'], implica que w € N?[w/].

Sea u un méximo vecino de w en G. Entonces, u € Ng[w'] y, por ende, d(v,w’) < d(v,u)+1.
Aplicando el Lema 2.12, se obtiene que d(v,w’) < d(v,w), lo cual contradice que w no es un
vértice excéntrico de v.

Luego, w’ es necesariamente simple en G.

Caso 2.c: v no es simple y es adyacente a todos los vértices simples de G.

Probemos que diam(G) < 2. Supongamos por el contrario que diam(G) > 3. Sean z e y
vértices tales que d(x,y) = diam(G). Entonces, {z,y} ¢ N[v], por lo que podemos suponer
sin pérdida de generalidad que = ¢ N[v]. Como todos los vértices simples son simpliciales y
adyacentes a v, concluimos que ninguno de ellos es adyacente a x. Entonces, por caso 2.b, x
posee un vértice 2’ simple y excéntrico, por lo que d(z,z") = diam(G). Por caso 2.a, sabemos
que z’ posee un vértice 2" simple y excéntrico, de modo que d(z’,2") = diam(G). Como 2" y z”
son ambos adyacentes a v, concluimos que d(z’, 2”) < 2, lo cual es absurdo. Luego, diam(G) < 2.

Al ser G dualmente cordal, podemos aplicar el Lema 2.4 para concluir que G posee un vértice
universal, lo cual es una contradiccion. Luego, el caso 2.c no puede ocurrir.

No quedan maés casos por analizar, por lo que la demostracién esta completa.

Corolario 2.14.
Sea G un grafo fuertemente cordal con mds de un vértice. Entonces,

(a) G es completo o posee dos vértices simples no adyacentes.

(b) Euxisten dos vértices simples v1 y vy tales que d(vi,v2) = diam(Q).
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Figura 2.2: Un grafo fuertemente cordal, un vértice v y un vértice simple w que es excéntrico de
v.
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Capitulo 3

Separadores minimales de vértices
de grafos dualmente cordales

Hemos visto antes varias de las caracterizaciones de los grafos dualmente cordales, siendo
la mayoria de ellas en términos de cliques y de vecindades. Sin embargo, no mucho se conocia
acerca de los separadores de vértices de estos grafos. Por eso, uno de los propédsitos de este
capitulo es estudiar los separadores minimales de vértices de los grafos dualmente cordales para
determinar si las propiedades que se conocen sobre cliques y vecindades tienen su correlato con
otras sobre separadores minimales de vértices no conocidas hasta este momento.

El capitulo posee cuatro secciones. En la primera seccion, se estudia la relacién entre los
arboles compatibles y los separadores minimales de vértices. En la segunda seccién, se encuen-
tran propiedades de los separadores minimales de vértices que estdn contenidos en vecindades
cerradas. En la tercera seccién, se ve como lo probado en la primera seccion puede ser utilizado
para caracterizar a los grafos dualmente cordales. Algunas de las caracterizaciones son usadas en
la dltima seccién para obtener una nueva demostracion acerca de los grafos dualmente cordales
hereditarios, es decir, acerca de los grafos fuertemente cordales.

Todo los grafos considerados se supondran conexos para facilitar la escritura de las demostra-
ciones de las propiedades que se tratardn. En todo caso, no es dificil extenderlas a grafos no
conexos si son aplicadas a cada una de las componentes conexas.

3.1. Separadores minimales de vértices y arboles compatibles

Hemos visto que los arboles compatibles poseen muchas propiedades interesantes, lo cual
ayuda a explicar por qué son tan utiles para modelar a los grafos dualmente cordales. Cuanto
mas sabemos acerca de ellos, mas evidente se vuelve la importancia que tienen.

En esta seccién, veremos que los separadores minimales de vértices se relacionan con los
arboles compatibles de una manera muy similar a la que éstos lo hacen con los cliques y las
vecindades. Mas especificamente, el principal objetivo es demostrar que todo separador minimal
de vértices induce un subarbol de todo arbol compatible.

Teorema 3.1. Sean G un grafo dualmente cordal, T un drbol compatible con G, u,v dos vértices
de G y S un uv-separador minimal. Entonces, S induce un subdrbol de T.

Demostracion. Si S consiste solamente de un vértice, entonces la demostracién es trivial. En
caso contrario, necesitamos probar que, todo par de vértices distintos x e y en .S satisface que
T[x,y] € S. Si T[z,y] = {z,y}, entonces la inclusién es clara.
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Consideremos ahora el caso de que T'[z,y] # {z,y}. Supongamos que T'[x,y] no es un sub-
conjunto de S y sean z un vértice en T'(z,y) \ S, 2’ el dltimo vértice que precede a z en T'(z,y)
tal que 2’ € S e ¢y el primer vértice posterior a z en T(x,y) tal que ' € S. De esta manera,
T,y )nS=0.

Proseguimos con la demostracion de una serie de hechos:

e u & T[x',v]: Supongamos por el contrario que u € T'[x/,v]. Sean v1vy...v,, V1 = U, vy = v,
un uv-camino tal que su Gnico vértice en S es &’ e i = max {j : v € T[v;,v]}.

Consideremos ahora al grafo T'— u. Si v; ¥ v;41 estuvieran en la misma componente conexa
de T — u, entonces u € T'[viy1,v] (ver Figura 3.1), lo cual contradirfa la definicién de . Por lo
tanto, v; y viy1 estan en diferentes componentes conexas de T'—u y se infiere que u € T'[v;, vi41].

Figura 3.1: Si u € T'[v;,v] y v; ¥ vi+1 estdn en la misma componente conexa de T — u, entonces
u € Tvit1,v].

Podemos aplicar el Teorema 1.15 para concluir que u es adyacente a v;41. Entonces, uv;1...v
es un uv-camino que, por construccién, no contiene a z’ y, por ende, no contiene a ningtin vértice
de S, contradiciendo el hecho de que S es un uwv-separador.

Luego, u & T[z', v].

e Con similar razonamiento, se demuestra que u & T[y',v], v € Tu,z'] y v & T[u,y/].

e T'(z',y') estd contenido en la misma componente conexa de G — S que u: Sean G[A] y G[B]
las componentes conexas de G— S que contienen a uy a T'(z',y), respectivamente. Consideremos
el grafo T — T'(«',y).

Si A interseca a més de una componente conexa de T'—T'(z’, "), podemos elegir dos vértices
v1,v2 € A tales que vy es adyacente a vy y que estan en diferentes componentes conexas de
T —T(2',y"). Entonces, T(v1,v2) NT(2',y') # 0. Sea w un vértice de esa interseccién. Por el
Teorema 1.15, w es adyacente a v y a vg, por lo que w € A. Luego, AN B # (), lo cual implica
que A = B.

Supongamos ahora que A interseca a solamente una componente conexa de T'—T'(z’,3/). Sea
D el conjunto de vértices de dicha componente. Como ' e 3’ estdn en diferentes componentes
conexas de T—T(2',y'), 2’ € D oy’ ¢ D. Supongamos sin pérdida de generalidad que y' ¢ D. Ya
que S es un uv-separador minimal e iy’ € S, ¢’ es adyacente a un vértice w € A. Siw € T(2',y),
entonces AN B # () y por ende A = B. Siw ¢ T(2/,y'), entonces w € D lo cual, combinado con
el hecho de que ¢ ¢ D, implica que existe un vértice w’ € T(w,y’)NT(z',y’). Al ser T un arbol
compatible, w es adyacente a w’ y, por ende, estos dos vértices estan en la misma componente
conexa de G — S. Por lo tanto, AN B # (), lo cual implica que A = B.

e Podemos demostrar con un argumento similar que T'(z/,y’) estd contenido en la misma
componente conexa de G — S que v.
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Los ultimos dos hechos implican que u y v estdn contenidos en la misma componente conexa
de G — S, lo cual contradice que u y v estén separados por S.

Luego, T'[z,y] C S. Esto es lo que necesitdbamos para completar la demostracion.
O

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es que todo separador minimal de vértices
de un grafo dualmente cordal induce un subgrafo conexo. Hay mas cosas que se pueden concluir.

Proposicién 3.2. [12] La familia de todos los subdrboles de un drbol es Helly.
Estamos entonces en condiciones de enunciar el siguiente corolario:

Corolario 3.3. Sea G un grafo dualmente cordal. Entonces, S(G) es Helly, su grafo de inter-
seccion es cordal y todo miembro de S(G) induce un subgrafo conezxo de G.

Se probara en la tercera seccion de este capitulo que el reciproco también es verdadero.

3.2. Separadores minimales de vértices y vecindades

Esta seccién gira en torno a tres cuestiones, a saber, cémo y dénde pueden encontrarse
separadores minimales de vértices contenidos en la vecindad cerrada de algin vértice; y cudles
son las condiciones necesarias y suficientes para que todo separador minimal de vértices de un
grafo dualmente cordal esté contenido en la vecindad cerrada de un vértice, siendo esta tltima
pregunta respondida en el Teorema 3.6.

Como forma de empezar, notemos que la caracterizaciéon de los grafos cordales dada por el
Teorema 1.1 implica que, dados dos vértices no adyacentes u y v, existe otro vértice w cuya
vecindad cerrada (exceptuando a u y a v de ser necesario) separa a u y a v. En lo que sigue,
veremos que lo mismo vale para los grafos dualmente cordales.

Teorema 3.4. Sean u yv dos vértices no adyacentes de un grafo dualmente cordal G. Entonces,
existe un vértice w, w # u y w # v, tal que N[w]\ {u,v} es un uv-separador.

Demostracion. Sea T un arbol compatible con G. Notar que v y v no son adyacentes en T
porque no lo son en G, por lo que T'(u,v) no es vacio. Sea w cualquier vértice de T'(u,v). Si P es
un wv-camino en GG, entonces P contiene vértices en diferentes componentes conexas de T — w.
Esto implica que existen dos vértices x; y z2 consecutivos en P tales que w € T'[z1,x2]. Al ser
T compatible con G, {z1,z2} C N[w]. Como, a diferencia de z1 y x2, v y v no son adyacentes,
x1 0 xo pertenece a N[w]\ {u,v}.

Por consiguiente, todo uv-camino en G tiene algtin vértice en Nw]\ {u, v}, es decir, N[w]\

{u,v} es un wv-separador de G.
O

Todo separador de vértices obviamente contiene un separador minimal de vértices lo cual,
combinado con la prueba anterior, da lugar al siguiente corolario:

Corolario 3.5. Sean G un grafo dualmente cordal, T un drbol compatible con G y u y v dos
vértices no adyacentes de G. Entonces, la vecindad cerrada de todo vértice en T(u,v) contiene
un uv-separador minimal.
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Mas alla de lo que este corolario afirma, no resulta cierto que todo separador minimal de
vértices de un grafo dualmente cordal esté contenido en la vecindad cerrada de algin vértice
(ver Figura 3.2).

No obstante, esta propiedad se vuelve verdadera bajo condiciones adicionales. De hecho, ob-
tendremos a continuacién una condicién necesaria y suficiente para que todo separador minimal
de vértices de un grafo dualmente cordal esté contenido en alguna vecindad cerrada.

2 3

N~

N

6 5

Figura 3.2: Un grafo dualmente cordal con las aristas de un arbol compatible coloreadas.
{1,4,7,8} es un 26-separador minimal, pero no esté contenido en la vecindad cerrada de ningin
vértice.

Teorema 3.6. Sea G un grafo dualmente cordal. Entonces, todo separador minimal de vértices
de G estd contenido en alguna vecindad cerrada si y sélo si todo ciclo sin cuerdas de longitud al
menos cuatro estd contenido en la vecindad cerrada de algun vértice.

Demostracion. Supongamos que GG es un grafo dualmente cordal tal que todo separador minimal
de vértices esta contenido en una vecindad cerrada. Sea C' un ciclo sin cuerdas de G de longitud
al menos cuatro, si lo hay, y sean z,y dos vértices no consecutivos de C'. Como hay dos xy-
caminos de longitud al menos dos en C, podemos tomar dos vértices internos v y v de cada uno
de esos caminos. Por cada uv-camino en G no completamente contenido en G[C], elijamos un
vértice z ¢ C. Sean R el conjunto de los vértices elegidos y S = RU {xz,y}.

Probemos ahora que S es un uv-separador. S6lo se necesita ver que todo uv-camino P posee
un vértice en S. Si P no es un camino en G[C], entonces tiene un vértice en S por la forma
en que R fue construido. Ademads, como C no posee cuerdas, hay solamente dos uv-caminos en
G[C], con x e y en cada uno de ellos.

Sea S" un uv-separador minimal contenido en S y sean Py y P» los uv-caminos en G[C] que
contienen a x y a y, respectivamente. Como z es el tnico vértice en SNV (P;) e y es el tinico
vértice en SNV (P,), x e y estdn en S’. Por la hipdtesis, S’ estd contenido en la vecindad cerrada
de un vértice y, por ende, N[z] N N[y] # (. Por lo tanto, d(x,y) = 2. Concluimos entonces que
la distancia entre cualesquiera dos vértices de C' es uno o dos. Por el Lema 2.4, existe un vértice
w tal que C' C N{w].

Reciprocamente, supongamos que todo ciclo sin cuerdas de longitud mayor o igual que cuatro
estd contenido en la vecindad cerrada de algtiin vértice y sea S un separador minimal de dos
vértices no adyacentes a y b. La demostracion de que S esta contenido en una vecindad cerrada
puede ser realizada adaptando la prueba de que un grafo es cordal si y sélo si todo separador
minimal de vértices es completo tal como aparece en [12].
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Sean x e y dos vértices en S. Consideremos un ciclo C' que contenga a x y a y construido
como en [12]. M&s precisamente, se toman dos caminos xay...a,y € yb;...byx en los que, para todo
1 <i <7, a; estd en la misma componente conexa de G — S que a y, para todo 1 < i <t, b;
estd en la misma componente conexa de G — S que b, y tales que sus longitudes son lo minimo
posible. De esta manera, C' es el ciclo zaq...a,yb1...byx.

Si C tiene una cuerda, entonces zy es dicha cuerda, por lo que z e y son adyacentes. Si C
no tiene cuerdas, entonces estd contenido en la vecindad cerrada de algin vértice w y, por ende,
rwy es un ry-camino de longitud dos.

Por lo tanto, para todo par z,y € S, d(z,y) < 2. Por el Lema 2.4, S estd contenido en la
vecindad cerrada de algtn vértice. O

Si C es un ciclo de longitud cuatro o cinco, entonces dos vértices cualesquiera de €l estan a
una distancia no mayor que dos, por lo que, por el Lema 2.4, C esta contenido en la vecindad
cerrada de alguin vértice. Se obtiene asi el siguiente corolario:

Corolario 3.7. Sea G un grafo dualmente cordal tal que G es cordal o todo ciclo sin cuerdas de G
tiene longitud a lo sumo cinco. Entonces, todo separador minimal de vértices de G estd contenido
en la vecindad cerrada de algun vértice.

Es consecuencia de esto, que si un grafo dualmente cordal posee un separador minimal de
vértices no contenido en ninguna vecindad cerrada, entonces el grafo debe contener un ciclo sin
cuerdas de longitud mayor o igual que seis no contenido en una vecindad cerrada. En la Figura
3.2, ese ciclo es inducido por {1,2,3,4,5,6}.

En lo que resta de esta seccién, se estudiard un caso particular de separadores minimales
de vértices de grafos dualmente cordales contenidos en una vecindad cerrada, que son aquellos
cuyos vértices equidistan de algin otro vértice. Resultard de mucha utilidad vincular a este
asunto con la propiedad Helly.

Hasta ahora, tres familias Helly de conjuntos de vértices de un grafo dualmente cordal se
han podido identificar: la familia de cliques, la familia de vecindades cerradas (y discos) y la
familia de separadores minimales de vértices. El hecho de que todo miembro de estas familias
induzca un subédrbol de un arbol compatible fijo implica, por la Proposicién 3.2, que incluso la
union de las tres familias es Helly.

Proposicién 3.8. Sea G un grafo dualmente cordal. Entonces, C(G) U S(G) U D(G) es una
familia Helly.

Esto tiene implicaciones sobre algunas de las cuestiones vistas antes. Cuando se consider6 un
separador minimal de vértices S contenido en la vecindad cerrada de un vértice w, podia ocurrir
que w ¢ S. Ahora veremos que, en los grafos dualmente cordales, w puede ser siempre elegido
de manera que w € S.

Proposicion 3.9. Sea S un separador minimal de vértices de un grafo dualmente cordal tal que
S estd contenido en la vecindad cerrada de algun vértice. Entonces, existe un vértice w tal que
we S ySC Nuw.

Demostracion. Consideremos la familia compuesta por S y las vecindades cerradas de los vértices
en S. Como S estd contenido en la vecindad cerrada de un vértice, esta familia es intersectante.
Entonces, por Proposicién 3.8, existe un vértice w que es elemento de todo miembro de la familia,
es decir, w € S y w estd en la vecindad cerrada de todo vértice de S. Esto iltimo implica que
S C Nw]. O
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Dados v un vértice de un grafo G y un entero no negativo i, se define D(v,i) = {w €
V(G) : d(v,w) = i}. El siguiente resultado es verdadero para todo tipo de grafos:

Lema 3.10. Sean u y v dos vértices no adyacentes de un grafo G tales que d(u,v) = k. Entonces,
para todo 1 < i < k, existe un wv-separador minimal S; contenido en D(v,1).

Demostracion. Probaremos que, para todo 1 <i <k —1, D(v,4) es un uv-separador y que, por
ende, contiene un ww-separador minimal. Veamos que todo uwv-camino vivs...v,, con v1 = u y
v, = v, posee un vértice en D(v,1).

Seam = min {j : d(v;j,v) < i}. Entonces, m > 2. Si d(vm,, v) < i, se tiene, por la desigualdad
triangular, que d(vy,—1,v) < d(Vm—1,Vm) + d(vm,v) < 1+1i. Por lo tanto, d(vy,—1,v) < i, lo cual
contradice la definicién de m. Luego, d(vy,,v) = 1, es decir, vy, € D(v,1). O

En el caso particular de los grafos dualmente cordales, puede verse que ese tipo de separadores
minimales de vértices estd contenido en una vecindad cerrada.

Proposicién 3.11. Sean G un grafo dualmente cordal y V' un subconjunto de V(G) tal que
V' estd contenido en la vecindad cerrada de un vértice w. Si todos los vértices de V' estdn a
distancia i de cierto vértice v &€ V', entonces existe un vértice v; tal que d(v,v;) =i —1y

V/ Q N[’Uz]

Demostracion. Consideremos la familia compuesta por N*~1[v] y la vecindad cerrada de cada
vértice de V'. Como V' C N[w]|, esta familia es intersectante. Por la Proposicién 3.8, existe un
vértice v; que estd en todo miembro de la familia. Por lo tanto, V' C N[v;] y d(v,v;) =i—1. O

Proposicién 3.12. Sean G un grafo dualmente cordal, T un drbol compatible con G, T" un
subdrbol de T yv € V(G)\ V(T"). Si todos los vértices de T estdn a distancia i de v, entonces
existe un vértice v; tal que d(v,v;) =i —1 y V(T") C NJv,].

Demostracion. Consideremos la familia {T[v,w] : w € V(T")} U{V(T")}. Esta familia es inter-
sectante. Entonces, por la Proposicién 3.2, podemos seleccionar un vértice x que esta en todos
los miembros de la familia. Veamos ahora que V(T") C N|z].

Si V(T") = {z}, entonces claramente V(T") C N[z]. En caso contrario, sea w € V(T"),
w # x, y consideremos un vw-camino P en G de longitud i. Sea y el vértice que precede a w
en P, de modo que d(v,y) =i — 1. Veamos ahora que w e y estan en diferentes componentes
conexas de T'— z. Si no fuera asi, como x € Tv,w], x € T[v,y] también. Esto contradice que
v,y € N“"1[v] y que N*~![v] induce un subérbol de T.

Podemos inferir entonces que = € T[w,y]. Como T es compatible con G, concluimos que w
es adyacente a .

De esta manera, la inclusién V(7”) C N[z] queda de manifiesto. Podemos aplicar ahora la
Proposicién 3.11 para deducir la existencia de un vértice v; tal que V(T") C N[v;] y d(v,v;) =
1 — 1. O

Corolario 3.13. Sean G un grafo dualmente cordal y uw y v dos vértices no adyacentes tales
que d(u,v) = k. Si S; es un uv-separador minimal contenido en D(v,1), para algin 1 < i < k,
entonces existe un vértice v; tal que d(v,v;) =i —1 y S; C Nvj].

Demostracion. Al ser G dualmente cordal, podemos tomar un arbol T' compatible con G. Por
el Teorema 3.1, T'[S;] es un subarbol de T'. Entonces, la Proposicién 3.12 aplicada a T'[S;] nos
da el vértice v; que se buscaba. O

Por consiguiente, se puede probar la siguiente propiedad:
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Proposicion 3.14. Sean G un grafo dualmente cordal y w,v dos vértices no adyacentes de
G tales que d(u,v) = k. Entonces, existe un camino vi..vpu, v = v1, y k — 1 uv-separadores
minimales disjuntos Si, ..., Sk—1 tales que, para todo 1 <i <k —1,.S; C Nv;].

Demostracion. Para cada i, 1 <i < k—1, sea S; un uv-separador minimal contenido en D(v, ).
Podemos aplicar el Corolario 3.13 para obtener un vértice v; tal que S; C Nv;| y d(v,v;) = i—1.

Sea ahora v cualquier vértice adyacente a u y a distancia k — 1 de v. Veamos que vy...vxu
es el camino deseado. Por construccién, d(v,v1) = 0, y asi v; = v. Queda demostrar que, para
todo 1 < i < k —1, v; es adyacente a v;11. Lo probaremos primero para 1 < i < k — 2. Sea Q)
un uv-camino de longitud minima y sea z el vértice de () a distancia ¢ + 1 de v y a distancia
k—1i—1 de u. Como z es el unico vértice de ) a distancia 7 + 1 de v, concluimos que z es
necesariamente un elemento de S;;1. Entonces, v;11 es adyacente a z y, por la desigualdad
triangular, d(vit1,u) < d(viy1,2) +d(z,u) < k —i. Recordemos también que d(v;11,v) = i, por
lo que v;y1 puede ser encontrado en un wv-camino de longitud minima. Por consiguiente, v; 1
estd necesariamente en S;. Al ser v; adyacente a todos los vértices de S;, concluimos que v; es
adyacente a v;41.

Para i = k — 1, es una consecuencia inmediata de nuestra elecciéon que vi € Si_1. Por lo
tanto, vi_1 es adyacente a v. Esto concluye la demostracion. ]

3.3. Caracterizaciones

Recordemos que ya se ha probado que cada separador minimal de vértices de un grafo
dualmente cordal G induce un subéarbol de todo &rbol compatible con G y, por ende, induce
un subgrafo conexo. También se ha visto que la familia de separadores minimales de vértices es
Helly y que su grafo de interseccién es cordal. A la hora de considerar a los cliques, aparecen
propiedades que pueden ser enunciadas en términos similares: que todo clique induce un subarbol
de todo arbol compatible, por un lado; y que C(G) es Helly y K(G) es cordal, por el otro. Dado
que estas dos propiedades pueden ser usadas para caracterizar a los grafos dualmente cordales,
es de nuestro interés saber si las propiedades sobre separadores minimales de vértices también
conducen a caracterizaciones. Afortunadamente, esto es cierto y esta seccién estd dedicada a
probar las caracterizaciones.

Teorema 3.15. Un grafo G es dualmente cordal si y solo si posee un drbol generador T tal que
todo separador minimal de vértices de G induce un subdrbol de T .

Demostracion. Por el Teorema 3.1, resta probar una de las implicaciones.

Supongamos que 1" es un arbol generador como el que se describe arriba. Sean z e y dos
vértices adyacentes de G y sea z € T(x,y). Supongamos que x y z no son adyacentes. Sea
S un zz-separador minimal. Como S induce un subérbol de T' y debe contener un vértice en
Tz, z], Ty, z) es un yz-camino en G — S (ver Figura 3.3). Por lo tanto, y y z estdn en la misma
componente conexa de G — S. Pero x también esta en esa componente por ser adyacente a v,
contradiciendo que z y z estan separados por S.

Entonces, x y z son necesariamente adyacentes. Similarmente, podemos probar que y es
adyacente a z. Luego, por el Teorema 1.15, G es dualmente cordal. O

Si se analizan los pasos de esta demostracion, queda claro que no es necesario saber que todo
separador minimal de vértices de G induce un subdrbol de T' para concluir que G es dualmente
cordal. En realidad, la demostracién requiere que, por cada dos vértices no adyacentes u y v,
exista al menos un uv-separador minimal que induzca un subarbol de T'. Esto conduce a una
caracterizacién ligeramente diferente de los grafos dualmente cordales.
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Figura 3.3: Como S induce un subdrbol y contiene un vértice en T'[z, z] (supongamos que es el
azul), los vértices de S estdn contenidos en el interior del circulo. Por lo tanto, T'(y,z) es un
yz-camino en G — §.

Teorema 3.16. Sean G un grafo y F una familia de separadores minimales de vértices de G de
modo que, por cada dos vértices no adyacentes u y v, F contiene un uv-separador. Entonces, G
es dualmente cordal si y solo si G posee un drbol generador T tal que todo miembro de F induce
un subdrbol de T'.

La demostracion del Teorema 3.16 es casi idéntica a la del Teorema 3.15. La tnica diferencia
es que se requiere que S esté en F.

Ahora se presenta la segunda caracterizacién principal:

Teorema 3.17. Un grafo G es dualmente cordal si y sélo si todo separador minimal de vértices
de G induce un subgrafo conexo, S(G) es Helly y el grafo de interseccion de S(G) es cordal.

Demostracion. Por el Corolario 3.3, nos resta probar una de las implicaciones.

Supongamos que todo separador minimal de vértices induce un subgrafo conexo, que la
familia de separadores minimales de vértices es Helly y que su grafo de interseccién es cordal.
Las tultimas dos condiciones implican que existe un arbol T' cuyo conjunto de vértices es V(G) y
tal que todo separador minimal de vértices de G induce un subdrbol de T' [23]. Tomemos a T" de
modo que s(7T') := Z de (v, w) sea minima. Veamos que 7" es un arbol generador de G. Si no

vweE(T)
lo fuera, sean v y w dos vértices adyacentes en T pero no en G, siendo d(v,w) = k. Consideremos
a la familia F formada por todos los separadores minimales de vértices que contienen tanto a
v como a w, en caso de que los hubiera, un vw-separador minimal S; contenido en N[v] y un
vw-separador minimal Sy contenido en D(w, k — 1), cuya existencia esta asegurada por el Lema
3.10. Se probard ahora que F es intersectante.

Sea S un separador minimal de vértices que contiene a v y a w. Al inducir .S, por hipdtesis,
un subgrafo conexo, existe un vw-camino P cuyos vértices estan todos en .S. Como S;, 1 =1, 2,
separa a v y a w, debe contener un vértice de P. Luego, S N .S; # (.

Sea P ahora un vw-camino de longitud minima. Entonces, P tiene un vértice x tal que
d(v,z) =1, d(w,z) = k — 1 y ningin otro vértice de P satisface alguna de esas igualdades. Por
consiguiente, x € S1 N S2. Luego, F es intersectante.

Como F es intersectante y S(G) es Helly, existe un vértice u que estd en todo miembro de F.
Sean T'[A] y T'[B] las componentes conexas de T'— vw que contienen a v y a w, respectivamente.
Siue€ A, seaT =T — vw + uw. Veamos ahora que todo separador minimal de vértices de G
induce un subdrbol de T (ver Figura 3.4). Sea S un separador minimal de vértices de G. Si
S C Ao S C B, entonces S induce el mismo subdrbol en Ty en T”.
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Caso contrario, se tienen dos vértices y,z € S tales que y € Ay z € B. Como S induce un
subdrbol de T'y v, w € Ty, z], se concluye que v, w € Sy, por ende, u € S también. Entonces, v y
w estan conectados en T” por el camino que se forma al encadenar el camino T'(v,u) = T'(v, u)
y la rista uw. Los vértices de este camino estdn contenidos en S porque u,v € Sy T[S] es
conexo. Ademads, los vértices de todo otro par de elementos de S que son adyacentes en 1" son
aun adyacentes en T”. Esto es suficiente para concluir que S induce un subédrbol de T".

Figura 3.4: Si todo separador minimal de vértices induce un subéarbol de 7', entonces todo
separador minimal de vértices inducird un subdrbol de 7" también. Se da aqui una idea grafica
de eso para los casos en que el separador estd contenido en A o en B (arriba) o que tenga vértices
de ambos conjuntos (abajo).

Sin embargo, s(7") < s(T) porque d(u,w) = k — 1y d(v,w) = k, lo cual contradice la
eleccién de T'. Si u € B, entonces podemos remover la arista vw y agregar wv a T' y surgird una
contradiccién similar. Luego, T es necesariamente un arbol generador de G y, por el Teorema
3.15, G es dualmente cordal. ]

H2

<= <

4

Figura 3.5: Los primeros grafos de una familia {H,},>1 para la cual el numero de separadores
minimales de vértices crece exponencialmente.
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Notar que esta caracterizacién no nos permite decidir de un modo eficiente si un grafo
es dualmente cordal o no. Se necesita, para testear las tres condiciones de la caracterizacion,
una lista de todos los separadores minimales del grafo. Sin embargo, podria haber un niimero
exponencial de separadores minimales de vértices.

Consideremos, por ejemplo, la familia de grafos que se muestra en la Figura 3.5. El grafo
H,, estd compuesto por n caminos de longitud dos que conectan a dos vértices u y v y que no
tienen vértices internos en comun. Como todo wwv-separador minimal de H,, debe contener un
vértice de cada camino, concluimos que H, posee 2" uv-separadores minimales. Si agregamos un
vértice universal a H,,, el grafo resultante es dualmente cordal y también posee 2" uv-separadores
minimales.

No obstante, se puede obtener una caracterizacién de los grafos dualmente cordales que
dependa de una familia de separadores minimales de vértices cuyo nimero de miembros no
exceda a 2|E(G)|. En vista del Teorema 3.16 y los pasos de la demostracién del Teorema 3.17,
se puede probar lo siguiente:

Teorema 3.18. Sean G un grafo y F una familia de separadores minimales de vértices de G
tal que, por cada dos vértices no adyacentes v y w de G, existen dos vw-separadores minimales
Sy y Sy en F (pueden ser iguales) tales que S1 N So # 0 y S1 NSy C NE~1w] N N*¥~1[w], siendo
k la distancia de v a w en G. Entonces, G es dualmente cordal si y sélo si todo miembro de F
induce un subgrafo conero de G, F es Helly y el grafo de interseccion de F es cordal.

Observar que, para construir una familia F como la del teorema, una de las formas posibles
es definir a S7 y a S5 como se hizo en la prueba del Teorema 3.17. El Teorema 3.16 nos permite
considerar solamente a los miembros de F en lugar de todos los separadores minimales de vértices
de G (si los hubiera mds). La condicién de que S1 NSy # () garantiza que F, definida de un modo
similar al de el Teorema 3.17, sea intersectante. La condicién S; N Sy € N*~1[v] N N¥~1[w] nos
permite concluir nuevamente que s(7") < s(T).

3.4. Separadores minimales de vértices y grafos fuertemente
cordales

Se presenta a esta seccién como una aplicaciéon de la anterior.

Un anadlisis de las condiciones del Teorema 3.17 para que un grafo sea dualmente cordal
revela que ninguna de ellas puede ser omitida para simplificar la caracterizacién.

Cl4, el ciclo de cuatro vértices, satisface que S(C4) es Helly y L(S(C4)) es cordal, pero los
separadores minimales de vértices de C4 o de cualquier otro ciclo de mayor longitud no inducen
subgrafos conexos.

También sabemos que los soles no son grafos dualmente cordales. Todo separador minimal
de vértices de un sol induce un subgrafo conexo. L(S(3 — sol)) es cordal, pero S(3 — sol) no es
Helly. Por otro lado, para todo k > 4, S(k — sol) es Helly, pero L(S(k — sol)) no es cordal.

Todos estos grafos son exactamente los subgrafos inducidos prohibidos minimales de los
grafos fuertemente cordales. El objetivo de esta seccién es probar esto ultimo de una manera
diferente, a través del uso de los separadores minimales de vértices y de las caracterizaciones
vistas en la seccion anterior.

La demostracion se dividira en dos proposiciones, inspiradas en las Proposiciones 1.18 y 1.19,
y el teorema principal al final.

Lema 3.19. Sea S un separador minimal de vértices de un grafo cordal G y v & S. Entonces,
existe un vértice w tal que S C N[w] y v y w estan en diferentes componentes conexas de G —S.
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Demostracion. Como S es un separador minimal de vértices de un grafo cordal, existen cliques
C1 y Cyen G tales que C1NCy = Sy C1\Cay Co\ C estan contenidos en componentes conexas
distintas de G — S [16]. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que C; \ C2 y v no estan
contenidos en la misma componente conexa de G — S. Entonces, cualquier vértice w € C; \ Cy
satisface la condicién requerida. O

Lema 3.20. /2] Una familia F es Helly si y solo si, para toda tripla u,v,w de elementos de F,
los miembros de la subfamilia Fypy de miembros de F que contienen al menos dos elementos de
la tripla tienen interseccion no vacia.

Proposicién 3.21. Sea G un grafo cordal tal que S(G) no es Helly. Entonces, el 3-sol es un
subgrafo inducido de G.

Demostracion. Como S(G) no es Helly, tomemos vy, vz, v3 € V(G) tales que los miembros de
S(G) que contienen al menos dos elementos de {v1,v2,v3} tienen interseccién vacia. Entonces,
existen S, 52,53 € S(G) tales que S1 N {v1,ve,v3} = {ve,v3}, S2 N {v1,v2,v3} = {v1,v3} ¥
S3N {’Ul,’Ug,’Ug} = {’1)1,1}2}.

Por el Lema 3.19, podemos elegir, para i = 1,2, 3, un vértice w; tal que S; C Nw;] y v; y
w; estan en diferentes componentes conexas de G — S;.

Al ser los separadores minimales de vértices de G completos, queda claro que {v1, vy, v3} es
completo. También, debido a la forma en que fueron elegidos, N[w1] N {v1,ve,v3} = {v2, v3},
N[U}Q] N {?)1,7)2, 7)3} = {1)1, 1)3} y N[wg] N {1)1, 1)2,1)3} = {1)1,1)2}.

Supongamos ahora que 1 < 4,5 < 3y que 7 # j. Entonces, w; € S; porque v; € S; y wj no
es adyacente a él. Como w; es adyacente a v;, podemos concluir que w; y w; estdn en diferentes
componentes conexas de G — S;. Por lo tanto, w; y w; no son adyacentes.

Luego, {v1, v2.v3, w1, w2, w3} induce un 3-sol en G.

O

Proposicién 3.22. Sea G un grafo cordal tal que S(G) es Helly y L(S(G)) no es cordal. En-
tonces, existe un numero k, k > 4, tal que G tiene un k-sol inducido.

Demostracion. Sea R un ciclo sin cuerdas de longitud minima en L(S(G)), con sucesién de
vértices S159...5;51, k > 4. Sean v; € S;NS;+1, i =1,..,k—1,y v € S1NSk. Como R no tiene
cuerdas, todos estos vértices son distintos y forman un ciclo C' en G.

Si los vértices de C forman un conjunto completo, podemos tomar, por el Lema 3.19, un
vértice w; tal que S C Nlwi] y tal que wy y {vi,v2,...,v5} \ {v1,vr} estdn contenidos en
componentes conexas distintas de G — S7. Similarmente, para ¢ = 2, ..., k, sea w; un vértice tal
que S; € Nw;], y w;i y {v1,v2,...,vr} \ {vi—1,v;} estdn contenidos en diferentes componentes
conexas de G — S;.

Consideremos dos nimeros 1 < 4,5 < k, ¢ # j. No es dificil ver que w; € S; y que w; y w;
estan en diferentes componentes conexas de G — S;, por lo que w; no es adyacente a w;. Por lo
tanto, {v1, ..., vk, w1, ..., wy } induce un k-sol.

Si los vértices de C' no forman un conjunto completo, sean v;,v; en C' tales que v; y v; no son
adyacentes y S un v;vj-separador minimal. Como hay dos v;vj-caminos en C, S debe contener
dos vértices no consecutivos de C, sean ellos v; y vy,. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que I <m.Sea A ={S,: I4+1<n<m}. Sil|A| <2, entonces es claro que la interseccién
entre S y todo elemento de A es no vacia. Si |A| > 3, sea R’ el ciclo S Sj11 Siy2...5m S. Al ser
R’ de menor longitud que R, R’ posee una cuerda. Como R no tiene cuerdas, S debe ser uno de
los extremos de la cuerda. La adicién de esta cuerda a R’ genera dos nuevos ciclos. Si alguno de
ellos tiene longitud mayor o igual que cuatro, entonces tiene una cuerda, y nuevamente S debe
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ser uno de sus extremos. Se continuia este procedimiento hasta concluir que la interseccion entre
S y todo elemento de A es no vacia. Similarmente, si se define B = {51, 59, ..., Sk} \ 4, también
se puede deducir que la interseccién entre S y todo elemento de B es no vacia.

Ya que S(G) es Helly, podemos tomar u; € S;NS;11NS,i=1,...,k—1,yu, € S;NSNS.
Entonces, {u1, ug, ..., ux} es completo por ser un subconjunto de S. Se puede encontrar ahora un
k-sol inducido como se hizo en el caso en que los vértices de C' eran adyacentes de a pares. [

Teorema 3.23. Sea G un grafo. Entonces, G es dualmente cordal hereditario si y sélo si G es
cordal y sin soles inducidos.

Demostracion. Como los ciclos de longitud mayor o igual que cuatro y los soles no son grafos
dualmente cordales, ninguno de ellos es un subgrafo inducido de un grafo dualmente cordal
hereditario.

Supongamos ahora que G es cordal y sin soles inducidos. Entonces, todo separador mini-
mal de vértices de G es completo, por lo que claramente induce un subgrafo conexo. Por las
Proposiciones 3.21 y 3.22, S(G) es Helly y L(S(G)) es cordal. Luego, por el Teorema 3.17, G es
dualmente cordal.

Todo subgrafo inducido de G es también cordal y sin soles inducidos, y por ende dualmente
cordal. Por lo tanto, G es un grafo dualmente cordal hereditario. O
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Capitulo 4

Grafos basicamente cordales

Sea GG un grafo cordal conexo. Sabemos que G tiene por lo menos un drbol clique. El conjunto
de vértices de cada drbol clique es C(G). Ademés, K(G) es dualmente cordal y el conjunto de
vértices de cada arbol compatible con K(G) es V(K(G)), que es igual a C(G).

Dado que los arboles clique de G y los drboles compatibles de K (G) tienen el mismo conjunto
de vértices, es posible compararlos, accién que revelara cudn relacionados estan. Como en el
capitulo anterior, se supondra que los grafos estudiados son siempre conexos.

Proposiciéon 4.1. Sea G un grafo cordal. Entonces, todo drbol clique de G es compatible con
K(G).

Demostracion. Sean T un arbol clique de G y C un clique de G. La vecindad cerrada de C' en

K(G) es igual a |J C,, conjunto que induce un subdrbol al ser T un 4rbol clique. Luego, T es
veC
compatible con K(G). O

Sin embargo, no es cierto que, para todo grafo cordal G, todo &rbol compatible con K(G) es
un arbol clique de G. Por ejemplo, consideremos el grafo G de la Figura 1.5. El arbol compatible
con K(G) que se muestra ahi no es un arbol clique de G porque Cy4 no induce un subérbol (ver
Figura 4.1).

Se dira que un grafo es bdsicamente cordal si es cordal y sus arboles clique son exactamente
los arboles compatibles de su grafo clique.

Uno de los principales objetivos de este capitulo es el desarrollo de herramientas para re-
sponder tan facilmente como sea posible si un grafo cordal G dado es basicamente cordal o no,
siendo la principal caracterizacién lograda de los grafos béasicamente cordales la del Teorema
4.26. Debido a la Proposicion 4.1, el problema se reduce a determinar si todo arbol compatible
con K(G) es un arbol clique de G.

Para proseguir, son necesarias propiedades adicionales acerca de los grafos cordales, los
arboles clique y los arboles compatibles.

En primer lugar, notemos que se puede hallar un arbol clique para un grafo cordal dado en
tiempo polinomial usando algoritmos numéricos. El mas clasico de ellos radica en la siguiente
caracterizacion:

Teorema 4.2. [18] Sean G un grafo y K(G)" el grafo obtenido a partir de K(G) ddndole a
cada arista CC" el peso |C N C'|. Entonces, T es un drbol clique de G si y sélo si T es un drbol

generador de K(G)" de peso mdzximo, siendo el peso total igual a Z IC| — |V(G)].
cec(a)
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Figura 4.1: Un grafo cordal G, su grafo clique y un arbol compatible con K(G) que no es un
arbol clique de G porque Cy4 no induce un subérbol.

Afortunadamente, existe un procedimiento similar para obtener un arbol compatible de un
grafo dualmente cordal.

Teorema 4.3. [5] Sean G un grafo y G* el mismo grafo con cada arista uv teniendo peso
p(u,v) = |N[u] N N[v]|. Entonces, un drbol T es compatible con G si y solo si T es un drbol
generador de peso mdzimo de G* con peso total igual a 2|E(G)].

Demostracion. Sea T un arbol generador de G*. Entonces:

Yo plwo)= Y INWNNp= > > HwynNunN[p] =

uweE(T) uwweE(T) weE(T) weV(Q)
Yoo > HwInNpnNRll= Y [BTNDI< Y (Nwu]-1) =
weV(G) wweE(T) weV(Q) weV (Q)
S (tdegw)~1)= Y deglu) = 20E(G)
weV(G) weV(G)

La igualdad vale si y sélo si, para todo w € V(G), |E(T[N[w]])| = |[N[w]| — 1, es decir, si y
sélo si la vecindad cerrada de todo vértice de G induce un subérbol de T'. O

Las tres propiedades a continuacién serdn acerca de separadores minimales de vértices, los
cuales nos daran un mejor conocimiento de las aristas de los arboles clique. Mientras que los
separadores minimales de vértices de los grafos dualmente cordales fueron el tema del capitulo
anterior, esta vez seran los separadores minimales de vértices de los grafos cordales los que
contaran con nuestra atenciéon.

Como los separadores minimales de vértices de los grafos cordales son completos, es a priori
posible que algunos de ellos sean cliques. El préximo resultado mostrard que ese no es el caso.

Dado un grafo G, dos de sus cliques C7 y C5 forman un par separador si C1 N Co separa a
todo par de vértices tal que uno de ellos estd en C7\ Cs y el otro estd en Co \ C;. Esta definicién
implica que C7 N Cy es un separador minimal de vértices. Es incluso cierto que todo separador
minimal de vértices de un grafo cordal puede ser expresado de esa manera:
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Teorema 4.4. [16] Sean G un grafo cordal y S € S(G). Entonces, existe un par separador C1,
Cy tal que S = Cy N Co.

La importancia de los pares separadores radica en la relaciéon que existe entre ellos y los
arboles clique. Si nos preguntamos qué aristas pueden aparecer en un arbol clique, el siguiente
teorema nos da la respuesta:

Teorema 4.5. [16] Sean Cy y Co dos cliques distintos de un grafo cordal G. Entonces, existe
un drbol clique T' de G tal que C1Co € E(T) si y sdlo si Cy y Cy forman un par separador.

Finalmente, es interesante notar que, si se conoce sélo un arbol clique de cierto grafo cordal,
es posible determinar cudles pueden ser las aristas de los otros arboles clique, si los hubiera.

Teorema 4.6. [16] Sean G un grafo cordal, T un darbol clique de G y C1,Co € C(G), C1 # Cs.
Entonces, existe un drbol clique de G que tiene a C1Cy como arista si y solo si existen dos
cliques de G adyacentes en T(C1,C3) y cuya interseccion es igual a C; N Cy.

Ahora estamos muy cerca de establecer una condicién necesaria y suficiente para que un
grafo cordal no sea basicamente cordal. Como paso previo, se consigna un resultado que es
posible probar usando argumentos similares a aquellos que pueden ser utilizados para demostrar
la efectividad de algunos algoritmos como el de Kruskal [17].

Proposicién 4.7. Sean G un grafo con aristas valuadas y T, T' dos drboles generadores de G
con peso mdximo. Entonces, existe una sucesion T1Ts... Ty tal que Ty = T, T, = T', T; es un
drbol generador de peso mdzrimo de G para todo 1 < i < k y, para todo 2 < i <k, T; puede ser
obtenido a partir de T;_1 agregindole una arista de G y quitandole otra.

Teorema 4.8. Sea G un grafo cordal. Entonces, existe un drbol compatible con K(G) que no
es un drbol clique de G si y sdlo si existen S € S(G) y C1,Co € C(Q) tales que C1 N Cy C S,
para todo C € C(G), C NS # 0 implica que CNCy £ y CNCy # 0.

Demostracion. Supongamos que existe un arbol T' que es compatible con K(G) pero que no es
un arbol clique de G. Sea T" un arbol clique de G. Entonces, T” es compatible con K (G) por la
Proposicion 4.1 y, como consecuencia del Teorema 4.3 y la Proposicién 4.7, existe una sucesién
de arboles compatibles con K(G), Th\T5.. Ty, Ty = T', Ty, = T, tal que todo arbol de la sucesién
distinto de T3 es construido a partir de su predecesor agregandole una arista y quitdndole otra.
Sea i, 1 <i <k — 1, un nimero tal que 7; es un arbol clique de G y T;y1 no lo es. Sean C1Cy
la arista que es agregada y C3Cy la arista que es quitada para obtener a Tj;; a partir de 7T;.
Entonces, C3,Cy € T;[C1, 2] (ver Figura 4.2), lo cual implica que Ng(q)[C1] N Ng(a)[Ca] C
Ng@)[C3] N Ng()[C4]. Ademds, se deduce del Teorema 4.3 que |Ng(q)[C1] N Ng(o)[Ca]| =
[Nk (c)[C3] N Ni(c)[Call v, por ende, las dos intersecciones son iguales (x). Como T; es un drbol
clique, C1 NCy C C3NCy. Pero, como T;41 no es un arbol clique, inferimos del Teorema 4.2 que
|C1 N Cy| < |C3N Cyl. Sea S = C3 N Cy. Entonces, por el Teorema 4.5, S € S(G), C1NCy C S
y la condicién de que, para todo C' € C(G), C NS # 0 implica que CNCy # By CNCy # 0 se
deduce de (x).

Reciprocamente, supongamos que existen S € S(G) y C1,C2 € C(G) tales que C1NCy € S
y, para todo C € C(G), C' NS # O implica que CNCy # 0y CNCy # (. Sean C3,Cy un par
separador de G tal que C3NCy = S y T un arbol clique de G tal que C3Cy € E(T). Consideremos
los siguientes casos:

(1) C5,Cy € T[C1,C5): la hipétesis y el hecho de que T es compatible con K (G) implican
que Ng(a)[C1] N Ng(c)[Ca] = Ng(a)[C3]N N () [C4]. Entonces, T'+ C1C2 — C3Cy es compatible
con K(G) pero, como |C; N Cy] < |C3N Cy|, no es un arbol clique de G.
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Figura 4.2: Si T; + C1Cy — C3Cy es un arbol, entonces Cs3, Cy € T;[Cy, Cs].

(2) En caso contrario, C; y Co estdn en la misma componente conexa de T — C3Cy. Esto
implica que C3 € T[C1,Cy) NT[Ca,C4] 0 que Cy € T[C1,C3] NT[Ca, Cs] (ver Figura 4.3).

Figura 4.3: Si C1 y Cs estan en la misma componente conexa de T — C3Cy que C3, entonces
C3 € T|Cy,C4]NT[Cy, Cy] (izquierda). Si estan en la misma componente conexa que Cy, entonces
Cy € T[Cl, 03} N T[CQ, 03] (derecha).

Supongamos que Cs € T[C, Cy|NT'[Co, Cy4]. Entonces, C1NCy C C35NCyy CoNCy C C3NCYy.
SiCiNCy =C3NCyy CoNCy = C3NCy, T' := T+ C1C4 — C3C4 es un arbol clique de G. Como
Cy € T'Cq, Cy], ConNCy C C1 N C4, lo cual implica que C3NCy C C1 N Cq, que es absurdo. Por
consiguiente, C1 NCy C C5NCy 0 C3NCy C C3NCy. Ademds, para todo C € C(G), CNS # ()
implica que CNC1 # 0, CNCy # 0, CNC3# 0y CNCy# 0. Si CrNCy S C3NCy, entonces
el hecho de que C3,Cy € T[C, Cy] implica que podemos aplicar el caso (1) con Cy,Cy en lugar
de Cq,Cs. El caso en que Cy N Cy C C3 N Cy es andlogo.

Si Cy € T[C1,C3] NT[Co, Cs], la prueba es similar. O

4.1. Conjuntos que inducen subarboles y el concepto de base

Visto que los arboles clique y los arboles compatibles son caracterizados por el hecho de
que algunos conjuntos particulares inducen subarboles de ellos, es natural preguntarse qué otros
conjuntos también inducen subarboles. Esta cuestion es lo que se estudiard a continuacién y las
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conclusiones que se obtendran resultardn ser muy utiles para profundizar nuestro conocimiento
de los grafos basicamente cordales.

Sea G un grafo. Si G es cordal, entonces SC(G) denotara a la familia de todos los conjuntos F'
tales que, para todo arbol clique T' de G, T[F] es un subarbol de T'. Por ejemplo, todo miembro
de la familia dual de cliques de G estd en SC(G), lo cual es una consecuencia de la definicién de
arbol clique. Por la Proposicién 3.2, SC(G) es una familia Helly.

Similarmente, si G' es dualmente cordal, SDC(G) denotard a la familia de todos los conjuntos
F tales que, para todo drbol T' compatible con G, T'[F] es un subarbol de T'. Esta familia también
es Helly y, entre sus miembros mas conocidos, estdn los cliques, las vecindades cerradas y los
separadores minimales de vértices de G, lo cual es consecuencia de las caracterizaciones de los
grafos dualmente cordales que conocemos.

Estas definiciones y la Proposicién 4.1 nos permiten deducir que, para G cordal, SDC(K (G)) C
SC(G).

No siempre es facil hacer un listado de todos los miembros de SC(G) o SDC(G) porque no
hay una cota polinomial para el cardinal de estas familias. A pesar de esto, se puede aspirar
a obtener un procedimiento por el cual se generarian todos los miembros de estas familia con
solamente conocer “algunos” de ellos.

Dada una familia F de conjuntos, se dice que la unién |J F es coneza si el grafo de intersec-

FeF
c

cién de F es conexo. Se denotard por | J F'. No es dificil ver que SC(G) y SDC(G) son cerradas
FeF
con respecto a intersecciones y uniones conexas.

Supongamos que una familia F es cerrada con respecto a uniones conexas. Llamamos a
una subfamilia B de F generadora si todo miembro de F con mas de un elemento puede ser
expresado como la unién conexa de algunos miembros de B. Es B una base de F si, ademas,
ninguna subfamilia propia de B genera a F.

Una condicién para determinar si un miembro de una familia estd en alguna base es la
siguiente:

Proposicién 4.9. Sean B una base de F y D € F, |D| > 1. Son equivalentes:

(a) D estd en B.

C
(b) Para toda subfamilia F' de F, D = |J F implica que existe F € F' tal que F = D.

FeF'
Demostracion.
&
(a) = (b): Sea F' una subfamilia de F tal que D = [J F, y sean Fi,..., F,, los conjuntos
Fer!
C
no unitarios que estdn en ', por lo que D = |J F; también. Para cada valor de i entre 1 y n,
1<i<n
c &

sean D1, ..., D;,, miembros de B tales que F; = U D;;. Por consiguiente, D = U D;;.

1<j<m 1<i<n

1<j<m

a F, contradiciendo que B es una base.
Sean entonces 4,7, 1 << n, 1< j <m, tales que D;; = D. Como D;; C F; C D, F; = D.

(&
(b) = (a): Al ser B una base, sean Dy, ..., D,, miembros de B tales que D = |J D;. Por
1<i<n

hipotesis, D; = D para algun valor de i. Luego, D € B. O
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Como la condicién (b) es independiente de la base que se esté considerando, lo siguiente se
desprende de manera inmediata:

Corolario 4.10. F tiene una unica base.

A continuacidn, se enuncian los principales resultados de esta seccién. Primero se muestra la
relacion entre las dos familias que se acaban de definir y los grafos basicamente cordales. Luego,

dado un grafo cordal G, se halla la base de SC(G).
Teorema 4.11. Sea G un grafo cordal. Son equivalentes:
(a) Todo drbol compatible con K(G) es un drbol clique de G.
(b) SC(G) = SDC(K(G)).

(c) SC(G) y SDC(K(Q)) tienen la misma base.

Demostracion.

(a) = (b): La Proposicién 4.1 y la hip6tesis implican que, para todo arbol 7', T' es un arbol
clique de G si y sélo si T es compatible con K(G). Por lo tanto, las definiciones de SC(G) y
SDC(K(G)) implican que estas familias son iguales.

(b) = (a): La igualdad entre SC(G) y SDC(K(G)) implica que DC(G) C SDC(K(G)). Por
lo tanto, todo drbol compatible con K(G) es un arbol clique de G.

(b) & (c): Trivial. O

El nombre basicamente cordal para la clase de grafos que estamos estudiando se inspira en
la parte (c) del Teorema 4.11.

Proposicién 4.12. Sean G un grafo cordal y A € SC(G). Si C1,Cy es un par separador con-
tenido en A, entonces Cc,nc, C A.

Demostracion. Sea C un elemento cualquiera de Co,n¢c,. Si C = Cj o C' = (Y, entonces es claro
que C' € A. Supongamos ahora que C # C1 y C # (5. Sea T un &arbol clique de G tal que
C1Cy € E(T). Podemos suponer también sin pérdida de generalidad que Cy € T[C, C}], por lo
que CNCy € CyNCy. Como C € Coyne,, C1 NCy C CNCY, e inferimos del Teorema 4.2 que
T :=T — C1Cy+ CCj es un arbol clique de G. Ya que A € SC(G), T'[A] es un subdrbol de T".
Ademss, C € T'[C1,Cs] y C1,C5 € A. Luego, C € A.

De esto se sigue la inclusion Co,ne, € A. ]

Teorema 4.13. Sea G un grafo cordal. Entonces, {Cs, S € S(G)} es la base de SC(G).

Demostracion. Sean A un miembro cualquiera de SC(G) tal que |A] > 1 y T un arbol clique
de G. Denotemos por eg, e, ..., ¢, a todas las aristas de T[A] y por S;, i = 1, ..., k, al separador
minimal de vértices de GG igual a la interseccion de los extremos de e;. Por la Proposicién 4.12,
k
Cs, C A, i=1,..,k Estoimplica que |JCs, C A. Como también es cierto que Cg, contiene a
i=1
k
los extremos de e;, i = 1,...,k, y que T[A] es un subérbol, deducimos que A C |J Cg,. Luego,
i=1

A= | Cs,.

1<i<k

Por consiguiente, {Cg, S € S(G)} genera a SC(G).
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Sean S un separador minimal de vértices fijo y C1Cs una arista de T tal que C1 N Coy = S.
&
Supongamos que {Mj,.., M,} es una subfamilia de SC(G) tal que Cs = |J M; y sean T}

1<i<n

y T los subarboles que se obtienen al remover la arista C1Cy de T[Cg], con C; € V(1) y
Cy € V(T3). Como |J M; es conexa, debe existir un indice j, 1 < j < n, tal que M; NV (T1) # 0

=1
y M; N V(Ty) # 0. Al ser T[M;] un subarbol de T[Cs], C1,Co € M;. Apliquemos ahora la
Proposicién 4.12 para obtener que Co,nc, € Mj, es decir, Cs € M; y que, por ende, Cg = M;.
Luego, por la Proposicién 4.9, Cg es un miembro de la base de SC(G).
Por lo tanto, {Cs, S € S(G)} es la base de SC(G). O

Si notamos que el nimero de miembros de C(G) y S(G) es del orden O(|V (G)]|) porque G es
cordal, concluimos que calcular la base de SC(G) es algo que puede realizarse de modo eficiente
en tiempo polinomial.

Si llamamos dimension de G al nimero de miembros de la base de SC(G), el Teorema 4.13
implica que dicha dimensién es igual a |S(G)|, cantidad la cual, por los Teoremas 4.4, 4.5 y 4.6,
es menor o igual que el nimero de cliques menos uno. Por otro lado, si G es dualmente cordal,
llamemos dimension dual de G al nimero de miembros de la base de SDC(G).

Se desprende claramente del Teorema 4.11 que, si G es basicamente cordal, la dimensién de
G es igual a la dimensién dual de K (G). Pero la reciproca no es necesariamente verdadera.

G . K(G) T

C1 C1

Figura 4.4: Un grafo cordal G, su grafo clique y un arbol T compatible con K(G) que no es un
arbol clique de G.

Consideremos al grafo cordal G de la Figura 4.4. Sus cliques son Cy = {2,4,5}, Cy = {1, 2, 3},
Cs =1{2,3,5,6} y Cy = {5,6,7}. Los pares separadores son C1,Cs; Co,Cs y Cs,Cy, por lo que
S(G) = {{2,3},{2,5},{5,6}}. Por el Teorema 4.13, la base de SC(G) es {{C1,Cs},{Cs,Cs},
{C3,C4}}. Debido a la simplicidad de K(G), no es dificil verificar que la base de SDC(K (Q)) es
{{C1,C4,C3},{C4,Cs},{C1,C5,Cy}}. En este caso, tanto la dimensién de G como la dimensién
dual de K(G) son iguales a 3, pero las bases son diferentes, por lo que existe un arbol compatible
con K(G) que no es un arbol clique de G. Un ejemplo de drbol asi es T', también mostrado en
la Figura 4.4. No es un arbol clique porque ni C3 ni Cg inducen subérboles de 7.
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4.2. Mas resultados acerca de los grafos basicamente cordales y
dualmente cordales

En esta seccién, continuaremos con el trabajo necesario para hallar una nueva caracterizaciéon
de los grafos basicamente cordales. En primer lugar, dado un grafo dualmente cordal G, se
caracterizaran en el Teorema 4.15 todos los grafos basicamente cordales con grafo clique igual
a G. Esto nos permitird demostrar varias propiedades de los grafos dualmente cordales. En
particular, se obtendra una nueva caracterizaciéon de los grafos dualmente cordales basada en
los arboles compatibles (Teorema 4.22) y se hallard la base de SDC(G) (Teorema 4.18).

Finalmente, el saber cémo hallar la base tanto al trabajar con los grafos cordales como con
los dualmente cordales nos dara una caracterizacién de los grafos basicamente cordales, la cual
serd luego aplicada para probar un par de propiedades adicionales de estos grafos.

Diremos que un grafo cordal H estd en correspondencia con G si H es bésicamente cordal y
K(H) = G. Los pasos a continuacién serdn para hallar todos los grafos cordales en correspon-
dencia con G.

Proposicién 4.14. [14] Sea F una familia Helly separadora. Entonces, C(L(F)) = DF.

Teorema 4.15. Sean G un grafo dualmente cordal y H un grafo cordal. Entonces, H estd en
correspondencia con G si y solo si H es el grafo de interseccion de una subfamilia separadora
de SDC(G) cuya dos seccion es igual a G.

Demostracion. Supongamos que H estd en correspondencia con G. Sabemos que H es el grafo
de interseccién de {Cy}yecv(fr), que es una subfamilia de SC(H). No es dificil verificar que la dos
seccién de esta familia es K(H), que es igual a G, y que es separadora. Ademés, por el Teorema
4.11, SC(H) = SDC(K (H)) = SDC(G), por lo que {Cy}yvev () € SDC(G).

Reciprocamente, supongamos que H es el grafo de interseccién de una familia separadora F
tal que S(F) = G y con todos sus miembros en SDC(G). Por el Teorema 1.4, H es cordal.

Veamos ahora que K (H) es isomorfo a G. Al ser F Helly y separadora, podemos aplicar la
Proposicién 4.14 para obtener que C(H) = C(L(F)) = DF. Ademés, para todos u,v € V(G),

D,D,e E(K(H))< D,ND,#0 < 3FeF, FeD,NF €D, <
dFeF,uc FANveEF & u € E(G)

justificaindose la iltima equivalencia en el hecho de que la dos seccién de F es G. Luego, la
funcién f: V(G) — V(K (H)) dada por f(v) = D, es un isomorfismo entre G y K(H).

Para cada F' € F, consideremos el miembro Cp de DC(H). Se tiene que Cp = {C €
CH): FeC}={D, e DF: v e F}. Como F € SDC(G), {D, € DF : v € F} €
SDC(K(H)). Por consiguiente, DC(H) C SDC(K(H)), lo cual hace que todo érbol compatible
con K(H) sea un arbol clique de H. Esto completa la demostracion. O

Consideremos como ejemplo de este teorema al grafo K(G) de la Figura 4.4. Sabemos que
G no esta en correspondencia con K(G). Busquemos un grafo en correspondencia con K(G).
{C1,C4,C3} y {C1,C3,C4} forman una subfamilia de SDC(K(G)) cuya dos seccién es K (G),
pero no es separadora. Sea entonces F = {{C1},{Cs},{Cs},{Cs},{C1,Ca,Cs},{C1,C5,Cys}}.
Por el Teorema 4.15, el grafo de interseccién de esta familia (ver Figura 4.5) estd en correspon-
dencia con K(G).
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C4
{C,.C,C}

L 4
5, c, c, {3 cocr  iC)

®{C,}

Figura 4.5: El grafo dualmente cordal K(G) de la Figura 4.4 y, a la derecha, un grafo cordal
cuyos arboles clique son exactamente los drboles compatibles de K (G).

El Teorema 4.15 nos provee del marco ideal para que muchas de las propiedades vistas
antes en este capitulo puedan ser utilizadas para obtener propiedades de los arboles compatibles
similares a las de los arboles clique, y también obtener algunas cosas mas.

Teorema 4.16. Sean G un grafo dualmente cordal, F una subfamilia separadora de SDC(G)
tal que S(F) = G y DF = {Dy}yev(a)- Entonces:

(a) Dados u,v € V(G), existe un drbol T compatible con G y tal que uwv € E(T) si y sdlo si Dy,
y D, forman un par separador de L(F).

(b) SiT es un drbol compatible con G, existe un drbol T compatible con G y tal que uv € E(T")
si y solo si existen dos vértices x e y adyacentes en T(u,v) tales que Dy N\ Dy = Dy N D,,.

(c) Asignemos a cada uwv € E(G) el nimero | Dy, N Dy| para asi obtener el grafo valuado G*.
Entonces, un darbol T es compatible con G si y solo si es un drbol generador de G* de peso
mazximo, siendo el peso igual a Z |F| — |F].

FeF

(d) SiT es compatible con G, A € SDC(G), uwv € E(T) y {u,v} C A, entonces ﬂ F CA.

FeDyNDy

(e) SiT es compatible con G, { N F: w e E(T) } es la base de SDC(G).

FEDyNDy

Demostracion. Por la Proposicién 4.14, C(L(F)) = DF. Entonces:
(a) Usar el Teorema 4.15 y luego aplicar el Teorema 4.5 a L(F).
(b) Usar el Teorema 4.15 y luego aplicar el Teorema 4.6 a L(F).
(c) Usar el Teorema 4.15 y luego aplicar el Teorema 4.2 a L(F), notando que

dooel = VEE) = D> D - |Fl=

CeC(L(F)) veV(G)

Yo D HInFEl — 1F=) > HynFl — |[Fl=) IF| - |7

veV(GQ) FeF FeFveV(G) FeF
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(d) Aplicar la parte (a), y los Teoremas 4.15 y 4.11 y la Proposicién 4.12 a L(F), notando
que

Co.ap, ={C € C(L(F)): DyNDy, CCY={Dy: DyND, C Dy} =

(Dy: VFEeF, FED,ND, —weF}= { Dy: we ) F}

FeDyNDy

(e) La parte (d) implica que { N F: we E(T) } genera a SDC(G). La minimalidad

FeDyNDy

es una consecuencia de la parte (a) y los Teoremas 4.15, 4.11 y 4.13 aplicados a L(F).
0

Un ejemplo tipico de una familia con las caracteristicas mencionadas en el Teorema 4.16 es
la que consiste de todos los cliques de G y todos los conjuntos unitarios de vértices. Si a ella se
le aplican algunos de los resultados del Teorema 4.16, se obtienen las siguientes conclusiones:

Teorema 4.17. Sea G un grafo dualmente cordal. Asignemos a cada arista uv € E(G) el nimero
|Cy N Cy| para obtener asi el grafo valuado G*. Entonces, un drbol T es compatible con G si y

solo si es un drbol generador de peso mdzimo de G* con peso total igual a Z IC] — |C(G)].
cec(a)

Demostracion. Sea F = C(G) U {{v} : v € V(G)}. Applicar la parte (c) del Teorema 4.16 a
esta familia y notar que, para toda uwv € E(G), |D, N Dy| = |C, NCy| ¥y

DI~ FI= Y 0 + VO - @+ V)= Y ICl ~ [e(@)

FeF CeC(G) CeC(G)
L]

El Teorema 4.17 es sabido desde hace varios anos [13] y fue probado de manera independiente
por varios autores.

Teorema 4.18. Sean G un grafo dualmente cordal y T un drbol compatible con G. Entonces,

{ N C: weB(T) } es la base de SDC(Q).

CceCyNCy

Demostracion. Aplicar la parte (e) del Teorema 4.16 a F definida como en el teorema anterior.
Notar nuevamente que D, N D, = C, NC,,. O

Como ejemplo, consideremos de nuevo el grafo G de la Figura 4.4. G es también dualmente
cordal y uno de sus arboles compatibles aparece en la Figura 4.6. Usemos ahora las aristas de
ese arbol para obtener la base de SDC(G). Consideremos a la arista 12 de T'. El tnico clique
que contiene a 1 y a 2 es {1,2,3}, por lo que este conjunto estd en la base. Consideremos
ahora a la arista 23. Los cliques que contienen tanto a 2 como a 3 son {1,2,3} y {2,3,5,6}. La
interseccién de ellos es {2, 3}. Por lo tanto, este conjunto también esta en la base. Similarmente,
si consideramos las aristas restantes del arbol compatible, resulta que la base se completa con
los conjuntos {2,5}, {5,6}, {2,4,5} y {5,6,7}.

Hallar la base en el ejemplo fue facil porque el grafo era pequeno, pero puede dificultarse
calcular la base de grafos dualmente cordales cada vez mas grandes, ya que no existe ninguna
cota polinomial para el nimero de cliques de un grafo dualmente cordal. Por ejemplo, dado un
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Figura 4.6: Un grafo dualmente cordal y uno de sus arboles compatibles.

entero positivo n, definamos a nKs como el grafo que posee n componentes conexas, cada una
de ellas con dos vértices. El complemento de nK5 es un grafo con 2" cliques, y el grafo obtenido
a partir de nK», agregandole un vértice universal es dualmente cordal y con igual cantidad de
cliques.

Sin embargo, una conexién con las vecindades cerradas revela que es mas simple de lo que
se podria esperar:

Proposicion 4.19. Sean u y v vértices adyacentes de un grafo G. Entonces, n C =
CeCunCy
(| Nwl.
weN [u]NN[v]

Demostracion. Probemos la doble inclusién.
Sean z € ﬂ C'y w € N[u] N Nv]. Entonces, {u,v, w} es un conjunto completo y existe
CeCunCy
un clique €y tal que {u,v,w} C C1, lo cual implica que C; € C, NC, y que, por ende, x € C}.
Luego, x € N[w]. Podemos concluir que ﬂ C C ﬂ Nw].

ceCynCy weN[u]NN [v]
Reciprocamente, sean = € ﬂ Nlw] y C € C, NC,y. Entonces, C C Nu] N N[v] y, por
weN [u]NN[v]
definicién de x, x estd en la vecindad cerrada de todo elemento de C. En consecuencia, x € C.
Podemos inferir de ese razonamiento que ﬂ Nw] C ﬂ C. O
wEN [u]NN [v] CeCynCy

Otra alternativa para calcular la base de SDC(G) es reemplazar a C(G) por una subfamilia
F cuyos miembros son seleccionados de la siguiente manera: para cada arista uv de G, elegir
C € C(G) tal que {u,v} C C. Claramente |F| < |E(G)| y S(F) =C(G).

Usemos los ultimos dos resultados para obtener una caracterizacién de los grafos dualmente
cordales que generalice aquella que dice que un grafo es dualmente cordal si y sélo si existe un
arbol generador T tal que todo clique del grafo induce un subérbol de T'.

Decimos que un conjunto A de vértices de un grafo G es booleano positivo si puede ser
obtenido a partir de repetidas intersecciones y uniones de vecindades cerradas. Es booleano
positivo conexo si la unién conexa reemplaza a la unién comun.
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Una combinacién del Teorema 4.18 y la Proposicién 4.19 revela que los miembros de la base
de SDC(G), para G dualmente cordal, son booleanos positivos conexos, y lo mismo puede decirse
sobre las uniones conexas de ellos. Como la vecindad cerrada de todo vértice induce un subarbol
de todo arbol compatible del grafo, concluimos que:

Teorema 4.20. Sean G un grafo dualmente cordal y A C V(G). Entonces, A € SDC(G) si y
solo si es booleano positivo conexo.

Veamos ahora cudl es la caracterizacién.

Teorema 4.21. Sean G un grafo, T un drbol generador de G y F una familia de subconjuntos
booleanos positivos conexos de V(G) tal que S(F) = G. Entonces, son equivalentes:

(a) T es compatible con G.

(b) Todo miembro de F induce un subdrbol de T'.

Demostracion.

(a) = (b): Como T es compatible con G, este grafo es dualmente cordal. Por el Teorema
4.20, todo miembro de F estd en SDC(G), por lo que induce un subédrbol de T

(b) = (a): Sean u y v dos vértices adyacentes en Gy w € T(u,v). Como S(F) = G, podemos
tomar F' € F tal que {u,v} C F. Ademds, debido a que T'[F| es un subarbol de T', w € F'. Por
lo tanto, w es adyacente a u y a v en S(F), es decir, uw € F(G) y vw € E(G). Luego, por el
Teorema 1.15, T es compatible con G. 0

Corolario 4.22. Sean G un grafo y F una familia de subconjuntos booleanos positivos conexos
de V(G) tal que S(F) = G. Entonces, G es dualmente cordal si y sdlo si existe un darbol generador
T de G tal que todo miembro de F induce un subdrbol de T.

Retomemos el estudio de los grafos basicamente cordales. Ahora que sabemos cémo calcular la
base de SDC(G), podemos obtener también una nueva caracterizacién de los grafos basicamente
cordales. Antes de enunciarla, se veran algunos lemas.

Lema 4.23. Sean G un grafo cordal y C1,Cy un par separador de G. Si C' es un clique tal que
CNC1#DyCnCy+#0D, entonces CNCyNCy # 0.

Demostracion. Sea T un arbol clique de G tal que C1Cy € E(T). Entonces, C; € T[C,Cs] o
Cy € T[|C, Cq]. En el primer caso, CNCy C C1NCs. En el segundo, CNC; € C1NCs. En ambos
casos, CNCyNCo # 0. O

Supongamos ahora que G es un grafo dualmente cordal y que tenemos un arbol compatible
T con sus aristas ordenadas. Si consideramos la parte (e) del Teorema 4.16, podria ocurrir que,
dependiendo de la familia F que se utilice, los miembros de la base de SDC(G) se obtengan en
diferentes 6rdenes posibles. No es el caso, como el siguiente lema demuestra.

Lema 4.24. Sean G un grafo dualmente cordal, T un drbol compatible con G, wv € E(T) y F
cualquier subfamilia separadora de SDC(G) tal que S(F) = G. Entonces, B :== () F no

FeDyNDy

depende de la eleccion de F.
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Demostracion. Sean F y F' subfamilias separadoras de SDC(G) tales que la dos seccién de cada
una es igual a G. El conjunto {u, v} esta contenido tanto en By como en Bz, por lo que la parte
(d) del Teorema 4.16 puede ser aplicada a F y a F’ para concluir que Br C Bz y Bx C By,
respectivamente. Luego, Br = Bz. ]

Dado un grafo G y S € S(G), definamos a Bg como el conjunto de cliques de G que

intersecan a todo clique que interseca a S, es decir, Bs = (| N K(c)[C]. Este conjunto no debe
CNS#D
ser confundido con el Bx del lema anterior. Se prueba ahora lo siguiente:

Lema 4.25. Sea G un grafo cordal. Entonces, {Bs: S € S(G)} es la base de SDC(K(G)).

Demostracion. Sean S un separador minimal de vértices de G y C1,Cy un par separador tal

que S = Ci; NCy. Entonces, por el Lema 4.23, n Ng@)lC] = ﬂ Ng@)lCl-
CNS#B CEeNg () IC1INN () [Ca)
Ahora apliquemos la Proposicién 4.19 para concluir que Bg = ﬂ D.
BN
Finalmente, tomemos un arbol clique 7" de G y completemos la demostraciéon aplicando la
Proposicion 4.1 y los Teoremas 4.4, 4.5, 4.6 y 4.18. O

Si G es un grafo basicamente cordal, deducimos de los Teoremas 4.11 y 4.13 y el Lema 4.25
que {Bg: Se€S(G)} ={Cs: S € S(G)}. Entonces, para cada S € S(G), existe S’ € S(G) tal
que Bg = Cg. En principio, S’ no necesita ser igual a S. Sin embargo, la igualdad siempre se
cumple, conduciendo a la siguiente caracterizacién:

Teorema 4.26. Sea G un grafo cordal. Entonces, G es bdsicamente cordal si y sélo si, para
todo S € S(G), Bs =Cs.

Demostracion. Supongamos que, para todo S € S(G), Bsg = Cg. Entonces, por el Teorema 4.13
y el Lema 4.25, las bases de SC(G) y SDC(K (G)) son iguales. Se sigue del Teorema 4.11 que G
es basicamente cordal.

Reciprocamente, supongamos que G es un grafo basicamente cordal. Sean S € S(G), T un
arbol clique de G y C1Cy € E(T) tal que C; N Cy = S. Consideremos a las familias F; =
CKG)U{{C}: CeC(@)}y Fa={Cy: v e V(G)}. Usar la expresiéon encontrada para Bg
en el Lema 4.25 y aplicar el Lema 4.24 a C1, Csy, F1, F» para obtener que

Bs= () D=Br=Br= () C= ()] C=[)C=Cs

D € C(K(G)) C1,C2€Cy veC1NC2 veS
C1,Co € D

O]

Notar que, como ya sabemos que el nimero de separadores minimales de vértices no supera
el nimero de vértices en los grafos cordales, testear la condicidon del Teorema 4.26 es viable en
términos de complejidad algoritmica.

Muchos de los resultados y demostraciones sobre grafos cordales de este capitulo suponen
implicitamente que los grafos no son completos, siendo en caso contrario la familia de sepa-
radores minimales de vértices vacia. Sin embargo, es facil ver que los teoremas y proposiciones
se mantienen verdaderos aun para el caso de grafos completos.

Aunque el Teorema 4.26 fue descubierto gracias a la teoria sobre bases, si reexaminamos el
Teorema 4.8 se revelard que este resultado también podria haber sido usado para dar una prueba
simple del teorema 4.26. Aqui se muestra cémo:
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Teorema 4.27. Sea G un grafo cordal. Son equivalentes:

1. Existen S € S(GQ) y C1,C2 € C(G) tales que C1NCy C S y, para todo C € C(G), CNS # 0
implica que CNCy £ 0 y CNCy #0.

2. Eziste S € S(G) tal que Bg # Cs.

Demostracion. Supongamos que 1. es verdadera y sean C1, Cs, S con las caracteristicas alli men-
cionadas. Probaremos que Bg # Cg.

Como C1 NCy € S, es imposible que S C C] y que S C Oy simultdneamente pues, en caso
contrario, S C Cy N Cy. Supongamos sin pérdida de generalidad que S no estd contenido en Cf.
Entonces, C & Cg pero, por la hipétesis, Cy € Bg. Por lo tanto, Bg # Cg.

Reciprocamente, supongamos que 2. es verdadera y tomemos S € S(G) tal que Bg # Cg.
Como Cg C Bg, existe D € C(G) tal que D € Bgy D ¢ Cg.

Sean T un arbol clique de G y Cs,Cy tales que C3Cy € E(T) y C3 N Cy = S. Entonces,
Cy € T[C3,D] o Cy € T[C4, D]. Supongamos sin pérdida de generalidad que Cy € T[Cs, D].
Deducimos del Teorema 1.5 que C3sND C C3NCy=S5. 51 C3ND =S5, entonces S C D, lo cual
contradice que D ¢ Cg. Por lo tanto, CsN D C S.

Si C es un clique de G tal que C NS # (), entonces C N C3 # () porque S C C3, y CND #
porque D € Bg. Por lo tanto, podemos fijar C; = C3 y Cy = D para verificar que 1. es
verdadera. O

Como ejemplo del Teorema 4.26, consideremos los dos grafos de la Figura 4.7.

Figura 4.7: Todo arbol compatible con K(G’) es un érbol clique de G'. No se puede decir lo
mismo acerca de G.

K(QG) es igual al grafo completo de cuatro vértices, lo cual implica que todo arbol generador
de K(G) es un arbol compatible. Sin embargo, sabemos que los soles poseen solamente un arbol
clique. Por lo tanto, G no es basicamente cordal. Para concluir lo mismo a través del Teorema
4.26, notar que S(G) = {{2,3},{2,5},{3,5}} v C(G) = {{1,2,3},{2,3,5},{2,4,5},{3,5,6}}.
La comparacion entre los conjuntos Bg y Cg, para cada S € §(G), aparece en la siguiente tabla:
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Pero si agregamos tres vértices de grado uno a G para obtener el grafo G’, el resultado es

diferente. Esta vez, C(G') = C(G) U {{2,7}, {3,8},{5.9}} y S(G') = S(G) U {{2}, {3}, {5}}. La

S B

n

Cs Bs =Cs

{2,3}

) | {{1,2,3},{2,3,5}} X

) | {{2,3,5},{2,4,5}} X

QAN

C(
{2,5} | C(
{3,5} | C(

) | {{2,3,5},{3,5,6}} X

tabla correspondiente es:

S Bg Cs Bg =Cg
2,3} {{1,2,3},{2,3,5}} {{1,2,3},{2,3,5}} v
(2,5} ({2,3,5},{2,4,5}} ({2,3,5},{2,4,5}} v
(3,5} {{2,3,5},{3,5,6}} {{2,3,5},{3,5,6}} v

2 T{{1,2,3},{2,7},{2,3,5},12, 4,5 | {11,2,3},{2,7},12,3,5},{2,4,5}} v
(3} [ {{1,2,3},13.8},{2,3,5},13.5,6}} | {11,2,3},{3,8},12.3,5},{3,5,6}} v
(5} | {{2,4,5},15,9},{2,3,5},13,5,6}} | 142,4,5},{5,9},{2,3,5}, {3,5,6}} v

Esto muestra claramente que la clase de grafos basicamente cordales no es hereditaria. De
hecho, una construccién como la que se utilizé para obtener al grafo G’ nos permite mostrar que
todo grafo cordal es el subgrafo inducido de algiin grafo basicamente cordal.

Proposicién 4.28. Sean G un grafo cordal y V' el conjunto de los vértices de G que no son
simpliciales. Sea G' el grafo construido a partir de G agregando, para cada v € V', un vértice
v* y la arista vv*. Entonces, G' es bdsicamente cordal.

Demostracién. Si V' = (), entonces G es completo, G = G’ y es facil verificar que G es bésica-
mente cordal. Si V'’ # (), entonces S(G') = S(G) U {{v} : v € V'}. Probemos ahora que, para
todo S € S(G’), Bs = Cg, siendo los dos conjuntos calculados con respecto a G'. Sean S € S(G’),
C € BgyveS. Al ser v el vértice de algin separador minimal de vértices, v no es simplicial y,
por lo tanto, v € V'. Luego, {v,v*} es un clique de G’ que interseca a S. Como C € Bg, se tiene
que C' N{v,v*} # 0 y, como consecuencia, que v € C. Podemos concluir de este razonamiento
que S C C, es decir, C' € Cg. Por lo tanto, Bg C Cg. Debido a las definiciones, la inclusion
Cs C Bg siempre es verdadera. Luego, Bg = Cg. Por el Teorema 4.26, G’ es basicamente cordal.

O

Finalizamos esta seccion enunciando una propiedad que relaciona a los grafos basicamente
cordales con conceptos métricos.

Proposicién 4.29. Sea G un grafo cordal tal que diam(G) < 2. Entonces, G es basicamente
cordal si y solo si todo vértice de G es universal o simplicial.

Demostracion. Supongamos que todo vértice de G es universal o simplicial. Si G es completo,
entonces es consecuencia inmediata que G es basicamente cordal. Si G no es completo, entonces la
interseccion de cualesquiera dos cliques distintos de G es igual al conjunto de vértices universales
de G. Por lo tanto, por el Teorema 4.4, el conjunto de vértices universales de G es el Unico
separador minimal de vértices de G, llamémoslo S. Se ve facilmente que Bg = Cs = C(G).
Luego, por el Teorema 4.26, G es basicamente cordal.

Reciprocamente, supongamos que G es basicamente cordal. Veamos que K (G) es completo.
Esto es evidente en el caso en que G es completo.

En caso contrario, sean C7 y C5 dos cliques distintos de G cualesquiera. Probaremos que
C1 N Cy # 0. Sea T un arbol clique de G. Si C; y Cy son adyacentes en T', entonces es claro

52



que no son disjuntos. Si no son adyacentes en T, sea C € T(C1,C3). Sean también C3 una
hoja de T tal que Cy € T[C,Cs] y Cy4 otra hoja tal que Cy € T[C, Cy]. Entonces, C3 y Cy son
cliques simpliciales de G. Sean v y w vértices simpliciales en C3 y (4, respectivamente. Como
diam(G) < 2, N[v]N N{w] # 0, es decir, C3 N Cy # 0. Por construccién, {C1,Co} C T'[Cs,C4] y,
por la Proposicién 1.5, C3 N Cy € C1 N Cy. Luego, Cy N Cy # ().

Por consiguiente, K (G) es un grafo completo. Resulta asi que todo &rbol generador de K(G)
es un arbol compatible y, por ende, por ser G basicamente cordal, un arbol clique de G.

Se deduce facilmente de lo ltimo que los miembros de SC(G) son C(G) y todos sus subcon-
juntos unitarios.

Sea v un vértice de G. Luego, C, € SC(G). Si C, = C(G), entonces v es universal. Si C, es
un conjunto unitario, entonces v es simplicial, con lo cual queda concluida la demostracion. [

4.3. Determinando posibles conjuntos de hojas para los arboles
compatibles de un grafo dualmente cordal

Esta seccion corta estd pensada como una aplicaciéon de la anterior. Nuevamente, la idea
serd aprovechar el saber como resolver ciertos problemas acerca de los arboles clique de los
grafos cordales con el propdsito de resolver problemas acerca de los arboles compatibles de los
grafos dualmente cordales.

Dado un érbol T, se usara la expresién £(T') para referirnos al conjunto de hojas de T

Como el titulo lo indica, el problema sera el siguiente: dado un conjunto A de vértices de un
grafo dualmente cordal G, determinar si G posee un drbol compatible T tal que £(T') = A.

Para orientarnos mejor en el proceso de encontrar una solucién, hallemos primero una condi-
cién necesaria. Nuestro interés se centrard en grafos con al menos tres vértices, pues el problema
es trivial sobre grafos con un niimero menor de vértices.

Proposicién 4.30. Sean G un grafo dualmente cordal y T un drbol compatible con G. Si v es
una hoja de T y w es el vértice tal que vw € E(T), entonces N[v] C N[w].

Demostracion. Se verifica, para todo vértice u en N[v] \ {v,w}, que w € T(u,v). Deducimos
entonces del Teorema 1.15 que w es adyacente a u. Por lo tanto, N[v] \ {v,w} C N|[w]. Como
{v,w} también es un subconjunto de N[w], se sigue que N[v] C N[w]. O

Corolario 4.31. Sean G un grafo dualmente cordal, |V (G)| > 3, y T un drbol compatible con
G. Entonces, todo vértice en L(T) estd dominado por un vértice en V(T)\ L(T).

Demostracion. Los drboles con més de dos vértices no tienen hojas adyacentes. Entonces, para
todo vértice v € L(T), el inico vértice adyacente a v en T' no esta en L£(T") y, por la Proposicién
4.30, domina a v. O

Ahora que sabemos que debemos restringirnos a los vértices dominados, se pueden enunciar
los resultados principales.

Teorema 4.32. Sean G un grafo dualmente cordal y A C V(G) un conjunto de vértices, cada
uno de ellos dominado por un vértice en V(G) \ A. Sea G' el grafo construido a partir de G
agregando, para cada v € A, un vértice v* y la arista vv*. Entonces, G' es dualmente cordal.
Mads aun, existe un drbol T compatible con G tal que L(T) = A si y sdlo si existe un drbol T’
compatible con G' tal que L(T') = A* := {v*, v € A}.
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Demostracion. Sea T un arbol compatible con G. Entonces, el drbol T” tal que V(T") = V(G) U
A* y E(T") = E(T) U {vv*, v € A} es compatible con G’, por lo que este grafo es dualmente
cordal. Ademads, si L(T) = A, L(T") = A*.

Reciprocamente, supongamos que existe un arbol 7" compatible con G’ tal que L(T") = A*,
y sea Tp = T" — A*. Elijjamos a T" de manera que |L£(Tp)| sea maximo. Como C(G) C C(G'),
todo clique de G induce un subérbol de T” y, por ende, de Ty. Entonces, Ty es compatible con
G. Demostremos ahora que £(Tp) = A.

Es inmediato que £(7p) C A pues, en caso contrario, cualquier vértice en £(Tp) \ A también
seria una hoja de T”, lo cual es una contradiccidn.

Supongamos que L£(Ty) # A. Tomemos un vértice u € A\ L(Tp) y sean w un vértice en
V(G) \ A que domina a u y w' el vértice adyacente a u en Tp(u, w).

Por el Teorema 4.3, si, por cada vértice = diferente a w’ y adyacente a u en Tj, agregamos
la arista wx a Ty y le quitamos la arista uz, obtenemos un nuevo arbol 77 compatible con G
tal que el grado de w es mas grande en 177 que en Tp, v es una hoja de T} y todos los demas
vértices tienen el mismo grado en Tj y en T7. Entonces, £(T1) = L(Tp) U {u}, contradiciendo la
forma en que T fue elegido.

Luego, L(Tp) = A. O

Se define el leafage de un grafo cordal G como el minimo nimero de hojas de un arbol clique
de G. Similarmente, si G es dualmente cordal, se define el leafage dual de G como el minimo
nimero de hojas de un arbol compatible de G. Entonces,

Teorema 4.33. Sea G un grafo dualmente cordal y H un grafo bdsicamente cordal tal que
K(H) = G. Entonces, el leafage dual de G es igual al leafage de H.

Demostracion. Los arboles compatibles de G son exactamente los arboles clique de H. Por lo

tanto, ambos minimos coinciden. ]
3 5
2 6
1 —o——o—o
@ 1
2 4 6

Figura 4.8: Un grafo cordal cuyo leafage es igual a 2.

Con respecto a calcular el leafage de un grafo cordal, se conoce un algoritmo polinomial para
hacerlo [15].

Notar que un grafo como H también puede ser obtenido en tiempo polinomial. Por ejemplo,
podemos elegir, por cada arista uv de G, un clique que contenga a {u,v}. La coleccién de esos
cliques unida a {{v}: v € V(G)} da lugar a una familia F tal que |F| < |V(G)|+ |E(G)|. Por
el Teorema 4.15, L(F) es béasicamente cordal y K (L(F)) = G. Entonces, podemos hacer que H
sea igual a L(F).

Por lo tanto, el leafage dual de un grafo dualmente cordal puede ser calculado en tiempo
polinomial.

Ahora encontraremos la relacion entre el tema de esta seccién y el concepto de leafage.
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Teorema 4.34. Sean G, G' y A los mismos que en el Teorema 4.32. Sea también H' un grafo
bdsicamente cordal tal que K(H') = G'. Entonces, existe un drbol T compatible con G tal que
L(T) = A siy sdlo si el leafage de H' es igual a |A.

Demostracion. Por el Teorema 4.32 y el hecho de que A* esta contenido en el conjunto de hojas
de todo arbol compatible con G’, existe un arbol T compatible con G tal que L(T) = A si y s6lo
si el leafage dual de G’ es igual a |A|. Se concluye la prueba al notar que, por el Teorema 4.33,
el leafage dual de G’ es igual al leafage de H'. O

El algoritmo en [15] no sélo calcula el leafage de un grafo cordal, sino que también devuelve un
arbol clique cuyo ntiimero de hojas es igual al leafage del grafo. Sea T” el arbol clique obtenido
cuando el algoritmo es aplicado a H'. Si el leafage de H' es igual a |A|, entonces T' es un
arbol compatible con G’ tal que L(T") = A*. Como en la demostracién del Teorema 4.32, sea
To = T' — A*. Luego, Tj es compatible con G y L(Ty) C A. Si L(Ty) # A, entonces se puede
aplicar el procedimiento explicado al final de la demostracién del Teorema 4.32 para incrementar
el nimero de hojas hasta que el conjunto de hojas sea A.

95



Capitulo 5

Coémo detectar si una familia de
arboles es la familia de arboles clique
de un grafo cordal

Se han considerado hasta el momento algunos problemas concernientes a los arboles clique
tales como el de hallar uno de ellos y calcular el leafage. Con respecto a hallar un sélo arbol
clique, sabemos a través del Teorema 4.2 que se puede hacer eficientemente. Si se quisieran
hallar absolutamente todos los arboles clique de un grafo cordal, podria ocurrir que estos fueran
demasiados. Dado que con un nimero fijo de vértices se puede obtener una cantidad exponencial
de arboles, podria ser éste también el caso del nimero de arboles clique de un grafo cordal. No
obstante, se puede encontrar un patrén en todos los drboles clique que permite disenar un método
para construirlos y existen algoritmos de tiempo polinomial para contarlos [24].

Aparentemente, el problema inverso no habia sido todavia estudiado, dandosele aqui un
alto grado de importancia. Para ser més claros, tomemos una familia 7 de arboles, todos con
conjunto V' de vértices, siendo nuestro objetivo encontrar, en caso de que lo hubiera, un grafo
cordal G tal que T(G) = 7. En el presente capitulo, se determinara si un grafo asi existe a
través de una serie de condiciones necesarias y suficientes que pueden ser testeadas en tiempo
polinomial con respecto a |7| y a |V]. Las propiedades estructurales de los arboles clique y de
los conjuntos que inducen subéarboles en ellos serdan nuevamente aprovechadas.

Sera posible también caracterizar a todos los grafos cordales que tengan a 7 como familia de
arboles clique y consideraremos una versién similar del problema centrada en la identificacion
de arboles compatibles.

5.1. Un método de detecciéon por conteo

Serd preciso desarrollar una férmula para el nimero total de arboles clique de un grafo cordal
para encontrar las primeras condiciones necesarias y suficientes. La férmula que se mostrara (Teo-
rema 5.4) ya era conocida, pero serd util llegar a ella usando los conceptos del capitulo anterior.

Recordemos que una relacién R sobre un conjunto A es de equivalencia si es reflexiva,
simétrica y transitiva. Un subconjunto X de A es una clase de equivalencia si todo par de
elementos de X estd en la relacion y X es maximal en este sentido. Estas dos definiciones
implican que dos clases de equivalencia distintas cualesquiera son disjuntas y que, para todo
a y para todo b en A, a y b estdn relacionados si y solo si ambos se encuentran en la misma
clase de equivalencia. El conjunto cociente de R, o A/R, es el conjunto de todas las clases de
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equivalencia de R.

Sean G un grafo cordal y S € S(G). Se define a Rg como la relacién en Cg tal que C1 y Co
estan relacionados si y sélo si ambos intersecan la misma componente conexa de G — S. Esta es
claramente una relaciéon de equivalencia y hay una clase de equivalencia por cada componente
conexa de G — S que contiene a un vértice que es adyacente a todos los de S. El resultado que
necesitamos conocer acerca de esta relacién es el siguiente:

Proposicién 5.1. Sean G un grafo cordal y S € S(G). Entonces, toda clase de equivalencia de
RY estd en SC(G).

Demostracion. Sean X una clase de equivalencia de Rg y G[A] la componente conexa de G — S
que es intersecada por los miembros de X.

Sea C' un clique de G[AU S]. Si C N A = (), entonces C C S. Pero S no es un conjunto
completo maximal de G[A U S| porque esta contenido en cada miembro de X. Se infiere de esta
contradiccién que C' N A # (). Supongamos que C no es un clique de G. Entonces, existe un
vértice v € V(G) \ (AU S) que es adyacente a todos los vértices de C. De este modo, v es
adyacente a un vértice de A, lo cual es absurdo. Luego, C es un clique de G.

Concluimos del parrafo anterior que C(G[AUS]) C C(G). Probemos ahora que C(G[AUS]) €
SC(G).

GJAUS] es un grafo cordal. Podemos tomar entonces un arbol clique de G[AU.S], llamémoslo
1.

Sea C'C’ una arista de T7. Necesitamos demostrar que Concv, calculado con respecto a G,
es un subconjunto de C(G[A U S]). Supongamos por el contrario que C” es un clique de G tal
que C" € Coner \ C(G[AU S]). Entonces, CNC’' C CNC'NC" C S. Por el Teorema 4.5, C'y
C’ forman un par separador de G[A U S]. Luego, C'\ C’' y C"\ C estan contenidos en diferentes
componentes conexas de G[AU S| — C NC". Sin embargo, G[AU S| — C NC’ es un grafo conexo
porque G[A] y G[S\ (C' N C")] son conexos y, si S\ (CNC") # 0, existe una arista de G tal que
uno de sus extremos estd en A y el otro estd en S\ (C' N C”). Esto nos da una contradiccién.

Por lo tanto, Coner € C(G]A U S]). Usemos esta inclusién para deducir que C(G[A U S]) =

U Concr. Por consiguiente, C(G[A U S]) € SC(G).
cc'eE(Ty)

Como X =CsNC(G[AUS]), X € SC(G). O

Dado un arbol clique T" de GG, definamos ahora a Hr s como el grafo cuyo conjunto de vértices
es Cg/ Rg, siendo X7 y X adyacentes si y sélo si existe una arista de 1" con uno de sus extremos
en X, y el otro en Xs. Entonces:

Proposicién 5.2. Sean G un grafo cordal, T un drbol clique de G y S € S(G). Entonces, el
grafo Hr g es un drbol.

Demostracion. Como Cg y las clases de equivalencia de Rg inducen subéarboles de T', el ntimero
de aristas de Hr g es igual a |V (Hr,g)| — 1. Por la misma razén, Hr g es conexo. Luego, Hr g
es un arbol. O

Este resultado motiva la definicién de aristas S-admisibles. Sea E’ un conjunto de aristas
de K(G) tal que toda e € E’ tiene sus extremos en diferentes clases de equivalencia de Rg
Definamos a Hpr como el grafo tal que V(Hpg/) = CS/Rg y, para cada e € FE’, existe una
arista en Hpgr que conecta a las clases de equivalencia de los extremos de e. Se dice que E’ es
S-admisible cuando Hg es un arbol.

Esta definicién nos permite dar una caracterizacién de los arboles clique de un grafo cordal
que no habia sido mencionada hasta ahora.
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Figura 5.1: Supongamos que G y S € S(G) son tales que Cs/RY =
{{C4,Cs,C3},{Cy,C5},{Cs,C7},{Cs,C9}}. Entonces, se muestran en la figura dos con-
juntos de aristas S-admisibles.

Teorema 5.3. Sean G un grafo cordal no completo, T un drbol tal que V(T) = C(G) y S(G) =
{51, ...,8;}. Entonces, son equivalentes:

(a) T es un arbol clique de G.

J
(b) E(T)= U Ei, siendo E; S;-admisible para todo 1 <1i < j.
i=1

Demostracion.

(a) = (b): Véase la Proposicién 5.2.

(b) = (a): Sean T un arbol clique de G y A; el conjunto de todas las aristas de T} tales que
la interseccién de los extremos de cada una de ellas es igual a Sy. Definamos Ty = 1o — A1 + E1.
No es dificil verificar que 17 es un arbol. Ahora probaremos que 737 es un arbol clique de G.

Supongamos que v € V(G) es tal que C, no induce un subarbol de Tj. Esto implica que la
remocién de alguna arista en A; desconecta a Tp[C,] v que los extremos de esa arista quedan en
diferentes componentes conexas de T1[C,]. Como la interseccién de esos cliques es igual a S1 y v
estd en ambos, v € 5.

Por otro lado, no es dificil ver que, por construccién, T1[Cg,| es conexo. Ya que Cg, C C,,
todos los cliques en Cg, estdn en la misma componente conexa de T1[C,], lo cual produce un
absurdo.

Concluimos de este razonamiento que 717 es un arbol clique de G.

Para todo 1 < ¢ < j, definamos recursivamente a A; como el conjunto de todas las aristas
de T;_1 tales que la interseccién de los extremos de cada una de ellas es igual a S;, y T; =
T;,_1 — A; + E;. Por los mismos razonamientos que antes, T; es un arbol clique de G para todo
1 <@ <j. Ademsds, T; = T. Luego, T es un arbol clique. O

Por todo lo visto, ya es posible dar con la férmula del nimero total de drboles clique de un
grafo cordal:

Teorema 5.4. Sea G un grafo cordal. Entonces, el nimero de drboles clique de G es igual a

I1 [( I1 |X|> Cs s/ S 12 ]

SeS(G) Xe cg/RE
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Demostracion. Es claro, debido al Teorema 5.3, que el nimero total de arboles clique de G
es igual a [ Ng, siendo Ng el ntimero total de conjuntos de aristas S-admisibles que hay,
SES(G)
S € S§(G). Encontremos una férmula para Ng.
Sean CS/Rg ={Xy,..., Xk} y T un arbol clique de G.
Si sabemos que, para todo 1 < ¢ <k, el grado de X; en Hr g es d;, entonces, por la prueba
k—2

di—1 . d—1 > arboles posibles a
1— 1 ...ag —

de la féormula de Cayley dada por Priifer [22], existen <

los que Hr g puede ser igual.
Si sabemos ahora con exactitud cudl es Hr g, entonces el nimero de conjuntos de aristas

S-admisibles que T puede llegar a tener es igual a H | X%
i=1
Al ser la suma de los grados de los vértices de Hr g igual a 2k — 2, tenemos que

Ns = Z [(dl—f dk—l) H’X|d] -

di+...+dp, =2k —2

(T ) 2 () e -

i=1 di+ .4 dy =2k —2

(i) S ()] (i) ()

=1

- (ﬁw) Cs[2

i=1
O

Si queremos que los conjuntos, grafos y relaciones que fueron presentados en este capitulo
puedan ser aplicados para obtener un método de deteccién de familias de drboles clique de los
grafos cordales, entonces deberemos ser capaces de identificarlos con sélo examinar a los arboles
clique, sin necesidad de mirar al grafo. Los siguientes resultados indican céomo eso es posible.

Dada una familia 7 de arboles con conjunto V de vértices, hay dos grafos asociados a ella
que seran importantes en esta seccién y en la que sigue. El grafo H7 tiene conjunto de vértices
igual a 7, siendo Ty T', T' # T’, adyacentes en H7 si y sélo si existen aristas e y €’ tales que
T' =T—e+¢. Sea E(T) el conjunto de aristas que estdn en al menos un drbol de 7. Denotemos
por H} al grafo tal que V(H}) = E(7), de modo que e,e’ € E(T), e # €, son adyacentes si y
sélo si existe T' € 7 tal que T'— e + ¢’ € 7. Por cada componente conexa H' de H5, definamos
pPH)Y= U {uv}

weV(H')
Entonces tenemos que:

Proposicion 5.5. Sea G un grafo cordal. Entonces, H,(q) es conezo.
Demostracion. Aplicar el Teorema 4.2 y la Proposicion 4.7. O

Procedamos ahora a caracterizar al grafo H;'_‘(G):
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2 3 4 3 4 Hy H}
2 T1 34,45 T4 12 34
13
[ )
. o - - T, T,
1 23 23 T,T. T,T.
T4 34 ® 2'3
35
2 3 4
Ta *%* Tg 23 45
5

Figura 5.2: Una familia 7" de drboles y los grafos H7 y H7. Cada arista de H7 estd etiquetada
con las aristas que los drboles deben intercambiar para obtener uno a partir del otro. Cada arista
ee’ de HX estd etiquetada con todos los pares de drboles que pueden intercambiar a e y a ¢’
para obtener a uno a partir del otro.

Proposicién 5.6. Sean G un grafo cordal y C1Ca,C3Cy dos elementos diferentes de E(T(G)).
Entonces, C1Cy y C3Cy son adyacentes en H:(G) si y solo si C1NCy = CyNCYy.

Demostracion. Supongamos que C1Cy y C3Cy son adyacentes en H;“(G). Sea T un arbol clique
de G tal que T'— C1Cs + C5Cy es también un arbol clique. Entonces, C1,Cy € T[C3, Cy], por
lo que C5 N Cy C C1 N Cy. Ademés, por el Teorema 4.2, |C; N C| = |C5 N Cy|. Por lo tanto,
CinNCy=C35nCy.

Reciprocamente, supongamos que C1NCy = C5NCy. Sean S = C1NCy y G[A41], G[A2], G[As],
G[A4] las componentes conexas de G — S que intersecan a C1, Co, Cs, Cy, respectivamente. Sea
también B el conjunto de vértices de las otras componentes conexas, si las hubiera. Entonces,
por el Teorema 4.5, A; # As y A3z # A4. Consideremos los siguientes tres casos:

1) Ay, Ag, A3, A4 son todos diferentes: Sean T3 un arbol clique de G[A;UBUS] y T;, i = 2, 3,4,
un arbol clique de G[4; U S]. Sea T' = T3 + C1C3 + T1 + C1Cy + Ty + CoCy + Ty. Probemos
que T es un arbol clique. Sea v € V(G). Si v € S, entonces v estd en Ay U B, Ag, Az 0 Ay.
Si v € Ay U B, entonces T[C,] = T1[Cy], que es un subdrbol. Si v € A;, i = 2,3,4, entonces
TCy] = T;|Cy], también un subarbol. Si v € S, entonces T'[C,] esta formado por los subarboles
Ti[Co NC(G[A1UBUS))] y Ti[C, NC(G[A; U S))], i = 2,3,4, todos unidos por las aristas C1Cs,
C1Cy y C5Cy. Por lo tanto, T'[C,] es un subédrbol. Podemos concluir que 7" es un arbol clique.
Similarmente, T'— C1Cs + C3Cy también es un arbol clique. Luego, C1Cs y C3Cy son adyacentes
en H:(G).

2) Dos de los conjuntos son iguales: Supongamos sin pérdida de generalidad que A4; = As.
Sea T = Ty + C1Cy + Ty + CoCy + Ty. Entonces, T es un arbol clique de G y también lo es
T — C1C5 4 C3Cy. Luego, C1Cs y C3Cy4 son adyacentes en H:(G).

3) Hay dos pares de conjuntos que son iguales: Supongamos sin pérdida de generalidad que
Ay = Asy que Ay = Ay. SeaT =T+ C1Cs+Ts. Entonces, T es un arbol clique de GG y también
loes T — C1Cy + C3C4. Luego, C1Cs y C3Cy son adyacentes en H:(G)' O

En combinacion con los Teoremas 4.4 y 4.5, se obtiene:
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Corolario 5.7. Sea G un grafo cordal. Entonces, el nimero de componentes conezxas de H;"(G)
es igual a |S(G)| y cada una de ellas es un subgrafo completo.

Estudiemos ahora a esas componentes conexas.

Proposicién 5.8. Sean G un grafo cordal, C1Cy € E(T(G)) y Cs3 otro clique tal que C1 N Coy C
Cs. Entonces, C1Cy es adyacente a C1C3 o a C2C3 en H;k(G).

Demostracion. Sea T un arbol clique de G tal que C1Cy € E(T). Entonces, Cy € T[Co,C3] o
Cy € T|Cy, C3]. En el primer caso, T — C1Cy + C2C35 es un arbol clique, por lo que C1C2 y C2Cs
son adyacentes en H;‘(G). En el segundo caso, T'— C1C5 + C1C5 es un arbol clique. Luego, C1C5
y C1C5 son adyacentes en H;“(G). O

Proposicién 5.9. Sean G un grafo cordal, C1Cy € E(T(G)), C1NCy =S, y H' la componente
coneza de H:(G) que contiene a C1Cy. Entonces, P(H') = Cg.

Demostracion. Sea C € P(H'). Tomemos un clique C’ tal que CC" € V(H'). Entonces, por la
Proposicién 5.6 y el Corolario 5.7, CNC' = C1NCy = S, y por ende C € Cg. Luego, P(H') C Cg.
Reciprocamente, sea C' € Cg. Si C = C7 o C = (3, entonces claramente C € P(H’). Si no,
por la Proposicion 5.8, C1C5 es adyacente a C'Cy en H:(G) o C1C5 es adyacente a CCy en H:(G).
Por lo tanto, CCy € V(H') o CCy € V(H'). En cualquier caso, concluimos que C' € P(H'). Se
desprende que Cs C P(H').
Luego, P(H') = Cs. O

Ahora que Cg pudo ser identificado mirando a los drboles clique, hagamos lo mismo con la
relacion Rg

Proposicién 5.10. Sean G un grafo cordal, S € S(G) y C1,Cy € Cg. Entonces, (C1,Cs) € Rg
si y sélo si C1Cy ¢ V(H'), siendo H' la componente conezxa de HZ ) tal que P(H') =Cs.

Demostracion. Supongamos que (Cq,Cs) € Rg Si Cy N Cy # S, entonces C1Cy no puede ser
un vértice de H'.

Si CiNCy =8, entonces C7 y Cy no forman un par separador. Por lo tanto, C1C5 no es la
arista de ningun arbol clique de G, lo cual imposibilita que sea un vértice de Hj(G), y mucho
menos de H'.

Supongamos ahora que (C1,Cq) ¢ Rg Entonces, Cy y Cs forman un par separador y Cq N
Cy = S. Por lo primero, C1Cs € E(T(G)) y, por lo segundo, C1Cy € V(H').

O

Todos los resultados previos bastan para enunciar las primeras condiciones necesarias y
suficientes para que una familia de arboles sea la familia de drboles clique de un grafo cordal.

Sean 7 una familia de drboles y H' una componente conexa de H. Se define a R%}, como
la relacién sobre P(H') tal que (u,v) € R, siy sélo si uv ¢ V(H'). Entonces:

Teorema 5.11. Sean 7 una familia de drboles, con conjunto de vértices igual a V, y Q la
familia de componentes conexas de Hy. Entonces, existe un grafo cordal G tal que T(G) =T si
y solo si se cumplen cada una de las siguientes condiciones:

1. Para toda componente conexa H' de H, Rg, es una relacion de equivalencia.

2. Para toda componente coneza H' de H3 y todo T € T, P(H') y las clases de equivalencia
de Rz], inducen subdrboles de T.
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3. |T| = H ! ( H | X| >|p(H/)’|P(H')/R§/|_2

H'eQ xe pH')/RE,

Demostracion. Supongamos que 7 es la familia de arboles clique de un grafo G. Entonces, la
condicién 1 es una consecuencia de la Proposicién 5.10, la condicién 2 es una consecuencia de
las Proposiciones 5.9 y 5.1 y la condicién 3 es una consecuencia de las proposiciones que ya se
han mencionado y del Teorema 5.4.

Reciprocamente, supongamos que se verifican las tres condiciones. Sea F = ( |J P(H')/R%,)

H'co
U {PH'): HeQ} U {{v}: veV}y G = L(F). Entonces, por el Teorema 1.4 y la condi-
ci6én 2, G es un grafo cordal. Por la Proposicién 4.14, |C(G)| = |V|y cada T € T se corresponde
con un arbol clique de G.

Sea T un arbol clique de G y H' una componente conexa de H-. Por la forma en que G fue
construido, el grafo cuyo conjunto de vértices es P(H')/R%, v tal que X1 y Xy en P(H')/R%,
son adyacentes si y sélo si T posee una arista con uno de sus extremos en X7 y el otro en X5 es un
arbol. Notar que una arista como la de la oracién anterior debe estar en V(H'). Reciprocamente,
por la condicién 1, toda e € V(H') tiene sus extremos en diferentes clases de equivalencia de
RZL,.

Entonces, razonando como en la prueba del Teorema 5.4, el nimero de maneras posibles en
las que las aristas que estan en V(H’) pueden ser elegidas en el proceso de construir un arbol

’ T
clique de G es a lo sumo H 1X| ) |P(H)|PHD Ry =2,
Xe P(H')/RZ,
Luego de hacer esta eleccién para cada H' € Q, no es necesario seleccionar mds aristas para

obtener un arbol clique de G pues, de lo contrario, el arbol clique resultante tendria mas aristas
que cualquier T' € 7, que también es un arbol clique de G, lo cual constituye una contradiccion.

/ T,
Por lo tanto, |T(G)| < H [ ( H | X1 )\P(H’)]'P(H )/Rypr|=2

H'eQ xe p')/RE,

Por la condicién 3, |T(G)| < |7|. Sabfamos también que 7 C T(G). Luego, T(G) =7. O

Consideremos, por ejemplo, a la familia de 4rboles de la Figura 5.2. En este caso, Hr
posee cuatro componentes conexas. Sean H{ la componente conexa con vértices 12 y 13, y
H), la componente conexa con vértices 34 y 45. Entonces, P(H]) = {1,2,3}, P(H}) = {3,4,5},
RTi ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,3),(3, )} y 7'\’,%,’é =1{(3,3),(4,4),(5,5),(3,5),(5,3)}. Por lo tanto,
estas relaciones son de equivalencia, de modo que P(H{)/Rgi ={{1,3},{2}} ¥ P(Hé)/RTé =
{{3,5},{4}}. Esto nos permite ver que se satisface la condicién 2. Ademas,

[L[( TL ) e -

H'eQ " /RE,

|P(HY)/RT, |2

(3,5} {4}]) - [P(H3)] b -

(J{1,3}].1{2}]) . |p(Hi)|‘P(H{)/R£i|_2 ] | {

[(2.1).3272] . [(2.1).32]=2.2=4

No hemos considerado a las otras componentes conexas porque es trivial verificar que satis-
facen las condiciones 1y 2 y que no alteran el producto. Como el resultado es igual a la cantidad
de arboles de la familia, también se satisface la condicién 3. Luego, los arboles de la Figura 5.2
constituyen la familia de arboles clique de algin grafo cordal.

62



5.2. Otro método de deteccién

Encontraremos en esta seccién nuevas condiciones necesarias y suficientes para que una
familia de arboles sea la familia de arboles clique de un grafo cordal. Estas condiciones seran
estructurales y no involucrardn conteo alguno. Estdn basadas en la idea de construir un grafo
que serd el potencial candidato a tener los arboles dados como arboles clique.

Una vez més, serd atil encontrar més caracterizaciones de los drboles clique de un grafo cordal
e identificar a los conjuntos que inducen subarboles en todos los arboles clique con simplemente
examinar a éstos. Esas cosas son las que se hacen a continuacién:

Proposicién 5.12. Sean G un grafo cordal y B una subfamilia generadora de SC(G). Entonces:
(a) T es un drbol clique de G si y sdlo si todo miembro de B induce un subdrbol de T'.

(b) Sea F=B U {{C}: C e€C(G)}. Entonces, el grafo de interseccion de F es cordal y tiene
los mismos drboles clique que G.

Demostracion.

(a) Sea T un arbol clique de G. Entonces, como B C SC(G), todo miembro de B induce un
subarbol de T

Reciprocamente, supongamos que 7" es un arbol cuyo conjunto de vértices es C(G) y tal que
todo miembro de B induce un subérbol de T'. Para cada v € V(G), C, es un conjunto unitario
0, si no, puede ser expresado como la unién conexa de miembros de B. Por lo tanto, C, induce
un subarbol de T'. Luego, T" es un arbol clique.

(b) Sea G' = L(F). Puede representarse a G’ como el grafo de interseccién de subédrboles de
cualquier arbol clique de G, por lo que es un grafo cordal.

Por la proposicién 4.14, la familia de cliques de L(F) consiste de todos los conjuntos D¢,
C € C(G). Para F' € F, el conjunto de cliques de L(F) que contienen a F' es {D¢c : C € F}.
Entonces, {Cy}yev(ary = F. Debido a la forma en que F fue construida, es consecuencia de la
parte (a) que T es un arbol clique de G si y sélo si todo miembro de F induce un subarbol de
T, es decir, si y sélo si T es un arbol clique de G’. Luego, G y G’ tienen los mismos arboles
clique. ]

En este contexto, la Proposicién 5.12 significa que si alguien encuentra un grafo cordal que
demuestra que la respuesta a nuestro problema de decision es afirmativa, no mostrandonos ese
grafo sino una familia que genera a los conjuntos que inducen subarboles de todo arbol clique del
grafo, entonces podriamos corroborarlo construyendo otro grafo. Por consiguiente, conocer una
familia generadora es casi tan importante como conocer al mismo grafo cordal. Esto también
nos sugiere que, dada 7, intentar deducir a partir de ella una familia generadora asociada a
un grafo cordal que potencialmente tiene a 7 como familia de arboles clique seria una forma
muy apropiada para encarar la cuestién. Sabemos cémo hacer esto usando la Proposicién 5.9.
Encontramos abajo una manera alternativa que podria llegar a ser mas simple.

Proposicién 5.13. Sean G un grafo cordal, S € S(G) y C1Cs € E(T(Q)) tales que C1NCoy = S.
Definamos 1¢[C1,Co) = |J T[C4, Ca]. Entonces, 1¢[C1, Cs] = Cs.
T € 7(G)
Demostracion. Sean C' un elemento cualquiera de 7¢[Cy, Co] y T €T(G) tal que C € T[C, Ca.
Al ser T un arbol clique, C; N Cy C C'y, por ende, C € Cg. Luego, 75[C1,Cs] C Cg.
Supongamos ahora que C € Cg. Si C'= C; o C = (s, es claro entonces que C € 7¢[Cy, Cy.
En caso contrario, por la Proposicién 5.8, C1Cs es adyacente a CC; en H:(G) o C1C5 es adyacente
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a CCy en Hj(G). Supongamos sin pérdida de generalidad que vale lo primero. Sea T un arbol
clique de G tal que T'— CC; + C1Cy también es arbol clique. Entonces, C' € T[Cy,Cs], y de
aqui que C € 7g[Cy, Ca].

Luego, Cs C 7¢[C1, Ca] y se sigue la igualdad. O

Con la ayuda de las Proposiciones 5.12 y 5.13, se obtiene:

Teorema 5.14. Sean 7 wuna familia de drboles, todos con conjunto de vértices V, Ty € T,
F=AT[u,v]: we ET)} yF =FU {{v}: veV}. Entonces, existe un grafo cordal G tal
que T(G) =T si y sélo si L(F') es cordal y T(L(F')) =T.

Demostracion. Supongamos que existe un grafo cordal G tal que T(G) = 7. Entonces, por
la Proposicién 5.13 y el Teorema 4.13, F es una subfamilia generadora de SC(G) y, por la
Proposicién 5.12, L(F') es cordal y T(L(F")) =T.
La reciproca es claramente verdadera. Basta con hacer que G = L(F’).
O

En vista del Teorema 5.14, la respuesta a nuestro problema sélo depende de que L(F’) sea
una solucion o no. Dos condiciones deben cumplirse naturalmente para que lo sea, a saber, todos
los miembros de 7 deben ser drboles clique de L(F’) y ningtin otro drbol puede ser un arbol
clique de L(F").

Si L(F') es solucién y decidiéramos aplicarle el procedimiento del Teorema 4.2, entonces
debemos conocer a la familia de cliques de L(F’). Por la Proposicién 4.14, la familia de cliques
de L(F') consiste de todos los conjuntos D, ={F € F': ve F},veV.

Si se quiere dar un peso a cada arista del grafo clique, notemos que |D, N D,| = |{F €
F: {u,v} C F}|. Ademds, si Ty T" son dos drboles en 7 tales que 77 = T — wx + uv, se tiene
que D, "D, = D, N D,. Esto motiva el siguiente resultado:

Teorema 5.15. Sean T una familia de drboles, todos con conjunto de vértices igual a V, Ty € T
y F = {T[u,v] : wv € E(Th)}. Para cada par u,v € V, u # v, definamos Dy, = {F €
F: {u,v} C F}. Entonces, existe un grafo cordal G tal que T(G) =T si y sdlo si se satisfacen
las siguientes condiciones:

1. Para todo F' € F y para todo T € T, T[F| es un subdrbol de T

2. Para todos u,v € V,u# v, T € T ywx € E(T) tal que {w,z} C Tu,v] y Dyy = Dug,
T—-wxr+uecT.

Demostracién. Supongamos que existe un grafo cordal G tal que T(G) = 7. Definamos a F’
como se hizo en el Teorema 5.14. Entonces, T(L(F')) = 7. Como la familia dual de los cliques
de L(F') es isomorfa a F' (ver la demostracién de la Proposicién 5.12), se satisface la condicién
1.

Sea T un arbol cualquiera de 7 y supongamos que w y z son dos vértices adyacentes en T
y contenidos en T'[u, v] de modo que Dy, = D,,,. Entonces, por el Teorema 4.2 y el comentario
previo a este teorema, T'+ uv — wz es un arbol clique de L(F’), es decir, T + uv — wz € T.

Reciprocamente, supongamos que las condiciones 1. y 2. se cumplen. Entonces, por la condi-
cién 1., L(F") es un grafo cordal tal que 7 C T(L(F’)). Sean ahora T' € T y T" adyacente a T en
H T(L(F"))- Consideremos las aristas uv y wz tales que T" = T — wx + uv. Entonces, Dy, = Dy,
y, por la condicién 2., T” € T. De este razonamiento y el hecho de que, por la Proposicién 5.5,
H (17 es conexo, se desprende que 7 = T (L(F")). O
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Es claro que F y los conjuntos D, pueden ser encontrados en tiempo polinomial con respecto
a|7|y |V]. La condicién 1. también puede ser testeada en tiempo polinomial. Ademds, por cada
par de vértices distintos u y v y T' € 7, el niimero de aristas wzx en T tales que Dy, = D, no es
mayor a |V|—1. Por lo tanto, el nimero de operaciones necesarias para testear a la condicién 2.
es también polinomial. Por consiguiente, todo el problema puede ser resuelto polinomialmente.
También podriamos haber arribado a esta conclusién usando los resultados de la seccién anterior.

5 5

Figura 5.3: Una familia de drboles que satisface la condicién 1 del Teorema 5.15, pero que no
satisface la condicién 2.

Veamos ahora algunos ejemplos. Consideremos los arboles de la Figura 5.3. Para ellos, F =
{{1,3},{2,3},{3,4},{2,3,4,5}}. Esta familia claramente satisface la condicién 1 del Teorema
5.15. Sin embargo, Dos = D35 y el arbol obtenido al removerle la arista 25 al primer arbol de
la Figura 5.3 y agregarle 35 no estd en la familia. Por lo tanto, no se trata de una familia de
arboles clique de un grafo cordal porque no se satisface la condicién 2.

4
1 2 3 4 Ty
-
T
1 2 3
2 1 4 3
*—-—o—o—9
T.
2 1
Ts
1 3 2 a4
*—— e et
Ts 2 3 4

Figura 5.4: Una familia de drboles que satisface la condicién 2 del Teorema 5.15 pero que no
satisface la condicién 1.

En el siguiente ejemplo, en cambio, se va a satisfacer la condicién 2, pero no la condicién 1.
Sea 7 la familia de arboles en la Figura 5.4. Entonces, F = {{1,2,3},{2,3,4},{1,2,3,4}}. Las
Unicas igualdades entre conjuntos D,, estan dadas por Dio = Di3 y Doy = D34. El hecho de
queTh —12+13, 171 — 34424, T5—13+12, T35 —24+34, T, —12+13, T, —24+34, T5 — 13+ 12 y
Ts — 34+ 24 estén todos en 7 implica que se satisface la condicién 2. Sin embargo, T5[{1,2,3}] y
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T5[{2,3,4}] no son subarboles de T5. Por lo tanto, no se satisface la condicién 1. Resulta asi que

7T tampoco es una familia de arboles clique de un grafo cordal.
Ta ]
2 |3 4
5

T1 ¢ T2 | T3
2 3 4 3 4
2
5 5

T[1,3] = {1,3} 7T[2,3]={1,2,3} T[3,4]={3,4,5} T[3,5={3.5)

{3}

{2} {4}

Figura 5.5: Una familia de arboles para la cual la respuesta a nuestro problema es afirmativa y
el grafo cordal, dado por el Teorema 5.14, que los tiene a ellos como familia de drboles clique.
Se puede ver su grafo clique valuado abajo a la derecha. Todo &rbol generador de peso maximo
suyo debe tener a las aristas 13 y 35. Para completarlo, debemos elegir entre 12 y 23 y entre 34
y 45. Esto confirma que la familia de drboles clique del grafo es justamente la de arriba.

Finalmente, sea ahora 7 la familia de arboles en la Figura 5.5, la cual ya habia sido con-
siderada en la Figura 5.2. Sabemos por la seccion anterior que ésta es una familia de arboles
clique de algin grafo cordal. Se deja al lector comprobar que las condiciones 1 y 2 se satisfacen.
F ={{1,3},{3,5},{1,2,3},{3,4,5}}, y el grafo L(F’) aparece en la parte inferior de la Figura
5.5. Es simple utilizar el Teorema 4.2 para verificar que 7 =T (L(F")).

5.3. Encontrando todos los grafos cordales con familia de arboles
clique dada

Se usa en esta seccién todo el conocimiento obtenido en la anterior para encontrar, dada
una familia 7~ de arboles con conjunto de vértices igual a V', una férmula general para todos los
grafos cordales que tienen a 7 como familia de drboles clique.

En primer lugar, dado un grafo cordal G, caracterizamos a todos los grafos cordales con los
mismos arboles clique que G.

Todo grafo estd determinado por la familia dual de sus cliques al ser igual al grafo de
interseccién de ésta. Para el caso de G, los conjuntos Cg, siendo S un separador minimal de
vértices, pueden ser expresados como interseccién de miembros de la familia dual de los cliques.
Si G’ es otro grafo cordal con los mismos drboles clique que G, entonces los conjuntos de la
forma Cg, S € S(G’), son los mismos que los de G porque, como se vio en la Proposicién 5.13,
existe una expresién para ellos en términos de los arboles clique. Similarmente, estos conjuntos
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también pueden expresarse como la interseccién de miembros de la familia dual de cliques de
G’. Estas ideas y otras més conducen al siguiente teorema:

Teorema 5.16. Sean G y G’ dos grafos cordales. Entonces, G y G’ tienen los mismos drboles
clique si y sdlo si G' = L(F), siendo F una subfamilia separadora de SC(G) tal que, para todo
S e S(G),  F=Cs.

FEF,CgCF

Demostracion. Supongamos que G’ = L(F), siendo F una familia como la del enunciado del
teorema.

Si repetimos los razonamientos de la parte (b) de la Proposicién 5.12, obtenemos que DC(G")
F. Por lo tanto, como F C SC(G), todo arbol clique de G es un drbol clique de G’.

Sea ahora T un arbol clique de G’. Entonces, todo miembro de F induce un subérbol de 7.
La condicién de que, para todo S € S(G), () F =Cs, implica que Cg induce un subérbol

FeF,CgCF
de T'. Luego, por la Proposiciéon 5.12 y el Teorerrfa 4.13, T es un arbol clique de G. Se sigue que
G y G’ tienen los mismos arboles clique.

Reciprocamente, supongamos que G'y G’ son dos grafos cordales con los mismos arboles
clique. Entonces, SC(G) = SC(G"). Sea F = DC(G'). Luego, G' = L(F) y, por la afirmacién
previa, F C SC(G). Sean ahora S € S(G) y C1Cy € E(T(Q)) tales que C1NCy = S. La igualdad
en los arboles clique para ambos grafos implica que 7 [C1, Co] = T [Ch, Cs]. Por la Proposicién
5.13, 7¢[C1,C3] = Cg. Por otro lado, también por la Proposicién 5.13, 7¢/[C1, Co] puede ser
expresado como la interseccién de miembros de la familia dual de cliques de G’, es decir, como

la interseccién de miembros de F . Se sigue inmediatamente que ( F=Cs.
FeF,CgCF

~

O]

Sabemos que, dada 7, cuando 7 es afirmativamente la familia de arboles clique de algin
grafo cordal, podemos usar el Teorema 5.14 para construir un grafo cordal con las condiciones
requeridas. Si a esto se la suma el Teorema 5.16, seremos capaces de caracterizar a todos los
grafos cordales que tienen a 7 como familia de arboles clique.

Sean 7, Ty, F y F' los mismos que en el Teorema 5.14, o sea, 7 una familia de arboles
con conjunto V' de vértices, Th € 7, F = {T[u,v] : ww € E(T1)} y F = FU{{v}: veV}
Definamos a Sp(F) como la familia constituida por los conjuntos unitarios contenidos en V' y por
todos los conjuntos que pueden expresarse como uniones conexas de miembros de F. Entonces
se tiene:

Teorema 5.17. Sea Ch(T) ={G: T(G)=T}. Entonces, se tiene la siguiente alternativa:
x Ch(T) = 0.

x G € Ch(T) siy sdlo si G = L(F"), siendo F" una subfamilia separadora de Sp(F) tal que,
para toda uv € E(Ty), N F =Tlu,v].

Fer", {uw}CF
Demostracion. Supongamos que Ch(7) # (). Entonces, por el Teorema 5.14, L(F") € Ch(T) v,
por la Proposicién 5.13 y el Teorema 4.13, Sp(F) = SC(L(F")). Sean uv € E(Th) y F € Sp(F)
tales que {u,v} C F. Por lo visto arriba, F' induce un subdrbol de todo T" € 7. Entonces,
T[u,v] C F para todo T' € 7T y, por ende, 7 [u,v] C F. Luego, para todo F' € Sp(F), {u,v} C F
siy sblo si 7T [u,v] C F.
La conclusién se obtiene de aplicar el Teorema 5.16 a L(F").
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Como ejemplo, consideremos la familia 7 en la Figura 5.6. Se cumple que Ch(7) # 0,
F ={{1,3},{2,3},{3,4},{2,3,4,5}}, y L(F’) es igual al grafo G en la figura. La figura muestra
también a otro grafo G’ € Ch(T). G’ puede ser visto como el grafo de interseccién de la familia
F"={{1},{2},{4}, {5}, {1,2,3},{1,3,4},{2,3,4,5}}. No es dificil ver que F" C Sp(F).

Sea T el arbol arriba a la izquierda en la figura.

Los miembros de F” que contienen a {1,3} son {1,2,3} y {1,3,4}. La interseccién de ellos
es igual a 71, 3].

Los miembros de F” que contienen a {2,3} son {1,2,3} y {2,3,4,5}. La interseccién de ellos
es igual a 72, 3].

Los miembros de F” que contienen a {3,4} son {1,3,4} y {2,3,4,5}. La interseccién de ellos
es igual a 773, 4].

El tinico miembro de F” que contiene a {2,5} es {2,3,4,5}, que es igual a 7[2,5].

Por lo tanto, vemos que este ejemplo concuerda con el contenido del Teorema 5.17.

1 1 1

Figura 5.6: Una familia de arboles y dos grafos cordales que los tienen como arboles clique.

5.4. Detectando familias de arboles compatibles de los grafos
dualmente cordales

El tema de esta seccion no es muy diferente al de las anteriores. Pero nos enfocaremos ahora
en los grafos dualmente cordales. Mds precisamente, dada una familia 7 de arboles, todos con
conjunto V' de vértices, se debe determinar si existe un grafo dualmente cordal cuya familia
de arboles compatibles es 7. No profundizaremos tanto en los detalles en esta seccién, pues
estd mas bien pensada como una introduccién a la cuestién.

Es interesante notar que una familia de drboles compatibles de un grafo dualmente cordal es
también una familia de arboles clique de un grafo cordal. Méas aun, se puede decir lo siguiente:
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Proposicion 5.18. Sea 7 una familia de drboles con conjunto de vértices igual a V. Entonces,
T es la familia de drboles compatibles de un grafo dualmente cordal si y sélo si T es la familia
de drboles clique de un grafo bdsicamente cordal.

Demostracion. Usar la definicién de grafo basicamente cordal y el Teorema 4.15. O

Sin embargo, no toda familia de arboles clique de un grafo cordal es la familia de arboles
compatibles de algiin grafo dualmente cordal. Consideremos los arboles de la Figura 5.6. Estos
son los arboles clique de los grafos cordales que estan abajo de ellos. Veamos que no hay ningin
grafo dualmente cordal que los tenga como familia de arboles compatibles. Si tal grafo existiera,
entonces 13 serfa una de sus aristas y, por la definicién de &rbol compatible, {2,3,4,5} seria
un conjunto completo. Pero el grafo deberia tener mas aristas pues, de lo contrario, el camino
13245 seria un arbol compatible. Supongamos que 12 es otra de sus aristas. Entonces, 2 es un
vértice universal y asi la estrella centrada en 2 se convierte en un arbol compatible, lo cual es
absurdo. La misma contradiccion surgird si se agrega cualquier otra arista. Luego, ningiin grafo
dualmente cordal tiene a los drboles de la Figura 5.6 como su familia de arboles compatibles.

Como consecuencia de la Proposicion 5.18, podemos restringir el andlisis del problema de
esta seccion a familias de arboles clique de grafos cordales.

Sean 7 la familia de drboles clique de un grafo cordal y T' € 7. Sea F = {7 [a,b] : a,b €
V(T)}. No es dificil probar que F es una familia de subérboles de todo arbol en 7.

Si existe un grafo dualmente cordal G tal que la familia de arboles compatibles de G es 7,
consideremos a F' = {7 [a,b] : ab € E(G)}. Usando las propiedades de los drboles compatibles,
inferimos que los miembros de F’ son conjuntos completos de G. Por consiguiente, G = S(F’).
A su vez, una técnica similar a la de la demostracién de la Proposicién 5.13 nos permite probar
que, si u, v son adyacentes en T, entonces 7 [u,v] = | Nlw]={w € V(G): N[u]NNv] C

]

weN[u]NN[v

N[w]}.
Reciprocamente, supongamos que existe ' C F tal que S(F') = G y, para toda uv € E(T),
N Ng[w] = T|u,v]. Por la construccién de G, T' es compatible con él. Sea G’ un grafo

wENq[u]NNg[v
COI‘(i;l] CL%EH]J familia de arboles clique es 7. La igualdad en este parrafo, combinada con las
Proposiciones 4.19 y 5.13 y los Teoremas 4.13 y 4.18, implica que la base de SDC(G) es igual
a la base de SC(G'). Luego, por el Teorema 4.11, los &rboles clique de G’ son exactamente los
arboles compatibles de G, es decir, la familia de arboles compatibles de G es 7.

Hemos probado entonces el siguiente teorema:

Teorema 5.19. Sean T wuna familia de drboles clique de un grafo cordal, T € T y F =
{T|a,b] : a,b € V(T)}. Entonces, T es la familia de drboles compatibles de un grafo dual-
mente cordal G si y sdlo si G = S(F'), siendo F' una subfamilia de F, y, para toda uwv € E(T),
el conjunto de vértices w tales que Ng[u] N Ng[v] C Ng[w] es igual a T [u,v].

El Teorema 5.19 transforma a nuestro problema en uno de teoria de conjuntos. Veamos un
par de ejemplos.

Consideremos los arboles de la Figura 5.5. Son los arboles clique del grafo cordal que también
ahi se muestra. La base asociada a este grafo cordal estd compuesta por {1,2,3}, {1,3}, {3,4,5}
y {3,5}. Sin embargo, no es dificil ver que la dos seccién de estos conjuntos es un grafo dualmente
cordal con mas de cuatro arboles compatibles. Pero si tomamos a 7[1,2] = {1,2,3}, 7[1,5] =
{1,3,5} y T[3,4] = {3,4,5}, obtenemos asi una familia en las condiciones del Teorema 5.19.
Luego, la familia de arboles de la Figura 5.5 es la familia de arboles compatibles de un grafo
dualmente cordal (ver Figura 5.7).
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Figura 5.7: Un grafo dualmente cordal y una valuacién para sus aristas, en concordancia con el
Teorema 4.3, que nos permite ver que sus arboles compatibles son los de la Figura 5.5.

Consideremos nuevamente los arboles de la Figura 5.6 y sea T el arbol a la izquierda. En-
tonces, T[1,2] = {1,2,3}, T[1,3] = {1,3}, T[1,4] = {1,3,4} T[1,5] = {1,2,3,4,5}, T[2,3] =
{2,3}, T[2,4] ={2,3,4}, T[2,5] ={2,3,4,5}, 7[3,4] = {3,4} y T[3,5] = {2,3,4,5}.

Supongamos que existe una familia F’' que satisface las condiciones del Teorema 5.19. Es
evidente que 7[1,5] no debe estar en F’. Ademads, 7[2,5] debe estar en F', pues de lo contrario
Nz [2]N Ng(zn[5] = 0. Como T2, 3] = {2,3}, necesitamos que 7[1,2] € 'y que 7[1,4] ¢ F'
para que Ng([2]NNg(#)[3] € Ng(z)[4]. Sin embargo, si tenemos en cuenta que 7'[3, 4] = {3, 4},
la conclusién que se obtendra esta vez es que 7T[1,4] € F'y que 7[1,2] € F', lo cual nos da una
contradiccion.

Por lo tanto, hemos visto nuevamente que la familia de arboles de la Figura 5.6 no es la
familia de arboles compatibles de ningin grafo dualmente cordal.

Se pudo aplicar al Teorema 5.19 de manera satisfactoria en los ejemplos porque las familias
consideradas eran pequenas. Sin embargo, se podria complicar mucho en instancias méas gen-
erales. Se deja como problema abierto hallar la complejidad de determinar si una familia de
arboles es la familia de drboles compatibles de algiin grafo dualmente cordal.
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Capitulo 6

Conclusiones

Puede considerarse que los principales aportes de este trabajo son:

Mostrar como, a pesar de sus diferentes caracteristicas, los vértices simpliciales, con maxi-
mo vecino, p-simpliciales, doblemente simpliciales y simples conducen a propiedades andlo-
gas de los grafos cordales, dualmente cordales, cordal-potentes, doblemente cordales y
fuertemente cordales.

Lograr un mayor entendimiento de las caracterizaciones de los grafos dualmente cordales
a través de un estudio detallado de los arboles compatibles.

Introducir a los grafos basicamente cordales y encontrar una caracterizaciéon de ellos que
permite identificarlos con suficiente facilidad.

Mostrar, dado un grafo dualmente cordal G, cémo encontrar los grafos basicamente cordales
cuyos arboles clique son los arboles compatibles de G. De esto se desprende que todo
problema acerca de los arboles compatibles de un grafo dualmente cordal se reduce a un
problema acerca de los arboles clique de un grafo cordal, lo cual es de relevancia porque
varios problemas acerca de los arboles clique de un grafo cordal, como el del leafage, ya
han sido estudiados.

Mostrar como se puede resolver eficientemente en tiempo polinomial un par de problemas
vinculados a los arboles: determinar si un conjunto de vértices constituye el conjunto de
hojas de algin arbol compatible de un grafo dualmente cordal dado; y, dada una familia
de arboles, decidir si es la familia de arboles clique de algtin grafo cordal.

De continuar pensando en todas estas cuestiones, aparecen con facilidad mas problemas que
quedan abiertos. Como ejemplo, se mencionaran aqui tres de ellos:

Dado un grafo dualmente cordal G y una familia F cuyos elementos son los vértices de G,
(Cudles son las condiciones necesarias y suficientes que F debe satisfacer para que valga
que, para todo 1" drbol generador, T' es compatible con G si y sélo si todo miembro de F
induce un subéarbol de T'7

Dos subclases de los grafos cordales, los grafos DV y RDV', pueden ser caracterizadas por
tipos especiales de arboles clique y poseen clases duales que a su vez pueden ser carac-
terizadas por tipos especiales de arboles compatibles. Por lo tanto, los grafos basicamente
DV/RDV pueden ser definidos similarmente a cémo fueron definidos los grafos bésica-
mente cordales. ;Qué propiedades tienen estas clases y cémo pueden ser caracterizadas?
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» Finalmente, como se indica al final del Capitulo 5, es de interés en este contexto conocer la
complejidad algoritmica de determinar, dada una familia 7 de drboles, si 7 es la familia
de arboles compatibles de algtiin grafo dualmente cordal.

Estas y algunas més son preguntas que el autor se plantea para intentar resolver un un corto
o mediano plazo.
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