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RESUMEN

El presente trabajo consiste en el desarrollo de un algoritmo capaz de ajustar series temporales,
usando como modelo candidato, un sistema de ecuaciones en diferencias no lineal de primer
orden, que ajuste un fenomeno de un medio continuo de evolucién temporal muestreado en
forma discreta.

La busqueda en el desarrollo de un algoritmo, ha traido consigo la necesidad de encontrar una
notacion propuesta en este trabajo, que soportara la representacion de modelos no lineal.

Este es un algoritmo matematico que realiza estimaciones sobre los pardmetros del sistema en
ecuaciones en cada n-upla muestreada, almacendndolos en un conjunto de matrices, de modo que
dicho algoritmo escogera del conjunto la matriz de pardmetros Optima para el intervalo donde se
analiz6 el fendémeno, de manera tal que produzcan el minimo error entre el modelo candidato y
los datos experimentales. Con el método combinado aqui presentado se consigue un ajuste muy
rapido. De esta forma el modelo candidato podra describir en forma cualitativa y cuantitativa el
comportamiento del fenomeno.

El algoritmo se implementd mediante un programa realizado en MATLAB, que recibe por un
lado el sistema de ecuaciones en diferencias, como modelo candidato y la serie experimental del
fendmeno.
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Modelizacion No Lineal sobre Sistemas
de Ecuaciones en Diferencias

H.E.Odstrcil
RESUMEN

El objetivo del trabajo ha sido crear un método de ajuste que aproxime una serie de
datos experimentales a la representacion de un modelo basado en un sistema de
ecuaciones en diferencia. Se presenta un algoritmo de ajuste global que posibilita una
modelacion cualitativa y cuantitativa de fendémenos, y un algoritmo para el ajuste local que
permite realizar predicciones basadas en modelos. El algoritmo matematico es capaz de
ajustar un fenémeno de evolucién temporal, a través de modelos lineales o no lineales, a
fendmenos que se presumen no lineales.

1 INTRODUCCION

La necesidad de tener cada vez mas herramientas globales, sencillas, potentes y de
formalizacion rigurosa, es cada dia mas marcada. En la actualidad se requiere de una
formalizacion en un nivel tedrico mas avanzado, de sencilla comprension, de factible
construccion y facil instrumentacion.

Con tal propésito es un requisito fundamental investigar las hipétesis referentes al problema
de medicion antes mencionado, ya que cuanto mas rica sea la informacion, mejor se podra
controlar ese sistema, y éste se vuelve mas representativo de la realidad.

Este proyecto fue inspirado en un trabajo de investigacion realizado en 1995, sobre el efecto
de las catecolaminas en la conduccidon nerviosa en axones deprimidos, donde se tenia un
conjunto de datos que eran discretos, que resultaron del muestreo de un fendmeno. Se
contaba con series experimentales, y un modelo candidato representativo del fendmeno
(ecuaciones en diferencia Fitzhugh-Nagumo). Al tener un modelo candidato y el resultado de
la corrida del experimento, parecia l6gico ajustar esos datos experimentales a dicho modelo.
Pero no se disponia de un software capaz de realizar tal ajuste, por lo que era inviable. El
ajuste recién se conoce en la actualidad bajo el nombre de Identificacion de Sistemas.

Inferir modelos a partir de la observacion y estudiar sus propiedades es el modo clasico
como la ciencia se aproxima a la naturaleza. Los modelos pueden ser mas o menos formal,
pero estos intentan acoplar observaciones dentro de un patrén. La identificacion de sistemas
trata el problema de construir modelos matematicos de sistemas dinamicos en datos
observados desde el sistema. El sujeto es de esa manera parte de una metodologia
cientifica basica, y como los sistemas dinamicos son abundantes en el ambiente, las
técnicas de identificacion de sistemas tiene una amplia area de aplicacion.

La preocupacion por la identificacién de sistemas arranca a finales de la década del 60 y
sigue hasta los 80 donde aparecen articulos sobre todos los aspectos del problema. La
identificacion de un modelo se realiza a fin de determinar cual es el modelo mas
representativo, el cual sera usado para simular el comportamiento de un sistema natural o
usarlo en la implementacion de un sistema de control.

En la década del 80, se representaron estos sistemas con modelos estructurales, utilizando
sistemas de ecuaciones de diferencias como modelos. La modelizacion estructural utilizé los
espacios de estados para representar sistemas de tiempo. Para los modelos discretos y
para modelos continuos, se empled sistemas de ecuaciones de diferencias de primer orden,
por lo que se necesitd transformar los sistemas de ecuaciones diferenciales de mayor orden
a sistemas de primer orden. Estos modelos son representados a través de un sistema de
ecuaciones de variables de estado.

Mientras que los modelos discretos fueron aplicados a procesos de transicién discreta, como
desarrollos econométricos o de procesamiento de sefales digitales, los modelos continuos
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fueron utilizados como tratamientos en un medio continuo, sistemas de control o filtrado de
sefiales analdgicas.

En la actualidad existen problemas con la modelacion matematica en la Biologia, es
imposible acometer una descripcidn mecanicista. Son necesarios métodos que permitan
conocer el maximo los detalles acerca del sistema a partir de datos incompletos.

En el caso de los sistemas estocasticos lineales, esto ha sido posible gracias a la existencia
de las técnicas modernas de analisis de series temporales.

Ya sean modelos continuos o discretos, los sistemas no lineales responderan de manera
diferente a un mismo valor en la entrada, en un tiempo diferente. El poder identificar
sistemas con modelos no lineales constituye el desafio actual en la identificacién de
sistemas no lineales, y este inconveniente radica en la falta de un operador no lineal.

2 MARCO TEORICO

2.1 ECUACIONES DE DIFERENCIAS

Una ecuacion de diferencias es en primer lugar un sistema de tiempo discreto, es decir
una funcion con valores discretos en su dominio y en su rango. Puesto el sistema de tiempo
discreto es descrito a través de una ecuacion funcional.

Un sistema de tiempo discreto viene especificado en el dominio de tiempo por una
funcién discreta f(f), para todo t entero perteneciente a un intervalo dado.

Una ecuacion de diferencias es una igualdad algebraica que involucra mas de un valor
de las variables dependientes correspondientes y por lo menos mas de un valor de una de
las variables independientes como puede verse en (2.1).

y()=a, x(t,)+a, x(t,)+...+a, x(t,) 2.1
Las variables dependientes no involucran diferenciales ni derivadas. Estas son utiles
para relacionar la evolucién de las variables (o de los parametros) de un instante discreto de
tiempo (u otra variable independiente) a otro.
En una ecuacion de diferencias lineal, se representa el comportamiento de un sistema de
tiempo discreto en una forma general. Esta representacion se muestra a través de una tabla
donde entradas y salidas del sistema son descriptas en funcion del tiempo.

2.2 SIMBOLIZACION DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES DE DIFERENCIAS

Un sistema de ecuaciones de diferencias o diferenciales no lineales, no puede ser
descripto por parametros especificados en forma general. Por lo que en este trabajo se
considerara a cada pardmetro de las funciones de transferencia y,-(f + k;) como elementos

genéricos de un conjunto A, que a su vez sera un subconjunto del conjunto A, donde r
indica el r-ésimo elemento de y, con un retraso k. respecto de la variable .

Este concepto se extendera para el sistema de manera que en dicho conjunto estaran
contenidos todos los parametros del sistema de ecuaciones de diferencias. Un ejemplo de
ecuacion de diferencias perteneciente a un sistema de ecuaciones, podra poseer
caracteristicas como estas:

a x, ()
yr(t+k,,):ar1xl(t+k,,—l)+ar2x2r3(t+kr—2)+...+ari+a”.+1y2a h +otapp 2.2

Si se analiza el término a la derecha del signo igual de la ecuacion se observara que
los parametros pueden encontrarse multiplicando, sumando, restando, en exponente o
siendo base de una funcién exponente; ademas se nota que cuanto mas a la derecha del
signo igual, el segundo subindice de parametros ira creciendo, sin importar la operacion a la
que se encuentren aplicados.

La forma que se encuentra escrita la ecuacion y,(¢+k,)sugiere que la misma tiene
dos tipos de variables dependientes, las de entrada y las de salida.

Las variables de entrada pueden definirse en un conjunto X tal que:
X={x(1), X(2) ;s X(r) ;... X(M) }
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y las de salida en un conjunto Y como:

Y ={y(1),y(2),.... y(r) ,..., y(m) }
de manera que ahora puede definirse la funciéon y.(t+k) de una operaciéon en forma
general utilizando el ejemplo anterior:

Yit+k) =S (41X Y) 23
donde y, (r+£,) NO se encuentraen s (4 |x v) Yy siendo A, el conjunto de la r-ésima ecuacion

Ar = {arl’arZ’arIB ""’ari’ari+l’ari+2 ""arp} .

Como en s (A, |X,Y)se encuentra y,(t + k,), esta situacion puede salvarse definiendo un

conjunto Y,, en el cual dicha componente no se encuentre definida. A fin de diferenciar los
parametros de las variables dependientes se apartara las mismas del subconjunto de
parametros de la ecuacion r-ésima (A;) con una barra divisoria, de modo que el término de la
derecha de la ecuacion pueda escribirse:

y,(t+k,)=S (A [X,Y)(®) 2.4

en la expresion (2.3) se utiliza la nomenclatura S,(A; |X,Y), dentro de los paréntesis aparece
una la barra vertical que separa A, de X)Y . la misma indica que la respuesta del sistema
estara condicionada al valor numérico de la matriz de parametros A .

2.3 NOTACION DE SISTEMAS DE ECUACIONES DE DIFERENCIAS

Esta forma de escribir las ecuaciones de diferencias, resulta ser compacta, y muy
general. Ahora se representara un sistema de ecuaciones de diferencias genérico en la
forma descripta anteriormente:

yl(t+k1):S1(A1 |XaY1)(t)
Yo (t+ky) =S, (A, [X,Y,) (1)
: 2.5
yr(t+kr):Sr(Ar ‘X’Yr)(t)

yy(t +ky):Ss(As |X’Ys)(t)
Para definir las salidas desplazadas se utilizara el vector columna se debe igualar los
s-ésimos coeficientes de adelantos como sigue:

k=k =k, =..=k =..=k,
y(t+k)
Y, (t+k)
: 2.6
Y(t+k)=
v, (t+k)
y,(t+k)
en forma analoga se definira el vector columna S( A | X, Y ) como:
SI(AI |X5 Yl)
S, (A, !X:Yz) 27
S(4]X,Y) ()= S(AL[X.Y.) Q)
S.(A, IX,Y,)
de manera que el sistema entero puede escribirse como:
Y(t+k)=SA| X Y)(t) 2.8
Ahora si k = 1, la notacién del sistema en ecuaciones de diferencias, responde a una
llamada espaciode estado Y(¢t+ 1) =S4 | X, Y) (1) 2.9
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a esta notacion se propondra el nombre de forma normal de sistemas de ecuaciones de
diferencias por analogia con los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden [1].

2.4 EL OPERADOR NO LINEAL
Obsérvese el sistema de ecuaciones de diferencias (2.8), escrito en forma genérica,
donde cada elemento a, ; pertenece a la matriz “A”. Ademas se considerara un vector “V”,

que resulta de considerar juntas las entradas x y las salidas y. Aqui “V” es un vector fila que
contiene los vectores de estados x, y. Asi se puede escribir al sistema como:

V=[x y]
Sea
S(AlV ) ()=AOV 2.10

el sistema de parametros A con “V” variables de entrada y salida, siendo © el simbolo
propuesto para representar al operador no lineal, cuyo objetivo conceptual es separar la
matriz de parametros A y el vector de estados “V”. Asi el sistema de ecuaciones de
diferencias descrito en (2.83), puede escribirse como una ecuacion de estado:

Y(t+1)= AQV(t) 2.1

2.41 Ejemplo de la notacién
Para llegar a representar un sistema de ecuaciones en diferencias, primero se pondra a
consideracion un ejemplo a partir del cual, se ha de tomar la libertad de formalizar una
notacion:

X (14 1) = a;, X))+ a,x (1) +a,,x%(1) x(1)

X, (t+ 1) =a,, x,(t)+ ay, x (1) x,(t) + a,, xlz(t)

X (t+ 1) = ay, x(t)+ ay,x (1) x(t) +ay; x)(1) %(t)
pudiéndose escribir en su forma normail:

x(t+1)= S(A|x) (1) 213
lo que se propone es transformar el sistema de ecuaciones en diferencias separando

mediante el operador no lineal la matriz de parametros A del vector V en S, donde el vector
X es:

2.12

x,(?)
x() =] x, (1) 214
x5 ()
y la matriz A es:
all a12 6213
A=|ay, ay ay 215
a31 a32 a33
donde a,; no interviene en el sistema en el sistema (2.12), y queda representado usando el

operador ©:

x, (t+1) a, 4, dag x, (1)
D | T ay ay, ay © x,(2) 2.16
x;(1+1) a3 dzp  dy x; ()

la razén de incluir el parametro a,, es para completar A que es descripta mediante una

matriz, y en este parametro el método de ajuste le asignara 1.
Incluso la expresion (2.16) puede escribirse en forma de espacio de estado:

X(t+1) = A X(t) 2.17

3 DESARROLLO DEL METODO

3.1 METODO DE AJUSTE
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Si se tiene un sistema que puede ser representado de la forma (2.17), con un vector de
entrada llamado F, se tendra el sistema:

F(t+1)= S(A|F) (¥ 3.1
representando el mismo como un operador no lineal (2.17), se obtendra:
F(t+tl)=AQF ((t) 3.2

a esta expresion se realiza la siguiente transformacion:
M (t) = F(t)

M(t+1) = S(AIM) 1)
este cambio de variable permitira definir, subintervalos (t, t+1 ), que se llamaran Gi :

3.3

A continuacién se explicita, el proceso de ajuste, como un sistema que tiene dos entradas
F(t), M(t) y una salida E(t), como se muestra en la Figura 1.

M(t)

F(t) E(t)
—_—p Proceso se Ajuste

Figura 1
donde F(t) es el fendmeno, M(t) es el modelo, que actia como una funcién de control y E(t)
el error que introduce dicho modelo al fenémeno. Primeramente se definira T como el
conjunto que contiene el intervalo temporal

T:{Zojtl,...,[n,tn_‘rl} 3.4

de la misma manera se puede definir el conjunto Fendmeno F de n-uplas definidas en el
dominio temporal T, el cual contiene la informacion a procesar:

F={Fy B, Fy 3.5

+1}

a partir de lo anterior, se hace necesario definir un conjunto de valores que sean los puntos
del modelo para cada instante del dominio de T:
M={MyM,..My,M__}

Como consecuencia de realizar las diferencias F(t)-M(f) en cada instante se tiene el
vector de error £ :

3.6

E={Ey,Ep,..Eq.E ) 3.7

Como el método propuesto ajustara los parametros de la matriz A, es innecesario
mostrar explicitamente la transformacion indicada en (3.3), ya que el modelo candidato sera
un sistema de ecuaciones en diferencias, que representa en forma general un sistema no

lineal, donde cada parametro a; de la matriz A inserta en el modelo, puede ser estimada en
forma independiente de la posicidon que ocupa en el sistema:
S (A4 M (1))
: 3.8
S(A| M) =| S,(4 M)
S (A 1M (1))
Ahora bien por analogia con (3.3) se llega a :
Mit+1) = S(A|M@)) 3.9

entonces el conjunto A contiene los coeficientes del sistema de ecuaciones, y puede
escribirse en forma de matriz:
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al n aZ

n

y el vector M(t), las variables del modelo:
M (@)

M (t) =

My (1)
definiendo la operacion:

S(A|M(t))=AOM(t) 3.12
siendo el objetivo de este proceso separar en un conjunto los parametros por un lado y las
variables dependientes de t, por otro. En el tiempo t+17, el sistema de ecuaciones de
diferencias sera :

M(t+1) = S(A| M) 3.13
de manera que el sistema podra representarse con el Modelo M en el tiempo t+7, en funcion
de t, y podra escribirse de forma analoga a (3.16):

M(t+1)=AOM(1) 3.14

3.1.1  Error global del método
La evaluacién del error global cometido en el método resulta de determinar los

vectores E(t,)en cada intervalo 61., y luego realizar la sumatoria de los valores absolutos
de E(t,):

En(A]1) = Y| E(1)] 3.15
donde s es la cantidad de elementos del \;elzctor, y E,(t) sera el error total local, de modo

que para poder calcularlo sera:
Eo(4) :iETL(A\t]_) 3.16

siendo n el nimero de subintervalos 6, contenido en el intervalo de ajuste, y E,.(t) sera el
error total global que servira luego como funcién de optimizacion para encontrar la matriz A .
3.2 METODO DE AJUSTE EN EL INTERVALO LOCAL

Para el desarrollo del método de ajuste local se ha de considerar que como corolario
de la notacidn presentada, se deriva la formulacion expuesta la seccion (3.1) en la expresion
(3.3), y como consecuencia de esto ultimo el desarrollo de este método debe ser realizado
entre dos puntos consecutivos, y por ende los intervalos seran no solapados.

Por esta razon el método trabaja con dos puntos, M(t) y M(t+1), en un subintervalo 6,

cualquiera, donde t es la cota inferior del subintervalo y t+7 la superior. Lo primero que debe
explicarse de este método es que se intentara aproximar M(t+1) al valor de F(t+1) en dicho
intervalo; para ello se igualara M(t) = F(t), asi de esta manera cada subintervalo puede
ejecutar su tarea en forma independiente. Puesto que el método es local, realiza en cada
subintervalo una estimacién de la matriz de parametros, y como cada estimacion de A no
depende del intervalo anterior, los procesos pueden ejecutarse en forma paralela.
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0 1 2 3 4 5 6 t
Grafica 1

3.3 METODOS ITERATIVOS DE ESTIMACION DE PARAMETROS

La estimacion de parametros estara medida por el calculo del error, considerando que
es mejor el valor de menor error. La aplicacién de los métodos, se ha adaptado para
observar la variaciéon del error en relacién a sus iteraciones.

Ahora bien, si se toma la i-ésima ecuacién del sistema S(A;| M(t) ), se puede observar
el comportamiento del método para una ecuacion. Se estudiara el método para la estimacion
del parametro j-ésimo de la ecuacion i del sistema, es decir; a;;.

Los métodos que se expondran son utilizados en el calculo de raices, aqui adaptados
para determinar el error, de manera que el mismo pueda determinarse. Por
retroalimentacion se va ajustando el modelo M(f) minimizando el error solamente en el
intervalo de iteracion (i-1,i).

Para analizar los métodos expuestos a continuacién se considerara el error E(t) como
la ordenada vy la iteraciéon i como absisa, y se buscara una raiz, esperando que cuando el
error E(t) cambie de signo, debido a la modificaciéon de los parametros A, se puede esperar
un A que produzca un error E(t) minimo.

A
Error
0 I’I 2i\i3/i4 \{ ('3 \% r lteracion
v
Grafica 2

3.3.1 Método de descenso rapido de la regla falsa

Este método es de intervalo abierto, por lo tanto no asegura convergencia, aunque si
rapidez, si converge. En él se verifica el cambio de signo del error entre la iteracion (r-1) y r,
e itera de la siguiente manera:

1° Para cada coeficiente

Ada (0)=cte 3.17
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2° La determinacién del calculo de la variacién del parametro en la iteracién r se
realiza:

F(t+1)-Mt+1r)
M(t+1r)-M(t+1r-1)

3.18

Aai,j (r)= 'Aai,j r-1)

3.3.2 Método dicotémico

El método dicotdmico [9], es de intervalo cerrado, asegura la convergencia, pero a
diferencias del anterior no la rapidez. Este método opera de la siguiente manera:

1° Se toma primero

al-j(O): cte.l 3.19
aij(1)= cte.2
2° Se aplica la funcion de criterio Cri(k,r) que tiene la forma:
Cri(i,r)=(F(t +1) - My(t + Lr —1)) o (F(t + 1) — My(t +1,r)) 3.20
si Critkry=] 70 Talrrh=2a,+]) 3.21
<0 =a, ;(r+1)=-0,5q, (r+1)

3.3.3 Meétodo combinado

Si en el método descenso rapido de la regla falsa [9] ocurre:
a. Fy(t+1)-M(t+1r) = Oen el numerador, tendra convergencia.

b. M;(t+1Lr)-M;(t+1r-1) = 0 en el denominador, divergira.

c. ambas situaciones, se producira una indeterminacion.
Para los casos (b) y (c) se precisara utilizar el método dicotdmico; de modo que estos
dos métodos se combinaran segun la situacion.

3.4 AJUSTE GLOBAL

La forma con que se plantedé este método, permite ajustar la matriz A; en forma
independiente respecto a la matriz Ax.1. Como el ajuste en el tiempo t es independiente en lo
que concierne al tiempo t-1, los ajustes de estimacion de parametros pueden hacerse en
forma paralela en todo el intervalo del modelo, que tiene validez. Asi se tiene un conjunto de
matrices en el intervalo de ajuste:

A()
% —

04 —> A1
ék —> AX
Ona > An-z

n-T
On-1 —» A
On —» A"

Tabla 2
Teniendo en cuenta que los ajustes locales generaron un conjunto de matrices de
parametros, se definira este conjunto por extension:

A={40 A A A A A 3.22
ahora por comprension, A se define:
A={4’ Vj=0],.,n-2n1n 3.23

3.5 ESTIMACION GLOBAL
Una vez estimada la matriz de parametros A’ en cada uno de los subintervalos Gl- en el
intervalo total (to,tn), se estara en posibilidad de encontrar una matriz A por algun criterio,
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que resulte mas adecuada para el ajuste, y aproximarse al minimo error que puede
cometerse con ese modelo propuesto es decir de graficar un parametro cualquiera de la
matriz en funcién al tiempo.

Parametros

—aldl

Tiempo

Grafica 3
Como puede verse en la grafica 3, las estimaciones de A’ en funcién del intervalo total
sobre el cual se ajusta, se esta incondiciones de realizar la hipétesis de que en conjunto A
compuesto por A={A° A" A*.. Al ., A" . .,A"}, se encuentra una matriz de parametros
del modelo propuesto que mejor ajusta a los datos experimentales. Aunque en la realidad tal
vez no se encuentre. Pero aunque esta matriz no se encuentre en A, lo que si puede
encontrarse es la matriz que mejor ajusta dentro del conjunto A.

3.5.1 Criterio de la funcion de fitness
Si se calcula, primero el error total local £, (A|t) (3.15), que permite determinar el
error total global E,.(A) (3.16), que es error en el total del intervalo de ajuste de una matiz

A. Considerando las matrices generadas en los ajustes locales, cada una de ella tendra un
error global, en el intervalo mencionado, que se podra asociar a dicha matriz, lo que se
puede ver en la siguiente tabla.

Matriz de parédmetros Funcioén de Fitness
A > | Ep)
7
A —p | En4)
A —» | E(4Y)
An-2 —> ETG (Aniz )
An-1 —> ETG (An—l)
A —> | Ep(4)
Tabla 3

Si se ordena la tabla de acuerdo a la funcién fitness en orden creciente, la primera fila que

se obtendra la matriz Akcuyo error global total es minimo, en el conjunto esta corriendo

k
este proceso en forma paralela para todo los A* con A“ € A, y en forma concurrente se
obtiene:

E4l )= f Eu) 3.29
ked

donde 4/ es el proceso concurrente ganador, es decir el proceso que contiene el menor
error del modelo S(A| M) (t).
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4 CONCLUSIONES

El objetivo del trabajo ha sido crear un método de ajuste que aproxime una serie de
datos experimentales a la representacion de un modelo basado en un sistema de
ecuaciones en diferencia.

Si bien existen métodos de ajuste en ecuaciones de diferencias (Identificaciéon de
Sistemas), hasta ahora era imposible modelar fendmenos no lineales a través de un modelo
propuesto en forma cuantitativa, y menos de una manera independiente.

Para su mejor interpretacién fue necesario crear notaciéon para representar modelos
dinamicos no lineales, la que servira de influencia. También se puede decir que la notacion
es valida para aplicar tanto en un medio discreto como continuo.

El desarrollo de este algoritmo matematico muestra ser capaz de ajustar un fendmeno
de evolucion temporal, a través de modelos lineales o no lineales, a fendmenos que se
presumen no lineales.

El desarrollo del algoritmo de ajuste global posibilitara una modelacion cualitativa y
cuantitativa de fenémenos. Por otro lado el algoritmo desarrollado para el ajuste local
permitira realizar predicciones basadas en modelos, lo cual es muy requerido.

Ademas esta herramienta resulta de gran interés para la simulaciéon deterministica (en
sistemas industriales).

El método desarrollado es facilmente extensible para la resolucion de sistemas de
ecuaciones diferenciales no lineales.

Este trabajo pretende abrir un portal para hacer factible la realizacion de métodos
orientados a modelar sistemas con mas de una variable independiente.
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