El aprendizaje de los conceptos matematicos en entor nos virtuales

Milevicich, Lilianay Lois, Algandro
Facultad Regional General Pacheco. Universidad Tecnolégica Nacional
liliana_milevicich@yahoo.com.ar; alelois@hotmail.com.ar

Resumen

La incorporacion de la educacion a distancia a
la ensefilanza superior requiere cambios
profundos. En el presente trabajo nos
focalizamos en andlizar los aspectos
distintivos de la ensefianza de la Matemética
en entornos virtuales.

Por una parte, las condiciones en las cuales se
producen la formacion y el afianzamiento de
los conceptos matematicos, y por la otra, las
caracteristicas de nuevos modelos adecuados
de intervencion didactica y la transformacion
en los modos de apropiacion del conocimiento
por parte de los alumnos.

Palabras claves. Conceptos matematicos —
representaciones semidticas - propuestas
didacticas— uso de CAS

Objetivos de la comunicacion

En general:

Anadlizar los aspectos distintivos de la
ensefianza de la Matemética en entornos
virtuales.

En particular:

Evaluar las condiciones en las cuales se
producen la formacion y el afianzamiento de
los conceptos mateméticos.

Reflexionar acerca de las caracteristicas de
nuevos modelos adecuados de intervencion
didactica y la transformacion en los modos de
apropiacion del conocimiento por parte de los
alumnos.

I ntr oduccion

Tras el entusiasmo inicial, pareciera que el e-
learning no ha respondido a las expectativas
que habia creado en su inicio. Si bien esta
aseveracion es publicamente desmentida por
muchas instituciones directamente implicadas,

probablemente por & volumen de negocios
gue rodea al e-learning; las expectativas sobre
matriculacion y sobre porcentgjes de alumnos
que finalizan sus estudios, no se han cumplido.
Bartolomé Pina (2004), especialista en
educacion virtual de la Universidad de
Barcelona, afirma que las més importantes
iniciativas de e-learning en Espafia y en
algunos de los mas importantes centros de
estudio latinoamericanos, sufrié un duro reves,
Asi lo confirman las empresas agrupadas en la
Asociacién de Proveedores de e-Learning
(APeL), que venden infraestructuras,
contenidos y servicios, y suponen el 70% del
mercado, explicando que: “Existe una crisis
financiera en Educacién Superior que esta
forzando recortes en los programas y la salida
de algunos estudiantes de la educacion post-
secundaria...”

Sin  embargo, analizando con mayor
profundidad la cuestion, Cabero afirma que:
“Para ser precisos no se puede hablar de un
fracaso del e-learning sino de algunas de las
expectativas que habia creado. En realidad el
ellearning fracasa también por las
aportaciones de los “mesidnicos’ de turno,
que olvidan, refiriéndose al profesor y a las
escuelas, que tales transformaciones de roles
Nno supone que vaya a desaparecer su figura'y
de la escuela, sino que tendra que transformar
su rol tradicionalmente desempefiado.”
(Cabero, 1996).

En ese sentido, Pascual hace referencia a
algunos problemas especificos del e-learning:
“El elearning también comporta unas
dificultades e inconvenientes. la ausencia de
contacto humano dificulta sentirse parte de
una comunidad educativa, €l elevado grado de
motivacién necesaria para seguir un curso on-
line, etc..., que deben superarse.” (Pascual,
2003).

Consideramos, en consonancia con Pascual,
gue el problema se puede estudiar desde dos
perspectivas. las dificultades que genera el
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modelo subyacente y los defectos generados
por un economicismo dominante en muchos
proyectos.

Desde el punto de vista educativo, nos
preocupa ahondar sobre el modelo subyacente,
donde, basados en el andlisis de los proyectos
de e-learning, nos encontramos ante una
formacion a distancia potenciada por la
tecnologia. A pesar de lo que se especula,
tanto la teoria como la préctica siempre nos
muestran una formacion basada en e-Learning
gue no es sino un curso a distancia con
ordenadores e Internet.

Desarrollo

La incorporacion de la educacion a distancia a
la ensefianza superior requiere cambios
profundos, una readaptacion estructural global
a las nuevas condiciones y a nuevo contexto.
En esta dinamica de cambio y adaptacion hay
varios puntos de partida:

a) la estructura organizativa de las unidades
académicas, la gestion de careras y de
unidades de servicios a distancia con su
correspondiente  estructura  tecnolégica 'y
pedagdgico-didactica,

b) la gestion del conocimiento, tanto conocido
COMO por generar,

c) e desarollo de
curriculares necesarias,
d) el desarrollo de modelos fundamentados de
intervencion didactica,

e) la transformacion de la funcion de los
docentes universitarios, y

f) la transformacion en los modos de
apropiacion del conocimiento por parte de los
alumnos.

En relacion con los items d) y e y f),
observamos que los cambios se estan
operando, aunque lentamente; incluso en
aquellas ingtituciones de educacion superior
donde el modelo de educacion a distancia se
ha comenzado a implementar hace algunos
anos. También es cierto que la adopcién del
modelo no ha sido acompafiada por una
reestructuracion en las curriculas ni en la
capacitacion de los docentes. En muchos
casos, se siguen conservando las propuestas

las adaptaciones

didéacticas de las clases presenciales, adaptadas
aformato electronico.

Aspectos distintivos de la ensefianza de la
M atemética en entornos virtuales

En la ensefianza de la Matemdtica, la
problemética referida a la transformacion de
las propuestas didécticas, requiere, a nuestro
juicio, un profundo andlisis sobre el modo en
gue se lleva a cabo la conceptualizacion.

Los objetos mateméticos no son directamente
accesibles por medio de los sentidos, sino a
través de sus representaciones semidticas,
externas a los propios objetos. Para la
formacion de la representacion de un objeto,
ya sea gréfica, numérica, algebraica, analitica
0 verbal, se hace necesario seleccionar un
conjunto de simbolos dentro de un sistema
semidtico que permita representar de manera
adecuada las caracteristicas principales del
objeto. Egta actividad incluye la asignacion de
nombres, la descripcion verbal, la construccion
de imagenes o esquemas del objeto, o bien la
codificacion de relaciones o propiedades
pertinentes a una transformacion del mismo.

En los términos de la Teoria de Duva es
importante analizar el papel que juegan estas
representaciones en la construccion del
conocimiento matematico (Duval, 1999 vy
2000). Para la formacion de un concepto se
reqguiere un cierto nimero de experiencias que
compartan elementos comunes, y en ese
sentido la conceptualizacion implica una
coordinacion de registros de representacion, de
a menos dos de ellos. numérico y gréfico,
gréfico y algebraico, verbal y analitico, etc.
Los aprendizajes basicos en la Matemédtica
deberian apostar a la coordinacion de los
diferentes  registros de  representacion
organizados acorde a tipo de concepto a
aprender. Ver los conceptos en multiples
registros y desde maltiples perspectivas
permite a los alumnos organizar mejor su
conocimiento. Més aln, Robert y Speer (2001)
lo consideran una condicion cognitiva
necesaria para el aprendizaje.

Cabe observar que, la ensefianza de las
Mateméaticas, sobre todo en la educacion



superior, se organiza habitualmente como si la
coordinacion de los diferentes registros de
representacion utilizados, se efectuara répida y
espontaneamente.

La ensefianza de la Matemética en entornos
virtuales debiera atender, de modo particular, a
las condiciones en las cuales se produce la
formacion de conceptos. ES0 es:

a) El recurso que genera la representacion:
pizarra interactiva, computadora,
videograbadora, camara fotogréfica,
calculadora, etc.

b) La relacion entre la representacion y el
objeto representado, de tal modo que posibilite
el acceso a objeto representado.

c) Las razones por la que el uso de la
representacion es necesario.

En cuanto a afianzamiento de los conceptos,

fundados sobre la resolucion de problemas,

cobra gran importancia la nocion de

transferencia, entre la representacion internas

Y SUS conexiones a otras representaciones. Este

proceso de transferencia se realiza, de manera

simulténea, con una serie de etapas, propuestas

por Polya, que permite circunscribir més el

problema y contribuir a progreso en la

solucién del mismo (Polya, 1985).

De manera simultanea a las actividades de:

8 rescribir el problema en las propias
palabras,

§ tomarse un tiempo para explorar,
reflexionar, conjeturar, etc.,

§ abordar el problema con nimeros simples,

§ analizar el problema desde varios angulos,

8 revisar la propia lista de estrategias para
ver s una (0 mas) pueden servir como
punto de partida,

§ cambiar de estrategia, cuando no se logran
progresos,

§ revisar lo realizado en mas de una
oportunidad y analizar, y finalmente,

§ determinar cua fue el paso clave en la
solucion

§ explicitar la solucién escrita con suficiente
claridad de tal modo que sea posible
entenderla tiempo después;

se hace necesario guiar la conversion entre

distintas representaciones y los procesos de

revision a medida que se avanza en el trabajo
de solucion. (Milevicich y Lois, 2008z
Milevicich, 2008b).

El trabajo sistemético de afianzamiento de los
conceptos deja de tener vigencia en un entorno
de educacion a distancia. Investigaciones
realizadas (Andrés, 2000; Ramsden, 2003) y
nuestra propia experiencia (Milevicich y Lois,
2008c), sobre e modo en que los alumnos
trabajan sobre el material de aprendizaje,
autorregulan y organizan su tiempo de estudio,
Nos permiten sostener que éstos son capaces de
seleccionar una amplia gama de estrategias:
algunos trabajan sisteméticamente acorde con
la guia dada por sus docentes, otros dejan las
actividades de lado e inician la lectura de
nuevos  capitulos, intentando  abordar
conceptos sin haber realizado la fijacion de los
conceptos actuales; otros comienzan con una
revision de lo ya aprendido; algunos se centran
en los tépicos que les resultan mas complejos,
tratando de establecer relaciones con lo
conocido y entendido; también en varias
oportunidades, buscan material adicional, le
envian un mensaje a un compariero por celular
0 chat; otros saltean todas las secuencias
previstas e intentan resolver los test de
autocomprobacion.

Este breve andlisis debiera conducirnos a una
reflexion profunda sobre los tres topicos
planteados al comienzo de este trabajo: €l
desarrollo de modelos adecuados de
intervencién didéactica, la transformacion del
rol del docente, la transformacion en los
modos de apropiacion del conocimiento por
parte de los alumnos.

Creemos que las plataformas de e-learning,
ponen a disposiciéon de los docentes una gran
variedad de herramientas. elaboracion de
gjercicios de autocomprobacion con textos
explicativos, construccion de actividades auto-
verificables en formatos distintos, elaboracion
de evaluaciones de modalidad interactiva,
incorporacién de ayuda on line, enlaces WEB,
etc.

También el uso de un CAS contribuye, de
modo que el alumno se libera al alumno de la
realizacion de célculos algebraicos, con lo que



se ofrece mayores oportunidades para
concentrarse en la estrategia de resolucion de
problemas y en la construccién de conceptos.
El alumno puede pensar en el siguiente paso
del proceso de resolucion de un problema sin
preocuparse de la gjecucion real, 1o que en un
entorno de 14piz-papel requiere atencion y
puede originar errores distractores. La
incorporacion de un CAS afecta la relacion
entre conceptos y habilidades y permite
resecuenciar los conceptos y las habilidades.
Drijvers (2003).

Un error bastante comun consiste en creer que
la creacion de un aula virtual, la secuenciacion
de contenidos y actividades, la apertura de
foros de discusion y la entrega pautada de
tareas, es la solucion para lograr un buen
aprendizaje. A nuestro juicio, la incorporacion
de la metodologia de Educacién a distancia en
Matemética, requiere de un entorno de
aprendizaje que permita interactuar con las
representaciones de los objetos mateméticos
de manera sencilla, esto es. que e alumno
pueda obtener representaciones graficas
interactivas, tablas con datos, identificacion de
los datos relevantes, a partir de la interaccion
entre los gréficos y los datos numéricos; que
los ejemplos proporcionados ofrezcan una
variedad de situaciones, que permitan al
aumno distinguir las propiedades, ofrecer
giemplos y contrajemplos, que se acomparien
generalizaciones con explicaciones verbales,
las cuales pueden ser completadas por los
propios alumnos.

Presentamos una situacion ejemplificadora del
entorno antes descripto, referida a la
conceptualizacion del infinito, en los primeros
CuUrsos de Célculo, habitualmente
preuniversitarios o en primer afio de la carrera
Para definir la integral de Riemann de una
cierta funcién f(x) en un intervalo [a, b], se
necesita que el intervalo de integracion sea
cerado y acotado y que la funcién sea
continua y este acotada dentro del intervalo.
Cuando una de estas dos condiciones no se
cumple, se define la integral impropia como
una generalizacion de la integral de Riemann.
Este concepto, de mdltiples aplicaciones

(probabilidades, normas funcionales,
transformadas de Fourier, etc.), desde el punto
de vista epistemoldgico, ofrece una gran
resistencia a los alumnos universitarios;
habitualmente 1o aprenden sin  darle
significado y restringiéndose a céculos
algebraicos y a la aplicacion de criterios de
convergencia.

La bibliografia més habitual, utilizada en los
CUrsos universitarios, contribuye a que esto sea
asi. Los libros sobre Calculo definen la
integral impropia, y se apoyan en la definicion
para analizar, de manera exclusivamente
algebraica, la convergencia de algunas
integrales (De Simone y Garcia de Turner,
1996; Sadosky y Guber, 1990; Piskunov y
Medkov, 1983). En el mejor de los casos, se
hace referencia al problema de la convergencia
y se afirma, a partir de algunos gréficos, que la

integral de f(x):lno converge, pero la
X

integral de f(x) :in, con n > 1, converge.
X

(Larson, Hostetler y Edwards, 2003; Stewart,
2000, 2003 y 2005; Thomas y Finney, 2005).
Esta afirmacion se sustenta luego en la
definicién; sin embargo, la conceptualizacion
no se lleva a cabo, y la utilizacion del registro
gréfico queda inconexo.

Nuestras investigaciones sobre el tema,
realizadas con 342 alumnos de primer afo de
las carreras de Ingenieria Mecanica, Civil y
Eléctrica, de la Facultad Regional General
Pacheco, de la Universidad Tecnolégica
Nacional, quienes habian concluido con la
materia Andlisis Matemético en una variable,
reflejan que el 78 % no puede explicar cuando
una integral es divergente y el 92 % no puede
asociar la convergencia con el &ea bajo la
curva (en caso de funciones positivas 0 nulas
en el intervalo considerado).

Los resultados de otras investigaciones
realizadas (Gonzdlez Martin, 2002) han
sefialado lareticencia, que parece ser mayor en
el nivel universitario, que tienen los alumnos
en mateméaticas para utilizar el registro grafico
cuando tienen que resolver problemas. Asi,
Mundy (1987) ha sefialado que los estudiantes
normalmente solo tienen una comprension



mecanica de los conceptos basicos del Analisis
porque no han alcanzado una comprension
visual de las nociones basicas subyacentes.
También se sefidla que las preguntas no
algoritmicas planteadas en el registro gréfico
plantean grandes dificultades para los
alumnos, incluso muchos no reconocen el
registro grafico como un registro para €l
trabajo matematico (Gonzdlez Martin 'y
Camacho, 2004).

En los entornos virtuales, la ausencia del
registro verbal, es un escollo adicional. Esto
es. la explicacion del profesor, una analogia
referida a concepto en estudio, o bien la
relacion con otro tema anterior, contribuye a la
conceptualizacion. En ese sentido, es
fundamental un entorno de aprendizaje que
permita interactuar con las representaciones de
los objetos matematicos mediante
representaciones gréficas interactivas, a partir
de la interaccion entre los gréaficos y la
manipulacion de los datos numéricos.
Volviendo sobre e problema de la
conceptualizacion de la integral impropia,
presentamos una secuencia de ensefianza, que
puede contribuir a la adquisicion de este
concepto coordinando los registros gréfico,
numérico y algebraico.

Para secuenciar el estudio del comportamiento

de las integrales de f(x):in, en primer
X

. 1 1

lugar, se compararon las mtegrales; y v
para valores de x 2 1. Esto hizo que los
alumnos se dieran cuenta gque, funciones con
gréficas muy similares (en particular, cuando
se dibujan a mano), pueden tener un
comportamiento muy diferente. A partir de un
andlisis grafico més exhaustivo, utilizando un
CAS, lograron advertir, que tales gréficas son
notablemente diferentes. (ver graficos 1y 2).
En segundo lugar, se introdujo la interaccion
con €l registro numeérico, a partir de tablas que
mostraran la evolucion de las sumas parciales
de las éreas bajo la curva, en cada caso. (ver
figurasly 2).

En una etapa posterior y siguiendo los andlisis
anteriores, los alumnos tuvieron que conjeturar

cuando diverge la integral. La interaccion
entre ambos registros (gréfico-numérico)
permitié a los alumnos asegurar que, para f(x)
positiva, si a partir de un cierto valor de x se
tiene que: f(x) > k> 0O, entonces laintegral sera
divergente. Esta conclusion, junto con los dos
gjemplos anteriores, permiti6 a los alumnos
ver el potencial de la utilizacion de diferentes
registros de representacion para concluir la
divergencia de una integral dada, asi como sus
limitaciones para predecir la convergencia, o
gue justifica el desarrollo de herramientas mas
formales.

De este modo, los alumnos comenzaron a
desarrollar algunas intuiciones y experiencias
sobre este nuevo concepto antes de
ingtitucionalizar la definicion formal. Cabe
aclarar, la importancia de establecer etapas
diferenciadas para €l aprendizaje de los
conceptos, a momento de configurar el curso
virtual. Esto es. hasta que el alumno no
conteste adecuadamente la guia de preguntas y
actividades referidas a la secuencia anterior, €
tutor / profesor no debe habilitarlo para seguir
adelante con la definicion formal y otras
actividades que permitan afianzar el concepto.

Con el proposito de avanzar sobre otros
conceptos estrechamente relacionados con el
anterior, podemos referirnos a los solidos de
revolucién sobre areas infinitas.

El primer ejemplo tridimensional de lo que
[lamariamos actualmente una integral impropia
convergente data de alrededor de 1643 y es a
menudo llamado la trompeta de Gabrid,
descubierto por Torricelli. Haciendo rotar una
semirrecta (X = 1) de la hipérbola equilatera 'y
= k/x alrededor del €je x, obtenemos un solido
de revolucién infinitamente largo que, a pesar
de no estar acotado, encierra un volumen
finito™.

! Dado su caracter paradéjico, este sélido tuvo un
gran impacto en la comunidad cientifica del siglo
XVII. En Inglaterra, el matemético John Wallis y el
flosofo Thomas Hobbes llevaron adelante una
larga discusion sobre este tema. Hobbes no podia
aceptar un soélido como éste, con area superficial
infinita y un volumen finito, que sin embargo, eran
aceptadas sin problemas por Wallis. Mancosu
(1996) da detalles de esta polémica y muestra



Las controversias histéricas generadas por
estos conceptos, nos muestran la dificultad
existente para comprender y aceptar este tipo
de figuras geométricas, por lo que no deberia
sorprendernos que los aumnos también
experimenten problemas para concebir y
aceptar estas figuras (especiamente, Si
tenemos en cuenta el obstaculo de ligacion ala
compacidad) (Gonzdlez Martin, 2002).
Volviendo sobre la bibliografia habitualmente
utilizada en los cursos de Célculo, observamos
gue solo se estudian los sélidos de revolucion
sobre &reas finitas.

Creemos que este tipo de problemas, se
podrian abordar utilizando herramientas
infforméticas interactivas que  permitan
visualizar €l area, el solido de revoluciény una
seccion transversal del mismo, tal como se
aprecia en la figura 3, y aproximar el valor del
volumen mediante un CAS (ver tabla 1). Los
aumnos que redlizaron la experiencia,
conjeturaron, sin mayores dificultades, que el
volumen converge ap.

Conclusiones

La interaccion con los diferentes registros de
representacion  semidticos  mejora  la
adquisicion conceptual por parte de los
aumnos. Cuando se trata de conceptos
particularmente resistentes, tal es el caso de
aquellos asociados al infinito, o méas aln, el
caso de volumenes finitos que encierran areas

infinitas; la utilizacibn de herramientas
informéticas interactivas facilita su
adquisicién, permite una aproximacion

intuitiva a los mismos (guiada por el docente),
contribuye en la conjeturacion y obtencién de
conclusiones.

Tal como sostuvimos a principio, ver los
conceptos en multiples registros y desde
multiples perspectivas permite a los alumnos
organizar mejor sus conocimientos.

El aprendizaje de los conceptos mateméticos
mediante entornos virtuales, requiere la

fragmentos de la correspondencia entre ambos, en
donde Hobbes afirma que para entender este tipo
de figuras “un hombre no debe ser un gedmetra o
un légico, sino que debe estar loco”

incorporacion de simulaciones, modelos y
herramientas de visualizacion cada vez mas
sofisticadas, los cuales van a contribuir
eficazmente a un aprendizaje de contenidos
abstractos 0 complejos. Por otra parte, este
proceso se debe apoyar en la elaboracion guias
didécticas virtuales e interactivas.

El didlogo que ya no es real, sino a través de
documentos hipertextuales, debiera permitir al
docente conocer los aprendizajes logrados por
el alumno y realizar una devolucion sobre sus
producciones.

En cuanto al nuevo rol del docente,
coincidimos con Garcia Aretio (2001) en que
€S necesario incrementar una investigacion que
ofrezca pistas y argumentos para la toma de
decisiones que refuercen los procesos y buenas
précticas de la enseflanza y el aprendizaje a
través de Internet.

No existe, al menos para el aprendizaje de los
conceptos mateméticos, el adecuado soporte
tedrico que suponga una base solida en la que
apoyar procedimientos, estrategias y buenas
précticas de ensefianza / aprendizaje a través
de Internet. Para ello se hace preciso abordar
vastos y urgentes desarrollos en investigacion
e innovacion de programas con estructuras
diferentes a los convencionales sobre
cuestiones tales como: cudles son los
objetivos, contenidos y a qué ritmos, como
establecer las relaciones virtuales ideales entre
docentes y estudiantes, como planificar las
diferentes acciones formativas en entornos
virtuales, como evaluar los aprendizajes.

En cuanto a los modos de apropiacién de
conocimientos, cada vez se hace mas
imperiosa la necesidad de dirigir la atencion
del alumnado hacia tareas de resoluciéon de
problemas, hacia la reflexion sobre su
progreso, mas que orientarlos a recibir
informacion para ser asimilada. Uno de los
principales propdsitos de un curso virtual,
debiera ser no solo proveer informacion sino,
principalmente, guiar en el proceso y estimular
a aumno en la autogestion de sus
aprendizajes. Su estructura debiera atender, de
manera primordial, las interacciones entre
docente-alumno, alumno-alumno, utilizando
los diversos recursos. Se trata de un didlogo



didactico mediado, en términos de Garcia
Aretio, que tiene lugar a través de los

materiales, las experiencias, las
retroalimentaciones,  autorregulaciones vy
transferencias.

Las herramientas, por su parte, resultan
relevantes en todo € proceso ya que viabilizan
los aprendizajes del alumno en el marco de
esta modalidad, y el alumno, a su vez, deberia
desarrollar estrategias para un uso eficiente de
las mismas.
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Gréfico 2. Corresponde a las funciones y:1 e y:izen el intervalo [0,10], [0, 1000] y
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Figura 1. Andlisis gréfico y numérico sobre las sumas parciales correspondiente a la funcion 1/x
entre 1y 1001 con intervalos de a 50.

--------------------- {{1.,0.} {51.,0.980392} {101.,0.990099} { 151.,0.993377} {201.,0.9

0.9% P 95025} {251.,0.996016} {301.,0.996678} {351.,0.997151} {401.,0.
0.9% 997506} {451.,0.997783} {501.,0.998004} {551.,0.998185} {60L.,
0.9 0.998336} {651.,0.998464} { 701.,0.998573} { 751.,0.998668} { 801
.,0.998752} {851.,0.998825} {901.,0.99889} {951.,0.998948} {100
092 . 1.,0.999901}}
200 400 600 800 1000
0. 988

Figura 2. Andlisis grafico y numérico sobre las sumas parciales correspondiente a la funcion 1/x
entre 1y 1001 con intervalos de a 50.
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Tabla 1. Tabla de valores que aproximan el volumen del sdlido Trompeta de Gabriel, tomando
valores sobre la abscisa desde x = 1 hasta x = 20.



