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Resumen los objetos matematicos en ambientes muy

En este trabajo describimos una propuesta dediferentes a los que se seguian en el pasado”.
actividades realizadas con el uso de software, El propésito de este trabajo es conocer las
incluidas en el proceso ensefianza aprendizaje caracteristicas de las representaciones de
de algunos contenidos del programa vigente de Conceptos ~ geomeétricos ~ en  entornos
las asignaturas Matematica y Calculo, computacionales de geometria dinamica Yy
correspondientes a las carreras de Ingenieria@nalizar las implicaciones de la componente
en Recursos Naturales y Medio Ambiente, dinamica de la representacion en el
Licenciatura en Ciencias Biolégicas y aprendizaje.

Licenciatura en Geologia de la Facultad de En la implementacién de las actividades
Ciencias Exactas y Naturales de la Pplanificadas nos plantemos como objetivo
Universidad Nacional de La Pampa. principal indagar el proceso de interaccion del
El propdsito de este trabajo es conocer las estudiante con el software matematico,
caracteristicas de las representaciones deobservando aspectos relacionados con su uso,
conceptos  geométricos en  entornos las representaciones que emplea y el tipo de
computacionales de geometria dinamica y conjeturas o conclusiones que obtiene. Esto

analizar las implicaciones de la componente NOS aportara argumentos para identificar qué
dindmica de la representacion en el tipo de actividades son las que se tienen que

aprendizaje. plantear para alcanzar una mayor comprension

El uso de software nos lleva a una reflexién en de los conceptos matematicos, asi como las
torno a algunos aspectos de la ensefianza de lagentajas y desventajas que se presentan al
Cénicas y las caracteristicas del conocimiento trabajar de esta forma.
gue construye el alumno.
Descripcion de la experiencia
Palabras claves Lugar geométrico, seccion
conica, software, exploracion. La experiencia se realiz6 con alumnos de
primer afio que cursan Matematica y Calculo,
para las carreras Ingenieria en Recursos
Introduccidn Naturales y Medio Ambiente, Licenciatura en
Ciencias Bioldgicas y Licenciatura en
Sin duda, la aparicién de la tecnologia ha Geologia de la Facultad de Ciencias Exactas y

generado cambios en la manera de plantear yNaturales de la UNLPam.

desarrollar las clases de Matematica. Hitt La actividad propuesta es considerar los
(2003) sefialé: “el avance tecnolégico ha conocimientos disponibles que tienen los
influido notablemente en el desarrollo de alumnos acerca de las Secciones Cdnicas, y
nociones teéricas que antes se tomaban enobservar como los ponen en funcionamiento.

cuenta, pero que no eran consideradas comoCon respecto a la tarea del profesor, se quiere
cruciales en términos de explicar el caracterizar que teorias educativas Yy didacticas

aprendizaje de conceptos matematicos. fundamentan este tipo de ensefianza, como se
Actualmente, con la tecnologia, es importante deberia conceptualizar desde un punto de vista

el estudio de las diferentes representaciones dematematico, qué variables didacticas se ponen
en juego a la hora de concretar actividades



matematicas en el aula, qué dificultades y
posibilidades aporta este tipo de desarrollo en
entornos de aprendizaje con soporte del uso de
software, y de qué manera se realiza la
institucionalizacion del conocimiento.

A partir del afio 2007, durante el desarrollo de
las cursadas de las asignaturas antes
mencionadas, decidimos elegir un tema para
profundizar y abordar su estudio desde
distintos puntos de vista. El propdsito de
abordar un concepto con un mismo grupo de
alumnos es quedarnos con lo que
consideramos “nos fue mejor” en términos de
apropiacion de los conocimientos, reflejado en
la utilizacién de los mismos como herramienta
para resolver problemas.

Durante el ciclo lectivo (2009) se eligieron
algunos contenidos de las asignaturas para
trabajarlos con la ayuda de software y con una
asignacion de tiempo mayor que afios
anteriores. En este trabajo mostramos el
estudio de las Conicas centrdndonos
particularmente en la parabola.

El proceso de ensefianza se bas6é en la
busqueda de las relaciones relevantes que
surgen durante la construccién de una figura, a
partir del empleo de un software dinamico.

A continuacion relatamos la propuesta de
ensefanza-aprendizaje para el acercamiento a
las Conicas:

I) Abordaje de las Secciones Conicas, 0
simplemente Conicas, como interseccion de un
plano con un cono circular recto.

Con el uso del software Cabri 3D se presentan
las graficas de dichas Cénicas (Figura 1) con
el objetivo de que las reconozcan, visualicen y
analicen las caracteristicas generales de las
mismas. Algunos alumnos ya habian
estudiado las Secciones Conicas en su paso
por la escuela secundaria o polimodal
definiéndolas, como lo hicieron los griegos, en
términos geomeétricos como interseccion de
planos y conos.

parabole

circunferencie

hipérbole

Figura 1: Secciones Cénicas con Cabri



Si se corta una superficie conica con un plano cualquiera de las Secciones Conicas es la
inclinado, de manera que, por ejemplo, sea gréfica de una ecuacion de la forma (1).
paralelo a una generatriz, se obtiene una
parabola. La demostracién formal de esta y *
otras  afirmaciones permite relacionar
parabolas, elipses e hipérbolas como secciones
conicas con sus definiciones como lugar
geométrico. Es conocida como teorema de
Dandelin

Al abordarlas de esta manera y que no se
gueden solo con la imagen del concepto, es
necesario realizar un estudio que permita \ 4
validar la definicion de las Conicas. I
Creiamos que se podia realizar sin demasiadas
dificultades, pero no obtuvimos los resultados
que esperdbamos pues la mayoria de los
alumnos no habian trabajado en el espacio y .
no tenian disponibles los conocimientos a .
utilizar. Por ejemplo no pudieron ver los -/
elementos de la parabola en el gréafico (Figura
1) por lo que fue muy dificil justificar que la X%+ y-x+1=0
Cénica obtenida era una parabola.

En el caso de los conceptos geométricos la
imagen conceptual que se crea en la mente de
los estudiantes esta formada por diversas : 2
representaciones, dibujos o figuras que
recuerdan como ejemplos de dicho concepto, > ; "
junto con el conjunto de propiedades que
asocia a ese concepto. Luego una imagen del
concepto serd correcta cuando el estudiante
pueda discriminar sin errores todos los
ejemplos de ese concepto y cuando las x> =3x+y=0
propiedades asociadas sean todas relevantes.

- . , . Figura 2: Conicas con Derive
II) Definiendo algebraicamente las Conicas 9

mediante la ecuacién general de segundo

grazdo en dos Va”fbles' que, si bien los alumnos realizaron un
AX® + Bxy+ Cy" + Dx + By + F =0 (1) importante trabajo algebraico visualizando
donde los coeficientes A, B, C, D, Ey F son (jstintas graficas y pudieron deducir
nlmeros reales. propiedades, a la hora de resolver situaciones

La actividad propuesta tuvo como objetivo reales les faltaba relacionarla con la nocién
estudiar las graficas de algunas Cénicas, 9eométrica que les permitiera, por ejemplo,
analizando cambios en dichas representacionesubicar los datos como directriz y foco en un
a partir de variaciones en los parametho®8,  grafico.
C, D, Ey F en la expresion algebraica. Con el Como docentes de asignaturas de primer afio
uso del software Derive 6 pudieron visualizar de distintas carreras de la UNLPam cada afio,
las gréaficas (Figura 2) y comprobar que se nos hace mas dificil el rastreo de
conocimientos previos y detectamos que los
conocimientos que se necesitan movilizar no

Creemos que faltd otro tipo de trabajo puesto



estan disponibles. Por ello fuimos por un a) Se oculta el objeto mediatriz. Usando el
tercer abordaje complementario pero que no software los estudiantes construyeron dos
excluye a los demas, que es la via por la quepuntosAy By luego midieron la distancia de
cada conica se define como un conjunto de un puntoP, a cada uno de esos puntos.
puntos que satisfacen cierta propiedad Manipulando el punt® lograron colocarlo en
geomeétrica. una posicion aproximadamente equidistante de
Ay B. Como se pretendia visualizar todos los
lll) Representaciones de la pardbola en Cabri puntos equidistantes d& y B, usando el
Géometre Il Plus a partir de la nocion de comando Traza dejaron la huella del puRto
lugar geomeétrico. moviéndolo de manera que se cumpliera la
condicion.
¢ Qué forma tiene la huella d&? ¢Podria
describir exactamente su posicion?

Entre los conceptos retomados por la
geometria dindmica, esta el que se refiere al
lugar geométrico. Este tema resulta muy
interesante y llamativo para los alumnos, pero b) Se ocultan las herramientas distancia y
dificil de trabajar con regla y compas. La mediatriz. Los alumnos trazaron dos
geometria dinamica abre nuevas posibilidades circunferencias centradas en los dos pu#tos
de exploracion en este campo. y B utilizando la herramienta compas y luego
Abordando el tema Secciones Conicas desde latrazaron la recta que pasa por los puntos de
construccion como lugar geométrico utilizando interseccion de ambas circunferencias. Sobre
el software Cabri Géometre Il Plus, intentamos esa recta marc® y al desplazarlo sobre la
respondernos las siguientes cuestiones: recta observaron que cumple con la condicion
« ¢Movilizardn los mismos conocimientos pedida.
gue si se aborda sdlo algebraicamente? El profesor institucionaliza el lugar geométrico
« ¢Qué impacto tendra sobre las resolucionesde los puntos equidistantes a dos puntos dados,
de distintos ejercicios o problemas? se llama mediatriz, y es la recta perpendicular
al segmento definido por los dos puntos dados
Cada estudiante en el salon de clases hizo sugy que pasa por su punto medio.
construcciones geomeétricas utilizando el En las construcciones geométricas basicas,
programa Cabri Géometre Il Plus. aparecerlugares geométricoslementales. La
Aprovechando el potencial del software, nos idea es trabajar directamente sobre las
propusimos trabajar con la nocién de lugar construcciones y reconocer conjuntos de
geométrico en el plano, como el conjunto de puntos que cumplan ciertas propiedades y
puntos que cumplen con una misma condicion también, a partir de ciertos conjuntos encontrar
0 propiedad. cudles son las propiedades que cumplen sus
La primera actividad de esta seccion fue puntos.
rastrear los conceptos previos necesarios paraComo es usual en los problemas de lugar
llegar a la definicibn de parabola como lugar geométrico necesitamos ubicar graficamente
geomeétrico. algunos puntos con el propésito de identificar
El profesor formulé a sus alumnos la siguiente la forma de la curva solucion.
pregunta: A través de dispositivos tecnoldgicos es
¢,Cuales son los puntos que estan a igual posible seguir el proceso de construccion de
distancia de otros dos dados? muchas areas de la matemética, a través de
Es necesario aclarar que en esta actividad elalgunas de sus representaciones, y acercarnos,
docente utiliza una posibilidad que brinda el dentro de lo que plantea un objetivo didactico,
software Cabri Géometre Il Plus de ocultar al concepto matematico. Se puede ver la
herramientas que por algin motivo no diferencia entre el trabajo manual (lapiz,
gueremos que esté disponible para los papel, regla, compas y transportador) con que
alumnos. se explicaban las clases de geometria, y la
rapidez y exposicion visual con que responden



las computadoras usando software adecuados- LlamaB al punto de interseccién ensg d.
para tal finalidad. Se puede considerar que el - MarcaV, punto medio d8F.

uso de los software permiten alternativas, de - Marca un puntoA, sobre la semirrecta con
tal manera que la experiencia de aprendizaje origenV y que pasa poF, y luego traza la
sea una de tipo conceptual y no solo rectar perpendicular a que pase pok.

procedimental, esto si se proponen estrategias- Traza una circunferencia con centro fery
que conduzcan al fin de tipo conceptual. radio AB.

La actividad continta de la siguiente manera:  _ [ |ama P y P" a los puntos de interseccion
Profesor: ¢Cual es el lugar geométrico de entre la circunferencia y la recta .

todos los puntos equidistantes de un punto _ srafica los distintos punto® y P’ que
dado y de una recta dada? quedarian cuandd recorre la semirrecta
Se propone realizar con Cabri Géomeétre Il con origen elVy que pasa pdf (Figura 4).
Plus las siguientes construcciones.

v 1° Construccion:

- Traza un puntd= y una recta d, que no
contenga &.

- Marca un punt@\, sobre la rectd.

- Traza una recta, perpendicular a la recth
gue pase por el punta

- Traza el segmentd-A y luego traza su
mediatriz,m.

- Marca el punto de interseccidn, entrer y
m.

- Grafica los distintos puntoB que quedan
determinados cuando A recorre la recdta
(Figura 3).

Figura 4

v/ 3° Construccion

- Se traza un cuadraddBCDYy se llaméaF al
centro del mismo.

- Se traza el puntdd, simétrico deF con
respecto al puntD.

= - Se construye dos circunferencias
h congruentes de radio igualFd, una con
o centro erf y la otra erH.

- Se llamakE y E’ a la interseccion de las
dos circunferencias.

- Se marcd/, punto medio d€B.

- Grafica la Conica que pasa por los puntos
E,C,V,AyFE’ (Figurab).

Figura 3

v’ 2° Construccion

- Traza un puntoF y una rectad, que no
contenga &.

- PorF, traza una recta, perpendicular d.



gue pasa por esos cinco puntos coincide con el
lugar geométrico que gendra

El hecho de que los trazos de la Conica de los
cinco puntos y del lugar geométrico Beno
gueden encimados, presentara a los estudiantes
evidencia suficiente que les permitir4 tomar la
decision de no buscar argumentos que
justifiquen que el lugar geométrico de
corresponde a alguna Conica.

Asi, el empleo del software permite que se
tomen decisiones relevantes antes de intentar
probar algun resultado.

Después de realizar las construcciones vy
comentarlas se solicita a los estudiantes que
respondan las siguientes preguntas por escrito:
¢, Reconoces las graficas obtenidas? ¢Con qué
Figura 5 nombre las conoces?

. , ) ¢En las Figuras 3 y 4 el purfoy la rectad
Después de realizar las construcciones sepertenecen a la grafica obtenida?

comentaron en forma oral las propiedades o pe |os puntos de la grafica, ¢cuél de ellos se
caracteristicas de; al moverA a lo largo ded encuentra mas cerca de la red?a

(Figura 3). _ . ~ ¢Qué relacion hay entre la longitud del lado
El punto P describe un camino o trayectoria gctg y la distancia de F a la recta d?

términos de recursos matematicos. Por constryccion ¢cumplen con alguna condicion?
ejemplo, alggn_os asociaron, |pt|)C|?Imente, el ¢CUAl? ¢por qué? ¢ Y el puhtd

camino que dej@ con una parabola, y otros  ; Te animas a intentar definir al conjunto de
indicaron que dicho recorrido describia parte |5 puntos® como un lugar geométrico?

de una hiperbola. En este momento se hizo una puesta en comdn

En estas circunstancias es necesario que 0son |as respuestas de los alumnos y se cerro la

€s necesario propiciar un ambiente en el queé profesor que incluye definicion y equivalencia
ellos justifiqguen sus observaciones, ya que, de gpire |os distintos abordajes.

esta manera, pueden buscar evidencia que lesp |3 segunda parte se resolvieron problemas
convenza y que convenzan a los demas de SUue involucran el concepto del lugar
resultados, factor importante de la geométrico, tales como:

argumentacion en el quehacer matematic
(Godino y Recio, 2001).

En la Figura 3 se muestra el rastro que &eja
al mover el puntdA sobre la rectal. Con el
lugar geométrico construido, los estudiantes
pueden buscar evidencia que les permitg
argumentar si el desplazamientoRleoincide s:l-dt:.
con alguna cénica o si, por el contrario, es una
trayectoria que no representa alguna conica
conocida.

Usando el comando que permite generar
Conicas por cinco puntos arbitrarios, se puede
determinar, al menos visualmente, si la conica

El sefior quiere construir su casa de tal mapera
gue se encuentre a la misma distancia de su
oficina y de la ruta que va a la ciudad. Dado el

siguiente plano ¢ donde debera construirla?




Comenzaron dibujando un punté, que Faro de un automovil
representa la oficina y wuna recta,
representando la ruta y un purf®p donde Un esquema del corte transversal del farq de
ubicaria la casa tal que quede a la misma | un automévil puede ser el de la Figura 6. En la
distancia de&F y d. Con paciencia encontraron | misma se observa que en el interior del faro
algunas posiciones en las dqies equidistante | hay una lampara; todos los rayos que parten de
de F y d. En un principio notaron que no era | ella se reflejan al llegar a la superficie curva, y
tarea facil mover el puntB de manera que se | salen formando un haz luminoso de rayos
mantuviera a igual distancia dey d. Pero paralelos.
analizando la situacion, encontraron dues | ;Qué caracteristicas tiene la forma de pste
equidistante de dos puntos g/ de un punto | faro, que le permite tener esta importante
sobre la rectal. Si llamamosQ al punto de | propiedad de reflexion?
interseccion dal y la recta perpendicular @
gue pasa poP, puede verse qu® es la
interseccion de la mediatriz del segmeR{@
con la recta perpendiculadajue pasa pd®.
Encontraron varios puntos donde podria
edificarse la casa. El docente planteo las
siguientes preguntas:

e Los puntos que encontraste, ¢forman alguna

foco

figura? Figura 6
« ¢Qué propiedad tienen los puntos que
encontraste? A partir de esta pregunta analizaron que el faro

tiene la forma de una superficie parabdlica.
En el estudio de las Conicas, el proceso de Este tipo de superficie se genera al rotar una
ensefianza se basd, primeramente, en elparabola alrededor de su eje. Por lo tanto, el
desarrollo y construccion algebraica de los corte transversal del faro puede representarse
problemas y como complementacion, la como una parabola (Figura 6).
construccion de los lugares geométricos Una superficie parabdlica se caracteriza por la
utilizando el programa Cabri Géometre Il Plus. sjguiente propiedad: si ubicamos una fuente
Es un proceso opuesto al enfoque tradicional, jJuminosa en un punto “especial” llamado foco,
en el que el docente impone una definicion sin |os rayos provenientes de la fuente se reflejan
un analisis previo. paralelamente al eje de  simetria.
Se dej6 para las clases practicas las Reciprocamente, todos los rayos que inciden
construcciones de las otras Conicas con la guiaparalelos al eje se concentran en el foco.
necesaria para construir las definiciones como E| docente entonces decide plantear la
lugar geométrico. siguiente situacion para que apliquen la
Cada estudiante en el salon de clases hizo susropiedad formulada:
construcciones geometricas. En algunos casoSg| faro delantero de un automovil es disefiado
se les proveyeron las instrucciones pard con las dimensiones que aparecen er el

construir como lugar geometrico, figuras | esquema, ¢ dénde debera colocarse el foco
geomeétricas, tales como la parabola, la elipse y

la hipérbola.
Otra de las situaciones presentada para
analizar o ejemplificar como estas curvas se
utilizan como modelos de situaciones de la
realidad es:

~NJ
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A partir de las caracteristicas ya analizadas entre los aspectos visuales y los aspectos
del faro, los alumnos propusieron hacer un geométricos.
corte transversal al faro, colocar la parabola Percibir las innovaciones que este tipo de
resultante sobre un sistema de coordenadas yrepresentaciones aportan sobre las
el vértice en el origen de coordenadas, paraherramientas clasicas (lapiz y papel).
posteriormente encontrar la ubicacion del foco. La experiencia muestra una cantidad
Este procedimiento les facilitd las operaciones interesante de conocimientos de geometria y
y la visualizacion de los elementos. sus aplicaciones puestas en juego para resolver
un problema de la vida real.
Las barreras y las tareas pendientes Es importante destacar que los estudiantes,
bajo la supervision de los docentes fueron
Finalmente presentamos una reflexion acercaduienes experimentaron, realizaron
de las barreras que encuentra la tecnologia enconstrucciones, midieron, buscaron relaciones,
la clase de matematica y las cuestiones en lasplantearon conjeturas y buscaron evidencias
que, a juicio de las autoras y de cara a la para verificar resultados. En este contexto,

experiencia, parecen importantes desarrollar resulta relevante promover un ambiente de
acciones. aprendizaje donde los estudiantes mismos
El poder de conviccién de una construccién Construyan su propia imagen del concepto.
dindmica es mucho més efectivo que el de una Sin embargo pensamos que los futuros trabajos
figura estatica realizada sobre una hoja de deberian realizarse con otras herramientas
papel, es suficiente manipularla para verificar informaticas para que los alumnos conozcan
la conjetura en un gran namero de casos. otros programas Yy evitar que la reiteracion de
Para lograr la definicion de parabola como las  herramientas  didacticas  puedan
lugar geométrico, fue necesaria la intervencién desmotivarlos.

del docente. La actividad en este momento se Del mismo modo pensamos que la utilizaciéon
transforma en una actividad guiada a través dede las herramientas multimedia debe
preguntas. combinarse con el trabajo habitual de clase de
Los alumnos mostraron al principio cierto Pizarrdn, lapiz y papel y en ese entorno
temor a realizar y organizar el trabajo habitual respondernos:

de clase con el software. ¢Qué le falta a una construccion dinamica

En general podemos decir que el aspecto COIrecta para ser una demostracion?

empirico favorecido por el uso del software ¢Cual es la forma mas economica de abordar
permitié, por medio de las gréficas, que los € tema teniendo en cuenta tiempo,
estudiantes revalidaran constantemente susProfundidad del abordaje, conocimientos
formulaciones, y llegasen a resultados adquiridos?

consistentes.
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