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ABSTRACT

Esta Practica de Especialidad estd dedicada al estudio de las pulsaciones
no radiales que experimentan ciertas clases de estrellas en alguna etapa de su
evolucion.

En la Introduccién revisamos las caracteristicas mas importantes de las
pulsaciones no radiales. En particular ponemos el énfasis en las consideraciones
tedricas y definiciones bdsicas necesarias para enfrentar el problema de
determinar los modos adiabaticos de pulsaciéon no radiales en el marco de una
teoria lineal, para modelos estelares en equilibrio altamente idealizados.

En la Parte 2 damos una revision completa de los aspectos observacionales
de las pulsaciones no radiales en estrellas Enanas Blancas. Esta eleccion esta
motivada por nuestro deseo de estudiar en el futuro las propiedades oscilatorias
de este tipo de estrellas a través de un Coédigo Pulsacional, el cual es el tema
central de esta Préctica.

En la Parte 3, presentamos el sistema de ecuaciones diferenciales que debe ser
resuelto para obtener las autofrecuencias y autofunciones de las oscilaciones no
radiales en la aproximacion adiabdtica. A continuacién describimos el método
numérico que hemos desarrollado para tal fin, el cual se basa en la técnica de
Henyey utilizada ampliamente en cédlculos de estructura y evolucion estelar. En
este punto describimos en detalle el algoritmo empleado, que permite obtener
una solucién del problema a través de la relajacion, en varias iteraciones, de una
solucién inicial aproximada. Seguidamente presentamos los resultados obtenidos
al aplicar el cédigo a un modelo estelar simple, que consiste en una politropa de

indice n = 3.
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1. Introduccién.

1.1. Qué son las pulsaciones no radiales?

Actualmente se sabe con certeza que las pulsaciones de estrellas variables intrinsecas
clasicas, del tipo Cefeidas, RR Lira y Mira, son provocadas por oscilaciones radiales
esfericamente simétricas. Para esta clase de oscilaciones, las variaciones en las curvas de
luz y velocidad radial son causadas por meras contracciones y expansiones alternadas de la
estrella como un todo. Dicho de otra manera, un vector que describa el desplazamiento de

un dado elemento de fluido estelar estard siempre orientado en direccién radial.

Por otra parte, hay evidencia observacional que indica variaciones en luminosidad y
velocidad radial en ciertas estrellas que no pueden ser satisfactoriamente explicadas por la
presuncion de oscilaciones puramente radiales, pero si invocando un tipo mas general de
movimientos: las pulsaciones no radiales. En contraste con lo que sucede en las pulsaciones
radiales, cuando una estrella pulsa en forma no radial, lo que hace es desviarse en forma
periédica de su simetria esférica, habiendo dependencia no solo con el radio estelar, sino
también con los dngulos acimutal y polar. El desplazamiento de una porciéon de fluido a
partir de su posicion de equilibrio puede estar dirigido en principio en cualquier direccién, y
no necesariamente paralelo a un radio vector con origen en el centro estelar. Es evidente que
las pulsaciones radiales son un caso particular (altamente especializado) de las pulsaciones

no radiales.

1.2. Estrellas que pulsan en forma no radial

Existen ciertos tipos de estrellas de las cuales se tienen fuertes evidencias observacionales
que sugieren oscilaciones no radiales. La Tabla 1 (adaptada de Unno et al. 1989) proporciona

los principales rasgos de las oscilaciones en estos tipos de estrellas. Su localizacién sobre el
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TABLA 1

diagrama HR (Hertzprung-Russel) se muestra en la Figura 1.

Evidencias observacionales de estrellas las cuales se supone que oscilan en forma no radial

Tipo de estrella Periodo Fenomeno

Variables tempranas O-B

Variables 5 Cephei 3~ 6 hs Variaciones de luz y velocidad radial
Variables 53 Per 0.5 ~ 2 dias Variaciones en perfiles de lineas

Variables ¢ Oph

algunas horas

Variaciones en perfiles de lineas

Variables A
Estrellas Ap

Estrellas § Scuti

5 ~ 15 min

1~ 2hs

Variaciones de luz

Variaciones de luz y en perfiles

Enanas Blancas Variables
Enanas Blancas variables DA
Enanas Blancas variables DB

Enanas Blancas variables DO

100 ~ 1000 seg
100 ~ 1000 seg
400 ~ 1600 seg

variaciones de luz
variaciones de luz

variaciones de luz

Sol

5 ~ 10 min

1~ 3hs

Variaciones de luz y velocidad radial

Variaciones de luz y velocidad radial

Enanas tardias

5 ~ 10 min

Variaciones de luz

Supergigantes tempranas

e intermedias

decenas de dias

Variaciones de luz y velocidad radial

semiregulares

El hecho de que no se encuentren aun pruebas observacionales para otros tipos de

estrellas no significa que las oscilaciones no radiales sean un fenémeno exclusivo de las clases
que figuran en el cuadro. Mas bién, se cree que tales movimientos oscilatorios generales
deben estar presentes en la mayor parte de otras estrellas variables, pero que por distintas

causas, son actualmente inobservables. Un ejemplo ilustrativo es el del Sol, el cual ejecuta
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oscilaciones no radiales con alto grado armonico esférico [ (ver subseccién siguiente), que
pueden ser rigurosamente estudiadas gracias a la extrema cercania, pero que nunca podrian
ser directamente identificadas en estrellas distantes. Por otra parte, y teniendo en cuenta
que las oscilaciones no radiales pueden ser excitadas en principio por una gran variedad de
perturbaciones, la ocurrencia de tales pulsaciones debe ser mucho mayor de lo que indican

las observaciones en la actualidad.

1.3. Tratamiento del problema en la teoria lineal

Las ecuaciones fundamentales que describen las deformaciones y oscilaciones de una
estrella son las ecuaciones de la hidrodinamica, esto es, la de conservacion de la masa, del
momentum y de la energia. Estas deben ser suplementadas por la ecuacién de Poisson para

el campo gravitatorio y una ecuacién que contemple el flujo de radiativo o convectivo.

En lo que sigue, vamos a llamar modelo estelar en equilibrio a un estado no perturbado
de una estrella aislada (no miembro de un sistema miiltiple) esfericamente simétrica, que
no oscila ni rota y no tiene campo magnético . El objetivo de la teoria de pulsaciones
es estudiar los movimientos oscilatorios que se originan cuando se aplican perturbaciones
(variaciones) a las variables fisicas de la configuracién en equilibrio, las cuales inicialmente

dependen unicamente de la coordenada radial r.

Si tales variaciones son pequenas en relacion a los respectivos valores del modelo en
equilibrio, entonces lo que usualmente se hace es aplicar una teoria lineal (Unno et al.
1989, Cox 1980, Kippenhahn & Weigert 1990). En esta teoria, variaciones Lagrangianas o
Eulerianas, digamos 6f o f', respectivamente, son sumadas a los valores en equilibrio para

dar las variables perturbadas:



f(T,0,¢,t):fo(T)+f’(T,0,¢,t) (1)

f(’f', 07 QS, t) = fO(T) + 5f(’f', 07 d): t) (2)

con la condicién 6 f, f < fo.

La perturbacién Euleriana f es la variacién de una cantidad fisica para un dado punto
del espacio, mientras que la perturbacién Lagrangiana J f es la variacién de tal cantidad
inherente a un dado elemento de fluido. La operacion consistente en reemplazar todas
las variables fisicas con la formas (??) y (??) en las ecuaciones diferenciales bésicas se
denomina linealizacion. Esta sustitucion, teniendo en cuenta que la solucién no perturbada
(digamos las fy) es también una solucién de las ecuaciones, y despreciando todas las
potencias mayores a 1 y productos de las variaciones, conduce a un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales cuya solucién da el comportamiento de las variaciones en espacio y
tiempo. La gran ventaja de la linealizacion es que ahora las ecuaciones son lineales, y por

lo tanto, mucho mas manejables que las originales.

En la teoria lineal que estamos describiendo, la dependencia angular de las variaciones

estd dada a través de armonicos esféricos:

Y(0.0) = \l i Brost) € )

donde 6 y ¢ son los dngulos polar y acimutal respectivamente, y P/™(cos 6) son los

polinomios asociados de Legendre, los cuales se generan mediante:
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con z = cos #. El grado arménico esta dado por el indice [, el cual es un entero positivo
o cero. El valor del entero m, orden acimutal, estd determinado por / de la siguiente forma:

m=—1,—l+1,...,0,...,0 —1,1. Asi, por cada [ hay (2{+1) valores posibles para m.

Para la dependencia temporal de todas las perturbaciones se asume la forma periédica

¢t donde o es una cantidad en principio compleja, y t es el tiempo.

La dependencia con el radio es a través de una funcién de la distancia al centro,

. , ! . . .
digamos 6 f(r) 6 f (r). De esta manera las variaciones pueden ser escritas en la forma:

f(r0,0,t)=f(r) (0, 9) ¢ (5)

8f(r,0,,t) = 6f(r) ;" (0,9) ' (6)

La correspondiente expresién para el vector desplazamiento £ (= dr, perturbacién

Lagrangiana de la distancia radial) es:

£(r,0,6,t) = (r &(r)+0 &(r) g +6&(r) 511119 %

Jyre et

donde &, es la componente radial del desplazamiento y &; es la componente horizontal

(dependiente de r solamente).

Para ilustrar como se ven los modos oscilatorios sobre la superficie estelar (en el caso
en que el disco estelar pudiera resolverse) examinemos la Figura 2. Para un dado instante
fijo de tiempo, el patrén consiste de regiones de la superficie que tienen alternadamente
signos opuestos; por ejemplo zonas con material estelar que se mueven hacia el observador
alternando con zonas que receden; zonas con temperatura elevada alternando con zonas

mas frias, etc. Estas zonas opuestas se distinguen en la figura con tonos oscuros y claros. El
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caso que se ilustra corresponde a l =3, m =0, 1, 2, 3. Los modos con m = 0 se denominan
modos zonales, como por ejemplo [ = 3 m = 0. En estos modos las oscilaciones tienen

[ nodos, los cuales son planos donde no hay variaciones, que al intersectar la superficie
estelar dan lineas de movimiento nulo; en los modos zonales son lineas de latitud constante
(paralelos). Los modos con [ = |m| se denominan modos sectoriales, y los planos nodales
pasan todos por el centro de la estrella; al intersectar la superficie estelar dan lugar a m
lineas nodales de longitud constante (meridianos), como por ejemplo sucede en [ =3 m = 3
del dibujo. El resto de los posibles casos para m con [ fijo dan los modos teserales, cuyas

lineas de movimiento cero son de los dos tipos, de longitud y latitud constantes.

1.4. El problema de autovalores

Una vez que se han sustituido las variaciones escritas en la forma (??) y (?7) en las
ecuaciones linealizadas, el resultado es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
acopladas cuyas incégnitas son las variaciones 6f 6 f, esto es, las funciones que dan
la marcha de las variaciones desde el centro hasta la superficie del modelo en equlibrio.
En el caso general este sistema estd conformado por seis ecuaciones de primer orden en
variable compleja (doce ecuaciones en variable real)! las cuales, junto con las condiciones
de borde adecuadas conforman un problema de autovalores. La naturaleza del problema
de autovalores determina que el sistema de ecuaciones tiene soluciones uinicamente para
ciertos valores, en general discretos, de la cantidad o2, la cual es por lo tanto el autovalor
del problema. La parte real de o, og, representa la frecuencia angular de las oscilaciones, y
la parte imaginaria o; proporciona la tasa de crecimiento de la amplitud de las oscilaciones.

Por cada autovalor o2 que se obtiene al resolver el sistema. se determinan también las
)

Wer discusién en Cox 1980, pagina 224.
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. . , ! .
variaciones 6 f 0 [, llamadas autofunciones.

1.5. La aproximacion adiabatica

Si se elimina en el tratamiento tedrico la posibilidad de ganancias y pérdidas de
calor por parte del fluido al oscilar, lo que se hace es utilizar la aprorimacion adiabdtica.
Matemdticamente esto implica dejar de lado las ecuaciones del flujo y la energia, y suponer

oscilaciones adiabaticas, caracterizadas por la relacién:

) )
L, 2 (8)
Po Po

que vincula las variaciones Lagrangianas de la presién y la densidad. Los subindices

cero indican cantidades del modelo en equilibrio y I'; es el primer exponente adiabatico

_ Olnp

Iy 9)

~ dlnpls

El sistema resultante es entonces uno de cuatro ecuaciones lineales de primer orden en
variables reales?, el cual con las condiciones de borde en el centro y la superficie constituye
un problema de autovalores o?. Ahora el autovalor o2 es real, con o la frecuencia angular
de la oscilacion. La solucién de este problema proporciona los infinitos modos posibles de
oscilacion, que se ordenan usualmente a través de un numero entero k, llamado orden radial.
Si tratamos con un modelo en equilibrio ”suficientemente simple”, es decir, quimicamente
homogéneo, que carece de zonas convectivas y radiativas alternadas, de concentracién de

masa no muy pronunciada, entonces el orden radial k£ es exactamente igual (sin contar el

ZVer Cox 1980, pdgina 224.
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nodo en r = 0) al niimero de nodos de &.(r)3. Los nodos en direccién radial son superficies
esféricas concéntricas sobre las cuales el movimiento es nulo; los radios de tales superficies

satisfacen la ecuacién:

&(ri)=0 (10)
coni=1,2,3,.. k.

Una caracteristica para destacar es la degeneracion de los modos. En efecto, el orden
acimutal m no aparece en las ecuaciones diferenciales (a diferencia de 1), lo que implica que
ni la autofrecuencia o ni las autofunciones dependerdan de m. De esta forma habra (2(+1)
modos degenerados por cada valor de [. La rotacién (u otros apartamientos de la simetria
esférica, como el que induce la presencia de un campo magnético) ocasiona una dependencia
de las autofrecuencias y autofunciones con el orden acimutal, con lo cual la degeneracion es

removida.

La utilizacion de la teoria lineal permite tratar cada modo de oscilaciéon con dados
valores de (I,k,m) en forma individual, ya que se supone que los modos no interactiian entre

sit.

3Se ha comprobado que por ejemplo, para modelos en equilibrio con alta condensacién
central de masa (como en una politropa de indice n = 4) esta correspondencia entre el
nimero k y el nimero de nodos desaparece.

4Este andlisis se denomina andlisis de modos normales.
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1.6. Descripcion cualitativa de los modos

Se puede realizar una descripcién general de las oscilaciones estelares no radiales
restringiéndonos al caso adiabatico lineal. Esto es viable debido a que los rasgos cualitativos
de las autofunciones y autofrecuencias que se obtienen de esta manera no difieren demasiado
de los que surgen al tener en cuenta efectos no adiabaticos no lineales, siempre que éstos

sean pequenos’.

En base al argumento dado, describiremos a continuacién las caracteristicas principales
de los modos. En primer lugar, el espectro de autofrecuencias esta claramente dividido en

cuatro clases de modos diferentes:

e modos p

modos f (para [ > 2)
e modos gt

e modos g~

Los modos p estén caracterizados por variaciones Eulerianas de presién p relativamente
grandes, y estas variaciones son las principales responsables de las fuerzas de restitucién
que actian durante las oscilaciones. Estos modos, también referidos como modos actsticos,
corresponden a altas frecuencias de oscilacion, y tales frecuencias se incrementan con valores
de k y | crecientes. El movimiento del fluido al ejecutar modos p es mayormente radial;

tienen gran similitud cualitativamente con las ondas de sonido.

°Sin embargo es necesario tener en cuenta los efectos no adiabaticos para hacer estudios

sobre la estabilidad de un dado modo de pulsacién.
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Los modos g, por otra parte, estan caracterizados por relativamente pequenas
variaciones Eulerianas de la presién, y la principal fuerza de restitucion actuante es debida
a la gravedad (flotacién). El movimiento del fluido estelar es principalmente horizontal
(tangencial). Estos modos, también referidos como modos gravedad, corresponden al
dominio de baja frecuencia del espectro de oscilacién. Tales frecuencias, contrariamente a lo
que sucede en los modos acusticos, disminuyen con el aumento de £ para un dado /. Entre
los modos g se distinguen los gt y los g~. Los modos g~ son dindmicamente inestables,
correspondiendo a valores 0? < 0 o sea ¢ imaginario puro. Esto significa que crecen o
decrecen exponencialmente en el tiempo; ademas se ha encontrado que existen con caracter
espacial oscilatorio unicamente en zonas estelares convectivas. Los modos g™ en cambio son
dindmicamente estables y para ellos siempre o2 > 0, con lo que o es real. Esto implica que
son modos oscilatorios en el tiempo; ademds se encuentra que pueden oscilar espacialmente
en regiones radiativas de la estrella. Esta situacién es ilustrada en la Figura 3 en forma
esquematica, para un modelo estelar que consiste de un nicleo y una envoltura convectivos
limitando una region radiativa intermedia. Un resultado adicional que se desprende de la
figura es que un modo gt puede ser oscilatorio espacialmente atin en una regién convectiva
si ésta se encuentra en la parte externa de la estrella. La importante cantidad A es definida

CcOomo:

:dlnpo_idlnpo (11)

A
dr Iy dr

y estd relacionada con el criterio de Schwarzchild para la conveccion:
A < 0 indica una region radiativa,
A > 0 indica una zona convectiva.

El tinico modo f, 0 modo Kelvin, existe s6lo para k =1y [ > 1 y separa los modos
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acusticos de los modos g, en el sentido de que su autofrecuencia para un dado [ (> 1) cae
normalmente entre las autofrecuencias de los modos p y g para cada k. En modelos en
equilibrio lo suficientemente simples este modo no posee nodos en &,(r). Es muy instructivo
dibujar los valores de [ versus el cuadrado de la frecuencia, como en la Figura 4. El esquema
muestra la distribucién de los autovalores o2 contra | para varios modos. Se nota que los
modos p, f y g existen inicamente para | > 0 y que 0> = 0 para | = 1 en el modo f. Las
lineas punteadas del dibujo, que llegan hasta el eje de la (frecuencia)?, proporcionan las
autofrecuencias correspondientes para (k — 1) para los modos modos radiales (con [ = 0).
Se infiere claramente que los modos p pueden considerarse como las analogias no radiales

de los modos radiales. Pero el modo f y los modos g no poseen analogias radiales.

Los modos oscilatorios descriptos pertenecen a la clase de modos esferoidales, que
se distinguen de los llamados modos toroidales los cuales son movimientos no oscilatorios
(02 =0) y paraellos p = p = ® = 0. Los modos toroidales son importantes bajo ciertas
circunstancias: se vuelven dependientes del tiempo (oscilatorios) en estrellas rotantes y/o

con campo magnético, y se denominan modos r.

1.7. Aproximacién de Cowling

Para tornar mas sencillo el tratamiento matematico de las oscilaciones no radiales es

apropiado adoptar la aproximacion:

® =0 (12)

es decir, despreciar la variacion Euleriana del potencial. Este tratamiento simplificado
se denomina aproximacion de Cowling. Es particularmente valido para modos con grandes

valores de ! y k, para los cuales las contribuciones a ® debidas a ciertas regiones del medio
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son canceladas, en promedio, por contribuciones equivalentes y contrarias debidas a otras
partes del medio. Esto es, las fluctuaciones locales en el potencial gravitacional tienden a
suavizarse. Otra circunstancia en la que la aproximacién de Cowling es valida es el caso en
que la masa estd fuertemente acumulada en la regién central de la estrella, de tal forma
que las variaciones en densidad no producen grandes cambios en el potencial en los puntos
externos de la estrella. Por otra parte, ademas de simplificar el tratamiento, la aproximacion
de Cowling no altera la naturaleza matematica basica del problema de autovalores y por
lo tanto las caracteristicas del espectro de frecuencias no son afectadas. Estas cualidades
la hacen especialmente ttiles para discusiones tedricas y métodos asintoticos para calcular

autovalores.

Siguiendo a Ledoux (1974), la imposicién de ® = 0 reduce el niimero de ecuaciones a

dos, en el problema adiabdtico lineal, para las incégnitas &, y p':

du 1 dp (l+1) gr?
2Ty - = - 13
dr+F1pdru [ o2 Flpy (13)
dy 1 5
%-l-yA:ﬁ(a + Ag) u (14)
con
u=r?¢ (15)
pl
y=2 16
P (16)

siendo ¢ la aceleracién de la gravedad local,
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(17)

con G la constante de gravitacién y M (r) la masa contenida en una esfera de radio r

(los subindices indicando cantidades en equilibrio se omiten por simplicidad).

Eliminando u a partir de las ecuaciones (??) y (?7?), y despreciando términos en 01—2,

obtenemos:

r p dr

d?y dy (2 1 dp ap 1 d,, (1+1)

— 4+ = - — —+ = —(r* A) — =0 18

dr? * dr + + Lip + r? dr (= A) r? (18)
para el caso limite 02 — oo. Definimos la velocidad adiabdtica del sonido a la cantidad

¢, tal que ¢ = I';p/p. Debido a que el tinico término en o2 es proporcional a 0?/c?, las

soluciones deben corresponder a modos actsticos asociados con ondas que se propagan con

velocidad c.

Para o? suficientemente pequenio (02 — 0), y eliminando y a partir de las ecuaciones

(??) y (??), obtenemos:

d*u duld,o+ L Ag i+ W+ d(l @)]

dr p dr Tip dr

- - — 0 19
dr?  dr p dr Y o2 72 r2 dr (19)

Aquf el tnico término conteniendo o2 es proporcional a —A ¢ (I + 1) /o?r? y puede

demostrarse que esto indica modos gravedad propagandose.

Tanto la ecuacién (?7?7) como la ecuacién (??) son del tipo conocido como de
Sturm-Liouville, la primera para el autovalor o2 y la segunda para el autovalor 1/02. Asi,
es posible un nimero infinito de oscilaciones con muy largos periodos, asi como también un

infinito nimero de oscilaciones con periodos indefinidamente pequenos.

En definitiva, bajo la aproximacion de Cowling nuevamente aparecen los espectros de
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modos p y g, asi como también el modo f, con las caracteristicas ya vistas en la subseccion

anterior.

1.8. Frecuencias criticas

Las propiedades detalladas de las oscilaciones no radiales dependen en gran medida de
dos frecuencias caracteristicas, la frecuencia de Brunt-Viisila, N, y la frecuencia de Lamb,

L;, dadas por:

1 dlnp dlnp
N?=_gA = — - 2
g g <F1 dr dr ) (20)
2 c?

La frecuencia de Brunt-Viisila es la frecuencia con la que un elemento aislado de
fluido que es desplazado verticalmente oscila adiabaticamente en un medio convectivamente
estable (A < 0), con la fuerza de empuje (buoyancy) como tnica fuerza de restitucion.
La frecuencia de Lamb, por otra parte, es la inversa del tiempo que le toma a una onda
actstica viajar una longitud de onda horizontal, 277 /[I(I + 1)]'/?, de la perturbacién no
radial, a lo largo de una circunferencia de radio r alrededor del centro de la estrella. La

frecuencia de Lamb es la analogia no radial de la frecuencia acustica.

Un diagrama de propagacién es un medio 1til de estudiar y distinguir las regiones de
un modelo estelar dentro de las cuales un modo oscilatorio puede propagarse. El diagrama
consiste en el ploteo del comportamiento de N? y L? en funcién de la distancia radial r
escaleada con R, radio del modelo. Un diagrama de propagacién tipico de un modelo estelar
simple es mostrado en la Figura 5. Las zonas de propagacién de modos son indicadas con la

letra A (por actsticas) y G (por gravedad). Las zonas blancas son zonas evanescentes, en
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las cuales los modos son ondas que decaen exponencialmente. Estas ultimas aseveraciones

pueden ser justificadas aplicando al problema un tratamiento local.

1.9. Analisis local

El comportamiento de los modos de oscilaciéon puede ser delineado examinando la
propagacién de ondas en el interior de la estrella. En lo que sigue vamos a utilizar la
aproximacién de Cowling. Tomando las ecuaciones (??) y (??), y haciendo el cambio de

variables:

v=1upT1 (22)

w=ypp T (23)

se obtiene el set de ecuaciones:

2
d I(l+1 21 ptr
dv _|W0+1) pr7)opt (24)
dr o2 Cip|l p
dw 1 ,, p
dw _ 1 Aq) L 25
dr r? (G + g) pTt ! (25)
las cuales, en términos de L? y N? se tornan en:
dv  r? [L2 T
v ; pT
= |2t 26
dr ¢ laQ ] p v (26)
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dw 1
= (=) L (27)

ph
Si ahora suponemos que los coeficientes (tales como L? y N?) de las ecuaciones (?7?)
y (??) son aproximadamente constantes, entonces las ecuaciones tienen soluciones de la

forma:

w oc e (28)

v o e (29)

donde k, es el nimero de onda radial. Estamos suponiendo que las funciones w y v
! . . . . .
(las cuales representan a p y &, respectivamente) tienen variaciones espaciales mucho mas
"répidas” que las otras variables fisicas L}, N2, p, p, etc. Insertando w y v en la forma (?7?)

y (??) en las ecuaciones (?7) y (??) se obtiene una relacién de dispersién local:

1

02 2

k2 =

r

(02 — L?) (02 — N2) (30)

Esta ecuacion sefiala bajo qué condiciones un dado modo estd propagandose localmente.

2 es mayor o menor que ambas L? y N?, entonces tendremos k? > 0 y el modo serd

Sio
oscilatorio, con lo cual habra ondas propagéndose radialmente (ver Figura 5). El intervalo de
la coordenada r para el cual esta condicion es satisfecha se denomina zona de propagacion.
Si, por el contrario, o tiene un valor intermedio entre L} y N2, entonces k2 < 0, k, serd
imaginario y las soluciones decaeran exponencialmente. Estas son ondas evanescentes

(oscilacién temporal pero no espacial); la regién correspondiente en la estrella se llama zona

evanescente.



- 920 —

Consideremos ahora las zonas de propagacién exclusivamente. Si tenemos o2 > L? y
N? entonces estamos en el dominio de las altas frecuencias de los modos p, los cuales se
propagan en la zona A en la Figura 5. En el otro extremo, para 0? < L? y N? estamos en
el dominio de las bajas frecuencias de los modos g, en la zona G de la Figura 5. La ondas
(viajeras) propagandose en las zonas A y G producen ondas estacionarias s6lo en aquellas
frecuencias para las cuales dichas ondas viajeras son reflejadas en los bordes , tal que
retroceden en fase con ellas mismas. Estas frecuencias son los autovalores. En consecuencia,
los modos de oscilacion estan principalmente atrapados dentro de ”cavidades” internas de
la estrella, aunque tales modos se extiendan desde el centro a la superficie y obedezcan
ciertas condiciones en esos extremos (condiciones de borde). La naturaleza fisica de los
modos (es decir, su cardcter p o g) estard determinada por su propia frecuencia en relacién

a las frecuencias criticas L} y NZ.

Si bien el tratamiento local es muy 1til para determinar en forma aproximada las zonas
de propagacion, hay que mantener en mente que pierde validez cuando cantidades tales

como L} y N? tienen variaciones abruptas a través de la estrella.

Finalmente senalemos que los diagramas de propagacion pueden ser utilizados para
clasificar los modos no radiales obtenidos en calculos numéricos simplemente examinando
en qué regién caen las autofrecuencias (A o G). Este procedimiento pierde utilidad cuando
se trata de un modelo en equilibrio muy concentrado o con la presencia de un gradiente de
composicién quimica (u-gradiente): en estos casos no es sencillo identificar y clasificar los
modos ya que tienen un caracter mixto, comportandose como modos g en ciertas regiones y

como modos p (con la misma frecuencia) en otras.
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2. Aspectos observacionales en estrellas Enanas Blancas

Hay, como vimos en la Introduccién, varias clases de estrellas que ejecutan oscilaciones
no radiales. Entre ellas, los pulsadores compactos del tipo Enanas Blancas y pre-Enanas
Blancas son actualmente objeto de numerosos estudios tedricos y observacionales. El interés
por estas estrellas y sus propiedades pulsacionales se debe a la combinacion de por lo menos

cuatro circunstancias afortunadas (Winget 1988):

1. Son objetos con estructuras en equilibrio muy simples, y como consecuencia también
lo son sus propiedades pulsacionales. Las fuentes de energia nuclear estan sélo
presentes probablemente en los tipos mas calientes, y en lineas generales no revisten
demasiada importancia en la evolucién de estas estrellas. La estructura fisica es por
demds simple: constan de un nicleo de C/O degenerado con capas muy finas de He y
de H puros parcialmente degenerados rodeandolo, como consecuencia del asentamiento

gravitacional.

2. La informacién que puede inferirse del estudio del espectro de periodos
(Astrosismologia) permite obtener limites en forma independiente de otros
métodos, a ciertas cantidades de interés, como la masa estelar, la masa de la capa de

H y la de He, la composicién quimica del nicleo, etc.

3. Las amplitudes de las pulsaciones son suficientemente grandes como para ser

detectables, pero lo bastante pequenas como para ser tratadas con una teoria lineal.

4. Los periodos son lo bastante cortos, tipicamente, como para poder observar
muchos ciclos en una noche de observacién; varias curvas de luz han sido resueltas
completamente, ya sea desde sitios individuales o través de una red de observatorios

(WET; ver mas adelante).
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Por otra parte, todo parece indicar que la tnica diferencia entre las Enanas Blancas y
pre-Enanas Blancas variables respecto de las no variables es su temperatura efectiva. Esto
es importante ya que implica que cualquier informacién que se obtenga a partir de estudios

astrosismolégicos acerca de las variables tendra también validez para las no variables.

2.1. Enanas Blancas Variables DAV y DBV

Se han encontrado cuatro diferentes clases de estrellas variables degeneradas aisladas.

En orden de luminosidad decreciente, estas clases son:

a. Estrellas PNNV, o sea Nucleos de Nebulosas Planetarias, también denominadas

estrellas K 1-16;

b. Estrellas DOV, también llamadas estrellas PG1159, que son pre-Enanas Blancas muy

calientes;

c. Estrellas DBV, las cuales son Enanas Blancas DB (con envoltura rica en He), también

denominadas estrellas V 447 Her;

d. Estrellas DAV, que son Enanas Blancas DA (con envoltura puramente de H); se las

conoce comunmente como estrellas ZZ Ceti.

Examinando la localizacién de las cuatro clases de pulsadores compactos en el diagrama
HR , se vé que cubren un amplio rango en L y T;; (Figura 6), pero a pesar de ello las

propiedades de pulsacion de todas ellas son muy similares.

De estas cuatro clases la mas estudiada y conocida es la de las estrellas ZZ Ceti. En la
actualidad se conocen alrededor de treinta objetos de este tipo; tipicamente sus espectros

muestran s6lo lineas de Balmer del Hidrégeno y estan ausentes lineas de He o metales, lo que
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evidencia una atmosfera rica en H. Esta clase de estrellas define una franja de inestabilidad
en el diagrama HR, cuyas temperaturas, calculadas a partir de datos de espectrofotometria
éptica ultravioleta y modelos atmosféricos basados en la mixing-lenght theory (MLT)
(Bergeron et al. 1995), estan en el rango 11160 < T,;; < 12460 K. Desafortunadamente
los bordes de la franja de inestabilidad dependen de qué version de la MLT se use en los
célculos de atmésferas. Con respecto a la masa de las DAV, Bergeron et al. (1995) obtienen
una masa promedio de M, = 0.59 Mg; para una muestra de estrellas DA, Bergeron et al.
(1992) han encontrado M, = 0.56 M. La masa de la envoltura de H es un pardmetro
que actualmente es materia de disputa. Segun célculos de evolucion estelar, debe ser
My ~ 107" M), y tal valor estd en buen acuerdo con estimaciones de este pardmetro hechas
a través de estudios astrosismolégicos. Por otra parte, se sabe que My > 107'?M¢) para
que la conveccién no llegue a mezclar el H superficial con el He que estd debajo. Por lo

tanto hay un rango posible muy amplio para la masa de la envoltura de H.

La otra clase de estrellas degeneradas variables mas importante luego de las DAV son
las estrellas DBV. Se conocen al menos ocho estrellas de esta clase y todas tienen espectros
con lineas de Hel, sin lineas de H ni de metales. De acuerdo a Thejll et al. (1991) la
franja de inestabilidad para las DBV esta definida por el intervalo de temperaturas 22000
< Te5 < 24000 K, en base a datos obtenidos con el IUE (International Ultraviolet Explorer)
y usando modelos atmosféricos de He. Sin embargo Provencal et al. (1996) han reportado
una temperatura T,ry = 27000 K para la estrella DBV GD 358, en base a espectros UV
obtenidos con el HST (Hubble Space Telescope), en los cuales hay evidencia de una linea de
Hell. Actualmente se acepta entonces un rango de temperaturas de 22000  Tesr < 27000
K para la franja de inestabilidad de las DVB. La masa promedio de estas estrellas es, a
partir del trabajo de Oke et al.(1984), de M, = 0.55M ). Respecto del espesor de la capa

superficial de He, a partir de calculos evolutivos se estima que My, < 1072M, (D’Antona



— 924 —

& Mazzitelli 1991). Desde el punto de vista de la ”polucién del Carbono”®, Pelletier (1986)
encontré una masa promedio de My, ~ 10735M, en base a la abundancia de C en una DB
con temperatura efectiva de 9000 K. Por otra parte, empleando métodos astrosismolégicos
Bradley & Winget (1994) han derivado un valor de My, = 1.5 x 1076 M,, mucho mas bajo

que el sugerido por los cédlculos evolutivos.

La clase de las estrellas DOV, por otra parte, estd conformada por no mas de cinco
miembros conocidos, y las temperaturas efectivas caen en el rango de 70000 < Tofr <
160000 K. Finalmente, el grupo de las PNNV contiene alrededor de diez estrellas, con

temperaturas efectivas superiores a los 10° K.

Las Tablas 2, 3, 4 y 5 (adaptadas de Bradley 1995) contienen nombres, temperaturas,
amplitudes y periodos de oscilacion de algunas de las estrellas DAV, DBV, DOV y PNNV

conocidas, respectivamente.

6Se designa en esta forma a la presencia de trazas de C en una atmésfera pura de He.
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TABLA 2
Nombre T.;;[x10°K] | Amp. [mag] | Perfodos [seg]
BPM 30551 11.3 0.22 823 y otros
R 548 12.0 0.012 213, 274
BPM 31594 11.5 0.28 402, 618
HL Tau 76 11.4 0.28 494, 625, 746
G 38-29 11.2 0.22 ~ 1000
G 191-16 11.4 0.3 510, 600, 710, 893
GD 66 12.0 0.02 197, 272, 302, 819
GD 99 11.8 0.07 | 350, 481, 592
G117- B15A 11.6 0.05 215, 271, 304
G255-2 11.4 0.04 685, 830 v otros
BPM 37093 11.7 0.004 ~ 600
GD 154 11.2 0.10 403, 1089, 1186
G 238-53 11.9 0.02 ~ 206
EC 14012-1446 — 0.30 610, 724 y otros
GD 165 12.0 0.10 114, 120, 192, 250
L 19-2 12.1 0.03 113, 118, 143, 192, 350
R 808 11.2 0.15 833
G 226-29 12.5 0.006 109
G 207-9 12.0 0.06 259, 292, 557, 739
G 185-32 12.1 0.02 141, 215
GD 385 11.7 0.05 256
PG 23034242 115 0.2 304, 483, 540, 611, 936
G 29-38 11.8 0.27 284, 615, 820
EC 23487-2424 — 0.24 ~ 800 — 1000 (complejo)
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TABLA 3
Nombre T.;s[x10°K] | Amp. [mag] | Perfodos [seg]
KUV 051342605 - 0.10 400 (complejo)
CBS 114 - 0.30 650 (complejo)
PG 11154158 22.5 7 0.06 1000 (complejo)
PG 13514489 22.07 0.05 489
PG 14564103 22.5 7 0.10 420 — 860 (complejo)
GD 385 25.3+£0.3 0.10 700 (complejo)

PG 1654+160 21.5 ? 0.10 150 — 850 (complejo)
EC 20058-5234 - . 134, 195, 204, 257, 281
TABLA 4

Nombre T.;t[x10*K] | Amp. [mag] | Periodos [seg]
PG 01224200 75 0.10 | 400 — 600 (complejo)
PG 1159-035 140 0.10 ~ 500 (complejo)
PG 17074427 100 0.10 ~ 450 (complejo)
PG 21314066 80 0.10 | 400 — 600 (complejo)
TABLA 5
Nombre T.;s[x10°K] | Amp. [mag] | Periodos [seg]
118 - 74°1 150 ~ 0.002 ~ 1500
144 + 6°1 - > 0.1 ~ 1500
189 + 19°1 — > 0.07 ~ 1000
274 + 9°1 120 ~ 0.06 1800 — 2000 (complejo)
Sanduleak 3 130 > 0.1 ~ 1000
94 4 27°1 140 ~ 0.05 1500 — 1700 (complejo)
61 - 9°1 — > 0.1 710, 875 y otros
RXJ 211743412 170 0.05 ~ 800 (complejo)
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2.2. Evidencia observacional de oscilaciones no radiales

Es aceptado actualmente que las variaciones de luz de las Enanas Blancas DAV y
DBV (junto con las DOV y PNNV) son consecuencia de pulsaciones no radiales en tales
estrellas. El soporte a esta idea tiene lugar en la gran complejidad de sus curvas de
luz, que evidencia multiperiodicidad de las oscilaciones, y en que los periodos de tales
oscilaciones multiperiédicas son al menos un orden de magnitud mas largos que los esperados
teéricamente en pulsaciones radiales de este tipo de estrellas (Osaki and Hansen 1972).
Por otra parte se ha demostrado que las variaciones de luz son debidas exclusivamente a
variaciones en la temperatura superficial de la estrella y no a variaciones en su geometria
o gravedad (Robinson et al. 1982). Los desplazamientos radiales son muy pequefos, del
orden de 107*R, con R radio de la estrella. El hecho de que los movimientos del fluido son
mayormente horizontales, sumado a que los periodos son excesivamente largos indica que
las oscilaciones no radiales que estas estrellas ejecutan son modos g* (ver Introduccién).
Ya que la amplitud de las oscilaciones es pequena se asume que el movimiento angular
del fluido estd descripto por arménicos esféricos Y™ (6, ¢). Si pulsaran en altos ordenes
armoénicos (grandes valores de [) las variaciones de luz serfan muy pequeiias e indetectables’.
Para [ > 3 se producen efectos de cancelacién geométrica y no se detectan los modos de
oscilacién (Dziembowski 1977). Esto significa que necesariamente deben estar excitados

modos g de bajo orden .

2.3. Rasgos observacionales

Hay un numero de rasgos caracteristicos presentes en los espectros de periodos tanto

de las DAV como de las DBV. Ellos son descriptos a continuacion.

"Este no serfa un mecanismo muy eficiente para producir variacién de luz.
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e Modulacién de amplitud o batido

Es un efecto por el cual las amplitudes de pulsacion en la curva de luz estan moduladas
con periodos muy largos respecto de los periodos principales. Este batido se produce
cuando dos o mas pulsaciones tienen periodos muy préximos entre si, conformando

dobletes o tripletes. Sean P, y P, periodos componentes de un doblete. Se define la

frecuencia de batido, fg, como:

fB=Af=hH~-fo= (P1_1_P2_1) (31)

y el periodo de batido, Pg, como:

Pp=AP= f3' (32)

Entonces, ya que P; = P, tendremos un valor fg muy pequeno para la frecuencia
de batido, y un periodo de batido Pg muy grande. Esto resulta en la imposibilidad
de detectarlo en sesiones de como mucho 8 horas de observacién continuada (una
noche completa) llevadas a cabo desde un tnico sitio. En consecuencia, la estructura
del espectro de Fourier, en presencia de batido, no tiene el mismo aspecto en cada
sesién. Este hecho era atribuido en el pasado a efectos no lineales los cuales se
crefa que provocaban una suerte de ”"switching” de los modos (Winget 1988). Pero
posteriormente se creé una red de trabajo denominada WET (Whole Earth Telescope)
con el objetivo de evitar los enormes gaps temporales entre cada sesiéon de sitios
individuales. E1 WET consiste en un esquema para observar una dada estrella desde
un conjunto de telescopios ubicados alrededor de la Tierra. Cuando la estrella a
observar desaparece del alcance de uno de los telescopios entra en el campo de otro
, el cual inicia su observacién. Con un nimero suficiente de telescopios distribuidos

adecuadamente en longitud, la observacién de la estrella puede ser continua. Con
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la utilizacion del WET se logré resolver completamente los espectros de pulsacion
de varias de las estrellas que presentaban indicios de switching de modos, y picos
que aparentemente estaban aislados resultaron ser en realidad dobletes y tripletes
de periodos. Es importante destacar que en caso de oscilaciones puramente radiales
es dificil encontrar dos periodos muy proximos entre si, por lo cual el fenémeno de
modulacén de amplitud descripto parece ser propio de pulsaciones no radiales. La
presencia de este fenémeno en los espectros de Enanas Blancas refuerza asi la hipotesis

de pulsaciones no radiales en las mismas.

Se han dado interpretaciones tedricas para la presencia de multipletes:

a) Splitting rotacional: Los modos no radiales, como se vi6 en la Introduccion,
se caracterizan por ternas (l,k,m). Los indices | y m estdn relacionados con
el arménico esférico Y,™(0, @) y el indice k£ con el orden radial (en estructuras
estelares simples como las de las Enanas Blancas, £ es el nimero de nodos de
&(r)). Sila estrella es esféricamente simétrica, sin rotacién ni campo magnético,
las autofrecuencias dependen de k y [ pero no de m. Para los (21+1) valores de
m, con [ fijo, la frecuencia del modo es la misma: hay degeneracién en m (ver
Introduccién). La teoria predice (Unno et al. 1989) que si hay rotacién lenta
un modo con indice [ es dividido en (2{4+1) modos igualmente espaciados. Para
rotacion uniforme lenta todos los modos con el mismo [ deben mostrar el mismo
espaciamiento entre las componente del multiplete. Pero si la estrella tiene
rotacion diferencial aiin modos con igual [ deben mostrar distintas separaciones
(Winget et al. 1994). La separacién en frecuencia entre miembros de un
multiplete es, en splitting rotacional, proporcional a mf2, con {2 la frecuencia

angular de rotacion de la estrella. Mds precisamente:

AO'klm =—-—mQ Ckl (33)
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donde CY,; es una constante que depende sélo de k y [ (el modo) y el modelo en
equilibrio. Se desprende de todo esto que midiendo las separaciones en frecuencia
entre los miembros componentes de un multiplete es posible inferir la velocidad

de rotacién de la estrella.

b) Splitting magnético: También con la presencia de un campo magnético débil
se rompe la degeneracion en m (Jones et al. 1989). Un modo con indice [ es
descompuesto en (/+1) modos diferentes. La separacién entre miembros del

2 con lo cual

multiplete debido al splitting magnético es proporcional a m?B
puede estimarse el campo magnético B de la estrella midiendo el espaciado entre

componentes.

e Efectos no lineales en el espectro de potencia

En los espectros de potencia de ciertas estrellas suelen encontrarse picos que
tienen como frecuencias a miiltiplos de frecuencias de otros modos (llamados
”arménicos” ), y también combinaciones lineales de los picos dominantes, de la forma
f=a x fi+b x f;,siendo f;, f; las frecuencias principales y a, b enteros pequenos.
Se cree que los armonicos y frecuencias combinadas son el producto de pulsaciones
propagandose en un medio que no responde linealmente: la atmésfera estelar. Si el
medio responde de una manera lineal las frecuencias (modos) originales retienen toda
su potencia total. En el caso contrario, la potencia se distribuye en otras frecuencias
que son sumas y diferencias de las originales. El fenémeno se denomina ”distorsion

armonica” (comentarios en Winget et al. 1994, y en profundidad Brickhill 1992).

e Mode trapping por interfaces de composicion quimica

El mode trapping es un efecto debido a la resonancia entre la longitud de onda de
una pulsacién (modo) y la distancia desde la superficie estelar hasta la posicién de

la interfase de composicién quimica. Este fenémeno observable en los espectros de
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perfodos es extensamente tratado en una investigacién de Brassard et al. (1992).
De entre todos los modos excitables en la estrella, los modos atrapados son los que
tienen menor amplitud en el nicleo. Ya que el niicleo provee la mayor parte del
amortiguamiento de las oscilaciones, los modos atrapados son mas facilmente excitados
y prevalecen confinados a una regién entre el gradiente de composiciéon quimica y

la superficie estelar. En esa zona (zona de trapping), esto modos tienen grandes
amplitudes y consecuentemente son facilmente observables. Los modos cercanos a
un modo atrapado (cercanos en periodo) son arrastrados hacia esa resonancia y el
resultado es que los modos adyacentes al atrapado tienen periodos mas ”juntos” que
el promedio. Globalmente el mode trapping actia como un potente mecanismo de

seleccion de modos.

Rate de cambio de perfodos, P

El rate de cambio de periodos es la variaciéon que experimentan en el tiempo las
periodicidades que aparecen en las curvas de luz. De acuerdo a la descripcion de
Bradley (1996), el valor de P es sensible en especial a cambios en la composicion del
nucleo y a cambios en la masa total M,. Para una dada estrella DAV o DBV, con M,
fija, el P es mayor que cero, y es exclusivamente el producto del enfriamiento evolutivo
de la estrella, que es a su vez funcion de la composicion del nicleo. Esto se denomina
enfriamiento secular. El valor teérico de P debido al enfriamiento secular estd en el
rango 107 - 10715 seg seg™!. Puede haber otros mecanismos que contribuyan al P,
como cambios en el rate de rotacion, cambios en el campo magnético, acoplamiento
no lineal de modos, movimiento orbital binario, etc, pero estos mecanismos actuan en

escalas de tiempo mucho mas cortas que las del enfriamiento secular.

Por otra parte el mode trapping también afecta al P: su valor para los modos

atrapados es menor en un 20 - 30 % respecto de los no atrapados. Esto se debe a que
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los modos atrapados estan restringidos a la superficie de la estrella donde todavia
hay cierta contraccién gravitacional residual. Esta contraccién actia reduciendo el
periodo P del modo y entonces se opone a la accion del enfriamiento secular, el cual

alarga los periodos.

Examinando modelos tedricos se encuentran variaciones de alrededor de un 20 %
en el P debido a cambios en la composicion quimica del nicleo. Pero la mayor
susceptibilidad es a cambios en la masa estelar M,: P puede ser mayor en un factor
4 para una estrella de 0.4 My respecto de una de 0.8 M. No obstante ser una
cantidad tan pequefia, el valor de P ha sido medido observacionalmente para ciertos

Casos.

2.4. Pulsaciones en estrellas DAV

Las estrellas DAV presentan periodicidades de luz entre los 100 y los 1200 seg
aproximadamente, y amplitudes entre 0™.004 y 0™.3. En general tienen sus espectros de
periodos (espectros de Fourier) con pocos modos excitados, entre todos los disponibles para
pulsar. Este hecho dificulta el proceso de identificacién de modos® y se torna casi imposible
examinar el espaciamiento medio de periodos (ya que hay pocos excitados) y las desviaciones
respecto de su espaciamiento medio, con lo cual las investigaciones astrosismolégicas se ven
muy afectadas. En contraste, las estrellas DBV y las DOV revelan en general espectros

conteniendo gran cantidad de modos excitados.

Hay dos grupos bastante bién definidos entre las estrellas DAV, segiin las caracteristicas
de sus curvas de luz. Por un lado estrellas como R 548, L. 19-2, GD 385, G 117-B15A y

G 226-29 entre otras, muestran variaciones de pequeiia amplitud en sus curvas de luz, de

80 sea, la asignacién de [, k,m a un dado modo.
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tipo sinusoidal muy regulares; sus espectros de periodos estdn dominados por uno o dos
periodos principales, los periodos son en general cortos y ademds la estructura del espectro
de potencia resulta ser muy estable. Por el contrario, otras ZZ Ceti como HL Tau 76, G
29-38, G 38-29, R 808, GD 154 y G 191-16, tienen sus curvas de luz no sinusoidales, con
variaciones de luz de gran amplitud muy complejas; sus espectros contienen varios periodos
independientes, junto con muchos arménicos y picos cuyas frecuencias son combinaciones
lineales de las de los modos independientes. Los periodos presentes son en general largos y
la estructura del espectro de potencia tiene un caracter cambiante, en escalas de tiempo de

dias, semanas, meses y anos.

En general las ZZ Ceti presentan splitting de periodos, consistentes sélo en dobletes
y tripletes. Respecto de los dobletes, en general las amplitudes de las componentes son
diferentes. Ejemplos de dobletes de periodos se encuentran en los espectros de R 548 (Kepler
et al. 1995¢c), G 117-B15A (Kepler et al. 1995b), L 19-2 (O’Donoghue & Warner 1987), GD
385 (Kepler 1984) y GD 154 (Pfeiffer et al. 1996). La presencia de dobletes (nimero par
de componentes) puede obedecer por lo menos a tres causas: splitting magnético, con [ =
1, entonces hay (I+1) = 2 componentes; splitting rotacional con [ = 1, en el cual alguna
componente del multiplete no tiene amplitud susceptible de ser observada por efectos de
inclinacién que pueden reducirla (Pesnell 1985); splitting rotacional con alguna componente

cuya amplitud se vé reducida por efectos no lineales (Buchler et al. 1995).

Utilizando la presencia de dobletes se ha medido un campo magnético B del orden
de 10° Gauss en R 548 (Jones et al. 1989). Se ha encontrado asimismo una velocidad de
rotacién de aproximadamente 0.15 Km seg™' en GD 385, interpretando un doblete de su

espectro como debido a splitting rotacional (Kepler 1984).

En cuanto a tripletes, que constan de tres componentes muy cercanas, se los ha

observado con espaciamientos simétricos y no simétricos de tales componentes, y las
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amplitudes son en general diferentes (dentro de cada triplete y entre tripletes). Algunos
ejemplos de estrellas ZZ Ceti exhibiendo tripletes son G 117-B15A (Kepler et al. 1995b),
L 19-2 (O’Donoghue & Warner 1987), G 226-29 (Kepler et al. 1995a), GD 165 (Bergeron
et al. 1993) y PG 23034243 (Vauclair et al. 1987). En base a tripletes se ha calculado un
periodo de rotacién de 1.9 horas para PG 23034243 (Vauclair et al. 1987), 2.4 dias para
GD 165 (Bergeron et al. 1993), 8.9 horas para G 226-29 (Kepler et al. 1995a), y de 13
horas para L 19-2 (O’'Donoghue & Warner 1987).

Las diferencias de amplitudes observadas dentro de un dado triplete podrian ser

explicadas por la inclinacién del eje de pulsacién respecto de la visual (Pesnell 1985).

En lo que respecta a la presencia de arménicos y combinaciones de frecuencias, se
pueden citar los casos de GD 154 (Pfeiffer et al. 1996), PG 2303+243 (Vauclair et al. 1987),
G 29-38 (Mc Graw & Robinson 1975)° y GD 117-B15A (Kepler et al. 1995b) entre otros.

Respecto del mode trapping ya descripto, Pfeiffer et al. (1996) sugieren que este
mecanismo de seleccion estaria actuando en GD 154, para poder explicar su espectro de

pulsaciones, el cual muestra llamativamente pocos modos excitados.

Otro rasgo importante que habiamos descripto era el rate de cambio de periodos. Se ha
podido estimar esta cantidad para algunas ZZ Ceti: para G 117-B15A se midi6 un P = (1.2
+ 2.9) x 1071° seg seg™! (Kepler et al. 1995b); para R 548 se han medido cotas superiores

de P de cuatro diferentes modos, dando distintos valores, lo que indicaria que ademas del

9Recientemente se han podido obtener las velocidades radiales asociadas con las
pulsaciones en G 29-38, en base a técnicas espectroscopicas. El resultado es que los periodos
de las variaciones en la velocidad radial son los mismos que los periodos medidos en la curva
de luz, con la diferencia de que las combinaciones de los picos en sumas y diferencias de los

principales no estan presentes (Clemens 1997).
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enfriamiento secular hay otros efectos involucrados. En los cuatro casos P no supera un
valor de 2 x 107!3 seg seg™! (Stover et al. 1980). Para L 19-2 se han obtenido los siguientes
valores: P[P= 192 seg]= 91.8 x 10 ! seg seg ! y P[P= 113 seg]= 1.5 x 10 seg seg
(O’Donoghue & Warner 1987).

En una investigaciéon de Clemens (1993) se llev6 a cabo un estudio de todas las DAV
conocidas. El autor no tuvo en cuenta los arménicos y combinaciones de frecuencias
de sus espectros, ni tampoco las variaciones temporales en potencia de ciertos modos
(especialmente en las DAV de gran amplitud), tomando como mucho la méxima potencia
observada para los mismos. En el estudio se define un periodo medio para cada estrella
como el promedio de los periodos presentes pesados con la potencia de cada uno. Los
resultados de este importante trabajo, en el cual las DAV se estudian como clase y no

individualmente, se dan a continuacion:

a. Las DAV mas calientes tienen periodos mas cortos: hay una correlacién entre Tysf y

P.

b. A periodos mas largos corresponden potencias mayores, segun una correlacién lineal.

Esto implica que a grandes periodos corresponden grandes amplitudes.

c. Cuando se comparan todos los espectros de las DAV entre si, se encuentra una
sorprendente similitud global en sus estructuras. Ademads, se confirma la tendencia
a mayores amplitudes con el incremento del periodo. Se encuentra también que
para el rango de periodos entre los 123 y los 400 seg los periodos de todas las DAV
calientes caen dentro de seis grupos de modos, espaciados en promedio 55.5 seg!®. Los

periodos medios de cada grupo son: 122.5, 204.6, 263.8, 299.4, 356.4 y 399.8 seg, y

10Esto parece estar confirmado por los periodos de las Gltimas ZZ Ceti descubiertas desde

el momento de publicarse el estudio de Clemens (1993) (Clemens 1997).
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hay argumentos en favor de la idea de que los seis grupos de modos responden a l =1

vk=1,234,5,6.

d. No hay estrellas DAV con modos mas cortos en periodo que el primer grupo, de 123

seg.

e. Ningin modo en ninguna DAV consiste de mas de tres frecuencias cercanas, esto es,

so6lo hay dobletes y tripletes.

f. Cuanto mas masiva es la DAV mas corta en periodo es la posicién de su modo k =
1 para un [ fijo dado; el espaciamiento promedio entre modos de k£ consecutivos es

menor en estrellas de alta masa.

De a. y b. se concluye que el periodo medio y la potencia de las pulsaciones crecen a
medida que la T¢;; decrece (la estrella se enfria). Esto estd de acuerdo con lo predicho por

la teoria.

El estudio revela ademas una ausencia de estrellas con periodos dominantes entre 400
y 600 seg. Finalmente, haciendo la identificacién [ = 1 k = 1 para el periodo de 122.5 seg,
el autor sugiere un valor para la masa de la capa de Hidrégeno en favor de lo sugerido
por los calculos de evolucién estelar: My = 107*M,. Este resultado es consistente con

identificaciones de modos en otras estrellas DAV (Clemens 1997).

2.5. Pulsaciones en estrellas DBV

Las estrellas DBV exhiben todas espectros de potencia complicados, lo que implica que
muchos modos de pulsacién estan presentes. Esto permite hacer un analisis astrosismolégico
detallado, contrariamente a lo que sucede con las DAV. Las DBV presentan periodos entre

los 100 y los 1000 seg, y amplitudes entre 0™.05 y 0™.3. En cuanto al brillo, estas estrellas
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se dividen en dos grupos, uno conformado por GD 358 (m, = 13.6) y el otro por el resto de
las DBV conocidas (m, &~ 16 y mas débiles atin). GD 358 es la mas estudiada, y junto con

PG 11154158 y PG 13514489 ha sido observada con el WET.

Para GD 358, a partir de los estudios de Winget et al. (1994) y Bradley & Winget

(1994), se han encontrado los siguientes resultados:

a. El espectro de potencia muestra pulsaciones con [/ = 1y [ = 2 pero no hay evidencias

de [ mayores.

b. Todos los modos de mayor amplitud son tripletes (I = 1) y los quintupletes tienen
amplitudes muy bajas y se confunden con el ruido (y algunos se superponen con

tripletes y dificultan la tarea de identificacién de modos).

c. Las amplitudes varian con el nimero m dentro y entre multipletes, sin seguir ningin

patréon conocido.

d. Los valores de k£ de cada multiplete son bien distinguibles y se determinan
univocamente. Se observan las esperadas desviaciones de los periodos individuales
respecto del periodo medio, para cada valor de k, lo cual evidencia la presencia de

discontinuidades de composicion interna de la estrella.

e. Los splitting de frecuencia no son constantes para los tripletes del mismo [, sind
que varian con k£ y m, y se encuentra un menor splitting para pequenos valores de
k (regiones del nicleo) lo que indica que si el splitting es causado por rotacién, la

envoltura rota 1.8 veces mas rapido que el niicleo (rotacién diferencial).

f. Hay una diferencia sistematica entre los splitting de frecuencia de los modos con m =
1 y aquellos con m = —1 respecto del m = 0: los asociados con m = 1 son mayores

que los de m = —1; esto indica la presencia de un campo magnético B ~ 1300 Gauss.
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g. Se observa un patrén abundante en sumas y diferencias en frecuencias (algunas son
combinaciones triples), lo que indicaria importantes efectos no lineales; los modos de
pulsacién mayores tienen armoénicos con amplitudes bastante menores que aquellos de
sus sumas (combinaciones), y lo mas probable es que el efecto no lineal presente sea

la distorsién armoénica.

Con respecto a las otras DBV conocidas podemos decir que: PG 1115+158 muestra
una estructura de periodos muy inestable, lo cual puede ser un hecho intrinseco o bién
haber una estructura de splitting no resuelta. Hay evidencia de periodos los cuales son los
mas largos observados en una Enana Blanca pulsante (Winget et al. 1987). Por otra parte,
la DBV PG 13514489 exhibe un espectro inusualmente estable y simple, dominado por
un periodo aislado de 490 seg (Winget et al. 1987). La dltima DBV descubierta es EC
20058-5234, la cual tiene la totalidad de sus periodos cortos, de menos de 300 seg. El resto
de las DBV, KUV 051342605, CBS 114, PG 14564103 y PG 16544160 muestran espectros

de pulsacion complejos.
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3. Coddigo de pulsaciones

3.1. Ecuaciones diferenciales

La deduccién rigurosa de las ecuaciones diferenciales que gobiernan las pulsaciones no
radiales en la aproximacion adiabatica puede encontrarse en la monografia de Unno et al.

(1989). Tales ecuaciones son:

1 d,, g L\ p l(l+1)
- - — = & 1—-— = () 34
72 dr(r &) 62§+< %) pc? o2 r? (34)
1de g 9 9 dd'
- = N2 — = — — 35
p 7°+p02p+( 0)5 dr (35)
1 d{,d®\ I(I+1) p  N?
AL e O =drGp|L+—¢ 36
r2 dr (T dr) 72 TP (p c2 + g ¢ (36)

donde cada cantidad que aparece tiene el significado dado en la Introduccion.

Estas ecuaciones junto con las condiciones de borde apropiadas para el centro (r =
0) y la superficie (r = R, R radio estelar), constituyen el problema de autovalores que
debemos resolver para encontrar los modos de pulsaciéon. En este punto se puede comprobar
una afirmacién hecha en la Introduccién: ninguna de las ecuaciones (??), (??) o (??)
contiene el orden acimutal m en sus coeficientes, lo que da origen a la degeneracién en los
modos. Debido a que las ecuaciones no tienen solucién analitica es necesario resolverlas
con métodos numéricos, y para tal fin es preferible reformularlas en términos de cantidades

adimensionales. Con los siguientes cambios de variables (Unno et al. 1989):

Y = — (37)
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y3 = — @
qgr

149

y4—g dr

y las cantidades definidas como:

r 1 dlnp dlnp
A*=—r A=—- N*= — —
' g " <F1 dr dr )

las ecuaciones (??) (??) y (??) se transforman en:

dy, 1I(1+1)
v =(V,-3) yﬁrlcloﬂ = V| 2+ Vi v

(38)

(39)

(40)

(41)

(43)

(45)

(46)
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dyQ_ 2 * * *
x%—(Clw—A)yl-l—(A —U+1)y2—A Y3 (47)
dys
fUE:(l—U) Y3 + Ya (48)
d
95%ZUA*%-FUV(;ZD"'[W"'U—U%]ys—Uy4 (49)

siendo z la variable independiente adimensional definida como = = r/R.

El sistema de ecuaciones (??) a (??) con las condiciones de borde adecuadas es el que
finalmente hay que resolver para hallar los autovalores w? y las autofunciones yi, ya, ¥s, ¥a

que dan la dependencia con x de las amplitudes de pulsacién.

3.2. Descripcién del método de solucién

En esta subseccion vamos a describir en detalle el esquema numérico que hemos
empleado para resolver las ecuaciones diferenciales (??) a (??). Cabe destacar que dicho
esquema (que emplea la técnica de Henyey descripta por Kippenhahn, Weigert & Hofmeister
(1967) para cédlculos de estructura estelar), ha sido desarrollado en forma completamente
independiente de otros codigos de pulsacion estelar, siguiendo los lineamientos del esquema
del Cédigo Evolutivo elaborado por el Dr. O.G.Benvenuto (Benvenuto 1988); ademds,

constituye el primer paso que se da en este campo de investigacién en nuestro Observatorio.
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3.2.1. FEcuaciones en diferencias

En primer lugar, por conveniencia, cambiamos la notacién de las autofunciones y;(x) (i

=1, 2, 3, 4) y el autovalor w? de la siguiente manera'!:

y(z) — wz)
ya(z) — y(z)
ys(z) —  z(x) (50)
y(z) — t(x)
w? — A
con lo cual las ecuaciones (??) a (??) se escriben:
{9 wr LD |y s} ] 51
dy A e a0 ]
%:{(C’l)\— )w+( —U+1)y— Z}E (52)
j—i:{(l—U)z—i—t}i (53)
dt _ U A* UV, (t+1)=UY, U L o4
2fvavrovysfosn-vy)s-vd ! (54

donde hemos pasado la variable independiente x al miembro derecho por comodidad.

"Las variables ¥ y w de la presente notacién no deben ser confundidas con aquellas

definidas por las ecuaciones (?7?) y (??) de la Introduccién.
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A continuacién descomponemos la estrella en un cierto nimero de capas esféricas
concéntricas. Para eso dividimos el intervalo [0,1] de la variable z (zt =0enr =0y z =1
en r = R) por N puntos no necesariamente equiespaciados z;; j = 1,2,..., N. En total hay

N puntos mallay N — 1 capas.

El siguiente paso es reemplazar las ecuaciones diferenciales (?7) a (??7) por sus
correspondientes ecuaciones en diferencias; para ejemplificar de qué manera hacemos esto

tomemos la ecuacién (??) y escribdmosla en la forma:

d
%:f1(w,y,z,t,V:q,U,C1,A*,)\;$) (55)

La correspondiente ecuacion en diferencias, valida para la capa comprendida entre los

puntos malla z; y x4, es:

M=fl(...j+1...;,\) (56)
Tjy1 — Tj 2

donde la notacion j + % indica reemplazar los argumentos de f; (excepto \) por sus

promedios aritméticos para la capa [j,j + 1], esto es:

w o = [wl = (0t wig)/2

2

y = i =t yia)/2

A* — [A*]j+

(M

= (A; + A;+1)/2

T = [zr 0 = (T +350)/2

En forma completamente andloga se escriben las ecuaciones en diferencias para (?7),

(??) y (??) en la capa [j,7 + 1]:
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szz(...j-l-—...;)\) (58)
Tjy1 — Tj 2
Zj+1_zj i 1
i an S Y SRR S (59)
Tjy1 — X5 2
tiy1 — t; 1
M:ﬁl(...j—k—...;/\) (60)
Tjy1 — Tj 2

Ya que cada capa dé cuatro ecuaciones de la forma (??) y (??) a (??), tendremos en

total 4(IN — 1) ecuaciones en diferencias. Definimos las funciones G como:

61 = (w1 — w;) — (5341 — 35) fl(...j—i—%...;)\) (61)
G = (1 = w3) = (31— 23) fo (g 53) (62)
G = (241 — %) — (ju1 — ;) f3<...j+%...;)\> (63)
G = (i1 = 1) = (5301 — ;) f4<...j+%...;)\) (64)

las cuales combinan los valores de w, y, 2,t,V,, U, C1, A* y x para los dos limites 7, j + 1

de la capa, y satisfacen:

Por ejemplo, para la ecuacién (??), la correspondiente funcién G7 es:
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Gf = (w1 — wy) — (31 — 75) l([%]j+§ =3) [w]y+

(66)
¥ QJ”% - [%ﬁ) Wiy + Wl [Z]f*%] o

1]J+§

Notar que, a diferencia de lo que sucede en el caso de las ecuaciones de estructura
estelar (Kippenhahn, Weigert & Hofmeister 1967), las ecuaciones en diferencias llegan hasta

el centro estelar inclusive, zy = 0.

Ademas de las ecuaciones en diferencias debemos incluir las condiciones de borde para
el centro y la superficie. Estas condiciones son combinaciones lineales de las incégnitas
w, vy, z,t. Usualmente se toman dos condiciones de borde para el centro y dos para la
superficie, mas una condicién de normalizacién en la superficie. La forma explicita de estas

condiciones seran dadas mas adelante; por el momento escribamoslas en forma genérica:

Bi(w,y, 2,t,Vy, U, Cy, A", 2, \) =0 (k=1,2,3) (67)

para la supeficie, y
Ci(w,y,2,t,V,, U, C, A", 2, \) =0 (1=1,2) (68)
para el centro. En la notacién de la ecuacién (??), se escriben como:

Bi(...1..50) = 0 (k=1,2,3)
C(..N...;)\) = 0 (1=1,2)

(69)

Ahora supongamos que tenemos una solucién aproximada para toda la estrella, digamos
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(wj)os (Yj)o, (25)0, (t5)0, (Ao, con j =1,2,..., N. Por ser ésta una solucién aproximada, si

evaluamos las funciones G, By y C; obtendremos:

By # 0 (k=1,2,3)
G £ 0 (i=1,234 (j=12,...,N-1) (70)
C, # 0 (1=1,2)

Lo que tenemos que hacer es buscar correcciones dw;, dy;, 0z;, 0t; y O tales que la

segunda aproximacién (w;)1, (y;)1, (2j)1, ()1, (A)1, definida como:

(w1 = (wj)o + Ow;
(i = (Yo + dy;
(= (7)o + 0z (71)
) = (tlo + 6t
N1 = (No + A
anule las funciones Gg , By C.
Las correcciones 6wj,. . .,0t;, 0W;i1,...,0tj41 y 0A en los argumentos de las funciones
provocan cambios 0 By, 5Gf, 0C} tales que:
By+6B, = 0 (k=1,2,3)
GI+6G7 =0 (1=1,2,3,4) (j=1,2,...,N—-1) (72)

Ci+6C; =0 (l=1,2)

Si las correcciones son pequefias, podemos escribir los cambios d By, dG? y 6C; como
desarrollos en potencias de dichas correcciones incluyendo sélo el término lineal. Asi,

podemos escribir el sistema de ecuaciones siguiente:
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Sk bwy + -+ + G 6ty + G5k X = —By,
(73)
(k=1,2,3)
0G5 5t 5 5t oA =—GI
Bw; wj+"'+at +6w W1+ +6t J+1+a,\ M
(i=1,2,3,4) (74)

(G=1,2...,N=1)

oL bwy + -+ G2 Sty + T oA = —C -
(=12

Todas las derivadas parciales que aparecen, asi como también las inhomogeneidades,
son cantidades conocidas. Las incognitas del sistema son las correcciones dw, dy, 6z y 0t en
Jjy j+1,y A Tenemos en definitiva 4N + 1 incégnitas, y 4(N —1) +5 = 4N + 1 ecuaciones
algebraicas lineales en dichas incégnitas; este sistema se puede resolver, encontrandose el
valor de todas las correcciones. Con esas correcciones obtenemos una solucién mejorada
de la forma (??), la cual puede ser a su vez usada como solucién inicial en una segunda
resolucién del sistema (?7?)-(?7)-(??). Podemos iterar sucesivamente este procedimiento
hasta que todas las correcciones se tornen tan pequefias como uno desee. Este procedimiento
no es mas que la generalizacién del algoritmo de Newton para hallar la raiz de una funcion;
en nuestro caso son las funciones Gg , Br, y C; a las que les debemos encontrar las raices

(correcciones).

Si uno examina la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales definido por
(7?), (??) y (??), encuentra que sélo hay coeficientes no nulos en la primer columna y cerca
de la diagonal principal. Veamos por ejemplo la forma del vértice superior izquierdo de la

matriz, mostrando sélo los elementos no triviales:
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831 831 BBl aBl aBl
oA ow1 oY1 0z1 oty

B> B> B> B> d9B>

o w1 oy 0z1 ot

B3 B3 B3 B3 OB3
o Ow oY1 021 oty
oGt | oGt | acl | oGt | oGt | oGt | et | aci | oG
o Ow1 oY1 021 oty Ows Y2 Ozo Oto
oGl | ol | acl | oGl | ol | oGl | oGk | aGl | oG)
o Ow1y oY1 0z1 oty Ows Y2 Oz2 Oto
ol | acl | oGl | oGk | oGl | aGL | acL | oci | oGl
o w1 oY1 0z1 ot Ows Y2 Ozo Oto
ol | oGl | aal | oGl | oGl | aal | oGl | acl | oGl
oA ow1 oy 021 ot1 Ows Y2 029 Oto

QG% 6G% 6G% 6G% BG% BG% BG% BG% 8G%
[2) Ows Yo 022 Ota dws oys Oz3 dtg
G2 a2 | oGz | oc2 | a2 | ac2 | oG2 | 0G2 | oG2
o Ows Y2 Ozo Oto dws oys3 Oz3 ot3

Por otra parte hay que notar que muchas de las derivadas que aparecen resultan ser

nulas.

La forma de la matriz es adecuada para ser resuelta usando un procedimiento ideado
por Henyey en 1964 y decripto (para el caso del cdlculo de estructura y evolucién estelar)
por Kippenhahn, Weigert & Hofmeister (1967). A continuacién describimos detalladamente

tal procedimiento adecuado al caso que nos ocupa.

3.2.2. Solucion del sistema lineal

A partir de (??) y (??), poniendo j = 1, tendremos:

OB oB dB
—awi 5w1+...+aT115t1+05w2+06y2+0 b2y = _Bl_o(;tQ_a_AlM
B B B
awl 8t1 a)\
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833 aBg aB3
it ) ceep =2 6t ) b 820 = —DBs—0 0ty — —> 6\
awl wi + + 8751 1+0 w2+0 y2+0 Z9 3 0 2 A
junto con
les OG! ble les OG! dG!
—15 e L5t + L5 ceep =L 5y = —GY— L 5ty — —L 5\
ow, (T gy T gy, O T T g, 02 1" 3, 22T o
9G] dG} 9G] 9G] . 0G} dG}
—2 5 e 25+ —2§ e =2 5 = —Gh— 222 6ty — —2 5N
8w1 Wit + 8t1 1 sz w2+ + 822 = 2 6152 2 8)\
0G} G\ oG} oG} oG Gl
735 Rk P Y SE Mk R 1 ek 28 50 = —GL— 273 5t — — 23 6
o, (1T gy, T gy, O T g, 02 3" a5, 27 o
oG} oG] oG] oG] . 0G] oG]
k) R T iy cee A 5 = G — 2 Sty — —2 5N
ow, (T gy T gy, 2T T g, 02 " 7T
y en forma matricial:
oo gn 0 0 0 Swy 0 -9 -B
25 g0 0 0 S 0 -% -—B
08, % 0 0 0 521 0 -2 _B Oto
8G1 8G! 8G1 8G! 8G! _ 8G1 8G!
ot W ow o on || O |T| = —a ~GL| |8
5’11)2 1
——
0y D!
8G1 8G1 8G1 Gl 3Gl 8G1 8G1
o LRI T T e i
~ N——r ~ ~ )
Al B! (o}

(76)
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Al_Bl
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c! . D! (77)

siendo B! y D! incégnitas. Escribimos ahora el vector incégnita B! como combinacién

lineal de las correcciones dto v dA:

6’[1)1 U1 Vi W1
oY1 Uy Vo Wy
521 5t2
5ty A (78)
6’[1)2 1
———
0Y2 D!
5,22 U7 ‘/7 W7
N - -
Bl T1
es decir:
B'=T'. D' (79)
Sustituyendo (??) en (?7?):
A'. T'=C' (80)
La ecuacién (?7?) permite calcular los coeficientes Uy, ..., W7. Explicitamente hay que

resolver:
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o g0 0 0 Uu Vi W, 0o -2 _B
OBy 9By 9B

28 0 0 0 Uy Vo W, 0 - _p,
e 0 0

Dbk % 0 0 0 0 5% -B;
2G} 9G] 8GY 9GY aGY = | _9%1 _9GT _
ow1 ot Ows Y2 Oza Ota o 1
aGL aG} aGL aGh aG} lel aG}

Fwr W e o om | | Ur Vi Wi | T o G

Al T c

Ahora evaluemos (??) con j = 2 . Tendremos:

a(;% 0G? 0G? 0G? 0G? 0G?
sl e L s+ 2L s Tl —G? — L 5, — 1L
D, 2T gy, Mt gy, CWs T g, 0% I TR I
0G2 0G2 0G2 0G2 0G2 0G2
~725 ek 2 5t 22§ ek 2 8 = —GF— 2§t — —2
D, (2T gy, Mt gy, CWs T T g, 0% 2" 51, BT o
8G§ 0G? 0G? 0G? 0G? 0G?
=35 R Ik 5 VN Ik Rk B ) —G?% — 28 S, — =3
D, (2T gy, Mt gy, CWs T T g, 0% I TR R
0G2 0G2 0G2 0G2 e 0G2
L Gy A Sty Gwy A —2 Gy = —G2— ok Gty — -t
o, (2T gy, Ot gy, OWs T T g, 0% " 0BT o

(81)

oA

P

oA

oA

Reemplazamos ahora dws, dys y d25 por sus expresiones correspondientes segin (?7),

5’[1)2

0y2

522

U5 5t2
Us 5t2
Uz 6ty

+ V5 0\

+ Ws

+ VedoA + W
+ VZox + Wy

(82)



— 52 —

y obtenemos:

067 [Us 6t + Vs 6A+ Ws) + 2% [Us 6ty + Vs 6A+ We) + 22 [Uy 6t + Vi 6A +

062 s L 0G2 g 0GP s L 0G2s _ op 0Gl g oG
+ Wi| + Gk Oty + Gob dws + Gk Oys + ok 025 = —GZ — 55 Gty — L O
(i=1,2,3,4)

Agrupando en §ty y dA:

8G?2 8G2 aG2 8G?2 8G2 aG2 G2 9
Oty |G+ Us 5ot + Us Gt + Uz G2 | + 0ws 5ot + dys 5o + 623 50 = —[G2+
0G? 9G? 9G? 9G? 0G? 0G? 9G? 9G?
+Ws Ows + We Oy2 + Wy azz] —0A [ T Vs Ows + Ve Oy2 +Vr 322] — Ot ot3
(1=1,2,3,4)
y definiendo las cantidades
2 _  0G? dG? aG? 8G?
ay = Ota + U5 ows + U6 Y2 + U7 0z2
2 9 dG? dG? dG?
g; = G + Ws o T We 7 + Ws .
2 _ 0G? 0G? 0G? G2
Vi - oA + V5 dwo + ‘/6 Y2 + V} 0z2
escribimos en forma matricial:
[ 2 26 9at eat ] [ s | [ 29 _.2 g2
o Odws  Oys Oz3 6t2 Ot T 6 1 St
o2 003 0G3 963 Sw 8G9 m 3
2 (911)3 6:(/3 323 3 _ 6t3 72 2 6)\
sz 8G23 6G23 8G23 5 _3G23 N2 n2
3 dws oys3 0z3 Ys Ots ,}/3 3 1
2 0G?2 08G? 0G? _BGZ 2 02
| CY4 ows oys3 Oz3 | | 523 _ L Ots 74 4 i '2
~ ~ - N—_—— ~ ~ ~ D
A2 B2 C2

y en forma compacta
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— 53 —

CQ_DZ

(85)

siendo B? y D? incégnitas. Escribimos el vector B? como combinacién lineal de 6t3 y

OA:
Oto Usg Vg Wsg
5’11]3 Ug VZ) Wg
0Y3 Uw Vie Wi
023 Un Vi Wi
- v* ~ \_ —~
B2 T2
0 sea
B2=T? . D?
Sustituyendo (??) en (?7):
A?. T? =C?

La ecuacién (??) permite encontrar los coeficientes Us,

5t
5\ (86)

D2

(87)

(88)

..., W11, resolviendo el sistema:

[, 02 a2 ac2 | [ [ 963 2 o]
o Ows  Oys 0z3 U8 Vé W8 dts M ﬁ 1
2 0G} 0G) 9G) _9GE 2 2
Qy dws dy3 Oz3 . U9 VQ W9 dts Y2 ﬁ2 (89)
2 8G% aag 6G§ _86‘% A2 2
X3 Buws Bys O Ui Vio Wi ) Bs
2 36‘?1 BGZ acﬁ _6GZ 2 02
| Y4 B ET | Un Vii Wn B V4 54 ]
A? T2 c?
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Ahora ya estamos en condiciones de generalizar las ecuaciones para cualquier 7 > 2 .

La generalizacién de (77) es:

0tjt1
Owj Usjrr Vijer Wi
~ 52 (90)
5yj+1 U4j+2 V;lj+2 W4j+2 .
0241 Usjrs Vijys Wijgs —_—
- - < g - Di
BJ T
donde j =2,3,...,N — 2.
Ahora los coeficientes Uy, ..., Wa;.3 se calculan resolviendo el sistema
YR ’ 7+
[ eci a8l aGi [ _ ] [ _eel i _pi]
o Oowjyr1  Oyjr1  Ozjy1 U4.7 ‘/;1.7 W4.7 Otjy1 M 1
j  0G} oG}, oG}, _ ) _ LS S Y
@2 Bujn Oy Oz Usjrr Vager: Wi = Otj 41 7 2 (91)
i 9Gy Gy oGy ' ) ' L R Y
O3 Buwji1 Byji1 Oza Usjra Vijya Wijpo o1 13 3
i 8GY 8GY Gy ' _ ' _8Gy i g
i ay dwjt1  Oyj41  Ozjy1 L U4]—|—3 ‘/4]-}—3 W4J+3 ] L Atjt1 Ya 4 |
Ai e Ci
donde o, B!, ! estan definidos como:
77 7 7
i 9GI 8G! 8G! 8G!
o, = at; + U4g—3 w; + U4j_2 5y + U4]_1 Bz
i j 8GY Fle Fle
Blo= Gl o+ Wisg,t + Wiyagt + Wyt (92)
i G V. oG’ V. G’ V. le
Vi = o T Va3 gy, T Va2 g T Va5

Finalmente, en la regién central de la estrella, j = N — 1. De nuevo, usando (??) y

(??) para ese valor de j tendremos:
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N-1 N—1 N-1 N-1 N
gillv—1 5’[1)N_1+"'+%ivl—_l 5tN_1+6§1})N 5wN+"'+agi—N 5tN+aGal—)\ 5)\_
=_-GP!
N—1 N—1 N-—1 N-1 N-—1
2 wy_y e+ i Oty + T — dwy + e+ T Gty + X2 A =
= -GN
N-1 N—1 N-—1 N-1 N-—1
i — Gy e+ G Oty + T dwy + e+ T Gty + S A =
= -—GN1
N—-1 N—1 N-—1 N-1 N-—1
i — Swy_y + ot G Sty + Tgi— Swy + e+ Tgb— Sty + 2 A =
=_GN-1
(93)
y también
801 801 801
0dwy_q1+---+0dty_ ) s —= 6t — 6\ = —C
N-1 + N1+8wN wy + +8tN N+ B3 1
oC oC. oC
O(SUIN_1+"'+0(5tN_1+ 2(5wN+---+—2(5tN+—2(5)\ = —02
awN atN oA

Sustituyendo dwx_1, dyny_1y dzy_1 por las expresiones que se pueden obtener a partir

del planteo para j = N — 2,
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dwy—1 = Uin—7dtnoe + Vanoz 0N+ Win_s
dyn—1 = Uin—e 0tn_1 + Van—g 0N + Wain_g
dzn—1 = Usn_s0ty—1 + Vins oA + Win_s

obtenemos:

8GN 1
I [U4N 7 0tn—1 + Van—7 A + Win_ 7] +9

ay [U4N 6 Oln—1+ Vin_g A+

N-—

N-1
+W4N—6] + 83(2; [U4N 5 0ty—1+ Van—s5 0N + Wiy 5] aG

(StN 1+
oGt N-1
8wN owy -|- 5yN -|- 5 ZN + at 6tN + —”— (5)\ - G,
(1=1,2,3,4)
Agrupando en dty_1 y OA:
aay agN~! agN~! agN~! agN~!
Oty 1 [ —|— Usn—r sons T Usn—s Bun 1 + Usn—s D21 ] * o dwn+
N—-1 oG
+8G [ . 7 Fo +VZLN 6
aGN ! G "1 _ N-1 G ~! G !
ByN—_1 + ‘/4N—5 OzN—1 ] - - [Gz + W4N 7 wnN—_1 + W4N 6 dyn—_1 +

aGN 1
+Win_5 - ]

Ozn 1
(i = 1,2,3,4)

Definiendo las cantidades o %, BN, 4¥~1 como:

(94)



aGN—1
Oty_1

GNfl

+ Usn—7 04

wn_1

oGgN—1
-2
+ V;LN77 dwN_1

BGN 1
+ W4N 7 awN 1
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6GN1
+ Usn-s 3.°

Oyn -1

aGNl
-
+ Vinose I

6GN 1
+ W4N 6 ByN 1

BGNI
+ Uin_s 542

Ozn_1

oG-
‘/ P
4N—-5 0zN_1

aGN 1
+ W4N 5 6zN :

Con estas definiciones, las ecuaciones (??) se pueden escribir ahora:

Y0ty + G — dwn + Syn + 25— 5oy + 25 Gty + BN 6 =
=—m-

N—1 N 1 N-1
= -7

N-1 N—1 N-1
Sty + 8G dwn + ag;N dyn + BC;EN AR
= —"}/év_

_ P N-1 N N N

ol oty + 25 Sy + 25 by + PO oy 29 Gty 4 B 6 =

GNI

GNI

GNl

N-1

=~V

Finalmente, en forma matricial, las ecuaciones (??) junto con las dos ecuaciones en Cj

se escriben como:
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oVl aGN—1  aGgY ! aGN ' aGN! N—1 St _ _N-1
1 own Oyn ozN Ot 1 N-1 T
GN-1 9G 9Gy T 8GyTT 9GY T aN-1 Sw —V-t
2 dwy dyn dzn Aty 2 N Yo
V-1 aa—1  aal-t aaN-' aal-' N1 5 _N-1
3 dwy YN dzn Aty 3 Yn _ 73 96
N-1 N-1 N-1 N-1 : - ( )
alV-1 0G, 9G, 8G, G, N—1 52 _N-1
4 own oyn 0zN oty 4 N Ya
90 elery aC ac, dCy _
0 Swn Oyn dzn oty ) 5tN 01
0Cs 9C, 9C> 9Cs aC» _
L 0 dwy oyn dzn Aty X L O ] | Cy |

Todas las inhomogeneidades y los coeficientes del sistema (?7?) se conocen, por lo que
puede ser resuelto de inmediato para dar las cuatro correcciones para el centro dwy, 0y,
0zn, 0tn, la correccién al autovalor d A y la correccién ”de enganche” dty_;. A continuacion,
usando la ecuacién (??) con j = N — 2 y conociendo d y §ty_; obtenemos las correcciones
para la primer interfase dwy 1, dyn_1, 0zy_1 y la correcciéon de enganche 0ty o para la
siguiente interfase. Procediendo de igual forma para los siguientes valores de j llegamos al
caso j = 2 y obtenemos dty, dws, dy3, dz3. Finalmente, el proceso se cierra calculando las
correcciones restantes dwy, 0y, 021, 0t1, dws 0ya, 029 mediante la ecuacién (?77). De esta

forma hemos resuelto completamente el sistema de ecuaciones definido por (?7?), (??) y
(?77).

Tanto el esquema de Henyey descripto para encontrar las correcciones, asi como el
proceso iterativo que permite hallar la solucién a partir de la relajaciéon de una solucion
inicial aproximada, han sido codificados en lenguaje FORTRAN en un programa en doble

precision, que contiene cerca de 1000 lineas.

3.3. Aplicacién del cédigo a una politropa

Como una primer prueba para el codigo de pulsaciones descripto, lo aplicamos a un

modelo estelar en equilibrio consistente en una politropa.
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La ecuacién de estado politrépica es (Kippenhahn & Weigert, 1990)

p=K p'tn, (97)

siendo n el indice politrépico y K una constante, donde la densidad esta dada por

p=ped", (98)

siendo p. la densidad central. La funcién ¢(n) satisface la ecuacién de Lane-Emden

1 d (,do)_ .,
i (7 ) = o

y cumple, en el centro de la configuracion, las siguientes condiciones de borde

4
B0 =1 - (0)=0. (100)

El borde externo de la configuracién estd definido por el valor n = n; tal que

¢(m) = 0. (101)

Para la construccion de un modelo estelar politrépico, si la constante K no estd fijada

por la ecuacion de estado, alcanza con dar los valores de n, R y M, y resolver la ecuacion

de Lane-Emden para encontrar ¢(n) y ¢ (1) para n en el intervalo [0,m:]. En nuestro caso

hemos elegido el indice n = 3 y obtenido numéricamente ¢(n), ¢ () y n1 con un programa

FORTRAN que integra la ecuacién diferencial con el método Runge-Kutta.

La eleccién n = 3 implica que la ecuacién de estado se torna en
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Wl

p=Kp

(102)

Esta corresponde al limite relativista de la ecuacion de estado de Chandrasekhar para

una estrella Enana Blanca de gran masa y alta densidad (Kippenhahn & Weigert, 1990).

Con M, y R dados se puede calcular la densidad media p como

M,
0 — 103
p %  R3 ( )
La densidad central puede calcularse como
n 1
Pe=— [g @] p- (104)
dn m
La coordenada radial r es
r=an, (105)
donde la constante « vale
R
o= — (106)
T

De esta forma, la distribuciéon en densidad estd dada por

p(r) = pe ¢"(n).

(107)
La constante K puede determinarse a través de



o?, (108)

y asi podemos encontrar la distribucién en la presién, como

1 l ‘o T
p(r) =K pe * ¢"t = p, "t (109)

Finalmente, la variable masa M (r) estard dada por

M(r) = =47 o® p, [nQ @]. (110)

Los valores que hemos adoptado son los siguientes:

n=3, M,=1Mg =1.989x 10%gr, R=10"?Rg = 6.96 x 10%cm

y hemos obtenido:

p=1.408 x 10%gr cm=3, pe="T7.63x107gr em™3, o =1.009 x 108cm,
K =3.84 x 10%dyn cm? gr=*3, p, = 1.24 x 10®dyn cm ™2

Con las cantidades estructurales r, M(r), p(r) y p(r), junto con las derivadas dp/dr y
dp/dr, se calculan las cantidades adimensionales definidas por (?7?), (??), (??) y (??). En
las Figuras 7, 8, 9 y 10 mostramos la marcha de V,(r),U(r),Ci(r) y A*(r) a lo largo de la
politropa. En la Figura 11 vemos la forma de la frecuencia de Brunt-Vaiisila y la de Lamb

con [ = 2 (ver también Figura 5). Para I'; hemos adoptado el valor 5/3.

Las condiciones de borde adoptadas para las ecuaciones de pulsacién (ecuaciones (?7))

son las siguientes: para el centro de la estrella, imponiendo que las soluciones sean finitas,

tenemos
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[Ci]ln A

WN —7 — —Yn = 0|centroa (111)
l ZN — tN = 0|centro;
y para la superficie adoptamos
wy— Y1 +21 = 0‘superfz'ciea
(l + 1) z1+ 1t = 0‘superficiea (112)

wy = l‘superfz'ciea

donde la primera de estas responde al hecho de que la variaciéon Lagrangiana en la
presién, dp, debe ser nula en la superficie estelar, y la segunda expresa que la variacion

. . ! ’ ! ! o ey . .o/
Euleriana del potencial, ® , debe ser continua (&, = &, +). La condicién de normalizacion

es usada debido a que estamos tratando con un sistema homogéneo de ecuaciones (ver

ecuaciones (??) a (77)).

Una vez que disponemos del modelo en equilibrio, para aplicar el codigo de pulsaciones
es imprescindible disponer de una solucién inicial aproximada. Es decir, necesitamos cuatro
funciones y un nimero que aproximen lo mejor posible a las cuatro autofunciones y el
autovalor verdaderos de la politropa para un dado valor de [. Este es un punto delicado
del problema, ya que la convergencia del método depende muy sensiblemente de la solucion
inicial que se adopte. A continuacién describimos de qué manera hemos obtenido una
solucién inicial de las ecuaciones y cémo el programa ejecuta el calculo de la solucién final

para la politropa.

3.3.1. Obtencion de la solucion inicial y resolucion del problema

El programa inicialmente lee los pardmetros ya calculados V,(r), U(r), Ci(r) y A*(r)

correspondientes a la politropa. Inmediatamente después calcula Vy(r),U(r), Ci(r) y A*(r)
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para un modelo mas simple atn: la esfera homogénea compresible. A continuacién se calcula
la solucién analitica para la esfera homogénea, a través de las expresiones formales que
dan los autovalores y autofunciones. Tales expresiones son las que aparecen en Ledoux &
Walraven (1958). Luego se hace una interpolacién lineal de la forma f = (f, + fen)/2, donde
fp ¥ fen representan una cualquiera de las cantidades adimensionales Vy(r),U(r), Ci(r) y
A*(r), para la politropa y para la esfera homogénea respectivamente. La variable f entonces
representa tal cantidad adimensional para un modelo hibrido entre la esfera homogénea y
la politropa. Para este modelo interpolado el programa calcula la solucién utilizando como
solucién inicial las autofunciones y el autovalor hallados para la esfera homogénea. En el
paso siguiente se toma f = f,, es decir, el modelo en equilibrio de la politropa, y se calcula
la soluciéon usando como solucién inicial las autofunciones y el autovalor ya calculados
para el modelo interpolado. El resultado es la solucién final deseada para la politropa. En

bloques, el proceso automatico descripto se puede resumir asi:
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donde las lineas llenas estan indicando el ingreso de modelos en equilibrio y las lineas

quebradas la entrada de soluciones iniciales.

3.3.2. Resultados obtenidos

Algunos de los modos de pulsacién que hemos calculado (para k& < 20) se muestran en
las Tablas 6, con los respectivos autovalores para [ = 2, 3 y 4'2. Con el Cédigo hemos sido
capaces de encontrar el modo f sélo para [ = 2, algunos modos g, y un nimero mayor de
modos p para los tres valores de [. Claramente se vé que hay modos que no hemos podido
encontrar (en el caso de modos p, por ejemplo, los correspondientes a k par). Creemos
que esto se debe a que el procedimiento usado para generar la solucién inicial no es el
mas adecuado, en el sentido de que posibilita la omisién de modos p y g del espectro de

pulsaciones (en el caso de los modos g el comportamiento empeora).

Sin embargo, los modos que hemos encontrado son desde todo punto de vista acertados.
Para estar seguros de que nuestros resultados son correctos hemos comparado los autovalores

calculados con aquellos dados en Cox (1976, 1980) para [ = 2 (ver Tabla 7).

En las Figuras 12 a 19 hemos graficado las autofunciones de algunos modos calculados,
para | = 2. Se nota claramente que en los modos p la amplitud relativa de oscilacién, dada
por y;(x), es significativa sélo en las regiones externas de la politropa, siendo despreciable
hacia el centro (este es un comportamiento esperado). También, como se pone de manifiesto
en la Figura 19a, para ordenes radiales k crecientes los nodos de la autofuncién y,(z) se
van acumulando gradualmente hacia la superficie. Por otra parte, no obstante disponer de

pocos modos g, se puede inferir de los graficos que ellos tienen un comportamiento opuesto

12E] subindice indica el valor de k, el cual, para un modelo en equilibrio simple como el

que estamos utilizando es el nimero de nodos de la autofuncién y; (z).
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al de los p: muy grandes amplitudes y acumulacion de nodos cerca del centro. Finalmente,
la inspeccién de y;(x) para el modo f revela la ausencia de nodos en dicha autofuncién

(como es de esperar).

Una comparacién de nuestras autofunciones y;(z) para los modos p1, go y fen [ = 2
con aquellas graficadas en la Figura 14.2 de Unno et al. (1989) demuestra el alto grado de
concordancia entre nuestros resultados y los de dichos autores. Lo mismo puede concluirse

comparando nuestro modo p3 con el graficado en la Figura 6 de Ledoux (1974) para [ = 2.

En el caso de las autofunciones 15, y3 € 34, no hemos podido comparar nuestros
resultados con los de otros autores debido a la inexistencia de tablas o graficos publicados que
muestren tales autofunciones. Sin embargo podemos apreciar que tienen un comportamiento
cualitativo correcto; por ejemplo, en lo que respecta a la variacion Euleriana del potencial
(a través de y3(x)) vemos que tiene amplitudes cada vez mas pequefias a medida que vamos
hacia ordenes radiales (k) crecientes, como se observa en la Figura 19b. Esto es esperable,
ya que es uno de lo argumentos que justifican el uso de la aproximacién de Cowling (ver
Introduccién). Finalmente, en la Figura 20 graficamos la autofuncién y; (x) para tres valores
de [, en el modo p3, con el objeto de visualizar en que forma varia la amplitud radial de
las oscilaciones al cambiar el grado arménico del modo. Esta dependencia con [, pero de
los autovalores, puede apreciarse en las Tablas 6, comparando modos del mismo k£ para los

diferentes (.
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TABLA 6a. Autovalores (w?) de modos gy f para |l =2,3y 4

Modo (=2 Modo [=3 Modo [=14

f... 8.2030757 | g5 ... 1.5913848 | g; ... 8.0271857

gy ... 2.8363491 |g; ... 1.0056638 | gy ... 5.3969807

gr ... 0.5709958 | g1 ... 0.50655141 | g4 ... 2.9011475

g1 ... 0.27593871 | g17 ... 0.24615743 | g5 ... 2.2581665
gig --. 0.35228908

TABLA 6b. Autovalores (w?) de modos p para | =2,3y 4

Modo [=2 Modo [ =3 Modo [=14
p1 --. 15.305488 | p; ... 18.496374 | p; ... 20.810900
p3 ... 41.566556 | po ... 31.337484 | p3 ... 52.356689
ps ... 80.737002 | p3 ... 47.424567 | py ... 72.923245
p7 ... 13263293 | ps ... 66.712251 | pg ... 123.62351
P9 ... 197.19784 | ps ... 89.189897 | p7 ... 153.75148
P11 ... 27442813 | p; ... 143.69087 | pg ... 223.55915
P13 ... 36441737 | pg ... 210.89571 | py; ... 306.14164
P15 ... 46742320 | p1g ... 249.26434 | p12 ... 352.26464
P17 ... 583.94648 | p11 ... 290.82211 | p1g ... 454.35244
P ... 71491282 | p13 ... 383.59210 | p15 ... 510.43361
P1a --. 43487801 | p17 ... 633.12106
P15 -.- 489.50527 | pg ... 846.74666
P19 -.. 743.53651
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TABLA 7~

Modo Esta Practica Cox

g7 ... 0.5709958 0.5691
g ... 2.8363491 2.828
f...  8.2030757 8.175
p1 ... 15.305488 15.26
ps ... 41.566556 41.47
ps ... 80.737002 80.55
pr ... 132.63293 132.4
P ... 197.19784 196

*Ver explicacién en el texto
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3.4. Aspectos a mejorar en el Cédigo

A partir de los resultados que hemos obtenido podemos afirmar que el Cédigo de
pulsaciones funciona correctamente. Sin embargo hay algunos aspectos que deben ser
optimizados. Uno de ellos se refiere a la forma en que generamos las soluciones iniciales.
En el futuro tendremos que utilizar un procedimiento que proporcione valores aproximados
para los autovalores y autofunciones para todos los modos que contiene un dado intervalo
del espectro de pulsaciones, que nos asegure no estar omitiendo ninguno de ellos. Una
manera de lograr esto es descripta en Unno et al. (1989). Si se deja de lado una de las
condiciones de borde (manteniendo la condicién de normalizacién), se puede resolver el
sistema de ecuaciones con un w? arbitrario; luego se evalia la condicién de borde excluida.
Esta condicién se anulard sélo si w? es uno de los autovalores. Evaluando la condicién con
distintos w? pertenecientes a un dado intervalo del espectro, se pueden usar los valores de
w? préximos a los puntos donde la condicién se anula, como valores iniciales de prueba de

los autovalores.

Otro aspecto a ser mejorado se refiere a la distribucion de las capas en que dividimos el
modelo (grilla). Es necesario introducir un algoritmo que permita variar el nimero de capas
segun la region del modelo: en aquellos lugares donde las autofunciones oscilen rapidamente
o presenten pendientes muy pronunciadas, sera necesario tener una gran resolucion en la
grilla de capas para poder resolver los nodos'?; en las zonas donde las autofunciones se

comportan en forma monoétona y suave alcanzara con pocas capas.

Estas mejoras a introducir posibilitaran en el futuro la aplicaciéon del Cédigo a modelos

mas realistas.

13Por ejemplo, en estrellas Enanas Blancas, los modos g observados tienen relevancia sélo

en la zona superficial de la estructura.
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