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Prefacio

En la actualidad, la teoŕıa más aceptada sobre el origen de un sistema planetario presupone
que los planetas son formados por mecanismos de acreción a partir de una población inicial
de pequeños cuerpos, llamados planetesimales, orbitando en torno al cuerpo central de masa
dominante. Cuando ellos se cruzan en sus órbitas colisionan, originando un cuerpo de mayor
masa. Este mecanismo, operando a lo largo del tiempo, origina cuerpos de mayor tamaño,
hasta que eventualmente alcanzan las dimensiones de un planeta.

Como es usual, el estudio de las tempranas etapas de formación planetaria procede a
través de la realización de simulaciones computacionales. Tales simulaciones requieren de la
integración de las ecuaciones de movimiento de un conjunto de cuerpos masivos interactuantes,
sujetos a la atracción de un cuerpo central. Tı́picamente, pensamos en tal sistema como el
sistema solar, de manera que nos referiremos en nuestra exposición al cuerpo central como el
Sol.

Hasta ahora, los programas existentes se basan en los llamados métodos simplécticos h́ı-
bridos donde la interacción mutua entre los cuerpos es evaluada en forma directa (método
part́ıcula–part́ıcula, abreviadamente, método PP). Esto genera una seria limitación en el nú-
mero de cuerpos que se puede tratar, debido a que el costo computacional escala como el
cuadrado del número de objetos. Por este motivo, aún no se han podido estudiar escenarios
de formación planetaria realistas, ya que importantes efectos dinámicos colectivos no están
siendo considerados por los modelos.

En esta tesis se propone un nuevo código h́ıbrido, que implementa el algoritmo basado en
la estrategia de árbol jerárquico de Barnes y Hut para la evaluación de la interacción entre
los cuerpos y que, sin embargo, es aún capaz de tratar situaciones de encuentros manteniendo
la propiedad simpléctica (a menos de los errores introducidos por la expansión multipolar
del potencial de interacción). La incorporación del código del árbol reduce sustancialmente
el tiempo de cómputo y ésto permitiŕıa aumentar en por lo menos un orden de magnitud el
número de cuerpos utilizados en las simulaciones.

La tesis se divide en cinco caṕıtulos:

El caṕıtulo 1 describe la teoŕıa básica de los integradores simplécticos, las limitaciones que
éstos sufren en situaciones de encuentros entre part́ıculas, y como puede construirse
un integrador que pueda resolver tales situaciones manteniendo a la vez la propiedad
simpléctica.

El caṕıtulo 2 plantea y construye un esquema computacionalmente eficiente para la evalua-
ción de la interacción gravitatoria de un sistema formado por muchos cuerpos que será
implementado en el algoritmo h́ıbrido.

El caṕıtulo 3 muestra un procedimiento eficiente para determinar los vecinos próximos y
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0. Prefacio

encuentros en base a la estructura presentada en el caṕıtulo 2.

El caṕıtulo 4 describe la determinación de órbitas centrales y encuentros binarios, propor-
cionando está última, la componente no simpléctica del algoritmo h́ıbrido.

El caṕıtulo 5 muestra los detalles prácticos de la implementación computacional del algo-
ritmo h́ıbrido y analiza el desempeño del mismo en una serie de experimentos numéricos
sobre un problema t́ıpico de la dinámica de planetesimales.
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Caṕıtulo 1

Integradores numéricos simplécticos

En este caṕıtulo describimos la teoŕıa básica de los integradores simplécticos para la resolución
numérica de las ecuaciones de movimiento de un sistema f́ısico conservativo, en particular, para el
problema de los N -cuerpos. Comenzamos revisando, en la primer sección, la formulación Hamil-
toniana de la mecánica clásica. Luego, utilizando tal formulación, describimos en la sección 1.2,
la teoŕıa básica de los integradores numéricos simplécticos. Con el conocimiento adquirido, con-
sideramos entonces, en la sección 1.3, la resolución numérica del problema de N -cuerpos con
los algoritmos simplécticos estándares. Finalmente, en la sección 1.4, incluimos los efectos de los
encuentros, obteniendo un algoritmo h́ıbrido, que mezcla componentes simplécticas y no simpléc-
ticas.

1.1. Elementos de la formulación Hamiltoniana de la mecánica

clásica

1.1.1. Ecuaciones de movimiento de Hamilton

Las ecuaciones de movimiento de un sistema f́ısico de, digamos, n grados de libertad,
pueden describirse por un conjunto de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden para un
conjunto de 2n variables independientes: a saber n coordenadas generalizadas qi y sus res-
pectivos n impulsos canónicos conjugados pi, a través de una función de las coordenadas e
impulsos llamada el hamiltoniano del sistema,

H = H(q, p). (1–1)

Tal conjunto de ecuaciones diferenciales son las ecuaciones canónicas de Hamilton:

q̇i =
∂H

∂pi
,

ṗi = −∂H

∂qi
.

(1–2)

El conjunto de 2n variables independientes que constituyen los qi y pi nos permite definir
un espacio cartesiano 2n-dimensional, denominado espacio de las fases, asociando a cada
coordenada qi e impulso pi con un eje cartesiano. Cuando, en un instante dado, se conocen
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1. Integradores numéricos simplécticos

las posiciones e impulsos del sistema, éste queda representado por un punto en el espacio de
las fases, y su evolución futura, dada por las ecuaciones de movimiento, traza una curva en
el espacio de las fases, la cual representa la evolución del sistema.

Las ecuaciones de movimiento de Hamilton pueden ser escritas en un esquema de nomen-
clatura compacto que nos será de utilidad en lo que sigue. Para un sistema de n grados de
libertad, construyamos una matriz columna η de 2n elementos:

ηi = qi, ηi+n = pi; i = 1, . . . , n, (1–3)

y una matriz columna ∂H
∂ � de 2n elementos:

(

∂H

∂η

)

i

=
∂H

∂qi
,

(

∂H

∂η

)

i+n

=
∂H

∂pi
; i = 1, . . . , n (1–4)

Además sea J la matriz cuadrada antisimétrica de 2n × 2n construida a partir de matrices
nulas y unidad n × n como:

J =

(

0 1
−1 0

)

. (1–5)

Entonces las ecuaciones de movimiento de Hamilton pueden escribirse como

η̇ = J
∂H

∂η
. (1–6)

Esta representación de las ecuaciones de Hamilton es conocida como forma matricial o sim-
pléctica. Es fácil verificar que la matriz J satisface las siguientes propiedades

J2 = −I, (1–7a)

JtJ = I (ortogonalidad), (1–7b)

Jt = −J = J−1, (1–7c)

det (J) = +1. (1–7d)

1.1.2. Transformaciones canónicas

Para nuestros propósitos resulta suficiente, en lo que sigue, tratar en particular con siste-
mas conservativos en donde el hamiltoniano no depende expĺıcitamente del tiempo y puede
identificarse con la enerǵıa total del sistema (y por lo tanto se conserva). En tal sistema con-
sideremos una transformación simultánea de las coordenadas e impulsos, qi y pi, a un nuevo
sistema Qi y Pi a partir de ciertas ecuaciones (invertibles)

Qi = Qi(q, p),

Pi = Pi(q, p),
(1–8)

o, en forma matricial, definiendo las matrices columna η y ζ de 2n elementos qi, pi y Qi, Pi,
respectivamente

ζ = ζ(η). (1–9)
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1.1. Elementos de la formulación Hamiltoniana de la mecánica clásica

Estas ecuaciones definen una transformación de espacio de las fases del sistema y se dice
que es una transformación canónica si para todo hamiltoniano H(q, p) se preserva la estructura
de las ecuaciones de movimiento. Esto es si existe otra función K(Q,P ) tal que

Q̇i =
∂K

∂Pi
, Ṗi = − ∂K

∂Qi
, (1–10)

o, en notación simpléctica

ζ̇ = J
∂K

∂ζ
. (1–11)

Debido a que, bajo nuestras suposiciones, en las ecuaciones de transformación (1–8) el
tiempo no aparece expĺıcitamente, las transformaciones canónicas que consideraremos son
realmente transformaciones canónicas restringidas. La caracterización de las transformaciones
canónicas puede ser dada bajo tres aspectos (a saber, a través de funciones generatrices,
condición simpléctica, o corchetes de Poisson) que pasamos a considerar a continuación. Tales
métodos, desde luego, están relacionados, y cualquiera de ellos es válido para el tratamiento de
las transformaciones canónicas. En particular, puede utilizarse indistintamente el formalismo
generador o el simpléctico, para mostrar que las transformaciones canónicas tienen las cuatro
propiedades siguientes, caracteŕısticas de la estructura de grupo:

i. La transformación identidad es canónica.

ii. La inversa de una transformación canónica es también canónica.

iii. La aplicación sucesiva de dos transformaciones canónicas (operación “producto”) es una
transformación canónica.

iv. La operación producto es asociativa.

1.1.3. Formalismo generador de las transformaciones canónicas

Utilizando el principio variacional que ha de cumplir todo sistema de coordenadas canóni-
cas, puede mostrarse* que la transformación entre los dos sistemas de coordenadas canónicas
(q, p) y (Q, p) satisface la relación

n
∑

i=1

piq̇i − H(q, p) =

n
∑

i=1

PiQ̇i − K(Q,P ) +
d

dt
F (q, p,Q, P ), (1–12)

salvo un factor de escala que es tomado igual a la unidad. Aqúı, F es una función cualquiera
de las coordenadas del espacio de las fases con segundas derivadas continuas. Mediante las
ecuaciones de transformación (1–8) y sus inversas, F puede expresarse en parte en función
de variables originales y en parte en términos de las variables nuevas. De hecho, F resulta
útil para especificar la forma exacta de la transformación canónica sólo cuando la mitad de
las variables pertenece al sistema original y el resto al nuevo. De esta forma, F constituye

* Ver, por ejemplo, Goldstein, caṕıtulo 9, sección 1.
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1. Integradores numéricos simplécticos

un puente entre los dos sistemas canónicos y se denomina aśı función generatriz de la trans-
formación canónica. Para ilustrar cómo una función generatriz determina las ecuaciones de
transformación, supongamos que F es especificada como

F =
n
∑

i

qipi + F3(Q, p), (1–13)

donde F3 es una cierta función de los impulsos originales pi y las nuevas coordenadas Qi. La
ecuación (1–12) toma la forma

−
n
∑

i=1

qiṗi − H(q, p) =
n
∑

i=1

PiQ̇i − K(Q,P ) +
d

dt
F3(Q, p)

=

n
∑

i=1

PiQ̇i − K(Q,P ) +

n
∑

i=1

∂F3

∂Qi
Q̇i +

n
∑

i=1

∂F3

∂pi
ṗi

Como las coordenadas nuevas Qi y los impulsos originales pi son independientes por separado,
esta ecuación se cumplirá idénticamente tan sólo si se anulan los coeficientes de los ṗi y los
Q̇i, con lo cual

qi = −∂F3

∂pi
, (1–14a)

Pi = −∂F3

∂Qi
, (1–14b)

en tanto que
K(Q,P ) = H(q, p). (1–15)

Las ecuaciones (1–14a) constituyen n relaciones que definen los qi en términos de pj y Qj ,
cuya inversión permite obtener las n Qi en función de qj y pj, esto es, la primera mitad de
las ecuaciones de transformación (1–8). Ahora, sustituyendo estas relaciones en las ecuacio-
nes (1–14b), obtenemos los n Pi en función de qj y pj, es decir, la segunda mitad de las
ecuaciones de transformación (1–8). Finalmente, la ecuación (1–15) proporciona la relación
existente entre el nuevo hamiltoniano K y el original H, al expresar los q y p de H mediante
las inversas de las ecuaciones de transformación (1–8). Incidentalmente (1–15) muestra que
para una transformación canónica restringida el hamiltoniano original expresado en las nuevas
variables sirve de hamiltoniano nuevo.

1.1.4. Formalismo simpléctico de las transformaciones canónicas

El segundo formalismo para el tratamiento de las transformaciones canónicas resulta de la
formulación simpléctica de las ecuaciones de Hamilton. Si η es la matriz columna con los 2n
elementos qi, pi, recordemos que, según la ecuación (1–6), las ecuaciones de Hamilton pueden
escribirse como

η̇ = J
∂H

∂η
,

donde J es la matriz definida en la ecuación (1–5). Por supuesto, en el nuevo sistema de
coordenadas, Qi y Pi definen una matriz columna ζ de 2n elementos, y la transformación
puede ser escrita según la ecuación (1–9)

ζ = ζ(η).
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1.1. Elementos de la formulación Hamiltoniana de la mecánica clásica

Entonces la transformación es canónica si y solo si cumple la llamada condición simpléctica

MJMt = J, (1–16)

donde M = ∂ �
∂ � es la matriz jacobiana 2n × 2n de la transformación (1–9), de elementos

Mij =
∂ζi

∂ηj
. (1–17)

Veamos que, efectivamente, la condición simpléctica es una condición suficiente para que
la transformación sea canónica. La derivada respecto al tiempo de un elemento cualquiera de
ζ es

ζ̇i =
2n
∑

j=1

∂ζi

∂ηj
η̇j ; i = 1, . . . , 2n

o, en notación matricial
ζ̇ = Mη̇. (1–18)

Con las ecuaciones de movimiento para η, la ecuación (1–18) puede ser escrita como

ζ̇ = MJ
∂H

∂η
. (1–19)

A partir de la transformación inversa podemos considerar H como una función de ζ, de
manera que su derivada respecto a ηi es, de acuerdo a la regla de la cadena

∂H

∂ηi
=

2n
∑

j=1

∂H

∂ζj

∂ζj

∂ηi
,

o, en notación matricial
∂H

∂η
= Mt ∂H

∂ζ
. (1–20)

Reemplazando la ecuación (1–20) en la ecuación (1–19), obtenemos las ecuaciones de movi-
miento correspondientes a las variables ζ obtenidas por la transformación independiente del
tiempo (1–9) de las variables canónicas η

ζ̇ = MJMt ∂H

∂ζ
. (1–21)

Sabemos ya, de la sección anterior, que en el caso de una transformación canónica restringida,
el hamiltoniano original expresado en función de las nuevas variables sirve de hamiltoniano
nuevo. De esta forma

ζ̇ = J
∂H

∂ζ
.

Por lo tanto, la transformación (1–9) será una transformación canónica, si su matriz jacobiana
M cumple con la condición

MJMt = J,

tal como queŕıamos probar. Rećıprocamente, invirtiendo los pasos de la demostración, es cla-
ro que toda transformación canónica restringida satisface la ecuación (1–16). Indiquemos, sin
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1. Integradores numéricos simplécticos

demostración, que aún en el caso de una transformación que contenga al tiempo en forma
expĺıcita, la condición simpléctica es una condición necesaria y suficiente para que la trans-
formación sea canónica*.

La condición simpléctica puede ser escrita en una forma alternativa como sigue. Multipli-
cando la ecuación (1–16) por la matriz inversa de Mt tenemos que

MJ = J(Mt)−1.

Multiplicando ahora esta ecuación por la izquierda por J y por la derecha por −J, obtenemos,
en virtud (1–7a)

JM = (Mt)−1J,

o sea
MtJM = J. (1–22)

1.1.5. Corchetes de Poisson

Si u y v son dos funciones escalares de las variables canónicas (q, p), se define el corchete
de Poisson de u y v como

[u, v]q,p =

n
∑

i=1

(

∂u

∂qi

∂v

∂pi
− ∂u

∂pi

∂v

∂qi

)

=

(

∂u

∂η

)t

J
∂v

∂η
. (1–23)

Escogiendo en particular como funciones u y v a las propias variables canónicas (p, q) es
fácil verificar que los corchetes de Poisson respectivos, denominados corchetes de Poisson
fundamentales, tienen los valores

[qj, qk]q,p = [pj , pk]q,p = 0,

[qj, pk]q,p = −[pj , qk]q,p = δjk
(1–24)

Definiendo un corchete de Poisson matriz cuadrada, [η,η] de manera tal que
(

[η,η]

)

lm

= [ηl, ηm],

las ecuaciones (1–24) pueden resumirse como

[η,η]η = J. (1–25)

Tomando ahora el conjunto de todos los corchetes de Poisson de las variables transforma-
das (Q,P ) por las ecuaciones de transformación (1–9) respecto a (q, p) obtenemos el corchete
de Poisson matricial:

[ζ, ζ]η =

(

∂ζ

∂η

)t

J
∂ζ

∂η
= MtJM, (1–26)

donde M = ∂ �
∂ � es la matriz jacobiana de la transformación. Entonces si la transforma-

ción (1–9) es canónica se cumple la condición simpléctica (1–22) y por lo tanto

[ζ, ζ]η = J. (1–27)

* Ver, por ejemplo, Goldstein, caṕıtulo 9, sección 3.
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1.1. Elementos de la formulación Hamiltoniana de la mecánica clásica

Rećıprocamente, si es válida la ecuación (1–27), la transformación es canónica. De este modo,
la ecuación (1–27) es una condición necesaria y suficiente para que una transformación del
espacio de las fases sea canónica.

Si ζ constituye realmente un nuevo conjunto de variables canónicas, tenemos según la
ecuación (1–25) que

[ζ, ζ]ζ = J. (1–28)

Las ecuaciones (1–27) y (1–28) muestran que los corchetes de Poisson fundamentales de las
variables ζ tendrán el mismo valor al calcularlos respecto de cualquier sistema de coordenadas
canónicas. Esto es, los corchetes de Poisson fundamentales son invariantes ante las transfor-
maciones canónicas. No es dif́ıcil mostrar* que, de hecho, todos los corchetes de Poisson son
invariantes ante las transformaciones canónicas. En virtud de este importante resultado, es
posible suprimir en la notación anterior el sub́ındice que indica respecto a qué sistema de
coordenadas canónicas se calcula tal corchete.

1.1.6. Invarianza del elemento de volumen en el espacio de las fases

Además de los corchetes de Poisson, otro invariante canónico lo constituye el elemento de
volumen del espacio de las fases. En una transformación ζ = ζ(η) del espacio de las fases el
elemento de volumen

dη = dq1 . . . dqndp1 . . . dpn,

se transforma en un nuevo elemento de volumen

dζ = dQ1 . . . dQndP1 . . . dPn.

Ahora bien, en toda transformación, el tamaño de los dos elementos de volumen está rela-
cionado con el valor absoluto del determinante de la matriz jacobiana de la transformación
según

dζ = |det(M)|dη. (1–29)

Si la transformación es canónica, de la condición simpléctica (1–16)

det(M)2 det(J) = det(J),

con lo cual, utilizando la ecuación (1–7d)

|det(M)| = 1. (1–30)

La ecuación (1–30) muestra entonces, según (1–29), que el elemento de volumen del espacio
de las fases es, efectivamente, invariante ante transformaciones canónicas. Como corolario,
tenemos que el volumen de una región cualquiera del espacio de las fases

∫

· · ·
∫

dη,

es también invariante frente a las transformaciones canónicas.

* Ver, por ejemplo, Goldstein, caṕıtulo 9, sección 4.
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1. Integradores numéricos simplécticos

1.1.7. Ecuaciones de movimiento y evolución temporal

Volvamos nuevamente sobre las ecuaciones canónicas de Hamilton (1–2),

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
.

La resolución de estas ecuaciones diferenciales determinan los valores de q y p en un instante
de tiempo cualquiera a partir de sus valores en un instante inicial prefijado t0 = 0. Ahora bien,
es claro que debe existir una transformación canónica que lleve los valores iniciales constantes
de las coordenadas e impulsos a sus respectivos valores en un instante de tiempo posterior t
dado:

(q(0), p(0)) → (q(t), p(t)).

Obtener dicha transformación es equivalente a resolver las ecuaciones de movimiento del pro-
blema. Nótese que en esta interpretación del problema, la transformación canónica involucrada
juega un rol activo, en el sentido de que ella relaciona las coordenadas de un punto del espa-
cio de las fases con las de otro punto del mismo espacio de las fases. Esta interpretación es
ciertamente diferente (pero fruct́ıfera para nuestros propósitos) a la manera en que definimos
a las transformaciones canónicas como cambios de coordenadas de espacios de fase. Ahora, en
la interpretación activa, la transformación canónica “mueve” el punto figurativo del sistema
de una posición de coordenadas (q(0), p(0)) a otro punto (Q,P ) = (q(t), p(t)) del espacio de
las fases.

Consideremos la evolución en el espacio de las fases, de una cierta función de las variables
canónicas u = u(q, p). Usando las ecuaciones (1–2), su derivada total respecto al tiempo puede
ser expresada como

du

dt
=

n
∑

i=1

(

∂u

∂qi
q̇i +

∂u

∂pi
ṗi

)

=

n
∑

i=1

(

∂u

∂qi

∂H

∂pi
− ∂u

∂pi

∂H

∂qi

)

,

o sea
du

dt
= [u,H], (1–31)

donde el corchete es el corchete de Poisson entre u y el hamiltoniano H. La ecuación (1–31)
puede considerarse como la ecuación de movimiento generalizada para una función arbitraria
u de la configuración del sistema y, en particular, contiene las propias ecuaciones de Hamilton
cuando tomamos por u una de las variables canónicas. Si esta ecuación puede ser integrada
para obtener u(t) obtendremos la acción de la transformación canónica buscada. Una solución
formal se puede obtener desarrollando u(t) en serie de Taylor en torno al valor inicial u(t0 = 0):

u(t) = u(0) + t
du

dt

∣

∣

∣

∣

0

+
t2

2!

d2u

dt2

∣

∣

∣

∣

0

+
t3

3!

d3u

dt3

∣

∣

∣

∣

0

+ · · · .

Por la ecuación (1–31) tenemos
du

dt

∣

∣

∣

∣

0

= [u,H]0,
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1.2. Integradores numéricos simplécticos

donde el sub́ındice cero significa que hay que tomar el valor del corchete de Poisson en el
instante inicial. La aplicación reiterada de la ecuación (1–31), tomando al propio [u,H] como
función de la configuración del sistema, da

d2u

dt2
= [[u,H],H],

y se puede iterar el proceso para obtener la tercera derivada de u y aśı sucesivamente. La
serie de Taylor para u(t) conduce, pues, a la solución formal por serie

u(t) = u(0) + t[u,H]0 +
t2

2!
[[u,H],H]0 +

t3

3!
[[[u,H],H],H]0 + · · · . (1–32)

Una manera fruct́ıfera de escribir este desarrollo resulta de considerar el juego de paréntesis de
Poisson del término n-ésimo como la n-ésima aplicación repetida (por la derecha) del operador
diferencial lineal

Ĥ ≡ [ ,H] ≡
n
∑

i=1

(

∂

∂qi

∂H

∂pi
− ∂

∂pi

∂H

∂qi

)

(1–33)

De esta forma, la ecuación (1–32) adopta la forma

u(t) = etĤu(0) (1–34)

donde la exponencial define, a partir de su desarrollo en serie, el operador evolución tempo-

ral etĤ. Esta ecuación nos dice, pues, que la dependencia temporal de u viene dada por la
aplicación del operador evolución temporal sobre su valor inicial.

En principio, todo lo que hemos hecho es reescribir las ecuaciones de movimiento, y po-
demos percibir que el procedimiento es meramente artificial por cuanto las ecuaciones per-
manecen sin solución anaĺıtica, excepto en casos especiales. Sin embargo esta formulación no
sólo proporciona una visión profunda de la estructura de la mecánica clásica, sino que, como
veremos en la siguiente sección, permite construir integradores numéricos simplécticos.

1.2. Integradores numéricos simplécticos

Olvidando por un momento la f́ısica del problema, el conjunto de ecuaciones de movi-
miento de Hamilton (1–2) para un sistema f́ısico dado, constituye un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden

η̇ = f(η, t), (1–35)

el cual, sujeto a las condiciones iniciales

η(t0) = η0,

define un problema de valor inicial para un sistema de ecuaciones diferenciales. Es sabido que,
en la práctica, la solución exacta de un problema de valor inicial solo puede ser determinada
para un número más bien reducido de casos. Esto es, sólo para ciertas elecciones particulares
de la función f(η, t) la solución del problema puede ser expresada en forma cerrada haciendo
uso de funciones trascendentes elementales. De este modo, para la mayoŕıa de los problemas
debemos considerar soluciones aproximadas mediante métodos numéricos.
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1. Integradores numéricos simplécticos

Como es usual la solución numérica a un problema de valor inicial no se obtiene como una
aproximación continua de la solución exacta, sino como un conjunto de aproximaciones de los
valores exactos sobre ciertos valores discretos de la variable independiente, en nuestro caso, el
tiempo t. En el planteo más simple, la solución numérica es construida a partir de la condición
inicial sobre un conjunto de intervalos temporales equiespaciados de paso τ constante.

En la literatura matemática existen numerosos métodos numéricos para resolver un pro-
blema de valor inicial. Tales métodos comprenden al método de Taylor, los métodos de Runge–
Kutta y sus derivados, métodos de extrapolación como el de Bulirsch–Stoer y métodos multi-
pasos como los de Adams–Bashforth o Adams–Moulton. Estos métodos, si bien son precisos
y apropiados en muchas circunstancias, no respetan, por otra parte, la naturaleza f́ısica del
sistema que originó el conjunto de ecuaciones diferenciales. Aśı, por ejemplo, ellos introducen
una componente espuria al computar la enerǵıa del sistema, de manera tal que la misma no
se mantiene constante (y ni siquiera acotada) como seŕıa de esperarse en un sistema conser-
vativo, sino que por el contrario, su magnitud se incrementa monótonamente con el tiempo.
Es claro, pues, que para estudiar el comportamiento dinámico de un sistema f́ısico sobre un
rango considerable de tiempo, es necesario disponer de integradores numéricos que respeten
la f́ısica del problema. Tales métodos son los integradores simplécticos.

Un método de integración de las ecuaciones de movimiento de Hamilton (1–2) de un siste-
ma dado se dice que es simpléctico si las aproximaciones obtenidas de las variables canónicas
en un instante de tiempo y las correspondientes a un instante posterior están relacionadas
por una transformación canónica. De este modo, la transformación canónica que es solución
exacta del problema es aproximada por otra transformación canónica próxima en un sentido a
precisar. El hecho de que las soluciones numéricas estén relacionadas por una transformación
canónica permiten asegurar que:

i. un integrador simpléctico preserva la estructura del espacio de fases del sistema,

ii. la acumulación de los errores de truncamiento no introduce una componente secular en
el cómputo de la enerǵıa del sistema, sino que, por el contrario, los errores se mantienen
acotados.

Nótese, sin embargo, que la deseable propiedad de conservación de la enerǵıa es satisfecha en
tanto, y en cuanto, el paso de integración se mantiene constante. Si el paso de integración es
variado durante la integración, no es posible asegurar que el error en la enerǵıa se mantenga
acotado.

Antes de considerar la construcción de los métodos simplécticos, veamos que, efectiva-
mente, los métodos de integración tradicionales no son simplécticos. Para ello, consideremos
el más simple de los métodos, como es el método de Euler, el cual procede sobre le ecuación
diferencial (1–35) en un paso τ tomando la aproximación

η = η0 + τ f(η0, t0).

Aplicado al sistema de ecuaciones de movimiento de Hamilton (1–2) a un sistema f́ısico de un
grado de libertad, por simplicidad en la discusión, conduce al algoritmo

q = q0 + τ
∂H

∂p
(q0, p0),

p = p0 − τ
∂H

∂q
(q0, p0).
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1.2. Integradores numéricos simplécticos

Sabemos que el error de truncamiento local de este método es O(τ 2) mientras que su error
global es O(τ). Para verificar si es o no simpléctico calculamos el corchete de Poisson

[q, p]q0,p0 = 1 − τ2

(

[

∂2H

∂q∂p

]2

− ∂2H

∂q2

∂2H

∂p2

)
∣

∣

∣

∣

∣

0

6= 1.

Se sigue entonces de la ecuación (1–27) que el método de Euler no es un integrador simpléctico.

La teoŕıa básica de los integradores simplécticos puede ser desarrollada a partir de la
formulación Hamiltoniana de la mecánica clásica en términos de los corchetes de Poisson.
Según la ecuación (1–34) la evolución temporal en el espacio de las fases de una función
u = u(q, p) de las variables canónicas, sobre un intervalo temporal τ , a partir de su valor
inicial está dada por

u(τ) = eτ Ĥu(0).

Supongamos ahora que dividimos el hamiltoniano H en dos partes:

H = H0 + H1. (1–36)

Entonces la evolución temporal de u es

u(τ) = eτ(Ĥ0+Ĥ1)u(0). (1–37)

Teniendo en cuenta que, en general, los operadores no conmutan (esto es, Ĥ0Ĥ1 6= Ĥ1Ĥ0), el
desarrollo del operador evolución temporal en la ecuación (1–37) es

eτ(Ĥ0+Ĥ1) = 1 + τ(Ĥ0 + Ĥ1) +
τ2

2
(Ĥ0 + Ĥ1)

2 + · · ·

= 1 + τ(Ĥ0 + Ĥ1) +
τ2

2
(Ĥ2

0 + Ĥ0Ĥ1 + Ĥ1Ĥ0 + Ĥ2
1) + · · · .

(1–38)

Consideremos ahora el desarrollo de la composición de los operadores evolución temporal de
Ĥ0 y Ĥ1, aplicados uno después del otro:

eτ Ĥ0eτ Ĥ1 =

(

1 + τ Ĥ0 +
τ2

2
Ĥ2

0 + · · ·
)(

1 + τ Ĥ1 +
τ2

2
Ĥ2

1 + · · ·
)

= 1 + τ(Ĥ0 + Ĥ1) +
τ2

2
(Ĥ2

0 + 2Ĥ0Ĥ1 + Ĥ2
1) + · · · .

(1–39)

La comparación de las ecuaciones (1–38) y (1–39) muestra que sus miembros derechos son
idénticos a O(τ). De esta forma, para un hamiltoniano H dividido según (1–36), un integrador
simpléctico de primer orden está dado por

u(τ) = eτ Ĥ0eτ Ĥ1u(0). (1–40)

Que tal integrador es realmente simpléctico se desprende del hecho de que

ũ(τ) = eτ Ĥ1u(0), u(τ) = eτ Ĥ0 ũ(τ),

son obtenidos por transformaciones canónicas y debido a que la composición de transforma-
ciones canónicas es una transformación canónica. Nótese que aplicar cada operador evolución
temporal por separado es equivalente a resolver las ecuaciones de movimiento con sólo la
correspondiente parte del hamiltoniano, ignorando la otra. De esta forma, si τ es el tamaño
del paso temporal de integración, cada paso del integrador consiste en dos subpasos:

11



1. Integradores numéricos simplécticos

i. avanzar el sistema sujeto bajo la influencia de H1 sobre un intervalo temporal τ .

ii. avanzar el sistema bajo la influencia de H0 sobre el intervalo temporal τ .

Puede demostrarse que este integrador de primer orden resuelve en forma exacta las ecuaciones
de movimiento de un sistema con un hamiltoniano H̃ = H + Herr próximo al original, donde
Herr para τ suficientemente pequeño está dado por

Herr =
τ

2
[H0,H1] + O(τ 2), (1–41)

(Saha & Tremaine, 1992). H̃ es conservado exactamente (salvo errores de redondeo). Aśı, si τ
es pequeño y es mantenido constante durante la integración, H diferirá poco de H̃, y el error
en la enerǵıa estará acotado.

En forma análoga a lo anterior, un integrador simpléctico de segundo orden puede ser

construido considerando la composición de los operadores eτ Ĥ1/2, eτ Ĥ0/, eτ Ĥ1/2 en ese orden:

u(τ) = eτ Ĥ1/2eτ Ĥ0eτ Ĥ1/2u(0), (1–42)

la cual coincide con la ecuación (1–37) a O(τ 2). Cada paso del integrador consiste en tres
subpasos:

i. el sistema se avanza sujeto sólo a la acción de H1 sobre la mitad del paso de integración;

ii. entonces se avanza sobre el intervalo temporal completo bajo la acción de H0; y

iii. se avanza otra mitad del paso temporal bajo la acción de H1.

En este caso, el integrador resuelve en forma exacta un hamiltoniano H̃ = H + Herr donde,
para τ suficientemente pequeño,

Herr =
τ2

12

[

[H1,H0],H0 +
1

2
H1

]

+O(τ4), (1–43)

(Yoshida, 1993).

1.3. Problema de N-cuerpos

Es sabido que las ecuaciones de movimiento de un sistema con más de dos part́ıculas
sujetos a la acción de sus mutuas atracciones gravitatorias, no tiene solución anaĺıtica. Nos
interesa pues construir integradores numéricos simplécticos apropiados para tales sistemas.

El hamiltoniano de un sistema de N + 1 part́ıculas de masas mi (i = 0, . . . ,N), sujetos
únicamente a la acción de sus mutuas atracciones gravitatorias está dado por

H(q,p) =

N
∑

i=0

|pi|2
2mi

− G

N−1
∑

i=0

N
∑

j=i+1

mimj

|qi − qj |
, (1–44)

donde qi = (xi, yi, zi) y pi = (pxi
, pyi

, pzi
) son los vectores posición y momento del cuerpo i-

ésimo (de masa mi) respecto a un sistema de referencia inercial de coordenadas cartesianas. La

12



1.3. Problema de N-cuerpos

división más simple de este hamiltoniano consiste en separarlo en el término correspondiente
a la enerǵıa cinética y el correspondiente a la enerǵıa potencial:

H = K(p) + U(q),

En este caso el integrador de primer orden dado por la ecuación (1–40) conduce a:

q = q0 + τ
∂K

∂p
(p0),

p = p0 − τ
∂U

∂q
(q),

mientras que el integrador de segundo orden dado por la ecuación (1–42) es:

p̃ = p0 −
τ

2

∂U

∂q
(q0),

q = q0 + τ
∂K

∂p
(p̃),

p = p̃− τ

2

∂U

∂q
(q).

Este último integrador es el familiar algoritmo del punto medio (conocido en la literatura
como leap–frog).

Sin embargo, en el problema particular que estamos considerando, se supone que el sistema
contiene un cuerpo mucho más masivo que las part́ıculas restantes. En este caso resultará más
útil tratar de escribir el hamiltoniano del sistema como

H = HKep + Hint,

donde HKep es la parte del hamiltoniano que describe el movimiento kepleriano de las part́ı-
culas en torno al cuerpo masivo y Hint es la parte que describe la interacción de las part́ıculas
unas con otras (pero no con el cuerpo principal).

La manera precisa en que tal división del hamiltoniano es realizada depende de las coorde-
nadas escogidas. Wisdom & Holman (1991) utilizan coordenadas jacobianas. Las coordenadas
jacobianas constituyen un sistema de referencia donde la posición y momento de cada cuerpo
es tomada con respecto al centro de masa de todos los cuerpos con ı́ndices menores respecto
a cierto orden asignado de antemano. Los integradores simplécticos basados en esta división
del hamiltoniano son conocidos como integradores simplécticos de variables mixtas (métodos
MVS, por mixed variable symplectic methods) (Wisdom & Holman, 1991; Saha & Tremaine,
1992).

Un procedimiento alternativo, propuesto por Duncan et. al. (1998), consiste en utilizar
posiciones respecto al cuerpo principal y momentos respecto al baricentro del sistema. Este
sistema de variables canónicas se designa como variables democráticas heliocéntricas. Que
tal conjunto de coordenadas constituyen realmente un conjunto de variables canónicas puede
verse como sigue. Como antes, sean qi y pi los vectores posición y momento del cuerpo
i-ésimo respecto a un sistema inercial de coordenadas cartesianas y donde rotulamos con el
ı́ndice i = 0 al cuerpo principal. El hamiltoniano del sistema está dado por la ecuación (1–44).
Queremos definir un nuevo conjunto de variables canónicas, Qi y Pi, de manera tal que las
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1. Integradores numéricos simplécticos

nuevas posiciones sean las coordenadas respecto al cuerpo principal (si i 6= 0) y la posición
del baricentro (si i = 0):

Qi =

{

qi − q0 si i 6= 0
1
M

∑N
j=0 mjqj si i = 0,

donde M =
∑N

j=0 mj es la masa total del sistema. La transformación canónica que relaciona
las variables canónicas nuevas con las originales puede ser construida utilizando la siguiente
función generatriz de las nuevas posiciones y los momentos originales (Szebehely, 1967):

F3(Qi,pi) = −p0 ·
(

Q0 −
1

M

N
∑

j=1

mjQj

)

−
N
∑

i=1

pi ·
(

Qi + Q0 − 1

M

N
∑

j=1

mjQj

)

.

Entonces las nuevas variables son canónicas si *

qi = −∂F3

∂pi
=

{

Qi + Q0 − 1
M

∑N
j=1 mjQj si i 6= 0

Q0 − 1
M

∑N
j=1 mjQj si i = 0,

y

Pi = −∂F3

∂Qi
=

{

pi − mi

M

∑N
j=0 pj si i 6= 0

∑N
j=0 pj si i = 0.

Aśı, los nuevos impulsos canónicos son los momentos baricéntricos (si i 6= 0) y el momento
total del sistema (si i = 0). De este modo, la transformación canónica buscada es

Qi =

{

qi − q0 si i 6= 0
1
M

∑N
j=0 mjqj si i = 0,

Pi =

{

pi − mi

M

∑N
j=0 pj si i 6= 0

∑N
j=0 pj si i = 0.

(1–45)

y su transformación inversa

qi =

{

Qi + Q0 − 1
M

∑N
j=1 mjQj si i 6= 0

Q0 − 1
M

∑N
j=1 mjQj si i = 0,

pi =

{

Pi + mi

M P0 si i 6= 0
m0

M P0 −
∑N

j=1 Pj si i = 0.

(1–46)

Puesto que la transformación canónica de las variables originales a las nuevas no contienen
expĺıcitamente al tiempo, el hamiltoniano del sistema respecto de las nuevas variables se
obtiene simplemente sustituyendo la transformación (1–46) en la expresión (1–44) de H:

H(Q,P) = H(q(Q,P),p(Q,P)).

Tal sustitución conduce a

H(Q,P) =
|P0|2
2M

+
1

2m0

∣

∣

∣

∣

N
∑

i=1

Pi

∣

∣

∣

∣

2

+
N
∑

i=1

( |Pi|2
2mi

− Gmim0

|Qi|

)

− G
N−1
∑

i=1

N
∑

j=i+1

mimj

|Qi − Qj|
.

* Véase la ecuación (1–14) de la sección 1.1.3.
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Puesto que la coordenada Q0 es ćıclica, el vector P0 es una constante de movimiento. Esto era
de esperarse: el centro de masa del sistema se mueve como una part́ıcula libre y su contribución
al hamiltoniano del sistema puede ser ignorada. Aśı, en términos de las variables democráticas
heliocéntricas:

H(Q,P) = HKep + Hint + H�, (1–47)

donde

HKep =

N
∑

i=1

( |Pi|2
2mi

− Gmim0

|Qi|

)

, (1–48a)

Hint = −G

N−1
∑

i=1

N
∑

j=i+1

mimj

|Qi − Qj|
, (1–48b)

H� =
1

2m0

∣

∣

∣

∣

N
∑

i=1

Pi

∣

∣

∣

∣

2

. (1–48c)

Como vemos, al utilizar variables democráticas, además de HKep y Hint, aparece una contribu-

ción dada por la ecuación (1–48c). La misma es denotada por H� debido a que −∑N
i=1 Pi =

p0−m0

M

∑N
j=0 pj es el momento baricéntrico del cuerpo principal. Los esquemas de integración

descritos anteriormente pueden ser fácilmente extendidos para contemplar esta división del
hamiltoniano en tres piezas. Aśı, el integrador simpléctico de segundo orden, ecuación (1–42),
toma ahora la forma:

u(τ) = eτ Ĥint/2eτ Ĥ�/2eτ ĤKepeτ Ĥ�/2eτ Ĥint/2u(0). (1–49)

Veamos como actúa cada hamiltoniano, por separado, sobre las variables canónicas. En
primer lugar, el término (1–48a)

HKep =
N
∑

i=1

( |Pi|2
2mi

− Gmim0

|Qi|

)

,

conduce, para el cuerpo k-ésimo, a las ecuaciones de movimiento

Q̇k =
∂HKep

∂Pk
=

Pk

mk
,

Ṗk = −∂HKep

∂Qk
= Gm0mk∇k

(

1

|Qk|

)

= −Gm0mk
Qk

|Qk|3
,

(1–50)

de manera que

Q̈k = −Gm0
Qk

|Qk|3
. (1–51)

Esta ecuación se corresponde al movimiento kepleriano del cuerpo k-ésimo en torno a un
centro de fuerzas, de magnitud µ = Gm0, fijo en la posición del cuerpo principal. Puesto que
la solución anaĺıtica de este problema es conocida, avanzar cada part́ıcula del sistema sobre
un intervalo temporal τ no reviste gran dificultad. Nótese, sin embargo, que aqúı mientras la
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1. Integradores numéricos simplécticos

posición es heliocéntrica, la velocidad es baricéntrica, y que todos los cuerpos revolucionan en
torno al cuerpo principal con la misma magnitud del centro de fuerzas.

Consideremos ahora el término (1–48b)

Hint = −G

N−1
∑

i=1

N
∑

j=i+1

mimj

|Qi − Qj|
.

Las ecuaciones de movimiento correspondientes al cuerpo k-ésimo son, pues,

Q̇k =
∂Hint

∂Pk
= 0,

Ṗk = −∂Hint

∂Qk
=

G

2
∇k

(

N
∑

i,j=1
(i6=j)

mimj

|Qi − Qj|

)

= −Gmk

N
∑

j=1
(j 6=k)

mj
(Qk − Qj)

|Qk − Q|3j
.

(1–52)

De esta forma, sobre un intervalo temporal τ/2, las posiciones no son alteradas, mientras que
cada part́ıcula recibe una aceleración proveniente de los otras (pero no del cuerpo principal)
que modifica su impulso

Qk = Qk(0),

Pk = Pk(0) −
τ

2
Gmk

N
∑

j=1
(j 6=k)

mj
(Qk(0) − Qj(0))

|Qk(0) − Qj(0)|3
. (1–53)

Finalmente, consideremos el término (1–48c)

H� =
1

2m0

∣

∣

∣

∣

N
∑

i=1

Pi

∣

∣

∣

∣

2

.

Las ecuaciones de movimiento correspondientes a un cuerpo k-ésimo son

Q̇k =
∂H�

∂Pk
=

1

m0

( N
∑

i=1

Pi

)

,

Ṗk = −∂H�

∂Qk
= 0,

(1–54)

con lo cual, sobre un intervalo temporal τ/2, el impulso baricéntrico de cada cuerpo no es
alterado, mientras que sus posiciones heliocéntricas son desplazadas en la misma magnitud y
dirección:

Qk = Qk(0) +
τ

2m0

( N
∑

i=1

Pi(0)

)

,

Pk = Pk(0).

(1–55)

De esta forma, la ecuación (1–49) conduce al siguiente esquema de integración:
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1.4. Tratamiento de los encuentros

i. las coordenadas permanecen fijas y cada cuerpo recibe una aceleración proveniente de los
otros cuerpos (pero no del cuerpo principal) que modifica su impulso sobre un intervalo
temporal τ/2;

ii. los impulsos permanecen fijos, y cada cuerpo sufre un desplazamiento en su posición en
la cantidad (τ/2m0)

∑N
i=1 Pi;

iii. cada cuerpo evoluciona en torno a una órbita kepleriana (con la misma localización central
y la misma masa central) en un tiempo τ ;

iv. como en el paso ii);

v. como en el paso i).

Supuesto que todos los cuerpos permanecen alejados unos de otros,

|Hint| � |HKep|, |H�| � |HKep|,

por la razón de la masa de las part́ıculas a la del cuerpo principal

ε =

N
∑

i=1

mi

m0
.

De esta forma el error de truncamiento local en el integrador es de orden O(ετ 3), en vez de
O(τ3) como en el método leap–frog. Esto permite tomar, para la misma precisión, un paso de
integración mayor que en el método leap–frog, lo cual, a su vez, permite seguir al sistema sobre
un gran intervalo de tiempo con un esfuerzo computacional menor. Nótese, sin embargo, que
si dos cuerpos se aproximan demasiado uno a otro (con lo cual, |Qi−Qj| resulta pequeño), el
correspondiente término en Hint resulta demasiado grande y Hint resulta, aśı, comparable en
tamaño a HKep, con lo que el error por paso se incrementa sustancialmente. Por esta razón
el esquema de integración descrito no puede, sin más, resolver en forma correcta situaciones
de encuentros.

1.4. Tratamiento de los encuentros

Usualmente, los integradores tradicionales (no simplécticos), resuelven un encuentro dis-
minuyendo el paso de integración de manera de preservar la precisión global del método. Sin
embargo, en un esquema simpléctico hemos visto que no puede decrementarse el paso sin
perder sus deseables propiedades, como ser la acotación del error en el cómputo de la enerǵıa
del sistema. Es este requisito de un paso de integración fijo lo que hace que el tratamiento de
los encuentros sea particularmente dificultoso dentro de un algoritmo que desee preservar su
naturaleza simpléctica.

Una de las soluciones propuestas para tratar el problema de los encuentros (Duncan,
1998), consiste en dividir los términos perturbativos de Hint y asignar a cada uno de ellos un
distinto (pero fijo) paso de integración, de manera que las perturbaciones más intensas tengan
los pasos menores. El integrador resultante es efectivamente simpléctico aunque complicado
de llevar a la práctica, y además no retiene la gran velocidad del método simpléctico básico.
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1. Integradores numéricos simplécticos

Una solución alternativa es propuesta por Chambers (1999), quien construye un algoritmo
h́ıbrido que une componentes simplécticas y no simplécticas de manera de retener las propie-
dades de ambos. Como hemos mencionado, en el esquema de integración básico de Duncan
durante un encuentro entre los cuerpos α y β, la separación mutua resulta pequeña, lo cual
hace que el correspondiente término en Hint sea comparable en tamaño a HKep, incremen-
tando el error por paso de O(ετ 3) a O(τ 3). El problema es remediado si podemos hacer Hint

nuevamente pequeño comparado con HKep aún durante un encuentro. Una manera de ha-
cer esto es simplemente transferir el término problemático de Hint a HKep mientras dure el
encuentro:

HKep =

N
∑

i=1

( |Pi|2
2mi

− Gmim0

|Qi|

)

− G
mαmβ

|Qα − Qβ|
,

Hint = −G

N−1
∑

i=1
i6=α

N
∑

j=i+1

mimj

|Qi −Qj|
− G

N−1
∑

j=α+1
j 6=β

mαmj

|Qα − Qj|
.

En este esquema, HKep no es más integrable anaĺıticamente, puesto que contiene un problema
de tres cuerpos: el cuerpo principal y los cuerpos α y β. Sin embargo, éste no es realmente
un problema en la práctica, puesto que tales términos pueden ser integrados numéricamente
utilizando un integrador convencional en forma tan exacta como se desee (dentro de los
errores de redondeo). Además, los cuerpos que no tienen encuentros pueden ser integrados
anaĺıticamente. Nótese, sin embargo, que intercambiar términos entre HKep y Hint en cada
encuentro implica cambiar H̃ y destruir, por tanto, la naturaleza simpléctica del integrador
(aunque no tanto como cambiar el tamaño del paso de integración). Con el fin de hacer
al integrador h́ıbrido realmente simpléctico, debemos asegurarnos que ningún término sea
transferido entre las diferentes piezas del hamiltoniano. Siguiendo a Chambers, podemos hacer
ésto dividiendo cada término de interacción entre HKep y Hint de manera tal que la parte
correspondiente en Hint se mantenga siempre pequeña, mientras que la parte en HKep sea
evaluada sólo durante un encuentro:

HKep =

N
∑

i=1

( |Pi|2
2mi

− Gmim0

|Qi|

)

− G

N−1
∑

i=1

N
∑

j=i+1

mimj

|Qi − Qj|
[1 − K(|Qi − Qj|)],

Hint = −G

N−1
∑

i=1

N
∑

j=i+1

mimj

|Qi − Qj|
K(|Qi − Qj|).

(1–56)

La forma de la función de encuentro K debe ser tal que cuando la separación |Qi −Qj| entre
los cuerpos i y j es grande, K debe tender a uno, mientras que tiende a cero cuando tal
separación es pequeña:

K → 1, si |Qi − Qj| → ∞,

K → 0, si |Qi − Qj| → 0.
(1–57)

tal como la función ilustrada en la figura 1.1. Esto asegura que |Hint| � |HKep|, aún durante
un encuentro.

Veamos cómo se modifican las ecuaciones de movimiento al reescribir los hamiltonianos en
la forma dada por la ecuación (1–56). En primer lugar, notemos que, si una part́ıcula, digamos
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Figura 1.1. Una función de encuentro K apropiada para el algoritmo
de integración h́ıbrido en función de la separación, rij = |Qi − Qj |, de
dos part́ıculas.

la k-ésima, no tiene un encuentro con ningún cuerpo, Kkj = K(|Qk−Qj|) = 1 para todo j, con
lo cual la acción de HKep y Hint se reduce a las ecuaciones (1–51) y (1–53), respectivamente.
Aśı, en ausencia de encuentros, los términos correspondientes en HKep pueden todav́ıa ser
avanzados anaĺıticamente.

En nuestra implementación del algoritmo, obviando la situación más general de encuentros
múltiples, consideraremos solamente encuentros entre dos part́ıculas (encuentros binarios). De
este modo, si las part́ıculas α y β están en encuentro

Kαj = 1, para todo j 6= β,

Kβj = 1, para todo j 6= α.
(1–58)

En tal caso, en primer lugar

HKep =
∑

i,j 6=α,β

( |Pi|2
2mi

− Gmim0

|Qi|

)

− G

2

∑

i,j 6=α,β

mimj

|Qi − Qj|
[1 − Kij ]

+
|Pα|2
2mα

− Gmαm0

|Qα|
+

|Pβ |2
2mβ

− Gmβm0

|Qβ|
− G

mαmβ

|Qα − Qβ|
[1 − Kαβ ], (1–59)

lo que conduce, para las part́ıculas α y β a las ecuaciones de movimiento

Q̇α =
∂HKep

∂Pα
=

Pα

mα
,

Ṗα = −∂HKep

∂Qα
= −Gm0mα

Qα

|Qα|3
− Gmαmβ

(Qα − Qβ)

|(Qα − Qβ)|3 [1 − Kαβ ],

Q̇β =
∂HKep

∂Pβ
=

Pβ

mβ
,

Ṗβ = −∂HKep

∂Qβ
= −Gm0mβ

Qβ

|Qβ|3
+ Gmαmβ

(Qα − Qβ)

|(Qα − Qβ)|3 [1 − Kαβ].

(1–60)

De este modo, para cada par de encuentros, las ecuaciones (1–60) son integradas numérica-
mente separadamente del resto.
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1. Integradores numéricos simplécticos

En segundo lugar, el término

Hint = −G

N−1
∑

i=1

N
∑

j=i+1

mimj

|Qi − Qj|
Kij ,

origina las ecuaciones de movimiento, para el cuerpo k-ésimo

Q̇k =
∂Hint

∂Pk
= 0,

Ṗk = −∂Hint

∂Qk
= −Gmk

N
∑

j=1
(j 6=k)

mj
(Qk − Qj)

|Qk − Qj|3
Kkj,

de manera que, para un encuentro binario entre las part́ıculas α y β, tenemos, según (1–58),
para la part́ıcula α, las ecuaciones

Q̇α = 0,

Ṗα = −Gmα

N
∑

j=1
(j 6=α,β)

mj
(Qα − Qj)

|Qα − Qj|3
− Gmαmβ

(Qα − Qβ)

|Qα − Qβ|3
Kαβ, (1–61)

con lo que, sobre un intervalo temporal τ/2, la posición no es alterada, mientras que recibe
una aceleración proveniente de las otras part́ıculas, estando pesada por el factor Kαβ la
contribución correspondiente a la compañera del encuentro

Qα = Qα(0),

Pα = Pα(0) − τ

2
Gmα

( N
∑

j=1
(j 6=α,β)

mj
(Qα(0) − Qj(0))

|Qα(0) −Qj(0)|3
+ mβ

(Qα(0) − Qβ(0))

|Qα(0) − Qβ(0)|3 Kαβ

)

. (1–62)

Un conjunto de ecuaciones análogas es válido para la part́ıcula β compañera del encuentro.

El integrador h́ıbrido de segundo orden, procede entonces como sigue:

i. las coordenadas permanecen fijas y cada cuerpo recibe una aceleración proveniente de
los otros cuerpos (pero no del cuerpo principal) pesada en las situaciones de encuentros
por un factor K, que modifica su impulso sobre un intervalo temporal τ/2;

ii. los impulsos permanecen fijos, y cada cuerpo sufre un desplazamiento en su posición en
la cantidad (τ/2m0)

∑N
i=1 Pi;

iii. los cuerpos que no están en encuentros se mueven en una órbita kepleriana en torno al
cuerpo principal sobre un intervalo temporal τ , en tanto para los cuerpos que están en
encuentros binarios, los términos keplerianos y los términos de encuentro, pesados por
(1 − K), son integrados numéricamente un paso τ ;

iv. como en el paso ii);

v. como en el paso i).
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1.4. Tratamiento de los encuentros

El esquema h́ıbrido descrito cumple, al menos en teoŕıa, su cometido de incorporar la
resolución de encuentros manteniendo a su vez la propiedad simpléctica. Ahora bien, la im-
plementación original de Chambers efectúa el cómputo de la interacción entre las part́ıculas
en forma directa, cómputo que crece cuadráticamente con el número de part́ıculas y limi-
ta, pues, el número total de cuerpos que puede ser considerado en una simulación efectuada
sobre una computadora modesta. Con el fin de disminuir el tiempo de cómputo y eventual-
mente aumentar el orden del número de cuerpos a tratar, nuestro código utilizará en vez de
la evaluación directa de las interacciones, el algoritmo de árbol octal (Barnes & Hut, 1986,
1989; Hernquist, 1987; Barnes, 1995; Pfalzner & Gibbon, 1996) adecuadamente modificado
para el esquema actual. Por otra parte, nótese que es necesario disponer de un procedimiento
apropiado para la detección de encuentros tal que no necesite computar en forma directa la
distancia relativa de los cuerpos (lo cual conduciŕıa nuevamente a un tiempo que escala con
el cuadrado del número de cuerpos). Nuevamente, el esquema de árbol octal, apropiadamente
adaptado, permite resolver en forma satisfactoria este problema. Para completar el método
debemos considerar también la resolución tanto anaĺıtica como numérica del movimiento ke-
pleriano de las part́ıculas en torno al cuerpo principal. Los siguientes caṕıtulos tratan estos
problemas.
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Caṕıtulo 2

Algoritmo de árbol jerárquico

En este caṕıtulo describimos un algoritmo computacionalmente eficiente (y con un planteo
f́ısico claro) para calcular, en un dado instante de tiempo, la interacción gravitatoria sobre cada
part́ıcula de un sistema debido a las restantes part́ıculas del mismo.

2.1. Cómputo numérico de las interacciones

La resolución numérica del problema de N -cuerpos requiere computar, sobre cada part́ıcula
i (i = 1, . . . ,N), la fuerza de interacción gravitatoria ejercida por las restantes N−1 part́ıculas
en un determinado instante de tiempo

F(ri) = −G
N
∑

j=1
(j 6=i)

mimj
(ri − rj)

r3
ij

,

donde rij = |ri − rj |, siendo rk y mk la posición y masa de la k-ésima part́ıcula, respectiva-
mente. En las simulaciones numéricas de la evolución dinámica de sistemas compuestos por
muchos cuerpos, es el cómputo de las interacciones entre los mismos lo que realmente limita
al cálculo numérico y no el número total de pasos de integración que deben realizarse. De este
modo, es fundamental considerar algoritmos numéricos que efectúen en forma eficiente dicho
cómputo.

El primer procedimiento, denominado algoritmo part́ıcula–part́ıcula (PP), consiste sim-
plemente en computar en forma directa todas las interacciones entre las part́ıculas. Si la
interacción de cada par de part́ıculas es tomada en cuenta el cómputo directo requiere un to-
tal de O(N 2) operaciones, dado que para N part́ıculas hay N(N − 1) interacciones. Este tipo
de cómputo es razonable para sistemas que involucran unos pocos de cientos de part́ıculas,
pero como el tiempo de cómputo se incrementa tan rápidamente con el número de part́ıculas,
simulaciones numéricas con miles de part́ıculas resultan computacionalmente costosas y aque-
llas con millones de part́ıculas resultan inalcanzables. Es claro, pues, que para tales sistemas,
debe considerarse un procedimiento alternativo al cómputo directo.

Un segundo procedimiento, denominado algoritmo part́ıcula–malla (PM), determina el
potencial gravitatorio φ, generado por la distribución de N part́ıculas, sobre los nodos de
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2. Algoritmo de árbol jerárquico

una malla regular que cubre la región a considerar. El cómputo es efectuado resolviendo
numéricamente, sobre tal malla, la ecuación de Poisson

∇2φ = 4πGρ,

donde

ρ =
N
∑

i

mi δ(r − ri),

es la densidad de masa del sistema. La fuerza sobre una determinada part́ıcula es entonces
computada interpolando el potencial en la malla a la posición de la part́ıcula. Utilizando los
procedimientos apropiados el número total de operaciones para el cómputo de las interacciones
con éste método es del orden O(N + M log M) donde M es el número de nodos en la malla.
Puesto que en la práctica, debido a limitaciones de memoria en las computadoras disponibles,
M � N , el costo computacional del método resulta proporcional a N . De este modo, el
cálculo de las interacciones se realiza efectivamente con muchas menos operaciones que con el
método PP.

El uso de una malla con un número de nodos pequeño respecto al número de part́ıculas,
provee una limitada resolución de la distribución de masa en la determinación del potencial
gravitatorio, y, por consiguiente un error en el cómputo de las interacciones. Para aumentar la
precisión, el algoritmo part́ıcula–part́ıcula part́ıcula–malla (P3M), corrige el valor obtenido con
la malla incluyendo el cálculo directo de la interacción que ejercen sobre una dada part́ıcula
los vecinos más próximos. La distinción entre interacciones cercanas y lejanas y la búsqueda
de vecinos más próximos constituyen dos aspectos fundamentales en la implementación de
este algoritmo.

Los métodos de malla han probado ser satisfactorios en tanto las part́ıculas se encuentren
distribuidas en forma aproximadamente uniforme sobre una región rectangular del espacio,
pero resultan imprecisos cuando la distribución de part́ıculas es altamente no uniforme y la
geometŕıa del sistema es compleja sin un borde impuesto. Para tales sistemas, si el esfuerzo
computacional requerido en el método PP no limitara drásticamente el número de part́ıculas
del sistema, seŕıa deseable no utilizar una malla y computar la interacción en forma directa.
De hecho, existe una alternativa que efectúa el cálculo sin la utilización de mallas, y con un
esfuerzo de computación menor que el método PP. Tal procedimiento es el llamado algoritmo
de árbol jerárquico octal. Este algoritmo explota el hecho de que el potencial gravitatorio decae
como 1/r, con lo cual las part́ıculas interactúan fuertemente con sus vecinos más próximos,
pero menos información resulta necesaria para describir sus interacciones con part́ıculas más
distantes. Aśı mientras la interacción sobre una part́ıcula debida a otras part́ıculas cercanas es
evaluada en forma directa como una interacción part́ıcula–part́ıcula, la interacción debida a
las part́ıculas más distantes puede considerarse como una interacción directa entre la part́ıcula
y dicho conjunto de part́ıculas distantes, representado como una part́ıcula cuya masa es la
total del grupo colocada en el centro de masa del mismo, como se ilustra en la figura 2.1 .
Por supuesto, esto conduce a una pérdida de información acerca de la distribución espacial de
masa dentro del grupo, lo cual, a su vez, introduce un error en el cómputo de la interacción.
Sin embargo incluyendo los momentos multipolares del grupo, esta información puede ser
recuperada en parte, obteniéndose aśı una muy buena precisión.

Para llevar a cabo esta idea en forma eficiente, el algoritmo construye una estructura
jerárquica que recuerda a un árbol (de aqúı el nombre) a partir de una división particular del
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Figura 2.1. Interacción de una part́ıcula con part́ıculas vecinas y gru-
pos de part́ıculas lejanas.

espacio. Esta estructura de árbol provee una manera sistemática de determinar el grado de
“cercańıa” entre dos diferentes part́ıculas sin calcular expĺıcitamente la distancia entre cada
par de part́ıculas y permite calcular eficientemente los momentos multipolares. El resultado
neto del método es reducir efectivamente el número total de operaciones en el cómputo de las
interacciones a O(N log N).

2.2. Desarrollo multipolar

Puesto que el código de árbol explota al máximo el desarrollo multipolar del campo gravi-
tatorio de un sistema de part́ıculas, deduciremos en esta sección tal desarrollo. Por claridad en
las expresiones utilizaremos letras griegas como α para indicar que la cantidad rotulada con
la misma corresponde a la part́ıcula α-ésima, mientras que reservaremos los ı́ndices latinos
como i, para denotar una de las coordenadas cartesianas x1 = x, x2 = y, x3 = z.

El potencial gravitatorio φ en un punto r = (x1, x2, x3) del espacio, respecto de cierto
sistema de coordenadas, generado por un conjunto de N part́ıculas de masas mα, α = 1, . . . ,N
ubicadas en posiciones rα = (xα,1, xα,2, xα,3), está dado por

φ(r) = −G

N
∑

α=1

mα

|r− rα|
. (2–1)

La distribución de part́ıculas se encuentra contenida por completo dentro de cierta esfera, cuyo
centro tomaremos como origen de coordenadas. Nuestro problema consiste en determinar una
expresión asintótica del potencial (2–1) en puntos r fuera de tal esfera.

La distancia dα = |r−rα| desde el punto de observación r hasta una part́ıcula α, cualquiera
del sistema, es igual a

dα = |r− rα|
=
√

r2 + r2
α − 2r · rα

=
√

r2 + r2
α − 2rrα cos θα.
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Figura 2.2. Geometŕıa para el desarrollo multipolar del potencial gra-
vitatorio de un sistema de part́ıculas.

donde θα es el ángulo formado entre los vectores r y rα, tal como se ilustra en la figura 2.2.
De este modo,

1

dα
=

1

r

1
√

1 + t2α − 2tαµα

, tα =
rα

r
, µα =

r · rα

r rα
= cos θα.

Nótese que |µα| ≤ 1 y, siendo rα < r para todas las part́ıculas, tα < 1. Por lo tanto es válido
el desarrollo

1

dα
=

1

r

∞
∑

n=0

tnαPn(µα), (2–2)

donde Pn(x) es el polinomio de Legendre de n-ésimo grado.

Sustituyendo el desarrollo (2–2) en (2–1), obtenemos

φ(r) = −G

r

∞
∑

n=0

N
∑

α=1

mαtnαPn(µα) = φ1 + φ2 + φ3 + · · ·

= −G

r

N
∑

α

mα − G

r2

N
∑

α

mαrαP1(µα) − G

r3

N
∑

α

mαr2
αP2(µα) + · · · .

(2–3)

El primer término en (2–3) es igual a

φ1 = −GM

r
, (2–4)
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donde M =
∑

α mα es la masa total del sistema de part́ıculas. Este término del desarrollo
es conocido como término monopolar y nos da la primera aproximación para el potencial en
puntos r suficientemente alejados de la configuración.

Para analizar el segundo término en (2–3), notemos que dentro de la suma

mαrαP1(µα) = mαrαµα = mα
r · rα

r
=

1

r

3
∑

i=1

mαxα,ixi.

Luego

φ2 = −G

r3

3
∑

i=1

Dixi = −GM

r3

3
∑

i=1

xix̄i, (2–5)

donde

Di =
N
∑

α=1

mαxα,i = Mx̄i, i = 1, 2, 3, (2–6)

son los momentos dipolares del sistema de part́ıculas, y r̄ = (x̄1, x̄2, x̄3) las coordenadas de su
centro de masa. Si el origen de coordenadas del sistema de referencia se sitúa en el centro de
masa de la configuración (r̄ = 0), entonces los momentos dipolares son nulos, y la contribución
dipolar φ2 al desarrollo asintótico del potencial es nula:

φ2 = 0. (2–7)

Consideremos finalmente el tercer término del desarrollo (2–3). Su sumando es

mαr2
αP2(µα) = mαr2

α

3µ2
α − 1

2
=

mα

2r2

[

3(r · rα)2 − r2
αr2
]

.

Escribiendo

r2 =

3
∑

i=1

x2
i =

∑

i,j

δijxixj,

(r · rα)2 =

( 3
∑

i=1

xixα,i

)( 3
∑

j=1

xjxα,j

)

=

3
∑

i,j

xixjxα,ixα,j,

tenemos que

mαr2
αP2(µα) =

mα

2r2

∑

i,j

(

3xα,ixα,j − r2
αδij

)

xixj ,

con lo cual se obtiene la siguiente expresión para φ3

φ3 = − G

2r5

3
∑

i,j

Qijxixj,

donde

Qij =

N
∑

α

mα

(

3xα,ixα,j − r2
αδij

)

i, j = 1, 2, 3, (2–8)
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2. Algoritmo de árbol jerárquico

son los momentos cuadrupolares de la distribución de part́ıculas. Las nueve componentes Qij

constituyen un tensor de segundo orden simétrico y de traza nula

Qij = Qji,
∑

i

Qii = 0.

De este modo sólo cinco de las nueve componentes son independientes, con lo que sólo se
requiere computar cinco de ellas. Expresando Q33 en términos de las otras dos componentes
diagonales

Q33 = −Q11 − Q22,

y utilizando la simetŕıa del tensor para las componentes no diagonales, podemos escribir φ3

en la forma

φ3 = − G

2r5

[(

x2
1 − x2

3

)

Q11 +
(

x2
2 − x2

3

)

Q22 + 2x1x2Q12 + 2x1x3Q13 + 2x2x3Q23

]

. (2–9)

En virtud de las ecuaciones (2–4), (2–7) y (2–9), la expresión asintótica del potencial (2–3),
ubicando el origen de coordenadas en el centro de masa del sistema de part́ıculas, está dada
por

φ(x1, x2, x3) = −GM

r
− G

2r5

[

(

x2
1 − x2

3

)

Q11 +
(

x2
2 − x2

3

)

Q22

+2x1x2Q12 + 2x1x3Q13 + 2x2x3Q23

]

, (2–10)

M =

N
∑

α=1

mα, Qij =

N
∑

α=1

mα

(

3xα,ixα,j − r2
αδij

)

.

La fuerza por unidad de masa f = (f1, f2, f3) que experimenta una part́ıcula ubicada en
r por la interacción con el sistema de part́ıculas está dada por la derivada del potencial φ

f(r) = −∇φ(r). (2–11)

Utilizando la expresión asintótica (2–10) de φ, obtenemos para las componentes del vector
fuerza f los desarrollos asintóticos
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2.3. Construcción del árbol

f1(x1, x2, x3) = G

{

−M

r3
x1 −

5

2r7
x1

[

(

x2
1 − x2

3

)

Q11 +
(

x2
2 − x2

3

)

Q22

+2x1x2Q12 + 2x1x3Q13 + 2x2x3Q23

]

+
1

r5

[

x1Q11 + x2Q12 + x3Q13

]

}

, (2–12a)

f2(x1, x2, x3) = G

{

−M

r3
x2 −

5

2r7
x2

[

(

x2
1 − x2

3

)

Q11 +
(

x2
2 − x2

3

)

Q22

+2x1x2Q12 + 2x1x3Q13 + 2x2x3Q23

]

+
1

r5

[

x1Q12 + x2Q22 + x3Q23

]

}

, (2–12b)

f3(x1, x2, x3) = G

{

−M

r3
x3 −

5

2r7
x3

[

(

x2
1 − x2

3

)

Q11 +
(

x2
2 − x2

3

)

Q22

+2x1x2Q12 + 2x1x3Q13 + 2x2x3Q23

]

+
1

r5

[

x1Q13 + x2Q22 − x3 (Q11 + Q22)

]

}

. (2–12c)

2.3. Construcción del árbol

La implementación del código de árbol requiere, en primer lugar, establecer una división
jerárquica del espacio ocupado por el sistema de part́ıculas que permita, posteriormente, dis-
cernir las próximas de las lejanas a una dada part́ıcula. Siguiendo al trabajo original de Barnes
& Hut (1986), comenzamos con una celda cúbica vaćıa suficientemente grande para contener
todo el sistema de part́ıculas. Las part́ıculas son entonces colocadas (cargadas, en la jerga)
en esta celda ráız (en inglés, root) una a la vez. Si dos part́ıculas caen en la misma celda (lo
que sucederá tan pronto como la segunda part́ıcula sea cargada en la celda ráız), la celda se
divide en subceldas teniendo éstas exactamente la mitad de largo, ancho y alto que la celda
que las genera. Esto significa que, en tres dimensiones, la celda original es dividida en ocho
subceldas (de aqúı el calificativo de octal al árbol). Si dos part́ıculas caen aún en una misma
subcelda, ésta es dividida recursivamente hasta que las part́ıculas estén ubicadas en diferen-
tes compartimientos. Entonces, la siguiente part́ıcula es cargada y el mismo procedimiento
comienza nuevamente desde la celda ráız. Cuando las N part́ıculas hayan sido cargadas, el
espacio que ocupa el sistema habrá sido particionado en un determinado número de celdas
cúbicas de diferentes tamaños, con al menos una part́ıcula por celda. La estructura de árbol
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2. Algoritmo de árbol jerárquico

PSfrag replacements

1

2

2

3

4

5 5

6

6 6
7

8

8

x

y
z

PSfrag replacements

1

2

3

4

5

6

78
x
y

z

(a) z < 0

PSfrag replacements

1

2

3

4

5

6

7

8
x
y

z

(b) z > 0

Figura 2.3. Rotulación de las subceldas descendientes de una celda.

proviene de asignar, en un dado nivel del proceso de división, “hojas” y “ramas”: una hoja
apunta a una part́ıcula y una rama a una celda que ha sido subdividida. En cada paso de
división la estructura del árbol es aumentada en un nivel de la jerarqúıa. Debeŕıa ser claro
que, a diferencia de los métodos basados en mallas, la subdivisión del espacio obtenida por
este algoritmo se ajusta automáticamente a la distribución espacial de las part́ıculas.

El árbol puede ser descrito mediante un arreglo bidimensional (matriz) como sigue. En
primer lugar cada nodo del árbol (“rama” y “hoja”) es rotulado con un cierto ı́ndice que
identifica su naturaleza. En nuestra implementación, cada hoja del árbol, que es una part́ıcula
del sistema, es rotulada con un número entero positivo i = 1, . . . N , donde N es el número
total de part́ıculas del sistema. De la misma manera, cada rama del árbol, que es una celda
de un dado nivel de división, es rotulada con un número entero positivo i que comienza a
contarse a partir del valor INICELDAS = MAXCUERPOS + 1, donde MAXCUERPOS es un número
máximo de part́ıculas del sistema fijado de antemano. De este modo, si i < INICELDAS, el
i-ésimo nodo del árbol es una hoja (part́ıcula); en caso contrario, es una celda. Ahora nótese
que, en un dado nivel de construcción del árbol, cada celda que se subdivide, genera ocho
posibles celdas del siguiente nivel de jerarqúıa, cada una de las cuales apuntará a un cuerpo,
a otra celda, o quedará vaćıa. Esta información sobre la estructura del árbol es almacenada
en la fila i-ésima del arreglo subceldas para cada celda i del árbol:

subceldas(i,j) j = 1, . . . , 8

i = INICELDAS, INICELDAS+1, · · · . El ı́ndice j, que recorre los valores enteros de 1 a 8, indica
la subcelda descendiente de la celda dada según el esquema de la figura 2.3. La elección de
tal esquema de identificación será clara pronto.

Durante la carga de las part́ıculas, la división del espacio y construcción del árbol llena el
arreglo subceldas. El proceso para un cuerpo dado, esquematizado en el diagrama de flujo
de la figura 2.4, puede ser descrito como sigue.
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Figura 2.4. Diagrama de flujo del proceso de cargado de un cuerpo en
la estructura del árbol.
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2. Algoritmo de árbol jerárquico

Para cargar la part́ıcula de ı́ndice p seguir los siguientes pasos.

Paso 1. Tomar como celda i-ésima la celda correspondiente a la ráız.

Paso 2. Determinar en qué subcelda descendiente de la celda i está ubicado el cuerpo p. Sea
tal subcelda la j-ésima.

Paso 3. Determinar si tal subcelda está ocupada (ya sea por una part́ıcula u otra celda).

Paso 4. Si no está ocupada continuar con el paso 4-a, de lo contrario, proceder al paso 4-b.

Paso 4-a. Se encontró un lugar en la estructura del árbol para la part́ıcula p en la
subcelda j-ésima de la celda i. Esto es, subcelda(i,j)=p y la part́ıcula
resulta cargada.

Paso 4-b. Determinar si la subcelda está ocupada por una part́ıcula u otra celda.
Si está ocupada por una part́ıcula proceder con el paso 5. De lo contrario
está ocupada por una celda y seguir con el paso 6.

Paso 5. Subdividir la subcelda j de la celda i, creando una nueva celda de ı́ndice l, y enton-
ces:

Almacenar la part́ıcula q que está en la subcelda j de la celda i en la apropiada
subcelda de la nueva celda. Para ello determinar cual es la subcelda de la nueva
celda que ocupa. Si ésta es la k-ésima entonces subcelda(l,k)=q

Mantener vinculado el árbol almacenando en la subcelda j de la celda original
el ı́ndice l correspondiente a la nueva celda: subcelda(i,j)=l.

Continuar ahora con el paso 6.

Paso 6. El nodo indexado por la subcelda j de la celda i, es una celda. Tomando como celda
dicha rama: i=subcelda(i,j) avanzar al siguiente nivel de jerarqúıa volviendo al
paso 2.

Estos pasos deben realizarse para cada una de las part́ıculas del sistema. En el paso 5
el proceso de crear una nueva celda en el árbol consiste a su vez en un procedimiento, im-
plementado, por ejemplo, como una función crearcelda, que devuelve el siguiente ı́ndice l
disponible para rotular celdas. Además inicializa a cero los contenidos de subceldas(l,j)

de cada una de las subceldas j de la nueva celda*. Con ésto, para determinar, en el paso 3,
si la celda j-ésima de una celda i está ocupada, es suficiente preguntar si el contenido de
subceldas(i,j) es distinto de cero. En tanto que, con nuestra convención sobre los ı́ndices
de los nodos del árbol, para determinar en el paso 4-b si la subcelda j-ésima de la celda i está
ocupada por una part́ıcula u otra celda, se examina el contenido ij del arreglo subceldas.
Si q=subceldas(i,j) < INICELDAS entonces el nodo de ı́ndice q es una part́ıcula, en caso
contrario es una celda. Finalmente, tanto en el paso 2 como el paso 5 se requiere contar con
un procedimiento que permita determinar rápidamente en que subcelda descendiente de una
celda dada se encuentra una part́ıcula contenida en tal celda. Este procedimiento, implemen-
tado como una función subindice de dos argumentos: la part́ıcula y la celda, procede como

* Nótese que esta función debe ser llamada también antes de iniciar el proceso de cargado de los cuerpos para
crear la celda ráız, la cual tendrá el ı́ndice INICELDAS.
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2.4. Adornado del árbol

subceldas

nivel celda 1 2 3 4

0 11 17 12 10 13

1 12 0 1 0 2
13 15 14 0 0
17 0 7 9 8

2 14 4 0 0 3
15 16 0 0 0

3 16 6 0 0 5

PSfrag replacements

1

2

3

4

Tabla 2.1. Estructura del árbol correspondiente a la figura 2.6. Las
subceldas descendientes de una celda son rotuladas como se indica en
la figura.

sigue*.

Sean (x1,p, x2,p, x3,p) las coordenadas de la part́ıcula p-ésima respecto al centro geométrico de
la celda i-ésima que lo contiene. Para determinar el ı́ndice j de la subcelda descendiente de
la celda i-ésima que ocupa la part́ıcula seguir los siguientes pasos.

Paso 1. Tomar j = 1

Paso 2. Para k = 1, 2, 3
Si xk,p > 0 tomar j = j + 23−k

Paso 3. Tomar subindice(p,i) = j

Para ilustrar el proceso de construcción del árbol, consideremos un conjunto de diez part́ı-
culas en el plano. El conjunto de figuras 2.5 y 2.6 muestran el proceso de división, en tanto que
la tabla 2.1 da la estructura matricial final del árbol. Las celdas son rotuladas de la manera
indicada anteriormente, tomando MAXCUERPOS= 10, con lo que la celda ráız tiene a 11 por
ı́ndice. Nótese, sin embargo, que en dos dimensiones una celda consta de cuatro subceldas y
no ocho como en el caso tridimensional. Además, el ı́ndice que identifica una subcelda dentro
de una celda toma, en dos dimensiones, uno de los valores enteros de 1 a 4, según el esquema
de la figura en la tabla 2.1.

2.4. Adornado del árbol

Con la estructura del árbol construida, cada ı́ndice de un nodo correspondiente a una
part́ıcula sirve de rótulo para las propiedades f́ısicas de la misma, a saber, la masa y posición.
De la misma manera es necesario que cantidades semejantes sean calculada y guardadas para
cada nodo del árbol correspondiente a una celda (rama), debido a que tal información es

* Es este algoritmo el que origina la identificación de las subceldas de un celda según el esquema de la figura 2.3.
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Figura 2.5. Construcción del árbol para un conjunto de diez cuerpos
en la geometŕıa bidimensional (continuación).
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Figura 2.5. Construcción del árbol para un conjunto de diez cuerpos
en la geometŕıa bidimensional (continuación).
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Figura 2.6. Construcción final del árbol para un conjunto de diez cuer-
pos en la geometŕıa bidimensional.

requerida para el cálculo de las interacciones. Espećıficamente, se necesita conocer la masa,
la posición del centro de masa y los momentos cuadrupolares de la distribución de part́ıculas
contenida dentro de cada celda*. Este proceso de “adornar” el árbol puede realizarse eficien-
temente propagando la información conocida en las hojas (part́ıculas) hacia la ráız del árbol.
Aśı, comenzando desde el nivel de jerarqúıa más alto, la masa, posición del centro de masa
y momentos cuadrupolares de una celda son obtenidos a partir del conocimiento de estas
cantidades en sus subceldas descendientes. Este procedimiento recursivo mantiene el esfuerzo
de cómputo al mı́nimo.

En un dado nivel de jerarqúıa, la masa M de una celda es obtenida simplemente sumando
las masas M s de sus subceldas descendientes:

M =
∑

s

M s (2–13)

en tanto que la posición r̄ de su centro de masa es obtenida por la suma pesada de las
posiciones r̄s de los centros de masa de sus subceldas:

r̄ =

∑

s M sr̄s
∑

s M s
(2–14)

El cálculo de los momentos cuadrupolares de una celda a partir de los momentos respecti-
vos de sus subceldas descendientes no es tan simple, debido a que tales cantidades dependen
de la elección del origen de coordenadas**.

* Dado que tratamos con fuerzas gravitatorias, los momentos dipolares se anulan al calcularlos relativos al
centro de masa. ** Un teorema general nos dice que en el desarrollo multipolar del potencial φ para una
distribución arbitraria de masa (o carga, en el caso de considerar interacciones electrostáticas) los valores del
primer término multipolar no nulo son independientes de la elección del origen de coordenadas, en tanto que
los valores de todos los términos multipolares superiores dependen en general de la elección del origen. Puesto
que, para la interacción gravitatoria, la masa total del sistema es una cantidad siempre no nula, esto significa
que sólo el término monopolar es independiente del origen. De hecho, esto es lo que nos permite obtener la
masa total de la celda sumando simplemente las masas de las subceldas descendientes.
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Figura 2.7. Geometŕıa en el cómputo de los momentos cuadrupolares
de un grupo de pseudo-part́ıculas.

Para deducir la fórmula apropiada consideremos, como se ilustra en la figura 2.7, el cómpu-
to de los momentos cuadrupolares Qij de un grupo de part́ıculas a partir del conocimiento del
valor de los mismos en diferentes subgrupos. Inicialmente, los momentos Qs

ij de un subgrupo
s son calculados respecto de su correspondiente centro de masa

Qs
ij =

∑

α

mα

(

3xα,ixα,j − r2
αδij

)

,

donde la suma corre sobre las part́ıculas del subgrupo s. La posición r̄s del centro de masa
del subgrupo s difiere de la posición r̄ del centro de masa de todo el grupo en el vector

ds = r̄s − r̄. (2–15)

De este modo, para computar los momentos cuadrupolares Q
′s
ij del subgrupo s respecto al

centro de masa del grupo debemos considerar una traslación de origen, desplazando las coor-
denadas de las part́ıculas en ds = (xs,1, xs,2, xs,3)

r′α = rα + ds.

Tal traslación conduce a

Q
′s
ij =

∑

α

mα

[

3(xα,i + xs,i)(xα,j + xs,j) − δij

∑

k

(xα,k + xs,k)
2

]

=
∑

α

mα

[

3xα,ixα,j − r2
αδij

]

+ 3xs,ixs,j

∑

α

mα − δijd
2
s

∑

α

mα

+ 3xs,j

∑

α

mαxα,i + 3xs,i

∑

α

mαxα,j − 2δij

∑

k

xs,k

∑

α

mαxα,k
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2. Algoritmo de árbol jerárquico

y puesto que los momentos dipolares del subgrupo respecto a su centro de masa son nulos,
obtenemos

Q
′s
ij = Qs

ij + 3xs,ixs,jM
s − δijd

2
sM

s.

Ahora, con los momentos de los subgrupos computados respecto al centro de masa del gru-
po, los momentos cuadrupolares del mismo son obtenidos sumando sobre los valores de los
subgrupos:

Qij =
∑

s

(

Qs
ij + 3xs,ixs,jM

s − δijd
2
sM

s

)

. (2–16)

Las ecuaciones 2–15 y 2–16 nos permiten computar los momentos cuadrupolares de una
celda a partir del conocimiento de los momentos de sus subceldas descendientes y los vectores
de desplazamiento ds. Junto con la masa total y el centro de masa, dados por las ecuacio-
nes 2–13 y 2–14, estas cantidades describen (a segundo orden) la distribución de masa de las
part́ıculas contenidas en la celda, definiendo lo que podemos llamar una “pseudo-part́ıcula”.

Para la implementación, en el código de árbol, del cálculo de los momentos almacena-
mos para cada nodo i del árbol (part́ıculas y celdas) la masa y posición del mismo en las
componentes masa(i) y r(i) de sendos arreglos. De este modo, mientras que para un nodo
correspondiente a una part́ıcula (i < INICELDAS), estos arreglos guardan su masa y posición,
para un nodo correspondiente a una celda (i ≥ INICELDAS) guardan la masa total y posición
del centro de masa de las part́ıculas contenidas en tal celda. Por otra parte, los cinco términos
cuadrupolares de una celda son almacenados en las componentes

mcuad(i,k) k = 1, . . . , 5,

del arreglo bidimensional mcuad, para cada celda i = INICELDAS, INICELDAS + 1, . . . , de
manera tal que

mcuad(i,k) = Qmn siendo k = (m − 1)(3 − 1) + n.

Expĺıcitamente,

mcuad(i,1) = Q11,

mcuad(i,2) = Q12,

mcuad(i,3) = Q13,

mcuad(i,4) = Q22,

mcuad(i,5) = Q23.

El proceso de cálculo de los términos monopolares y cuadrupolares de las celdas del árbol
puede, entonces, ser descrito como sigue.
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2.5. Cómputo de las interacciones

Para computar los términos monopolares de las celdas del árbol seguir los siguientes pasos.

Paso 1. Para cada nivel l de jerarqúıa del árbol, comenzando desde el nivel más alto seguir
los pasos 1–5.

Paso 2. Para cada celda i del nivel l seguir los pasos 2–5.

Paso 3. Inicializar acumuladores:
masa(i)=0

r(i) = 0

Paso 4. Para cada subcelda j no vaćıa de la celda i tomar
masa(i) = masa(i) + masa(j)

r(i) = r(i) + r(j)

Paso 5. Tomar r(i) = r(i)/masa(i).

Para computar los términos cuadrupolares de las celdas del árbol seguir los siguientes pasos.

Paso 1. Para cada nivel l de jerarqúıa del árbol, comenzando desde el nivel más alto seguir
el paso 2.

Paso 2. Para cada celda i del nivel l seguir los pasos 3–4.

Paso 3. Inicializar acumuladores:
mcuad(i,k) = 0 k = 1, . . . , 5

Paso 4. Para cada subcelda j no vaćıa de la celda i seguir los pasos 5–6.

Paso 5. Calcular ds = (xs,1, xs,2, xs,3) = r(j) − r(i)

Paso 6. Para m = 1, . . . , 4 y n = m, . . . , 5
Tomar k = 2(m − 1) + n
mcuad(i,k) = mcuad(i,k)+

3 xs,mxs,nmasa(j)− δmnd
2
smasa(j)

Si la subcelda j es una celda agregar su momento:
mcuad(i,k) = mcuad(i,k) + mcuad(j,k)

Los procedimientos anteriores presuponen el conocimiento de cuales son las celdas corres-
pondientes a un nivel de jerarqúıa del árbol. Sin embargo, ésto puede reemplazarse por un
simple bucle sobre las celdas si éstas son ordenadas por tamaño creciente en base a la lon-
gitud de sus lados (información disponible en nuestra implementación del código, ya que es
requerida para el cómputo de las interacciones).

La figura 2.8 ilustra gráficamente los resultados del primer procedimiento en el cálculo de
la masa total (denotada por el tamaño del śımbolo) y centro de masa de las pseudo-part́ıculas
en las celdas de los distintos niveles del árbol de nuestro ejemplo bidimensional de la tabla 2.1.

2.5. Cómputo de las interacciones

Una vez que el árbol ha sido construido y “adornado”, esta estructura es ahora utilizada
para computar la interacción gravitatoria sobre cada part́ıcula del sistema. La idea subyacente
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2. Algoritmo de árbol jerárquico

(a) (b) nivel l = 3

(c) nivel l = 2 (d) nivel l = 1

(e) nivel l = 0

Figura 2.8. Masa total y cen-
tro masa para las pseudo-part́ıculas
(rombos) a partir de las part́ıculas
(ćırculos) en diferentes niveles de la
jerarqúıa del árbol de la figura 2.6.
El tamaño del śımbolo es proporcio-
nal a la masa de la pseudo-part́ıcula.
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2.5. Cómputo de las interacciones

PSfrag replacements
d

s
δ

Figura 2.9. Criterio de aceptación de pseudo-part́ıculas.

es incluir las contribuciones de las part́ıculas cercanas como una interacción directa part́ıcula–
part́ıcula, mientras que las contribuciones de part́ıculas lejanas es tomada en cuenta a través
de las celdas que las incluyen, esto es, como un grupo de part́ıculas (pseudo-part́ıculas). Este
esquema tiene la ventaja de retener el concepto de interacción part́ıcula–objeto (donde objeto
es otra part́ıcula o una pseudo-part́ıcula), pero el tiempo de cálculo es reducido significativa-
mente respecto del cómputo directo de una part́ıcula con todas.

Por supuesto, se plantea el problema de decidir cuando agrupar las part́ıculas. El criterio
más simple, introducido originalmente por Barnes y Hut, procede como sigue. Para cada
part́ıcula el cálculo de la interacción comienza en la ráız del árbol. El tamaño, s, de la celda a
la que apunta una rama dada del árbol es comparado con la distancia d de la part́ıcula bajo
consideración al centro de masa de la celda. Si la relación

s/d < θ (2–17)

se satisface, donde θ es un parámetro de tolerancia prefijado, entonces la estructura interna de
la celda es ignorada y su contribución a la interacción (a través de los términos monopolares
y cuadrupolares ya calculados) es agregada a la interacción total sobre la part́ıcula. Por el
contrario, si el criterio no se satisface, la celda es resuelta en sus descendientes, cada una de
los cuales es recursivamente examinada de acuerdo al criterio y, si es necesario, se vuelve a
examinar más profundo en su estructura. Aśı, este procedimiento asciende a través del árbol,
hasta que, ya sea el criterio se satisface o bien una hoja (esto es, una part́ıcula) es alcanzada.
En este último caso se computa la interacción part́ıcula–part́ıcula en forma directa. Dado
que el valor de θ determina cuan profundo se explora la estructura del árbol, lo podemos
denominar parámetro de expansión del árbol.

El criterio original (2–17), no distingue la distribución de las part́ıculas dentro de la celda,
de modo que la contribución de una configuración donde una gran concentración de masa se
localice en una de las esquinas será computada erróneamente. Para reducir este inconveniente,
una alternativa, que implementamos en nuestro código, computa además la distancia δ entre
el centro geométrico y el centro de masa de la celda, y considera entonces como criterio para
no expandir la celda la relación (Barnes, 1993,1994).

s/θ + δ < d (2–18)

La geometŕıa de este criterio es ilustrada en la figura 2.9.

El procedimiento del cómputo de la interacción sobre un cuerpo dado del sistema es
ilustrado en el diagrama de flujo de la figura 2.11 y puede ser descrito como sigue. Los
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2. Algoritmo de árbol jerárquico

PSfrag replacements
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3

Figura 2.10. Representación gráfica de una pila.

ı́ndices de los nodos del árbol a examinar durante el proceso son guardados en un arreglo
unidimensional que sirve como pila. Esto es, los ı́ndices de los nodos conforme se explora
el árbol desde la celda ráız son puestos uno “encima” del otro y extráıdos para su examen
comenzando por la posición superior, como se ilustra gráficamente en la figura 2.10.

Para computar la interacción gravitatoria sobre el cuerpo p-ésimo seguir los siguientes pasos:

Paso 1. Poner la celda ráız en la pila a examinar:
indice=1

pila(indice)=root

Paso 2. Mientras haya nodos en la pila seguir los pasos 3–5. De lo contrario terminar.

Paso 3. Extraer el nodo superior de la pila:
i=pila(indice)

indice=indice-1

Paso 4. Computar distancia al nodo: d = r(p) − r(i)

Paso 5. Si el nodo es un cuerpo (i < INICELDAS), seguir con el paso 5-a. De lo
contrario es una celda y seguir con el paso 5-b.

Paso 5-a. Si i 6= p (evitar auto-interacción) computar la interacción entre
las part́ıculas i y p y agregarla a la interacción total.

Paso 5-b. Si la celda verifica el criterio de no expansión proseguir con el
paso 6-a, de lo contrario, seguir con el paso 6-b.

Paso 6-a. Computar la interacción entre la celda i y la part́ı-
cula p y agregarla a la interacción total.

Paso 6-b. Poner las subceldas descendientes de la celda i en la
pila para examinarlas:
Para j = 1, . . . , 8 si subceldas(i,j) 6= 0 tomar
indice=indice+1

pila(indice)=subceldas(i,j)

Este procedimiento debe realizarse para cada part́ıcula del sistema. El cómputo de la
interacción entre part́ıculas del paso 5-a es realizado en forma directa, mientras que la in-
teracción entre part́ıcula–celda (pseudo-part́ıcula) es efectuada de acuerdo a los desarrollos

42



2.5. Cómputo de las interacciones
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Poner celda root en pila:
indice=1
pila(indice)=root

¿indice≥1?

Interacción computada

Extraer nodo de pila:

i=pila(indice)
indice=indice-1

Computar distancia
al nodo:
d = r(p) − r(i)

¿i<INICELDAS?

¿i 6=p? ¿s/θ + δ < d?

Agregar interacción
cuerpo p-cuerpo i

Agregar interacción
cuerpo p-celda i

Poner subceldas en pila:
Para j=1,...,8
indice=indice+1
pila(indice)=subceldas(i,j)

NONO

NO

NO

SISI

SI

SI

Figura 2.11. Diagrama de flujo del proceso de cómputo de la interac-
ción sobre un cuerpo p con la estructura del árbol.
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2. Algoritmo de árbol jerárquico

asintóticos (2–12) y el conocimiento de los términos monopolares y cuadrupolares de la celda.

Para un valor no nulo de θ el esfuerzo computacional en el cálculo de las interacciones
de las N part́ıculas de un sistema resulta ser efectivamente del mismo orden que el reque-
rido para la construcción del árbol, esto es, O(N log N). Aśı el tiempo de cálculo se reduce
significativamente para sistemas con un gran número de part́ıculas respecto del tiempo co-
rrespondiente si se aplicara el método PP. Por otra parte, nótese también que el esfuerzo
computacional no es sólo una función del número de part́ıculas del sistema bajo estudio, sino
que también depende fuertemente de la elección del parámetro de expansión θ. Es claro, del
criterio (2–17) que la situación extrema θ = 0 es equivalente a calcular todas las interacciones
en forma directa, part́ıcula a part́ıcula, requiriendo pues un esfuerzo de cómputo O(N 2). La
otra situación extrema, θ → ∞, produce, por otro lado, una muy baja resolución espacial,
con la interacción calculada solamente entre part́ıculas y grandes grupos de part́ıculas, lo cual
aunque es muy rápido, es extremadamente impreciso. Este conflicto en la elección del valor
de θ puede ser esquematizado como sigue.

0 - ∞
parámetro de expansión θ

Alta
resolución

�
Baja
resolución

interacción
part́ıcula–
part́ıcula

-

interacción
part́ıcula–
pseudo-part́ıcula

N2 - N log N - N

Ciertamente el valor óptimo del parámetro θ debeŕıa ser aquel que dé un rápido cálculo
de la interacción y alta precisión. En la práctica, para sistemas sin bordes impuestos, valores
de θ entre 0.3 y 1, dependiendo del problema, han demostrado ser valores adecuados.

La figura 2.12 ilustra la interacción de una dada part́ıcula con las restantes part́ıculas
o pseudo-part́ıculas para diferentes valores del parámetro de expansión θ del árbol de la
figura 2.6, considerando para expandir o no una celda el criterio original (2–17) de Barnes y
Hut.

44



2.5. Cómputo de las interacciones

(a) θ = 0.0 (b) θ = 0.5

(c) θ = 1.0

Figura 2.12. Interacción para una dada par-
t́ıcula (ćırculo vaćıo) con otras part́ıculas
(ćırculos llenos) o pseudo-part́ıculas (rombos
llenos) para diferentes valores del parámetro
de expansión θ del árbol de la figura 2.6.
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Caṕıtulo 3

Búsqueda de vecinos próximos y
encuentros

En este caṕıtulo describimos cómo la estructura de árbol jerárquico puede ser utilizada para
determinar, en un dado instante de tiempo, situaciones de encuentro entre las part́ıculas de un
sistema.

3.1. Búsqueda de vecinos próximos

Cualquiera sea el criterio que determine cuándo un encuentro entre dos part́ıculas ocurre
o no, descansará, en definitiva, en determinar los vecinos próximos a una part́ıcula dentro de
una cierta distancia. Ahora bien, verificar en forma directa la distancia que separa a cada
par de part́ıculas, entre un conjunto de N part́ıculas, es un procedimiento que demanda un
costo computacional de O(N 2). Ciertamente, para un sistema de muchas part́ıculas el proce-
dimiento, al igual que el método directo para el cómputo de las interacciones, es prohibitivo. A
continuación veremos como el método de árbol jerárquico permite construir un procedimiento
más eficiente para la búsqueda de vecinos próximos (Hernquist & Katz, 1989).

Considérese el problema de determinar para una dada part́ıcula p, los vecinos próximos
dentro de una distancia h. Para la búsqueda con la estructura del árbol, la esfera de radio h
centrada en la part́ıcula p, es encerrada dentro de un cubo de lados 2h. El árbol es construido
en la manera usual, almacenando los tamaños de las celdas y las posiciones de sus centros
geométricos (aunque no hay necesidad de“adornarlo”). Comenzando con la celda ráız, el árbol
es entonces recorrido de manera análoga al procedimiento del cómputo de las interacciones.
La diferencia es que, ahora, el criterio de expansión es reemplazado por la cuestión de si el
cubo de búsqueda se traslapa con el cubo de la celda examinada, tal como se ilustra en la
figura 3.1. Si tal traslapación no ocurre, entonces la rama del árbol bajo tal celda no contiene
vecinos próximos y la búsqueda sobre la misma es detenida. Si, por el contrario, la traslapación
ocurre, la celda es dividida en sus subceldas y la búsqueda continúa sobre el siguiente nivel
de jerarqúıa de tal rama. Si la celda que se traslapa con el cubo de búsqueda es una hoja
(esto es, la celda apunta a una part́ıcula y no a otras celdas), se verifica si tal part́ıcula yace
efectivamente dentro de la distancia h a la part́ıcula p. Si este es el caso, tal part́ıcula es
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Figura 3.1. Traslapación de una celda con el cubo de búsqueda.

agregada a la lista de vecinos próximos de la part́ıcula p. Este procedimiento es efectuado
sobre todas las ramas del árbol.

El procedimiento puede ser descrito como sigue, e ilustrado en el diagrama de flujo de la
figura 3.2.

Para determinar los vecinos próximos, dentro de la distancia h, del cuerpo p-ésimo seguir los
siguientes pasos:

Paso 1. Poner la celda ráız en la pila a examinar:
indice=1

pila(indice)=root

Paso 2. Mientras haya nodos en la pila seguir los pasos 3–4. De lo contrario, la lista de
vecinos próximos está terminada.

Paso 3. Extraer el nodo superior de la pila:
i=pila(indice)

indice=indice-1

Paso 4. Si el nodo es un cuerpo (i < INICELDAS), seguir con el paso 4-a. De lo
contrario es una celda y seguir con el paso 4-b.

Paso 4-a. Si i 6= p (evitar autointeracción), computar la distancia d =
|r(i) − r(p)| al cuerpo i y continuar con el paso 5.

Paso 5. Si d ≤ h agregar la part́ıcula i a la lista de vecinos
próximos de la part́ıcula p.

Paso 4-b. Computar las magnitudes de las diferencias de coordenadas
∆xk = |rgeo(i) − r(p)|k, k = 1, 2, 3 al centro geométrico de
la celda i y proseguir con el paso 6.

Paso 6. Si la celda se traslapa con el cubo de búsqueda, esto es,
si ∆xk ≤ s/2 + h para k = 1, 2, 3, poner las subceldas
descendientes de la celda i en la pila para examinarlas:
Para j = 1, . . . , 8 si subceldas(i,j) 6= 0 tomar
indice=indice+1

pila(indice)=subceldas(i,j)
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Poner celda root en pila:
indice=1
pila(indice)=root

¿indice≥1?

Lista de vecinos completa

Extraer nodo de pila:

i=pila(indice)
indice=indice-1
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Figura 3.2. Diagrama de flujo del proceso de búsqueda de vecinos pró-
ximos de un cuerpo p con la estructura del árbol.
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3. Búsqueda de vecinos próximos y encuentros

Este procedimiento debe realizarse para cada part́ıcula del sistema.

3.2. Determinación de encuentros

En cada paso de integración necesitamos conocer qué part́ıculas están en una situación
de encuentro, la cual es definida como sigue. Con cada part́ıcula del sistema se asigna una
distancia rcrit que determina la distancia máxima a la que un encuentro puede ocurrir. Cierta-
mente, su elección es cŕıtica, puesto que si rcrit es escogido demasiado pequeño, los encuentros
no serán determinados apropiadamente, en tanto que, si por el contrario, rcrit es demasiado
grande, el costo computacional de seguir los encuentros estará por encima de la precisión
global del integrador. En la práctica, rcrit es escogido, para cada cuerpo, proporcional a su
radio de Hill RH , definido como

RH = a

(

m

3m0

)1/3

, (3–1)

donde a es el semieje mayor de la órbita kepleriana de la part́ıcula en cuestión, de masa m,
en torno al cuerpo central de masa m0. Siguiendo a otros autores (Levison & Duncan, 1994;
Duncan et. al. , 1998; Chambers 1999; Brunini & Melita, 2002) el factor de proporcionalidad
usualmente considerado es 3. Para el análisis de un encuentro particular entre dos part́ıculas,
rcrit es el mayor de los valores correspondientes a las dos part́ıculas consideradas. De este
modo, para una part́ıcula i, las part́ıculas j que están en encuentros con i, son aquellas para
las cuales la distancia relativa rij = |ri − rj | satisface la condición de encuentro:

rij < máx (rcriti
, rcritj

). (3–2)

La lista de encuentros para cada cuerpo i puede entonces obtenerse determinando, en
primer lugar, sus vecinos próximos a la distancia h, donde h es el valor máximo de todos los
rcrit de las part́ıculas del sistema. Es claro que, entonces, los encuentros de la part́ıcula i se
encontrarán entre tales vecinos próximos, y serán aquellos que verifiquen la condición dada
por la ecuación (3–2). Dado que, en nuestra implementación, sólo consideramos encuentros
binarios, la lista de encuentros de cada part́ıcula contendrá sólo una part́ıcula (la más próxima
de todos los encuentros del cuerpo en cuestión) o ninguna (si no hay encuentros).
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Caṕıtulo 4

Órbitas no perturbadas

En este caṕıtulo consideramos el movimiento de una part́ıcula sujeta a la interacción con el
cuerpo central y el seguimiento de un encuentro entre dos pares de part́ıculas. Mientras el primero
puede ser resuelto anaĺıticamente, el segundo requiere de métodos numéricos.

4.1. Órbitas centrales

4.1.1. Ecuación de movimiento e integrales primeras

Una fuerza actuando sobre una part́ıcula de manera tal que su dirección pasa siempre a
través de un punto fijo se denomina una fuerza central. En lo que sigue consideraremos el
movimiento de una part́ıcula de masa m sujeta a una fuerza central atractiva inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia al punto fijo. Tomando como origen de coordenadas
el punto fijo, tal fuerza, por unidad de masa, es

− µ

r3
r, (4–1)

donde µ, la intensidad de la fuerza, es una constante.

La ecuación de movimiento de la part́ıcula es, pues,

r̈ = − µ

r3
r. (4–2)

Esta ecuación admite cuatro integrales primeras de movimiento *. En primer lugar, la llamada
integral de la enerǵıa

1

2
|ṙ|2 − µ

r
= C, (4–3)

donde |ṙ| = v es la magnitud de la velocidad de la part́ıcula, y C es una constante. En segundo
lugar, la integral del momento angular, dada por la relación

r× ṙ = h, (4–4)

* Recordemos que se llama primera integral de movimiento o constante de movimiento a toda relación funcional
de la forma f(r, ṙ) = constante.
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4. Órbitas no perturbadas

donde h es un vector constante que suministra otras tres integrales primeras de movimiento.
La ecuación (4–4) muestra que el momento angular por unidad de masa es un vector constante
y que el movimiento toma lugar en un plano que pasa a través del origen, definido por

r · h = 0, (4–5)

siempre que h 6= 0 *. De este modo, el movimiento bajo la fuerza central (4–1) es siempre
un movimiento plano, siendo dicho plano perpendicular a la dirección fija del vector h **.
Podemos entonces considerar coordenadas polares (r, θ) en dicho plano, con lo cual

r = rr̂, ṙ = ṙr̂ + rθ̇θ̂,

donde r̂ y θ̂ son dos vectores unitarios ortogonales, en los sentidos de r y θ crecientes, respec-
tivamente. La integral de momento angular (4–4) conduce a

h = r× ṙ = r2θ̇(r̂ × θ̂) = r2θ̇ûA,

donde ûA es un vector unitario en la dirección de h. En términos de módulos, la ecuación
anterior conduce entonces a la relación

h = r2θ̇. (4–6)

De este modo, de las tres constantes de movimiento proporcionadas por el momento angular,
dos de ellas, que expresan la constancia de la dirección del mismo, se utilizan para reducir el
problema del espacio al plano, en tanto que la tercera, correspondiente a la conservación del
módulo de h, conduce a la relación (4–6).

4.1.2. Ecuación de la órbita

Habiendo establecido que el movimiento de una part́ıcula sujeto a la fuerza central (4–1)
es un movimiento plano, podemos considerar la ecuación de movimiento (4–2) sobre tal plano.
Utilizando coordenadas polares

r = rr̂, r̈ = (r̈ − rθ̇2)r̂ + (2ṙθ̇ + rθ̈)θ̂,

la ecuación (4–2) toma la forma

r̈ − rθ̇2 = − µ

r2
,

2ṙθ̇ + rθ̈ = 0.

La solución de este sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden no será obtenida a
partir de las propias ecuaciones, sino de sus integrales primeras de movimiento, cuales son la
enerǵıa y el momento angular, ecuaciones (4–4) y (4–3) respectivamente, las cuales, expresadas
en las coordenadas polares sobre el plano del movimiento, toman la forma:

1

2

(

ṙ2 + r2θ̇2
)

− µ

r
= C, (4–7a)

r2θ̇ = h. (4–7b)

* Si h = 0 entonces el movimiento tiene lugar a lo largo de la recta que pasa por el origen y la part́ıcula.
** De hecho, este resultado es válido para cualquier fuerza central.
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La resolución de estas ecuaciones diferenciales de primer orden nos dan, en principio, la
trayectoria u órbita de la part́ıcula en forma paramétrica

r = r(t), θ = θ(t),

siendo el tiempo t el parámetro. No obstante, en esta sección, consideraremos la ecuación de
la órbita o relación funcional entre r y θ, eliminando el parámetro t. Tal ecuación puede ser
obtenida como sigue.

Notemos que podemos escribir

ṙ =
dr

dt
=

dr

dθ

dθ

dt
=

dr

dθ
θ̇,

con lo cual
dr

dθ
=

ṙ

θ̇
,

y despejando ṙ y θ̇ de las integrales primeras de movimiento (4–7), obtenemos

(

dr

dθ

)2

=
r4

h2

[

2
(

C +
µ

r

)

− h2

r2

]

.

La separación de variables de esta ecuación diferencial

dθ =
h/r2dr

√

2
(

C +
µ

r

)

− h2

r2

,

y su integración

θ − θ0 = arc cos









h

r
− µ

r
√

2C +
µ2

r2









,

donde θ0 es una constante de integración, permite obtener finalmente, al despejar r, la ecuación
de la órbita

r =
h2/µ

1 +

√

1 +
2h2

µ2
C cos(θ − θ0)

.

En esta ecuación reconocemos inmediatamente la expresión de la ecuación en coordenadas
polares de una sección cónica con foco en el origen:

r =
p

1 + e cos(θ − θ0)
, (4–8)

siendo

p =
h2

µ
, e =

√

1 +
2h2

µ2
C, (4–9)

el parámetro y excentricidad de la cónica, respectivamente. La ecuación (4–9) relaciona los
parámetros geométricos p y e de la órbita con las constantes f́ısicas C y h, y pueden ser tomadas
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PSfrag replacements

elipse

parábola hipérbola

x

y

Figura 4.1. Secciones cónicas: elipse, parábola e hipérbola con foco en
el origen.

en lugar de éstos. Por otra parte, el ángulo constante θ0 orienta la dirección del punto donde
el radio vector r toma su mı́nima distancia al origen (punto conocido en términos generales
como periastro). En efecto, el menor valor de r se logra cuando cos(θ−θ0) es máximo, ésto es,
cuando cos(θ − θ0) = 1, de donde θ = θ0. Como es usual, se conviene medir la posición sobre
la órbita a partir del periastro. En tal caso el ángulo ν = θ− θ0, medido desde el periastro en
la dirección del movimiento de la part́ıcula sobre su órbita, es llamado anomaĺıa verdadera, y
la ecuación de la órbita (4–8) se escribe como

r =
p

1 + e cos ν
. (4–10)

La naturaleza de la cónica depende del valor de la excentricidad e (o equivalentemente de
la constante C). Según la geometŕıa anaĺıtica:











e > 1 (C > 0) la órbita es una hipérbola ,

e = 1 (C = 0) la órbita es una parábola ,

e < 1 (C < 0) la órbita es una elipse,

como se ilustra en la figura 4.1 *. En lo que sigue consideraremos solamente órbitas eĺıpticas,
dado que sólo ellas constituyen órbitas acotadas del movimiento de la part́ıcula.

Introduzcamos un sistema de coordenadas cartesianas en el plano del movimiento, con
el eje x según el eje polar dirigido hacia el periastro, el eje y en la dirección para la cual
la anomaĺıa verdadera ν es 90o, y el eje z paralelo al momento angular. Tal sistema de
coordenadas es usualmente denominado sistema de referencia orbital . Es claro que

x = r cos ν, y = r sen ν, (4–11)

Con tal sistema de coordenadas, y para e < 1, definiendo los parámetros positivos

a =
p

1 − e2
, b =

p√
1 − e2

, (4–12)

* Nótese que para la hipérbola, sólo la rama izquierda constituye una órbita posible.
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Figura 4.2. Geometŕıa de la elipse con un foco en el origen de coorde-
nadas.

la ecuación de la órbita (4–10) toma la forma

(x + ae)2

a2
+

y2

b2
= 1. (4–13)

Esta es, efectivamente, la ecuación cartesiana de una elipse cuyo centro tiene coordenadas
(−ae, 0) y sus ejes 2a y 2b son paralelos a los ejes coordenados, tal como se ilustra en la
figura 4.2. Nótese que el origen es uno de los focos de la elipse, a una distancia c = ae del
centro de la misma. Por otra parte, en general b ≤ a (b = a solo cuando e = 0, esto es, si la
elipse es una circunferencia). Luego a es el semieje mayor y b el semieje menor de la elipse.
Ambos están relacionados entre śı con la excentricidad según

b = a
√

1 − e2, (4–14)

como se sigue de (4–12).

De la ecuación (4–12) se sigue también que el parámetro p para una elipse está dado por

p = a(1 − e2), (4–15)

y la ecuación de la órbita (4–10) en el caso eĺıptico puede escribirse como

r =
a(1 − e2)

1 + e cos ν
. (4–16)

Interesa finalmente expresar los parámetros f́ısicos en términos de los geométricos. De las
ecuaciones (4–9), se sigue que

h2 = µ p, C =
µ

2p
(e2 − 1), (4–17)

los cuales, para el caso eĺıptico, conducen a

h2 = µa(1 − e2), C = − µ

2a
. (4–18)

La expresión de C permite escribir la integral de la enerǵıa (4–3), para el caso eĺıptico, como

v2 = µ

(

2

r
− 1

a

)

. (4–19)
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4.1.3. La órbita en el tiempo

Nos interesa ahora determinar las coordenadas polares de la part́ıcula en su órbita a un
dado instante t, esto es,

r = r(t), θ = θ(t).

De las integrales de enerǵıa y momento angular (4–7), eliminando θ̇, obtenemos una ecua-
ción que relaciona r con t:

1

2
ṙ2 = C +

µ

r
− h2

2r2
,

cuya separación de variables conduce a

dt =
dr

√

2

(

C +
µ

r
− h2

2r2

)

.

Restringiéndonos a órbitas eĺıpticas, utilizando las expresiones de h y C dadas por (4–18), la
ecuación anterior toma la forma

dt =

√

a

µ

r dr
√

e2a2 − (r − a)2
. (4–20)

Para integrar esta ecuación resulta conveniente introducir una variable auxiliar E denominada
anomaĺıa excéntrica, definida por la relación

r = a(1 − e cosE). (4–21)

Es fácil ver que E puede identificarse como el parámetro de la expresión paramétrica de la elip-
se. En efecto, la elipse de ecuación cartesiana (4–13) puede describirse en forma paramétrica
por el parámetro E variando en el rango (0, 2π) como

x + ae = a cos E,

y = b sen E.
(4–22)

Si ahora se calcula r2 = x2+y2 obtenemos la ecuación (4–21) que define a E. Geométricamen-
te, tal como se ilustra en la figura 4.3, las ecuaciones anteriores implican que E es el ángulo
entre el eje x y un punto sobre la circunferencia con origen en el centro de la elipse y radio a
cuya coordenada x es igual a la del punto considerado sobre la elipse, o bien, el ángulo entre
el eje x y un punto sobre la circunferencia de radio b centrada en el centro de la elipse cuya
coordenada y es igual a la del punto en cuestión sobre la elipse. Es claro, pues, que E cubre, al
igual que ν, el intervalo 0 a 2π, y que el punto de máximo acercamiento (el periastro), donde
ν = 0, tiene lugar en E = 0, y el punto de máximo alejamiento (el apoastro), donde ν = π,
ocurre en E = π.

La sustitución de (4–21) en (4–20) conduce a

dt =

√

a3

µ
(1 − e cos E)dE, (4–23)
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Figura 4.3. Relación entre la anomaĺıa excentrica E y la anomaĺıa
verdadera ν.

cuya integración conduce a la ecuación de Kepler :
√

µ

a3
(t − T ) = E − e sen E,

donde T , el tiempo de pasaje por el periastro, es el instante de tiempo t para el cual E = 0.
La ecuación de Kepler es escrita usualmente en la forma

M = E − e sen E, (4–24)

donde M es la llamada anomaĺıa media:

M = n(t − T ), n =

√

µ

a3
, (4–25)

la cual barre el dominio 0 a 2π, junto con E y ν, en el curso de una revolución completa,
con una velocidad angular constante n, denominada movimiento medio. Para un dado ins-
tante de tiempo t, computada la anomaĺıa media M según (4–25), se resuelve la ecuación
de Kepler (4–24) para obtener la anomaĺıa excéntrica E al tiempo t. Con tal valor podemos
finalmente computar r, al instante t, según la ecuación (4–21). Resta determinar la anoma-
ĺıa verdadera ν al mismo instante de tiempo. Para ello, notemos que de la ecuación de la
órbita (4–16) y la definición de E dada en (4–21)

r =
a(1 − e2)

1 + e cos ν
= a(1 − e cos E),

de donde

cos ν =
cos E − e

1 − e cos E
, sen ν =

√
1 − e2 sen E

1 − e cos E
,

o bien, utilizando identidades trigonométricas apropiadas,

tan
(ν

2

)

=

√

1 + e

1 − e
tan

(

E

2

)

. (4–26)
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4. Órbitas no perturbadas

La ecuación (4–26) permite determinar la anomaĺıa verdadera ν a partir del conocimiento de
la anomaĺıa excéntrica E.

Para finalizar, notemos que si la ecuación (4–23) es integrada sobre una revolución com-
pleta, obtenemos el peŕıodo P de la órbita:

P =
2π

n
= 2π

√

a3

µ
. (4–27)

Esta ecuación, que contiene a la tercera ley de Kepler, puede ser escrita en las formas alter-
nativas

P 2

a3
=

4π2

µ
, µ = n2a3.

4.1.4. Solución numérica de la ecuación de Kepler

En la sección anterior hemos visto que, para determinar, en un dado instante de tiempo,
la posición de la part́ıcula en su órbita eĺıptica, debe resolverse la ecuación de Kepler (4–24).
Notemos, en primer lugar, que ésta ecuación, para M en el rango de 0 a 2π, tiene una única
ráız en el rango 0 ≤ E ≤ 2π. En efecto, considérese

f(E) = E − e sen E − M, 0 ≤ e < 1.

Si 0 < M < 2π, entonces f(E = 0) = −M < 0, f(E = 2π) = 2π −M > 0, y siendo f(E) una
función continua de E que cambia de signo en el intervalo cerrado 0 ≤ E ≤ 2π se sigue del
teorema de Bolzano que existe al menos una ráız en el rango 0 < E < 2π. Ahora bien, como
la derivada

df

dE
= 1 − e cos E,

es positiva, f(E) es una función estrictamente creciente, con lo cual tal ráız es única.

Puesto que la ecuación de Kepler es una ecuación trascendente para E, su solución debe
ser obtenida por métodos numéricos. Tales métodos proceden en forma iterativa, generando,
a partir de una aproximación inicial, una sucesión de aproximaciones que, se espera, converja
a la ráız. Uno de los métodos numéricos más conocidos y poderosos es el método de Newton–
Raphson que discutimos a continuación.

Por generalidad en la notación, reescribamos la ecuación de Kepler en la forma

f(x) = x − e sen x − M = 0, (4–28)

y sea x = α la solución o ráız de la misma. Supongamos que x̄ es una aproximación a α tal
que f ′(x̄) 6= 0 y |x̄ − α| es “pequeño”. Desarrollando f(x) a primer orden en un entorno de x̄
y evaluando en α, tenemos que

0 = f(α) = f(x̄) + f ′(x̄)(α − x̄) +
f ′′(ξ)

2
(α − x̄)2,

donde ξ está entre x y x̄. Suponiendo que el término que contiene a (α − x̄)2 puede ser
despreciado, despejando α tenemos que

α ' x̄ − f(x̄)

f ′(x̄)
,
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4.1. Órbitas centrales

la cual se espera sea una mejor aproximación a α que x̄. Esto da origen al esquema de iteración
del método de Newton–Raphson como sigue. Dada una aproximación inicial x0 de la ráız α
de f(x) = 0, se genera la sucesión de valores {xi} definida por

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
. (4–29)

En la práctica, prefijada una tolerancia ε > 0, las iteraciones son efectuadas hasta que la
condición

|xn+1 − xn| < ε,

se satisface. En tal caso xn+1 es considerada como la solución numérica de f(x) = 0.

Puede mostrarse que, bajo suposiciones razonables, el método de Newton–Raphson con-
vergerá siempre y cuando se escoja una aproximación inicial lo suficientemente cercana a la
ráız. En el caso particular de la ecuación de Kepler, la elección inicial

x0 = M.

resulta suficiente para la mayoŕıa de las situaciones.

4.1.5. Funciones f y g

Considérese los vectores posición r0 y velocidad v0 al tiempo t0 de una part́ıcula cuya
ecuación de movimiento está dada por (4–2). Asumiendo que dichos vectores no son paralelos,
el momento angular es no nulo, y la órbita de la part́ıcula yace en un plano. En consecuencia,
si r(t) es el vector posición al tiempo t, existen, y son únicos, dos magnitudes escalares f y g
tales que

r(t) = fr0 + gv0. (4–30)

Nótese que f y g son funciones de los instantes de tiempo t y t0

f = f(t, t0), g = g(t, t0).

Tales funciones escalares son independientes del sistema de referencia utilizado para descom-
poner los vectores. En particular, la ecuación (4–30) es válida en el sistema de referencia
orbital, donde las componentes en el plano orbital están dadas por:

x(t) = fx(t0) + gẋ(t0),

y(t) = fy(t0) + gẏ(t0).
(4–31)

Este sistema de ecuaciones puede ser resuelto para f y g, conduciendo a

f =
1

D
[x(t)ẏ(t0) − y(t)ẋ(t0)] , (4–32a)

g =
1

D
[y(t)x(t0) − x(t)y(t0)] , (4–32b)

donde

D = x(t0)ẏ(t0) − y(t0)ẋ(t0) = h. (4–32c)
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Considerando sólo órbitas eĺıpticas, las coordenadas x e y, en cualquier instante de tiempo,
pueden expresarse en términos de la anomaĺıa excéntrica según la ecuación (4–22), como

x = a(cos E − e),

y = a
√

1 − e2 senE.
(4–33)

Derivando estas ecuaciones respecto al tiempo, obtenemos también las expresiones de ẋ y ẏ.
En esta derivación resulta necesario determinar dE/dt, la cual es obtenida diferenciando la
ecuación de Kepler, y utilizando la definición (4–21) de E, lo que conduce a

dE

dt
=

na

r
. (4–34)

De este modo, derivando (4–33) y utilizando (4–34) obtenemos

ẋ = −na2

r
sen E,

ẏ =
na2

√
1 − e2

r
cos E.

(4–35)

Las ecuaciones (4–33) y (4–35) permiten computar las coordenadas x(t), y(t), x(t0), y(t0),
ẋ(t0), ẏ(t0) en términos de las anomaĺıas excéntricas E y E0, al tiempo t y t0, respectivamente.
Sustituyendo tales expresiones en (4–32) podemos expresar las funciones f y g en términos
de las anomaĺıas excéntricas de los dos instantes de tiempo:

f =
a

r0
[cos(E − E0) − 1] + 1, (4–36a)

g =
1

n
[sen(E − E0) − e sen E + e sen E0] . (4–36b)

El vector velocidad al tiempo t puede ser determinado diferenciando la ecuación (4–30)

v(t) = ḟr0 + ġv0, (4–37)

donde, por abuso de notación, ḟ y ġ denotan las derivadas parciales con respecto a t de f y
g, respectivamente. De las ecuaciones (4–36), (4–34) y (4–21), encontramos que ḟ y ġ pueden
expresarse en términos de las anomaĺıas excéntricas de los dos instantes de tiempo como

ḟ = −a

r

a

r0
n sen(E − E0), (4–38a)

ġ =
a

r
[cos(E − E0) − 1] + 1. (4–38b)

4.1.6. Problema de valor inicial

Consideremos ahora el problema de valor inicial para la ecuación de movimiento (4–2),
el cual es enunciado como sigue: Dadas las condiciones iniciales r0 = r(t0) y v0 = v(t0) al
tiempo t0, determinar r(t) y v(t) en un instante posterior t. En lo que sigue consideraremos
solamente condiciones iniciales que determinan una órbita eĺıptica.
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A partir de las condiciones iniciales podemos calcular las cantidades escalares

r0 = |r0|, v2
0 = |v0|2, u = r0 · v0. (4–39)

Entonces, de la integral de la enerǵıa (4–19) determinamos el semieje mayor a de la órbita:

a =

(

2

r0
− v2

0

µ

)−1

. (4–40)

Si a es negativo o cero, la órbita no es eĺıptica. De otro modo, determinamos el movimiento
medio n según

n =

√

µ

a3
. (4–41)

Recordemos que la anomaĺıa excéntrica E está definida según (4–21) como

r = a(1 − e cos E).

Diferenciando esta ecuación respecto al tiempo y utilizando la relación (4–34) obtenemos

ṙ =
na2

r
e sen E.

De estas ecuaciones, notando que u = r0 · v0 = r0ṙ0, tenemos que

r0 = a(1 − e cos E0), u = ena2 sen E0,

de donde podemos calcular las cantidades

CE = e cos E0 = 1 − r0/a,

SE = e sen E0 = u/na2.
(4–42)

Tales cantidades permiten computar la excentricidad e de la órbita

e =
√

(CE)2 + (SE)2, (4–43)

la cual resultará necesaria para la ecuación de Kepler. Por otra parte, siempre que la excentri-
cidad sea no nula, la ecuación (4–42) determinan la anomaĺıa excéntrica E0 al tiempo inicial
t0:

E0 = arctan

(

SE

CE

)

. (4–44)

La anomaĺıa media M al tiempo t puede ser escrita como

M = n(t − T ) = n(t − t0) + n(t0 − T ) = n∆t + E0 − e sen E0,

donde hemos utilizado la ecuación de Kepler para escribir n(t0−T ) = E0−e sen E0 y definido
el intervalo temporal ∆t = t− t0. De este modo, la anomaĺıa media al tiempo t es computada
como

M = n∆t + E0 − SE. (4–45)
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Conocidos e y M , la solución numérica de la ecuación de Kepler

M = E − e sen E, (4–46)

permite obtener la anomaĺıa excéntrica E al tiempo t, y determinar el radio vector r al tiempo
t según

r = a(1 − e cos E). (4–47)

Con los valores obtenidos en los pasos anteriores de a, n, E0, E, r0 y r podemos calcular los
valores de las funciones f y g y sus derivadas según las ecuaciones (4–36) y (4–38). Finalmente,
r(t) y v(t) son determinados según

r(t) = fr0 + gv0, v(t) = ḟr0 + ġv0. (4–48)

En el caso particular de una órbita circular (e = 0, r = a), la anomaĺıa excéntrica E no
está definida, con lo que el cálculo no puede proceder según la ecuación (4–44). Sin embargo,
en este caso, las expresiones de las funciones f y g y sus derivadas se reducen a

f = cos(n∆t), g =
1

n
sen(n∆t), (4–49a)

ḟ = −n sen(n∆t), ġ = cos(n∆t). (4–49b)

La resolución del problema de valor inicial puede ser resumida en el siguiente procedi-
miento.

Para determinar r(t) y v(t) en una órbita eĺıptica a partir de los valores iniciales r0 y v0

seguir los siguientes pasos:

Paso 1. Computar r0 = |r0|, v2
0 = |v0|2, u = r0 · v0.

Paso 2. Computar a =
(

2
r0

− v2
0

µ

)−1
.

Paso 3. Si a > 0 seguir con el paso 4. De lo contrario, la órbita no es eĺıptica y terminar.

Paso 4. Computar n =
√

µ/a3.

Paso 5. Computar CE = 1 − r0/a y SE = u/na2.

Paso 6. Calcular e =
√

(CE)2 + (SE)2.

Paso 7. Si e 6= 0 seguir con el paso 8-a, de lo contrario continuar con el paso 8-b.

Paso 8-a. Calcular E0 = arctan(SE/CE) y M = n∆t + E0 − SE
Obtener E resolviendo numéricamente la ecuación de Kepler M = E −
e sen E.
Computar r = a(1 − e cos E).
Calcular f , g, ḟ y ġ con las fórmulas de las ecuaciones (4–36) y (4–38).

Paso 8-b. Computar f , g, ḟ y ġ con las fórmulas de las ecuaciones (4–49).

Paso 9. Calcular r(t) = fr0 + gv0 y v(t) = ḟr0 + ġv0.
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4.2. Órbitas en encuentro

4.2.1. Ecuaciones de movimiento e integración numérica

En un encuentro entre dos part́ıculas, digamos α y β, el conjunto de ecuaciones (1–60)
a resolver en nuestro algoritmo h́ıbrido es formalmente equivalente a un problema de dos
part́ıculas de masas mα y mβ moviéndose en torno a un centro de fuerzas fijo, de intensidad
µ = Gm0 (siendo m0 la masa de la part́ıcula principal), e interactuando también entre ellas
con una fuerza gravitatoria pesado por el factor (1−Kαβ) donde K es una apropiada función
de encuentro. Esto conduce a las ecuaciones de movimiento:

ṙα = vα,

v̇α = −Gm0
rα

|rα|3
− Gmβ

(rα − rβ)

|(rα − rβ)|3 [1 − Kαβ ],

ṙβ = vβ,

v̇β = −Gm0
rβ

|rβ|3
+ Gmα

(rα − rβ)

|(rα − rβ)|3 [1 − Kαβ ].

(4–50)

Las ecuaciones (4–50), al no poseer una solución anaĺıtica, deben ser resueltas numéri-
camente para obtener la solución en t0 + τ a partir de los valores conocidos en el instante
inicial t0. La práctica muestra que, para un apropiado seguimiento del encuentro, el intervalo
temporal τ debe ser cubierto con un paso de integración variable dado por

H = τ

(

rαβ

dcm

)

, (4–51)

donde rαβ = |rα − rβ| es la distancia relativa de las part́ıculas y dcm la distancia del centro de
masa de ambos part́ıculas al punto fijo *. De este modo el intervalo τ es cubierto con cierto
número de subintervalos de pasos Hi, tal como se ilustra en la figura 4.4. En cada subintervalo
Hi la solución numérica en ti + Hi es obtenida a partir de ti = t0 +

∑i
j=1 Hj con el método

de Bulirsch–Stoer, el cual es presentado en la siguiente sección.

PSfrag replacements

H1 H2
. . . Hn

τ

t0 t0 + τ

Figura 4.4. Subdivisión del intervalo de integración durante un en-
cuentro.

4.2.2. Método de Bulirsch–Stoer

El método de Bulirsch–Stoer para integrar el problema de valor inicial

ẏ = f(t,y(t)) y(t0) = y0,

* En la práctica dcm puede ser reemplazada por la distancia al punto fijo de cualquiera de los cuerpos.
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consiste esencialmente en considerar las aproximaciones de un método de segundo orden a
la solución en un punto cubriendo el intervalo con pasos de tamaño cada vez más pequeño
y, ajustando estos valores con una función interpolante en términos del paso, considerar la
respuesta final como el valor que resulta de extrapolar a paso nulo. Este método permite
obtener aśı soluciones de alta precisión con un esfuerzo computacional mı́nimo.

El método de segundo orden en que se apoya la técnica de Bulirsch-Stoer es el llamado
método de punto medio modificado. Este procede como sigue: a partir del instante inicial t0 se
obtiene una aproximación a la solución en t = t0 +H, por una sucesión de n subpasos (donde
n es un número natural) de tamaños h = H/n, según las fórmulas:

η0 = y(t0),

η1 = η0 + hf(t0, η0),

ηj+1 = ηj−1 + 2hf(x0 + jh, ηj) para j = 1, 2, . . . , n − 1,

yn =
1

2
[ηn + ηn−1 + hf(t0 + H, ηn)].

(4–52)

Este método consiste básicamente en aplicaciones intermedias del método de punto medio,
excepto en la primera aproximación (obtenida por un paso del método de Euler), y la última,
siendo yn la aproximación final a y(t0 + H).

La utilidad del método de punto medio modificado proviene de un teorema, debido a
Gragg, que muestra que si n es un número natural par, el error global admite un desarrollo
en potencias pares del paso h

yn − y(t0 + H) = c1h
2 + c2h

4 + c3h
6 + · · · ,

donde los coeficientes del desarrollo son independientes del paso h. Esta expresión, para h
suficientemente pequeño, tiene un comportamiento semejante a un polinomio en h2 y conduce
al valor deseado y(t0 + H) para h = 0.

Lo anterior sugiere el procedimiento para encontrar una mejor aproximación de y(t0 +H).
Dada una secuencia de números enteros positivos pares estrictamente creciente,

n0 < n1 < n2 < · · · < nm,

se determina para cada i = 0, 1, 2, . . . ,m de la secuencia la correspondiente aproximación yni

por el método de punto medio modificado con subpaso hi = H/ni,

yi0 ≡ yni
, i = 0, 1, . . . ,m.

Sea
ỹmm(h) = a0 + a1h

2 + · · · + amh2m,

el polinomio interpolante en h2 con

ỹmm(hi) = yni
, i = 0, 1, . . . ,m,

entonces el valor extrapolado ỹmm(0) se toma como la aproximación deseada a y(t0 + H)*.

* El método original propuesto por Bulirsch y Stoer utiliza una función racional más bien que un polinomio
como función interpolante, sin embargo en la práctica no se presenta, en general, una diferencia significativa
en la extrapolación usando una u otra interpolación.
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En la implementación del método la secuencia de números que se sugiere tomar es

2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, . . . .

Ahora bien, no sabemos a priori cuan profundo en la secuencia debemos llegar. Aśı después de
que un ni es utilizado, se calcula el polinomio de interpolación con las estimaciones disponibles
de éste y los pasos anteriores y se procede a la extrapolación. La extrapolación nos da el
valor extrapolado y una estimación del error. Si el error no es menor, respecto de una dada
tolerancia prefijada, se toma el siguiente ni en la secuencia. En caso contrario, aceptamos el
valor extrapolado como la aproximación a y(t0 + H).

4.2.3. Colisiones

Si las part́ıculas del sistema son, en realidad, cuerpos de radio finito, durante un encuentro
es posible que el par de cuerpos involucrados sufran una colisión. El tratamiento más simple
consiste en asumir que la colisión es perfectamente plástica. Esto es, los dos cuerpos se fusionan
sin fragmentarse, originando un nuevo cuerpo cuya masa es igual a la suma de las masas del
par y cuya posición y velocidad, inmediatamente después de la colisión, es la del centro de
masa del par inmediatamente antes de la colisión:

m = mα + mβ,

r =
mαrα + mβrβ

mα + mβ
,

v =
mαvα + mβvβ

mα + mβ
.

(4–53)

El factor Q de tal colisión, definido como la diferencia entre las enerǵıas cinéticas inmediata-
mente después e inmediatamente antes de la colisión, es

Q =
1

2
m|v|2 − 1

2
mα|vα|2 −

1

2
mβ|vβ|2

= −1

2

mαmβ

mα + mβ
(vα − vβ)2,

(4–54)

y por lo tanto Q depende completamente de las velocidades relativas antes de la colisión. Ade-
más siendo Q < 0, hay disminución en la enerǵıa cinética, con lo que la colisión perfectamente
plástica es una colisión inelástica de primera clase (o endoérgica). Es claro que, debido a las
colisiones, la enerǵıa total del sistema no se conservará.

Para computar el radio f́ısico R del cuerpo fusionado asumimos que la densidad ρ de los
objetos es igual para todos los cuerpos y permanece constante en el tiempo

ρ =
m

4π
3 R3

= cte.

Entonces, la masa del cuerpo fusionado en una colisión, m = mα + mβ, puede ser escrita en
términos de los respectivos radios como

4π

3
ρR3 =

4π

3
ρ
(

R3
α + R3

β

)

,

con lo cual el radio del cuerpo fusionado está dado por

R = (R3
α + R3

β)1/3. (4–55)
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Caṕıtulo 5

Implementación y desempeño del
código

En este caṕıtulo describimos la implementación computacional del algoritmo de integración
h́ıbrido propuesto. Además, con el fin de testear su desempeño, consideramos una serie de simu-
laciones numéricas en un problema t́ıpico de la dinámica de los planetesimales.

5.1. Descripción del código

La implementación computacional de nuestro algoritmo de integración h́ıbrido requiere de
la elección de un lenguaje de programación y un entorno de trabajo. Puesto que Fortran

todav́ıa continúa siendo el lenguaje compilado mayoritariamente utilizado para cómputo nu-
mérico, la elección de este lenguaje resulta natural, aunque quizás discutible. Por otra parte,
el entorno de programación escogido, (sin lugar a discusión, al menos por mi parte) es un
sistema operativo tipo Unix, en particular, Linux.

De este modo el código, que designaremos con el nombre Daedalus, está escrito y de-
sarrollado bajo el entorno Linux en el lenguaje Fortran 77, con algunas extensiones que
no forman parte del estándar. A saber: letras en minúsculas en la codificación; nombres de
variables de más de seis caracteres; sentencia ENDDO para finalizar bucles DO; estructura de
control DO WHILE ...ENDDO; descriptor de formato $ para suprimir el carácter de nueva ĺınea
en la impresión de datos; sentencia IMPLICIT NONE para suprimir la declaración de tipo impĺı-
cita; sentencia INCLUDE para incluir archivos al tiempo de compilación; números de unidades
preasignadas a la salida estándar y la salida de errores; procedimientos GETARG, IARGC, TIME
y SYSTEM proporcionados por la implementación del compilador Gnu Fortran.

Bajo el paradigma de la programación modular (el cual consiste en particionar el programa
en unidades relativamente pequeñas, cada una de las cuales efectúa una tarea bien definida),
el código consta de un módulo principal y treinta y cinco procedimientos, de los cuales treinta
y dos son subrutinas y tres son funciones. Tales módulos están distribuidos en sendos archivos
.f, junto con nueve archivos de inclusión (véase la sección 5.1.1 para una descripción de los
mismos). La inclusión de archivos, a través de la sentencia INCLUDE, facilita el manejo de la
declaración de variables y su exportación en forma global (ya sea a todo el programa o a cierto
grupo de subrutinas) a través de bloques COMMON, garantizando, de esta manera, que todos los
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5. Implementación y desempeño del código

módulos que lo requieran constarán con las mismas definiciones y declaraciones de variables.
El código contabiliza, en su conjunto, unas 7000 ĺıneas de las cuales aproximadamente la
mitad corresponden a comentarios útiles al programador *.

El núcleo del algoritmo h́ıbrido propuesto se encuentra implementado en la subrutina
avanzar_sistema, la cual computa las coordenadas heliocéntricas ri y velocidades baricén-
tricas vi de los cuerpos al tiempo t + τ a partir de sus valores iniciales en el tiempo t, siendo
τ el paso de integración. El procedimiento puede ser descrito como sigue:

Paso 1. Se construye la estructura del árbol con las posiciones y masas de los cuerpos al
tiempo inicial t.

Paso 2. Se determinan los encuentros al tiempo inicial t a partir de la búsqueda de vecinos
próximos con la estructura del árbol del paso 1.

Paso 3. Se computa la perturbación entre las part́ıculas al tiempo inicial t a partir de la
estructura del árbol del paso 1 y el conocimiento de los encuentros determinados
en el paso 2.

Paso 4. Con las aceleraciones ai computadas en el paso anterior, el hamiltoniano de inte-
racción Hint entre part́ıculas es aplicado sobre el intervalo τ/2, lo cual modifica las
velocidades baricéntricas de las part́ıculas según vi = vi + τ

2ai.

Paso 5. La acción del hamiltoniano H� sobre el intervalo τ/2 es aplicada, la cual modifica
solamente los vectores de posición heliocéntrica en forma global según ri = ri +

τ
2m0

∑

i mivi.

Paso 6. La acción del hamiltoniano HKep es aplicada sobre el intervalo τ . Esto implica
resolver ya sea una órbita central para cuerpos que no tengan encuentros, o resolver
en forma numérica los encuentros binarios.

Paso 7. La acción del hamiltoniano H� sobre la otra mitad τ/2 del intervalo de integración
es aplicada como el paso 5.

Paso 8. Se construye la estructura del árbol con las posiciones y masas de los cuerpos
presentes al final del paso 7.

Paso 9. Se computa la perturbación entre las part́ıculas a partir de la estructura del árbol
del paso 8.

Paso 10. Con las aceleraciones computadas en el paso 8, el hamiltoniano de interacción H int

es aplicado nuevamente sobre la segunda mitad τ/2 del intervalo modificando sólo
las velocidades baricéntricas de las part́ıculas como en el paso 4.

Paso 11. Se verifica si al final del paso hay colisiones con el cuerpo central y si hay cuerpos
que estén dentro de la región en la que se considera que la influencia de la part́ıcula
sobre el sistema es despreciable y por lo tanto puede ser considerada “eyectada” del
mismo.

Los siguientes comentarios resultan pertinentes al procedimiento anterior. En primer lugar,

* El código fuente completo del programa es presentado en el apéndice A.
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para la determinación de los encuentros en el paso 2 se calcula, para cada cuerpo, su distancia
cŕıtica de interacción rcrit la cual es proporcional a su radio de Hill, estimado en el código
como

RH ∼ r

(

m

3m0

)1/3

,

donde r es la distancia al cuerpo central y m su masa, en tanto m0 es la masa del cuerpo
central. En base a los valores de las distancias cŕıticas de interacción de todos los cuerpos
presentes, la determinación de los encuentros procede de la manera expuesta en el caṕıtulo 3.
Nótese que tal como está implementado, el paso 2 sólo determina los encuentros al comienzo
del paso de integración, con lo cual, nuevas situaciones de encuentro que ocurran durante el
paso de integración no serán detectadas.

Un punto crucial del integrador h́ıbrido es la forma funcional de la función de encuentro
K utilizada para cambiar del esquema simpléctico estándar al régimen de encuentro. Además
de satisfacer las condiciones mencionadas en la sección 1.4 del caṕıtulo 1, esta función debe
ser lo suficientemente suave como para que pueda ser evaluada numéricamente sin dificultad
y rápidamente. Siguiendo a Chambers (1999), implementamos en la función rk del código la
siguiente expresión

K =











0 si y < 0

y2/(2y2 − 2y + 1) si 0 < y < 1

1 si y > 1,

(5–1)

donde

y =

(

rij − 0.1rcrit

0.9rcrit

)

,

siendo rij la separación entre los cuerpos en encuentro y rcrit es el valor mı́nimo de las
distancias cŕıticas de los cuerpos.

El cómputo de la interacción gravitatoria entre los cuerpos (sin tener en cuenta el cuerpo
central), tanto en el paso 4 como en el paso 10 es efectuado, en principio, con la estructura del
árbol en la manera descrita en el caṕıtulo 2. Sin embargo, en el esquema de nuestro algoritmo
h́ıbrido, debe tenerse especial cuidado en la contribución a la interacción proveniente de una
pareja en situación de encuentro, puesto que tal contribución debe ser pesada por el factor K.
En principio, es de esperarse que, por la naturaleza propia de un encuentro, tal contribución
sea detectada como una interacción part́ıcula–part́ıcula, en cuyo caso el cómputo es trivial.
Sin embargo, hemos encontrado que, bajo determinadas condiciones desafortunadas, la pareja
de un encuentro puede encontrarse dentro de una celda tal que es aceptada por el criterio
de expansión del árbol, con la consiguiente incorrecta estimación de la interacción. Por este
motivo hemos tomado el recaudo, en la implementación del cómputo de las interacciones
con el árbol, de asegurarnos que, para un cuerpo que tiene un encuentro, verificar que la
contribución de la pareja es computada de acuerdo al algoritmo h́ıbrido expandiendo, si es
necesario, la rama del árbol que contiene a tal pareja.

La evolución en la órbita central para cuerpos que no tienen encuentros, y las órbitas de
los pares de encuentros binarios son determinadas en la manera expuesta en el caṕıtulo 4.

Durante el paso de integración los cuerpos pueden ser desligados del sistema ya sea por
órbitas no eĺıpticas durante el paso 6 o bien por estar suficientemente lejos para que su
influencia sea despreciable, según se determina en el paso 11. Por otra parte, los cuerpos
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pueden perder su identidad por colisiones entre ellos durante un encuentro, las cuales son
detectadas durante el paso 6, o bien por colisiones con el cuerpo central, detectadas en el
paso 11. En una colisión entre cuerpos, como regla general se identifica al cuerpo fusionado
con el cuerpo más masivo del par original, en tanto el otro es eliminado.

En principio, cada paso del integrador involucra la construcción de dos estructuras de
árbol. Sin embargo, si al final de un paso de integración no hay colisiones con el cuerpo
central o eyecciones del sistema, entonces el árbol construido en el paso 8 sirve como árbol
del paso 1 del siguiente paso de integración.

Puesto que el paso 10 sólo modifica las velocidades y no las posiciones, y puesto que el
potencial gravitatorio depende sólo de la posición, el cómputo de las perturbaciones entre los
cuerpos con la estructura del árbol en el paso 9 proporciona también una estimación de los
potenciales φi en las posiciones de los cuerpos al final del paso de integración.

Finalmente, con la posición y velocidad de los cuerpos al final del paso de integración es
posible computar la enerǵıa cinética, potencial y total del sistema en dicho paso.

5.1.1. Módulos del código

A continuación presentamos todos los archivos de inclusión y módulos de que constituyen
el código fuente del integrador. Ellos son agrupados en base a la tarea que permiten realizar
y su interrelación es ilustrada en el diagrama de la figura 5.1.

Archivos de inclusión

Archivo: daedalus.inc

Descripción: Parámetros globales. Defi-
ne el número máximo de
cuerpos

Archivo: io.inc

Descripción: Variables globales para
procedimientos de entra-
da/salida

Archivo: parametros.inc

Descripción: Parámetros y opciones de
la simulación

Archivo: tiempos.inc

Descripción: Parámetros de tiempos de
integración e impresión

Archivo: vectglob.inc

Descripción: Vectores globales asocia-
dos a los cuerpos

Archivo: indices.inc

Descripción: Vectores para relacionar
ı́ndices locales y globales

Archivo: arbol.inc

Descripción: Variables para el código de
árbol

Archivo: acc.inc

Descripción: Vectores de perturbación

Archivo: vectenc.inc

Descripción: Vectores de encuentro
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Módulo principal

Procedimiento: daedalus

Tipo: Modulo principal

Archivo: main.f

Descripción: Implementa la llamada a
las subrutinas de lectura
del archivo de parámetros,
condiciones iniciales, aper-
tura de los archivos de bi-
tácora y la integración so-
bre todos los pasos necesa-
rios de la simulación.

Subrutinas de entrada y salida

Procedimiento: leer_parametros

Tipo: subrutina

Archivo: leer_parametros.f

Descripción: Lee los parámetros de la
simulación desde el archi-
vo de parámetros

Procedimiento: io_bitacora

Tipo: subrutina

Archivo: io_bitacora.f

Descripción: Abre o cierra un archivo
de bitácora

Procedimiento: leer_condini

Tipo: subrutina

Archivo: leer_condini.f

Descripción: Lee condiciones iniciales
de la simulación desde el
archivo de condiciones ini-
ciales

Procedimiento: escribir_salida

Tipo: subrutina

Archivo: escribir_salida.f

Descripción: Imprimir masa, radio,
coordenadas y velocida-
des (respecto al cuerpo
central) y potenciales de
los cuerpos presentes en
un tiempo dado sobre un
archivo de salida.

Procedimiento: comprimir_archivo

Tipo: subrutina

Archivo: comprimir_archivo.f

Descripción: Comprime un archivo AS-
CII con gzip
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Avanzar sistema

Procedimiento: avanzar_sistema

Tipo: subrutina

Archivo: avanzar_sistema.f

Descripción: Determina la evolución
temporal del sistema en
un paso de integración

Construcción del árbol

Procedimiento: crear_arbol

Tipo: subrutina

Archivo: crear_arbol.f

Descripción: Implementa las llamadas a
las subrutinas para crear y
adornar el árbol.

Procedimiento: generar_arbol

Tipo: subrutina

Archivo: generar_arbol.f

Descripción: Crea la estructura del ár-
bol

Procedimiento: cargar_cuerpo

Tipo: subrutina

Archivo: cargar_cuerpo.f

Descripción: Carga un cuerpo en la es-
tructura del árbol

Procedimiento: expandir_caja

Tipo: subrutina

Archivo: expandir_caja.f

Descripción: Determina el volumen de
la celda ráız que contiene
todo el sistema

Procedimiento: crearcelda

Tipo: función

Archivo: crearcelda.f

Descripción: Crea una celda dentro de
la estructura del árbol

Procedimiento: subindice

Tipo: función

Archivo: subindice.f

Descripción: Determina el ı́ndice de
la subcelda descendiente
ocupada por un cuerpo
respecto de una celda
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Procedimiento: adornar_arbol

Tipo: subrutina

Archivo: adornar_arbol.f

Descripción: Computa masa, centro de
masa y momentos cuadru-
polares de las celdas del
árbol

Procedimiento: ordenar_celdas

Tipo: subrutina

Archivo: ordenar_celdas.f

Descripción: Ordena en ancho las cel-
das del árbol

Búsqueda de vecinos y encuentros

Procedimiento: determinar_encuentros

Tipo: Modulo principal

Archivo:
determinar_encuentros.f

Descripción: Implementa la determina-
ción de encuentros entre
cuerpos a un dado instan-
te de tiempo

Procedimiento: buscar_vecinos

Tipo: Modulo principal

Archivo: buscar_vecinos.f

Descripción: Búsqueda de vecinos pró-
ximos y encuentro de un
cuerpo

Órbitas no perturbadas

Procedimiento: avanzar_hk.f

Tipo: subrutina

Archivo: avanzar_hk.f

Descripción: Avanza cuerpos en sus ór-
bitas no perturbadas (ke-
pleriana para cuerpos que
no están en encuentros
y computadas numérica-
mente para parejas de en-
cuentros).

Procedimiento: kepler

Tipo: subrutina

Archivo: kepler.f

Descripción: Resuelve el problema de
valor inicial para una órbi-
ta kepleriana eĺıptica utili-
zando las funciones f y g.

Procedimiento: solkep

Tipo: subrutina

Archivo: solkep.f

Descripción: Resuelve numéricamente
la ecuación de Kepler

Procedimiento: tres_cuerpos

Tipo: subrutina

Archivo: tres_cuerpos.f

Descripción: Integra numéricamente las
órbitas de una pareja de
cuerpos en encuentro
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Procedimiento: sextra

Tipo: subrutina

Archivo: sextra.f

Descripción: Método de Bulirsch-Stoer
para el sistema de ecuacio-
nes de movimiento de la
pareja en encuentro

Procedimiento: smidpt

Tipo: subrutina

Archivo: smidpt.f

Descripción: Método del punto medio
modificado para la subru-
tina de extrapolación

Procedimiento: deriv

Tipo: subrutina

Archivo: deriv.f

Descripción: Implementa la evaluación
de las ecuaciones de mo-
vimiento de una pareja en
encuentro

Procedimiento: rk

Tipo: función

Archivo: rk.f

Descripción: Función de encuentro en-
tre dos cuerpos

Interacción entre cuerpos

Procedimiento: computar_acc

Tipo: subrutina

Archivo: computar_acc.f

Descripción: Implementa el cómputo de
las perturbaciones entre
los cuerpos (sin incluir el
cuerpo central).

Procedimiento: recorrer_arbol

Tipo: subrutina

Archivo: recorrer_arbol.f

Descripción: Computa la perturbación
y el potencial de un cuerpo
debido a los restantes (ex-
cepto el cuerpo central),
con el árbol

Procedimiento: cuerpo_celda

Tipo: subrutina

Archivo: cuerpo_celda.f

Descripción: Computa la interacción
entre un cuerpo y una cel-
da

Procedimiento: cuerpo_cuerpo

Tipo: subrutina

Archivo: cuerpo_cuerpo.f

Descripción: Computa la interacción
entre dos cuerpos
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Procedimiento: cuerpo_pareja

Tipo: subrutina

Archivo: cuerpo_pareja.f

Descripción: Computa la interacción
entre un cuerpo y su pa-
reja de encuentro

Colisiones con el cuerpo central y eyecciones

Procedimiento: determinar_ccey

Tipo: subrutina

Archivo: determinar_ccey.f

Descripción: Determina colisiones con
el cuerpo central y eyeccio-
nes del sistema

Procedimiento: indexx

Tipo: subrutina

Archivo: indexx.f

Descripción: Indexa un arreglo unidi-
mensional en orden ascen-
dente, utilizando el algo-
ritmo Heapsort

Cómputo de la enerǵıa

Procedimiento: computar_erg

Tipo: subrutina

Archivo: computar_erg.f

Descripción: Implementa el cómputo de
la enerǵıa total, cinética y
potencial del sistema

Procedimiento: computar_ke

Tipo: subrutina

Archivo: computar_ke.f

Descripción: Calcula la enerǵıa cinética
del sistema

Procedimiento: computar_pe

Tipo: subrutina

Archivo: computar_pe.f

Descripción: Calcula la enerǵıa poten-
cial del sistema (en forma
directa o con los potencia-
les obtenidos del árbol)

Procedimiento: computar_errspot

Tipo: subrutina

Archivo: computar_errspot.f

Descripción: Calcula errores relativos
entre el potencial compu-
tado por el árbol y el com-
putado en forma directa.
Útil para estad́ıstica de
errores.
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5.2. Utilizando el integrador

5.2.1. Compilación del integrador

Debido a que el lenguaje Fortran 77 estándar carece de procedimientos para asignar
memoria en forma dinámica, el tamaño de todos los arreglos debe ser conocido al tiempo de
compilación. Ciertamente, ésto es un serio inconveniente para problemas que requieran un
tamaño mayor de los arreglos que el asignado originalmente. En tales circunstancias el código
fuente debe ser modificado en la forma apropiada y el programa debe ser recompilado. Con el
fin de minimizar este problema, aquellos tamaños de arreglos que en nuestro código dependen
del tamaño del sistema a integrar han sido definidos en términos del parámetro MAXCUERPOS.
Como su nombre lo sugiere, este parámetro, definido en el archivo de inclusión daedalus.inc,
indica el número máximo de cuerpos que el integrador puede considerar y debe ser ajustado
en forma conveniente antes de proceder a la compilación del programa.

Otro archivo de inclusión de interés a revisar antes de proceder a la compilación es io.inc,
en el cual se define, entre otros, el parámetro debug. El propósito de este parámetro es habili-
tar, sobre la salida de error estándar, la impresión de los cómputos intermedios realizados en
los procedimientos. Nótese, sin embargo, que debido a la gran cantidad de datos que se genera,
esta caracteŕıstica debeŕıa ser utilizada sólo con propósitos de depuración en simulaciones con
pocos cuerpos y que involucre uno o unos pocos pasos de integración.

En el entorno Linux, la compilación del programa procede utilizando el archivo Makefile

presente junto con el código fuente * ejecutando en la ĺınea de comandos:

$ make depend

$ make

$ make strip

Estos pasos construyen la versión final del ejecutable denominado daedalus. Este ejecutable
debeŕıa ser copiado o movido al directorio de trabajo o a uno de los directorios accesibles a
la variable de entorno PATH.

5.2.2. Cómo realizar una integración

Para efectuar una simulación con el integrador es necesario construir un archivo de pa-
rámetros para la simulación y un archivo de condiciones iniciales, como se indica en las
secciones 5.2.3 y 5.2.4.

Asumiendo que el programa ejecutable daedalus se encuentra en el directorio de trabajo
actual y que el archivo de parámetros de la simulación y el archivo de condiciones iniciales del
sistema han sido construidos y se encuentran bajo el mismo directorio, la simulación comienza
ejecutando el programa sobre la ĺınea de comandos pasándole como argumento el nombre del
archivo de parámetros. Aśı, por ejemplo, si el nombre de tal archivo es disco.par, el comando
a ejecutar es

$ ./daedalus disco.par

* En el apéndice B se presenta un archivo Makefile apropiado para la compilación de programas Fortran.
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unidad archivo

0 stderr

5 stdin

6 stdout

Tabla 5.1. Unidades preasignadas en un entorno Unix.

El integrador presenta por la salida estándar (stdout) el progreso de la integración, en
tanto que, por la salida de error estándar (stderr), presenta advertencias u errores que pueden
ocurrir durante la integración. Lanzado de la manera anterior, ambas salidas están asociadas
a la pantalla y por lo tanto los mensajes se presentará por la misma. En una integración que se
prevee llevará un tiempo de cómputo considerable, resulta conveniente ejecutar el programa en
segundo plano. En este caso, utilizando la capacidad de redirección del intérprete de comandos
bash, es posible redirigir la salida estándar y de errores a sendos archivos como sigue

$ ./daedalus disco.par > progreso.log 2> errores.log &

La posibilidad de escribir sobre la salida estándar y la salida de errores es implementada
en el programa utilizando el hecho de que en el entorno Unix tales “archivos” (junto con la
entrada estándar o stdin) tienen números de unidades preasignadas según la convención dada
en la tabla 5.1. Puesto que tal asignación no forma parte del estándar que define al Fortran

77, y por lo tanto resultan dependientes de la implementación del compilador, estas unidades
son definidas en nuestro programa como parámetros en el archivo de inclusión io.inc de
manera de ser fácilmente modificables en caso de necesidad.

Como resultado final de la integración, dependiendo de los parámetros definidos en el
archivo de parámetros, un cierto conjunto de archivos de salida y archivos de bitácora serán
construidos durante la integración, los cuales son descritos en las secciones 5.2.5 y 5.2.6,
respectivamente.

5.2.3. El archivo de parámetros

Para efectuar una simulación, el programa requiere que se le proporcione en la ĺınea de
comandos un archivo de parámetros. Tal archivo contiene los parámetros que controlan la
manera en que la integración es llevada a cabo. Un ejemplo del formato de este archivo es
mostrado en el listado 5.1, el cual puede ser utilizado como plantilla para las simulaciones.
Nótese que cualquier ĺınea que comienza con el carácter ’#’ es considerada un comentario y
será ignorada cuando es procesado por el programa.

El archivo contiene veintiún parámetros, uno por ĺınea, con el formato*

descripción del parámetro = valor

y en el siguiente orden**:

* Nótese sin embargo que, puesto que el programa sólo utiliza la información contenida después del signo ‘=’,
el campo de descripción del parámetro es sólo informativo para el usuario y puede ser cambiado sin alterar la
lectura de su valor. ** La cuestión de las unidades de las magnitudes f́ısicas se discute en la sección 5.2.7
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Listado 5.1 Ejemplo de archivo de parámetros

# -------------------------------------------------------------

# Este archivo contiene los parámetros que controlan la manera

# en que la integración es llevada a cabo. Cualquier linea

# comenzando con el carácter ’#’ es considerada un comentario

# y será ignorada.

#

# Este archivo debe contener los siguientes ı́tem, uno por

# linea y en este orden. Las opciones marcadas con ’(*)’ son

# booleanas. Asigne ellas a 1 (verdadero) o 0 (falso).

# -----------------------------------------------------------

# Parámetros de integración

# -------------------------

archivo de datos iniciales = disco.ini

numero de cuerpos = 2000

tiempo inicial = 0.0

tiempo final = 20000.0

paso de integracion = 0.01

paso de salida = 10.0

masa central = 1.0

radio del cuerpo central = 0.005

constante de gravedad = 39.4783031

factor de suavizado gravitacional = 0.0

distancia de eyeccion = 1000.0

# ---------------------------

# Parámetros de encuentros

# ---------------------------

tolerancia de la integracion = 1e-10

limite de encuentro (en radios de Hill) = 3.0

factor de escala de distancia a radios = 1.4959787e8

ignore colisiones (*) = 0

# ------------------------

# Parámetros del árbol

# ------------------------

parametro de expansion = 0.7

incluir cuadrupolos (*) = 1

# ---------------------------------

# Parámetros del cómputo de energı́a

# ---------------------------------

paso de computo = 10.0

computar energia potencial con el arbol (*) = 0

incluir cuerpo central en potenciales (*) = 0

computar errores en potenciales (*) = 0

# -------------------------------------------------------------
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1. El nombre del archivo que contiene las condiciones iniciales de los cuerpos que forman
el sistema.

2. El número de cuerpos inicial del sistema.

3. El tiempo inicial del comienzo de la integración.

4. El tiempo final al cual termina la integración.

5. El paso temporal de integración.

6. Un intervalo temporal para generar los archivos de salida (conteniendo las coordenadas,
velocidades, masas, radios y potenciales de los cuerpos). Asignar su valor a cero suprime
la generación de tales archivos de salida.

7. La masa del cuerpo central.

8. El radio del cuerpo central. Cuerpos a una distancia del cuerpo central menor que dicho
radio se asumen que colisionan con el mismo.

9. Valor de la constante de gravitación universal.

10. Factor de escala para el suavizado de la interacción gravitacional computada en situa-
ciones de encuentros en sistemas no-colisionales. En un sistema donde los encuentros
entre cuerpos son eventos raros, la descripción del mismo como un sistema no colisional
puede ser lograda modificando la fuerza de interacción gravitatoria con la introducción
de un parámetro de “ablandamiento” ε de manera tal que

F(ri) = G

N
∑

j=1
j 6=i

mimj
(rj − ri)

(r2
ij + ε2)3/2

.

Esto reduce, en los cómputos numéricos, la sobre-estimación de los términos de la in-
teracción en situaciones de encuentro donde la distancia relativa rij tiende a cero. En
la práctica, ε es escogido, en tales sistemas, del orden de la distancia promedio entre
part́ıculas. Puesto que el propósito de nuestro programa es la simulación de sistemas
colisionales, la modificación de la ley de la fuerza no es relevante, y por lo tanto este
parámetro debeŕıa ser asignado a cero.

11. Distancia al cuerpo central a partir de la cual se asume que la contribución de un cuerpo
a la interacción de los restantes cuerpos en el sistema resulta despreciable. Cuerpos cuyas
distancias al cuerpo central son mayores que tal distancia se consideran “eyectados” del
sistema y son removidos.

12. Tolerancia para el error cometido en la integración numérica de los encuentros binarios
con el algoritmo de Bulirsch–Stoer.

13. La distancia de separación relativa máxima (en radios de Hill) para considerar una situa-
ción de encuentro. La experimentación numérica muestra que 3 es un valor apropiado.
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14. Un factor de conversión de la escala de longitud utilizada para expresar las distancias
y la escala de longitud al referirse a los radios f́ısicos de los cuerpos. Por ejemplo, si la
distancia es expresada en unidades astronómicas y los radios en kilómetros, este factor
es 1.4959787 × 108.

15. Indicar si se debe ignorar la posibilidad de colisiones en las situaciones de encuentro.
Este es un parámetro booliano, si el valor es asignado a 1, las colisiones son ignoradas y
los cuerpos son tratados como masas puntuales. Por el contrario, si el valor es asignado
a 0, el programa verifica la posibilidad de colisiones durante un encuentro.

16. El parámetro de expansión θ del árbol. Valores de θ entre 0.3 y 1.0 resultan adecuados
para los sistemas astrof́ısicos sin bordes impuestos.

17. Indicar si debe considerarse la inclusión de los momentos cuadrupolares en el desarrollo
multipolar del potencial y las expresiones asintóticas de la interacción. Este es un pa-
rámetro booliano. Asignar el valor a 1, permite que los momentos cuadrupolares sean
tomados en cuenta. Si, por el contrario, se asigna el valor a 0, sólo el término monopolar
es utilizado.

18. Paso temporal para el cómputo de la enerǵıa cinética, potencial y total del sistema.
Asignando su valor a cero se suprime el cómputo de la enerǵıa (y también los restantes
parámetros pierden su sentido).

19. Un parámetro booliano para indicar si el cómputo de la enerǵıa potencial debe realizarse
con las aproximaciones de los potenciales obtenidas con el árbol (valor 1 del parámetro)
o bien debe ser computada en forma directa a partir de las posiciones (valor 0 del
parámetro).

20. Un parámetro booliano para determinar si la contribución del cuerpo central debe ser
incluida en los potenciales de los cuerpos (valor 1 del parámetro) o los potenciales deben
tener en cuenta solamente las contribuciones de los cuerpos sin el cuerpo central (valor
0 del parámetro).

21. Un parámetro booliano para indicar si se debe computar los errores en el cálculo de
los potenciales con la estructura del árbol respecto del cómputo directo (valor 1 del
parámetro) o no (valor 0 del parámetro). Esto es útil solamente para realizar estad́ıstica
de los errores de los potenciales.

5.2.4. El archivo de condiciones iniciales

El formato del archivo de condiciones iniciales consta, para cada cuerpo del sistema, de
una ĺınea de nueve campos, los cuales son:

un número entero positivo único que sirve de ı́ndice global para identificar el cuerpo a
través de toda la integración,

la masa del cuerpo,

el radio del cuerpo,
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la componente x del vector posición respecto al cuerpo central,

la componente y del vector posición respecto al cuerpo central,

la componente z del vector posición respecto al cuerpo central,

la componente x del vector velocidad respecto al cuerpo central,

la componente y del vector velocidad respecto al cuerpo central,

la componente z del vector velocidad respecto al cuerpo central.

Nótese que la posición y velocidad de los cuerpos son dadas, como es usual, respecto al cuer-
po central. La misma subrutina leer_condini que lee las condiciones iniciales se encarga
de transformar dichas coordenadas heliocéntricas a coordenadas democráticas, las cuales son
las coordenadas utilizadas por el integrador. Tal transformación sólo involucra convertir las
velocidades heliocéntricas v�

i de los cuerpos en velocidades baricéntricas vi sumando vecto-
rialmente la velocidad baricéntrica del cuerpo central v0:

vi = v�
i + v0, i = 1, . . . ,N. (5–2)

El vector velocidad v0 puede ser determinado a partir de las velocidades heliocéntricas cono-
cidas de los cuerpos notando que, en el sistema de referencia del centro de masa del sistema,

m0v0 +

N
∑

i=1

mivi = 0,

con lo cual, reemplazando vi según la ecuación (5–2), resulta

v0 = −
∑N

i=1 miv
�
i

(m0 +
∑N

i=1 mi)
. (5–3)

De este modo, la ecuación (5–3) junto con (5–2), permite determinar las velocidades baricén-
tricas de los cuerpos a partir de sus velocidades heliocéntricas.

5.2.5. Los archivos de salida

Si en el archivo de parámetros se define, en el sexto parámetro, un paso temporal no nulo,
una serie de archivos de salida espaciados temporalmente en tal cantidad serán generados a
lo largo de la integración. Estos son archivos de texto plano (ASCII) y sus nombres son cons-
truidos utilizando como prefijo el nombre (sin extensión) del archivo de condiciones iniciales,
agregando un número entero en un campo de diez d́ıgitos seguido de la extensión .out. Por
ejemplo, si disco.ini es el nombre del archivo de condiciones iniciales, los archivos de salida
tienen los nombres

disco-xxxxxxxxxx.out.gz

82



5.2. Utilizando el integrador

El campo de diez d́ıgitos indica el n-ésimo paso de integración. Aśı el tiempo de integración
correspondiente es t = t0 + nτ , siendo t0 el tiempo inicial de la integración y τ el paso
de integración. La extensión final .gz se debe a que los archivos de salida, al final del paso
correspondiente que lo genera, son comprimidos con el algoritmo de compresión LZ77 a través
de la utilidad gzip. Esta utilidad es llamada en la subrutina comprimir_archivo, a través
de la subrutina impĺıcita system proporcionada por el compilador Gnu Fortran.

Cada archivo de salida consta de una ĺınea para cada cuerpo presente en el paso de
integración correspondiente. Cada ĺınea consta de diez campos los cuales describen:

el ı́ndice del cuerpo,

la masa,

el radio f́ısico,

la componente x del vector posición respecto al cuerpo central,

la componente y del vector posición respecto al cuerpo central,

la componente z del vector posición respecto al cuerpo central,

la componente x del vector velocidad respecto al cuerpo central,

la componente y del vector velocidad respecto al cuerpo central,

la componente z del vector velocidad respecto al cuerpo central,

el potencial gravitatorio φ.

La representación de los datos reales en la salida está especificada por un código de formato
definido a través del parámetro carácter fpf en el archivo de inclusión io.inc. Esto permite
modificar, de ser necesario, la precisión de los mismos.

Nótese que la posición y velocidad de los cuerpos son dadas respecto al cuerpo central,
esto es, en coordenadas heliocéntricas. Esto permite computar los elementos orbitales de las
órbitas osculatrices en torno al cuerpo central. Puesto que el integrador utiliza coordenadas
democráticas, la misma subrutina escribir_salida que genera el archivo de salida realiza la
conversión de coordenadas. Tal transformación requiere solamente convertir las velocidades
baricéntricas vi de los cuerpos en velocidades heliocéntricas v�

i restando vectorialmente la
velocidad baricéntrica v0 del cuerpo central

v�
i = vi − v0, i = 1, . . . ,N. (5–4)

El vector de velocidad v0 es obtenido a partir de las velocidades baricéntricas de los cuerpos
determinadas durante la integración, notando que en el sistema de referencia del centro de
masa del sistema

m0v0 +
N
∑

i=1

mivi = 0,

con lo cual,

v0 = −
∑N

i=1 mivi

m0
. (5–5)

Aśı, la ecuación (5–5) junto con (5–4), permite determinar las velocidades heliocéntricas de
los cuerpos a partir de sus velocidades baricéntricas.
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Extensión Descripción

.log Bitácora general

.enc Bitácora de encuentros entre cuerpos

.hip Bitácora de cuerpos desligados

.col Bitácora de colisiones entre cuerpos

.ccl Bitácora de colisiones con el cuerpo central

.erg Bitácora de enerǵıa del sistema

Tabla 5.2. Archivos de bitácora proporcionados por el integrador.

5.2.6. Archivos de bitácora

Durante la integración, el programa crea ciertos archivos de “bitácora” para registrar
sucesos o datos relevantes. Estos archivos son archivos de texto plano (ASCII) y sus nombres
son construidos en base al prefijo del nombre del archivo de condiciones iniciales, agregando
una extensión según el esquema de la tabla 5.2. Mientras los archivos de bitácora general, de
encuentros y cuerpos desligados del sistema siempre son generados, los restantes puede estar
presentes o no dependiendo de las opciones definidas en el archivo de parámetros. Al finalizar
la integración estos archivos son comprimidos con el algoritmo de compresión LZ77 a través
de la utilidad gzip.

Archivo de bitácora general *.log. Es construido siempre durante la integración. Con-
siste de una ĺınea por cada paso de integración de hasta siete campos, los cuales son

el tiempo de integración,

el número de cuerpos presentes,

el número de encuentros entre cuerpos,

el número de colisiones entre cuerpos (no presente si los cuerpos son tratados como
part́ıculas puntuales),

el número de cuerpos desligados del sistema por órbitas hiperbólicas,

el número de cuerpos eyectados del sistema por estar fuera de la región de influencia
del mismo,

el número de colisiones con el cuerpo central (no presente si los cuerpos son tratados
como part́ıculas puntuales).

Archivo de bitácora de encuentros entre cuerpos *.enc. Es construido siempre du-
rante la integración. Consiste, para cada tiempo de integración, de un conjunto de ĺıneas de
cuatro campos con información relativa a los encuentros detectados. A saber:

el tiempo de integración,

el ı́ndice de uno los cuerpos del par en encuentro,
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el ı́ndice del otro cuerpo del par en encuentro,

la distancia mı́nima relativa detectada durante el paso de integración.

Tiempos de integración diferentes son separados por una ĺınea completamente en blanco.

Archivo de bitácora de cuerpos desligados del sistema *.hip. Es construido siempre
durante la integración. Consiste, para cada tiempo de integración, de un conjunto de ĺıneas de
tres campos con información relativa a los cuerpos que se consideran desligados del sistema
ya sea porque se obtiene una órbita hiperbólica durante el avance de la órbita kepleriana o
porque su distancia al cuerpo central es lo suficientemente grande como para considerarlo
eyectado del mismo. Los campos de la ĺınea son

el tiempo de integración,

el ı́ndice del cuerpo desligado,

la distancia al cuerpo central

Tiempos de integración diferentes son separados por una ĺınea completamente en blanco.

Archivo de bitácora de colisiones entre cuerpos *.col. Es construido durante la
integración si los cuerpos son considerados de radio finito, asignando a cero el parámetro
correspondiente a la ĺınea ignorarcolisiones del archivo de parámetros. El archivo consiste,
para cada tiempo de integración, de un conjunto de ĺıneas de ocho campos, a saber

el tiempo al cual se detecta la colisión,

el ı́ndice del cuerpo más masivo antes de la colisión,

el ı́ndice del otro cuerpo involucrado en la colisión,

la distancia al cuerpo central en que ocurre la colisión,

la velocidad relativa de los dos cuerpos involucrados,

el factor Q de la colisión,

la masa total del cuerpo fusionado,

el radio total del cuerpo fusionado

Tiempos de integración diferentes son separados por una ĺınea de completamente en blanco.

Archivo de bitácora de colisiones con el cuerpo central *.ccl. Es construido durante
la integración si los cuerpos son considerados de radio finito, asignando a cero el parámetro
correspondiente a la ĺınea ignorar colisiones del archivo de parámetros. El archivo consiste,
para cada tiempo de integración, de una ĺınea con los campos

el tiempo de integración,

el número de cuerpos que colisionan con el cuerpo central,

los ı́ndices de los cuerpos que colisionan con el cuerpo central.
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Archivo de bitácora de enerǵıa del sistema *.erg. Es construido durante la integración
si el cómputo de la enerǵıa es requerido asignando al parámetro correspondiente a la ĺınea
paso de computo de la enerǵıa es no nulo. El archivo consiste de una ĺınea para cada tiempo
de cómputo de cinco campos:

el tiempo de cómputo,

la enerǵıa cinética,

la enerǵıa potencial,

la enerǵıa total,

el cambio fraccional en la enerǵıa total respecto de la enerǵıa total inicial.

Nótese que los archivos de bitácora pueden ser revisados mientras la simulación continúa
efectuándose, dado que éstos son obligados a volcar el contenido de sus buffers al término
de cada paso de integración, utilizando la subrutina intŕınseca flush proporcionada por el
compilador Gnu Fortran.

5.2.7. La elección de las unidades

El valor de las magnitudes f́ısicas involucradas en los parámetros de la integración y
condiciones iniciales depende ciertamente de la elección de las unidades. Aśı, por ejemplo, en
el sistema de unidades cgs el valor de la constante de gravitación universal G determinada
por medidas en el laboratorio es

G = (6.668 ± 0.005) × 10−8 dina cm2 g−2.

Sin embargo, para propósitos astronómicos, como es costumbre desde Gauss, se adopta un
valor de G determinado por un sistema de unidades especialmente construido para describir
las propiedades dinámicas del sistema solar. Tal sistema de unidades es definido tomando

el d́ıa solar medio como la unidad de tiempo,

la unidad astronómica como la unidad de distancia,

y la masa del Sol como la unidad de masa.

El valor de G es entonces establecido a partir de la tercera ley de Kepler

P 2

a3
=

4π2

G(m0 + m)
,

aplicada al sistema Sol–Tierra+Luna con las unidades escogidas. Esto conduce al valor

G = 2.959122082855911 × 10−4 M−1
� UA3 d́ıa−2.

Las unidades de otras magnitudes f́ısicas son derivadas de las unidades fundamentales. Aśı,
por ejemplo, la velocidad es expresada en unidades astronómicas por d́ıa solar medio.
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Otro sistema de unidades se obtiene procediendo como antes pero escogiendo la unidad
de tiempo como un año sidéreo. En tal caso, el valor de G resultante es

G = 39.47830631 M−1
� UA3 año−2.

Finalmente, es posible definir un sistema de unidades en el cual G tome el valor unidad.
Para obtener tal sistema tomamos a = 1UA, m0 +m = 1M� y ajustamos la unidad de tiempo
como 365.2563835/2π = 58.1323589 d́ıas solares medios. Tal sistema de unidades es conocido
como sistema de unidades canónico del problema de los dos cuerpos.

Dado que, en nuestra implementación del código, el valor de G puede ser establecido en
el archivo de parámetros, el integrador no impone un sistema de unidades y deja, por tanto,
al usuario la libertad de escoger el apropiado para su problema.

5.3. Desempeño del código

Con el fin de testear el desempeño del código recurrimos al escenario de las primeras
etapas de la acreción de planetesimales, situación modelada numéricamente por Kokubo &
Ida (1996). La simulación consiste inicialmente de N = 2000 planetesimales de igual masa,
m = 1024 g (con densidades ρ = 2 g cm−3) distribuidos aleatoriamente en una región anular
alrededor de a = 1 UA con un ancho ∆a = 0.2 UA. Las excentricidades e inclinaciones de las
órbitas osculatrices iniciales de los planetesimales están dadas por distribuciones gaussianas
con dispersiones < e2 >1/2= 2 < i2 >1/2= 4RH/a, siendo RH el radio de Hill de los cuerpos.

5.3.1. Situación no colisional

En el primer conjunto de experimentos numéricos, los cuerpos son tratados como masas
puntuales, con lo cual las colisiones son ignoradas. Esto nos permite testear la precisión global
del código (medida por la conservación de la enerǵıa total del sistema), la precisión del código
de árbol en el cómputo de las interacciones entre los planetesimales, y la eficiencia en la
detección de encuentros.

Para testear, en un dado paso, la precisión del árbol en el cómputo de las perturbaciones
de los planetesimales (sin incluir al cuerpo central) podemos considerar el error cometido en
la evaluación del potencial de un cuerpo por el algoritmo respecto de su valor exacto dado
por la evaluación directa. Aśı, el error relativo en el potencial de un cuerpo está dado por

εi =
φtree

i − φpp
i

φpp
i

, (5–6)

donde φtree
i y φpp

i son los potenciales para el cuerpo i-ésimo, evaluados con el método del árbol
y el método PP, respectivamente. Asimismo una estimación global del error cometido en los
cómputos de los potenciales por el método del árbol puede ser definido como sigue (Pfalzner
& Gibbon, 1996):

ε0 =

{

∑N
i=1(φ

tree
i − φpp

i )2
∑N

i=1(φ
tree
i )2

}1/2

. (5–7)
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τ |∆E|/|E0||t=10
Nenc

0.0010 4.42 × 10−10 1.000
0.0015 5.14 × 10−10 1.004
0.0020 1.36 × 10−09 0.998
0.0025 8.84 × 10−10 0.996
0.0030 1.02 × 10−09 1.000
0.0035 1.67 × 10−09 0.996
0.0040 2.14 × 10−09 1.000
0.0045 5.20 × 10−10 0.991
0.0050 1.75 × 10−09 0.989
0.0055 4.61 × 10−10 1.001
0.0060 7.43 × 10−10 0.998
0.0065 1.20 × 10−10 0.986
0.0070 2.47 × 10−10 0.993
0.0075 2.50 × 10−09 0.993
0.0080 5.91 × 10−10 1.000
0.0085 3.14 × 10−09 0.991
0.0090 3.35 × 10−09 1.004
0.0095 1.07 × 10−09 1.001
0.0100 1.77 × 10−09 0.987
0.0150 2.51 × 10−09 0.984
0.0200 7.20 × 10−07 0.993

τ |∆E|/|E0||t=10
Nenc

0.0250 2.08 × 10−08 0.975
0.0300 1.23 × 10−09 0.984
0.0350 6.28 × 10−08 0.995
0.0400 6.36 × 10−09 0.998
0.0450 9.98 × 10−08 0.993
0.0500 1.13 × 10−08 0.966
0.0550 1.24 × 10−08 0.955
0.0600 1.72 × 10−08 0.966
0.0650 4.53 × 10−08 0.955
0.0700 1.41 × 10−08 0.984
0.0750 1.57 × 10−07 0.950
0.0800 4.08 × 10−08 0.935
0.0850 2.54 × 10−08 0.950
0.0900 3.08 × 10−07 0.940
0.0950 3.09 × 10−08 0.906
0.1000 2.81 × 10−08 0.921
0.1500 1.69 × 10−07 0.783
0.2000 2.97 × 10−07 0.682
0.2500 3.01 × 10−07 0.582
0.3000 2.99 × 10−07 0.506
0.3500 8.79 × 10−07 0.474

Tabla 5.3. Dependencia del error en la enerǵıa con el paso temporal
después de t = 10 años, y el número total de encuentros detectados
(normalizado con respecto al número de encuentros total detectados
con τ = 0.001 años).

La figura 5.2 muestra, en el paso inicial, los histogramas de los errores relativos (esto es, el
número de cuerpos para un dado rango del error) para diversos parámetros de expansión θ del
árbol, en tanto que la figura 5.3 ilustra el comportamiento del error global en el potencial con
θ, mientras que la figura 5.4 da cuenta del tiempo de CPU invertido en cada cómputo como
función de θ (donde el tiempo es normalizado con respecto al tiempo de cómputo para θ = 0).
Como puede observarse para θ → 0 todos los cuerpos tiene un error relativo cercano a cero,
en tanto que para θ → 1 existe una proporción grande de cuerpos con errores relativamente
grandes, y para θ > 1 comenzamos a perder gran precisión para ganar poca velocidad. El
punto de interés es que para θ = 0.7 obtenemos una buena precisión conjuntamente con una
buena eficiencia del método. Esto justifica que en nuestras próximas simulaciones escojamos
el valor θ = 0.7 para el parámetro de expansión del árbol.

Con el fin de testear la habilidad del código para determinar encuentros y conservar la
enerǵıa del sistema, consideramos una serie de simulaciones utilizando diferentes pasos de
integración τ pero con el mismo parámetro de expansión θ = 0.7. La tabla 5.3 resume los
resultados obtenidos en el error relativo de la enerǵıa del sistema después de t = 10 años,
como también el número total de encuentros detectados durante este peŕıodo. Del análisis
de los resultados se desprende que aún para pasos de integración relativamente grandes la
conservación de la enerǵıa y la detección de encuentros resulta satisfactoria, aunque no debe
perderse de vista el hecho de que el paso no puede ser excesivamente grande si queremos
garantizar la convergencia de segundo orden del esquema de integración.
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(a) θ = 0.1
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(b) θ = 0.2
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(c) θ = 0.3
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(d) θ = 0.4
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(e) θ = 0.5
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Figura 5.2. Histogramas de los errores relativos en los potenciales de
los planetesimales (sin incluir el cuerpo central) en el paso inicial, para
diversos valores del parámetro de expansión θ del árbol.
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(g) θ = 0.7
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(h) θ = 0.8
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(i) θ = 0.9
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Figura 5.2. Histogramas de los errores relativos en los potenciales de
los planetesimales (sin incluir el cuerpo central) para el paso inicial, para
diversos valores del parámetro de expansión θ del árbol (continuación).
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Figura 5.5. Error relativo en la enerǵıa total del sistema en función
del tiempo (expresado en años).

Con la elección de τ = 0.005 (y θ = 0.7) consideramos finalmente el comportamiento
temporal de la enerǵıa del sistema a lo largo de t = 10000 años, un tiempo razonablemente
grande. Si nuestro código es realmente simpléctico, el error relativo en la enerǵıa total del
sistema no debeŕıa exhibir un comportamiento secular. Efectivamente, como se ilustra en la
figura 5.5, si bien las variaciones de la enerǵıa sobre peŕıodos cortos de tiempo son relativa-
mente grandes, no resulta evidente un comportamiento secular de las mismas. De hecho, la
dispersión de los valores respecto de la media es s = 8.7 × 10−8.

5.3.2. Situación colisional

Habiendo quedado satisfechos con los resultados de las simulaciones anteriores, considera-
mos ahora una nueva simulación, pero permitiendo esta vez la posibilidad de colisiones entre
los planetesimales. En esta nueva simulación tal como lo hicieran Kokubo & Ida (1996), el
radio inicial de los planetesimales es aumentado en un factor 5 respecto del valor realista que
se obtiene asumiendo que la densidad de los mismos es ρ = 2 g cm−3. Como muestran Kokubo
& Ida, ésto solo cambia el tiempo de escala de acreción, pero no el modo de crecimiento de los
planetesimales. Con las mismas condiciones iniciales que antes, el sistema es integrado hasta
t = 20000 años con un paso de integración τ = 0.01 (tomando el parámetro de expansión
del árbol θ = 0.7). Los resultados obtenidos son ilustrados en el conjunto de figuras 5.6, 5.7
y 5.8, las cuales debeŕıan compararse con las correspondientes al trabajo de Kokubo & Ida.
La figura 5.6 muestra la evolución del número total de cuerpos en función del tiempo. Este
decrece de 2000 a 833 en los 20000 años (en la simulación de Kokubo & Ida, el número final
de cuerpos es 715). La figura 5.7 muestra la evolución temporal de la mayor masa en cada
instante de tiempo y la masa media de los planetesimales (exceptuando la masa máxima).
Al final de la integración, la masa final del cuerpo más masivo es unas 93 veces el valor de
su masa inicial. Este valor difiere en un factor 2 del resultado de Kokubo & Ida, la cual es
atribuible a un evento colisional aleatorio al final de la simulación. De cualquier manera, la
razón de la masa máxima a la masa media crece monótonamente con el tiempo a una tasa
similar a la obtenida por Kokubo & Ida. La figura 5.8 muestra la evolución temporal de las
medias cuadráticas (o rms) de la excentricidad e inclinación de las órbitas osculatrices de
los planetesimales. Ambas se incrementan monótonamente con el tiempo y puede apreciarse
que se reproduce la evolución esperada: < e2 >1/2 se mantiene aproximadamente igual a
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2 < i2 >1/2. Finalmente, la figura 5.9 muestra cuatro “instantáneas” del sistema en diferentes
tiempos de evolución.

5.3.3. Conclusiones

De la experimentación numérica de los puntos anteriores resulta claro que hemos cumplido
nuestro objetivo de construir un código espećıficamente diseñado para la dinámica de sistemas
colisionales dominados por una masa central que es, a la vez, preciso (debido a su naturaleza
simpléctica h́ıbrida) y rápido (al incorporar el esquema de árbol octal).
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(a) t = 0 años, N = 2000 (b) t = 5000 años, N = 1285

(c) t = 10000 años, N = 1069 (d) t = 20000 años, N = 833

Figura 5.9. Evolución temporal del sistema en el plano x−y. El tamaño
de los śımbolos indica tres rangos de masas: los puntos corresponden a
cuerpos cuyas masas se mantienen iguales a la masa inicial, los ćırculos
de tamaño intermedio a cuerpos con masas hasta diez veces la masa
inicial, y los de mayor tamaño a cuerpos con masas superiores a diez
veces la masa inicial.
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Apéndice A

Código fuente de Daedalus

En este apéndice presentamos en forma completa el código fuente del algoritmo desarrollado.
Tal algoritmo constituye un integrador, denominado Daedalus, de libre distribución bajo los térmi-
nos de la General Public Licence (GPL). El código fuente puede ser también descargado a través
de Internet en http://carina.fcaglp.unlp.edu.ar/~pablo/daedalus/index.html

Figura A.1. Daedalus e Icarus volando fuera del laberinto, por Jean
Bouchet (1476–1558).
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ó
n

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

g
g
r
a
v

!
C
o
n
s
t
a
n
t
e

d
e

g
r
a
v
e
d
a
d

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

e
p
s
i
l
o
n

!
P
a
r
á
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ó
n

i
n
i
c
i
a
l

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

t
f
i
n
a
l

!
T
i
e
m
p
o

d
e

i
n
t
e
g
r
a
c
i
ó
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(
M
A
X
C
U
E
R
P
O
S
)

d
i
m
e
n
s
i
o
n

c
e
(
M
A
X
C
U
E
R
P
O
S
)

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

c
o
m
m
o
n

/
v
e
c
t
o
r
e
s
_
e
n
c
u
e
n
t
r
o
s
/
c
e
,
d
c
e

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

s
a
v
e

/
v
e
c
t
o
r
e
s
_
e
n
c
u
e
n
t
r
o
s
/

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
i
n
d
i
c
e
s
.
i
n
c
:

V
e
c
t
o
r
e
s

p
a
r
a

r
e
l
a
c
i
o
n
a
r

i
n
d
i
c
e
s

l
o
c
a
l
e
s

y
g
l
o
b
a
l
e
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
n
t
e
g
e
r

i
n
d

!
v
e
c
t
o
r

p
a
r
a

p
a
s
a
r

d
e

i
n
d
i
c
e
s

l
o
c
a
l
e
s

a
g
l
o
b
a
l
e
s

i
n
t
e
g
e
r

j
n
d

!
v
e
c
t
o
r

p
a
r
a

p
a
s
a
r

d
e

i
n
d
i
c
e
s

g
l
o
b
a
l
e
s

a
l
o
c
a
l
e
s

d
i
m
e
n
s
i
o
n

i
n
d
(
0
:
M
A
X
C
U
E
R
P
O
S
)

d
i
m
e
n
s
i
o
n

j
n
d
(
0
:
M
A
X
C
U
E
R
P
O
S
)

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

c
o
m
m
o
n
/
v
e
c
t
o
r
e
s
_
i
n
d
i
c
e
s
/
i
n
d
,
j
n
d

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

s
a
v
e

/
v
e
c
t
o
r
e
s
_
i
n
d
i
c
e
s
/

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
a
r
b
o
l
.
i
n
c

:
V
a
r
i
a
b
l
e
s

g
l
o
b
a
l
e
s

p
a
r
a

e
l

c
ó
d
i
g
o

d
e

á
r
b
o
l

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
n
t
e
g
e
r

N
S
U
B
C

!
n
u
m
e
r
o

d
e

d
e
s
c
e
n
d
i
e
n
t
e
s

p
o
r

c
e
l
d
a

i
n
t
e
g
e
r

N
C
U
A
D

!
n
u
m
e
r
o

d
e

c
o
m
p
o
n
e
n
t
e
s

c
u
a
d
r
u
p
o
l
a
r
e
s

i
n
t
e
g
e
r

M
A
X
C
E
L
D
A
S

!
n
u
m
e
r
o

m
a
x
i
m
o

d
e

c
e
l
d
a
s

e
n

e
l

a
r
b
o
l

i
n
t
e
g
e
r

I
N
I
C
E
L
D
A
S

!
i
n
d
i
c
e

p
a
r
a

l
a

p
r
i
m
e
r
a

c
e
l
d
a

i
n
t
e
g
e
r

M
A
X
N
O
D
O
S

!
n
u
m
e
r
o

m
a
x
i
m
o

d
e

n
o
d
o
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

p
a
r
a
m
e
t
e
r

(
N
S
U
B
C
=
8
)

p
a
r
a
m
e
t
e
r

(
N
C
U
A
D
=
5
)

p
a
r
a
m
e
t
e
r

(
M
A
X
C
E
L
D
A
S
=
M
A
X
C
U
E
R
P
O
S
)

p
a
r
a
m
e
t
e
r

(
I
N
I
C
E
L
D
A
S
=
M
A
X
C
U
E
R
P
O
S
+
1
)

p
a
r
a
m
e
t
e
r

(
M
A
X
N
O
D
O
S
=
(
M
A
X
C
U
E
R
P
O
S
+
M
A
X
C
E
L
D
A
S
)
)

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
n
t
e
g
e
r

n
c
u
e
r
p
o
s

!
n
ú
m
e
r
o

d
e

c
u
e
r
p
o
s

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

m
a
s

!
v
e
c
t
o
r

d
e

m
a
s
a

d
e

l
o
s

n
o
d
o
s

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

p
o
s

!
v
e
c
t
o
r

p
o
s
i
c
i
o
n
e
s

c
.
m
.

d
e

l
o
s

n
o
d
o
s

d
i
m
e
n
s
i
o
n

m
a
s
(
M
A
X
N
O
D
O
S
)

d
i
m
e
n
s
i
o
n

p
o
s
(
M
A
X
N
O
D
O
S
,
3
)

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
n
t
e
g
e
r

n
c
e
l
d
a
s

!
n
u
m
e
r
o

d
e

t
o
t
a
l

d
e

c
e
l
d
a
s

i
n
t
e
g
e
r

r
o
o
t

!
i
n
d
i
c
e

d
e

l
a

c
e
l
d
a

r
a
i
z

i
n
t
e
g
e
r

m
a
x
n
i
v
e
l
e
s

!
p
r
o
f
u
n
d
i
d
a
d

m
a
x

d
e
l

á
r
b
o
l

i
n
t
e
g
e
r

s
u
b
c
e
l
d
a
s

!
d
e
s
c
e
n
d
i
e
n
t
s

d
e

c
a
d
a

c
e
l
d
a

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

p
o
s
c
g

!
v
e
c
t
o
r

p
o
s
i
c
i
o
n
e
s

c
.
g
.

d
e

l
a
s

c
e
l
d
a
s

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

s
i
d
e

!
v
e
c
t
o
r

d
e

l
a
d
o
s

d
e

l
a

c
e
l
d
a
s

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

r
c
r
i
t
i
c
o

!
r
a
d
i
o

c
r
i
t
i
c
o

d
e

c
a
d
a

c
e
l
d
a

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

m
c
u
a
d

!
m
o
m
e
n
t
o

c
u
a
d
r
u
p
o
l
a
r

d
e

c
/
c
e
l
d
a

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

d
i
a
m
t
o
t
a
l

d
i
m
e
n
s
i
o
n

s
u
b
c
e
l
d
a
s
(
I
N
I
C
E
L
D
A
S
:
M
A
X
N
O
D
O
S
,
N
S
U
B
C
)

d
i
m
e
n
s
i
o
n

p
o
s
c
g
(
I
N
I
C
E
L
D
A
S
:
M
A
X
N
O
D
O
S
,
3
)

d
i
m
e
n
s
i
o
n

s
i
d
e
(
I
N
I
C
E
L
D
A
S
:
M
A
X
N
O
D
O
S
)

d
i
m
e
n
s
i
o
n

r
c
r
i
t
i
c
o
(
I
N
I
C
E
L
D
A
S
:
M
A
X
N
O
D
O
S
)

d
i
m
e
n
s
i
o
n

m
c
u
a
d
(
I
N
I
C
E
L
D
A
S
:
M
A
X
N
O
D
O
S
,
N
C
U
A
D
)

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

c
o
m
m
o
n

/
d
a
t
o
s
_
a
r
b
o
l
/
d
i
a
m
t
o
t
a
l
,
n
c
u
e
r
p
o
s
,
n
c
e
l
d
a
s
,
r
o
o
t
,
m
a
x
n
i
v
e
l
e
s

c
o
m
m
o
n

/
v
e
c
t
o
r
e
s
_
a
r
b
o
l
/
m
a
s
,
p
o
s
,
p
o
s
c
g
,
s
i
d
e
,
r
c
r
i
t
i
c
o
,
s
u
b
c
e
l
d
a
s
,
m
c
u
a
d

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

s
a
v
e

/
d
a
t
o
s
_
a
r
b
o
l
/

s
a
v
e

/
v
e
c
t
o
r
e
s
_
a
r
b
o
l
/

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
a
c
c
.
i
n
c

:
V
e
c
t
o
r
e
s

d
e

a
c
e
l
e
r
a
c
i
o
n

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

a
c
c

!
V
e
c
t
o
r
e
s

d
e

a
c
e
l
e
r
a
c
i
o
n

d
i
m
e
n
s
i
o
n

a
c
c
(
M
A
X
C
U
E
R
P
O
S
,
3
)

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

c
o
m
m
o
n

/
v
e
c
t
o
r
e
s
_
a
c
c
/
a
c
c

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

s
a
v
e

/
v
e
c
t
o
r
e
s
_
a
c
c
/

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

98



A.2. Módulo principal
A

.2
.

M
ó
d
u
lo

p
ri

n
c
ip

a
l

p
r
o
g
r
a
m

m
a
i
n

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
D
E
S
C
R
I
P
C
I
O
N
:

C C
I
n
t
e
g
r
a
d
o
r

s
i
m
p
l
é
c
t
i
c
o

h
i
b
r
i
d
o

d
e

s
e
g
u
n
d
o

o
r
d
e
n

p
a
r
a

l
a

C
d
i
n
á
m
i
c
a

d
e

N
-
p
l
a
n
e
t
e
s
i
m
a
l
e
s

e
n

t
o
r
n
o

a
u
n

c
u
e
r
p
o

c
e
n
t
r
a
l

C
m
a
s
i
v
o

i
m
p
l
e
m
e
n
t
a
n
d
o

e
l

m
é
t
o
d
o

d
e

á
r
b
o
l

j
e
r
á
r
q
u
i
c
o

C
e
n

e
l

c
o
m
p
u
t
o

d
e

l
a
s

f
u
e
r
z
a
s

d
e

i
n
t
e
r
a
c
c
i
ó
n

g
r
a
v
i
t
a
t
o
r
i
a
.

C C
A
U
T
O
R
:

C C
P
a
b
l
o

S
a
n
t
a
m
a
r
ı́
a
,

c
o
n

c
o
l
a
b
o
r
a
c
i
ó
n

i
n
i
c
i
a
l

d
e

A
n
d
r
e
a

F
o
r
t
i
e
r
.

C
I
m
p
l
e
m
e
n
t
a
c
i
ó
n

o
r
i
g
i
n
a
l

d
e
l

c
ó
d
i
g
o

d
e

á
r
b
o
l

p
o
r

H
e
c
t
o
r

V
i
t
u
r
r
o
.

C
M
o
d
i
f
i
c
a
c
i
o
n
e
s

e
i
n
c
o
r
p
o
r
a
c
i
ó
n

d
e

c
ó
d
i
g
o

p
o
r

P
a
b
l
o

S
a
n
t
a
m
a
r
ı́
a
.

C C
L
I
N
K
S
:

C C
[
a
v
a
n
z
a
r
_
s
i
s
t
e
m
a

]

C
[
i
o
_
b
i
t
a
c
o
r
a

]

C
[
l
e
e
r
_
c
o
n
d
i
n
i

]

C
[
l
e
e
r
_
p
a
r
a
m
e
t
r
o
s

]

C
[
e
s
c
r
i
b
i
r
_
s
a
l
i
d
a

]

C
[
c
o
m
p
u
t
a
r
_
e
r
g

]

C
[
c
o
m
p
u
t
a
r
_
e
r
r
s
p
o
t
]

C C
I
N
C
L
U
D
E
S
:

C C
i
o
.
i
n
c

C
d
a
e
d
a
l
u
s
.
i
n
c

C
p
a
r
a
m
e
t
r
o
s
.
i
n
c

C
t
i
e
m
p
o
s
.
i
n
c

C
v
e
c
t
g
l
o
b
.
i
n
c

C C
R
E
F
E
R
E
N
C
I
A
S
:

C C
P
f
a
l
z
n
e
r
,

S
.

&
G
i
b
b
o
n
,

P
.

(
1
9
9
6
)
,

‘
‘
M
a
n
y
-
B
o
d
y

T
r
e
e

M
e
t
h
o
d
s

C
i
n

P
h
y
s
i
c
s
’
’
,

C
a
m
b
r
i
d
g
e

U
n
i
v
e
r
s
i
t
y

P
r
e
s
s
.

C C
J
.
E
.
C
h
a
m
b
e
r
s

(
1
9
9
9
)

‘
‘
A

H
y
b
r
i
d

S
y
m
p
l
e
c
t
i
c

I
n
t
e
g
r
a
t
o
r

t
h
a
t

C
P
e
r
m
i
t
s

C
l
o
s
e

E
n
c
o
u
n
t
e
r
s

b
e
t
w
e
e
n

M
a
s
s
i
v
e

B
o
d
i
e
s
’
’
.

C
M
o
n
t
h
l
y

N
o
t
i
c
e
s

o
f

t
h
e

R
o
y
a
l

A
s
t
r
o
n
o
m
i
c
a
l

S
o
c
i
e
t
y
,

C
v
o
l

3
0
4
,

p
p
7
9
3
-
7
9
9
.

C C
M
.
J
.
D
u
n
c
a
n
,

H
.
F
.
L
e
v
i
s
o
n

a
n
d

M
.
H
.
L
e
e

(
1
9
9
8
)

‘
‘
A

M
u
l
t
i
p
l
e

T
i
m
e

C
S
t
e
p

S
y
m
p
l
e
c
t
i
c

A
l
g
o
r
i
t
h
m

f
o
r

I
n
t
e
g
r
a
t
i
n
g

C
l
o
u
s
e

E
n
c
o
u
n
t
e
r
s
’
’
.

C
T
h
e

A
s
t
r
o
n
o
m
i
c
a
l

J
o
u
r
n
a
l
,

v
o
l

1
1
6
,

p
p
2
0
6
7
-
2
0
7
7
.

C C C C
L
I
C
E
N
C
I
A
:

C C
T
h
i
s

p
r
o
g
r
a
m

i
s

f
r
e
e

s
o
f
t
w
a
r
e
;

y
o
u

c
a
n

r
e
d
i
s
t
r
i
b
u
t
e
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A.2. Módulo principal
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ó
n

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

e
r
r
o
r

=
0

c
a
l
l

a
v
a
n
z
a
r
_
s
i
s
t
e
m
a
(
s
t
e
p
,
n
u
e
v
o
a
r
b
o
l
,
e
r
r
o
r
)

i
f

(
e
r
r
o
r
.
n
e
.
0
)

t
h
e
n

w
r
i
t
e

(
o
u
t
1
,
*
)

’
[
m
a
i
n
]
:

e
r
r
o
r

e
n

[
a
v
a
n
z
a
r
_
s
i
s
t
e
m
a
]

a
t
=
’
,
t

w
r
i
t
e

(
o
u
t
1
,
*
)

’
s
t
o
p
’

g
o
t
o

1
0
0

e
n
d
i
f

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
T
o
m
a
r

n
u
e
v
o

t
i
e
m
p
o

d
e

i
n
t
e
g
r
a
c
i
ó
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ó

l
a

e
n
e
r
g
ı́
a

c
e
r
r
a
r

p
r
i
m
e
r
o

e
l

a
r
c
h
i
v
o

d
e

C
b
i
t
á
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ó
n

d
e
s
d
e

C
u
n

a
r
c
h
i
v
o

d
e

p
a
r
á
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ó
n

d
e

v
a
r
i
a
b
l
e
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
V
a
r
i
a
b
l
e
s

g
l
o
b
a
l
e
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
m
p
l
i
c
i
t

n
o
n
e

i
n
c
l
u
d
e

’
i
o
.
i
n
c
’

i
n
c
l
u
d
e

’
d
a
e
d
a
l
u
s
.
i
n
c
’

i
n
c
l
u
d
e

’
p
a
r
a
m
e
t
r
o
s
.
i
n
c
’

i
n
c
l
u
d
e

’
t
i
e
m
p
o
s
.
i
n
c
’

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
V
a
r
i
a
b
l
e
s

d
e

a
r
g
u
m
e
n
t
o
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

c
h
a
r
a
c
t
e
r
*
(
*
)

a
r
c
h
i
v
o

!
N
o
m
b
r
e

d
e
l

a
r
c
h
i
v
o

d
e

p
a
r
a
m
e
t
r
o
s

i
n
t
e
g
e
r

e
r
r
o
r

!
C
l
a
v
e

e
n
t
e
r
a

d
e

e
r
r
o
r

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
V
a
r
i
a
b
l
e
s

l
o
c
a
l
e
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
n
t
e
g
e
r

k
o
d
e
,
k
,
k
u
,
k
l

i
n
t
e
g
e
r

n
l
i
n
e

i
n
t
e
g
e
r

n
p
a
r
a
m

c
h
a
r
a
c
t
e
r
*
8
0

s
t
r
i
n
g

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

z
e
r
o

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

u
n
i
d
a
d

C
-
-
-
-
-

p
a
r
a
m
e
t
e
r

(
n
p
a
r
a
m

=
2
1
)

p
a
r
a
m
e
t
e
r

(
z
e
r
o

=
0
.
0
d
0
)

p
a
r
a
m
e
t
e
r

(
u
n
i
d
a
d

=
1
.
0
d
0
)

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
P
r
o
c
e
d
i
m
i
e
n
t
o
s

i
n
t
e
r
n
o
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
n
t
r
i
n
s
i
c

l
e
n

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
B
l
o
q
u
e

d
e

p
r
o
c
e
s
a
m
i
e
n
t
o

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
A
b
r
i
r

a
r
c
h
i
v
o

d
e

p
a
r
á
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ú
m
e
r
o

d
e

c
u
e
r
p
o
s

e
x
c
e
d
e

M
A
X
C
U
E
R
P
O
S

=
’
,

&
M
A
X
C
U
E
R
P
O
S

g
o
t
o

1
5
0

e
n
d
i
f

e
n
d
i
f

i
f

(
n
l
i
n
e
.
e
q
.
3
)

t
h
e
n

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
T
i
e
m
p
o

i
n
i
c
i
a
l

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

r
e
a
d
(
s
t
r
i
n
g
(
k
l
:
k
u
)
,
*
,
i
o
s
t
a
t
=
k
o
d
e
)

t
i
n
i
c
i
a
l

i
f
(
k
o
d
e
.
n
e
.
0
)

g
o
t
o

1
0
0

w
r
i
t
e

(
o
u
t
1
,
*
)

t
i
n
i
c
i
a
l

e
n
d
i
f

i
f

(
n
l
i
n
e
.
e
q
.
4
)

t
h
e
n

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
T
i
e
m
p
o

f
i
n
a
l

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

r
e
a
d
(
s
t
r
i
n
g
(
k
l
:
k
u
)
,
*
,
i
o
s
t
a
t
=
k
o
d
e
)

t
f
i
n
a
l

i
f
(
k
o
d
e
.
n
e
.
0
)

g
o
t
o

1
0
0

w
r
i
t
e

(
o
u
t
1
,
*
)

t
f
i
n
a
l

e
n
d
i
f

i
f

(
n
l
i
n
e
.
e
q
.
5
)

t
h
e
n

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
P
a
s
o

d
e

i
n
t
e
g
r
a
c
i
ó
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á
t
i
c
a
s

e
n

c
o
o
r
d
e
n
a
d
a
s

h
e
l
i
o
c
é
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á
t
i
c
a
s

C C
A
R
G
U
M
E
N
T
O
S
:

C C
s
t
e
p

=
v
a
r
i
a
b
l
e

e
n
t
e
r
a

p
a
r
a

i
n
d
i
c
a
r

e
l

n
ú
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ú
m
e
r
o

0

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

h
a
l
f

!
E
l

n
ú
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ó
r
b
i
t
a

k
e
p
l
e
r
i
a
n
a

a
l
r
e
d
e
d
o
r

d
e
l

c
u
e
r
p
o

c
e
n
t
r
a
l

e
n

u
n

C
i
n
t
e
r
v
a
l
o

t
e
m
p
o
r
a
l

d
e
l
t
a
t
.

P
a
r
a

c
u
e
r
p
o
s

e
n

e
n
c
u
e
n
t
r
o
,

C
l
o
s

t
é
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A.5. Construcción del árbol
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ó
n

d
e

t
i
p
o

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
V
a
r
i
a
b
l
e
s

g
l
o
b
a
l
e
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
m
p
l
i
c
i
t

n
o
n
e

i
n
c
l
u
d
e

’
i
o
.
i
n
c
’

i
n
c
l
u
d
e

’
d
a
e
d
a
l
u
s
.
i
n
c
’

i
n
c
l
u
d
e

’
p
a
r
a
m
e
t
r
o
s
.
i
n
c
’

i
n
c
l
u
d
e

’
a
r
b
o
l
.
i
n
c
’

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
V
a
r
i
a
b
l
e
s

l
o
c
a
l
e
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
n
t
e
g
e
r

i

i
n
t
e
g
e
r

j

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

x
y
z
m
a
x

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

z
e
r
o

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

d
o
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

p
a
r
a
m
e
t
e
r

(
z
e
r
o

=
0
.
0
d
0
)

p
a
r
a
m
e
t
e
r

(
d
o
s

=
2
.
0
d
0
)

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
P
r
o
c
e
d
i
m
i
e
n
t
o
s

i
n
t
e
r
n
o
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
n
t
r
i
n
s
i
c

m
a
x

i
n
t
r
i
n
s
i
c

a
b
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
B
l
o
q
u
e

d
e

p
r
o
c
e
s
a
m
i
e
n
t
o

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
B
u
s
c
a

e
l

m
a
x
i
m
o

v
a
l
o
r

d
e

t
o
d
a
s

l
a

c
o
o
r
d
e
n
a
d
a
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

x
y
z
m
a
x
=
z
e
r
o

d
o

i
=
1
,
n
c
u
e
r
p
o
s

d
o

j
=
1
,
3

x
y
z
m
a
x

=
m
a
x
(
x
y
z
m
a
x
,
a
b
s
(
p
o
s
(
i
,
j
)
)
)

e
n
d
d
o

e
n
d
d
o

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
E
x
p
a
n
d
e

l
a

c
a
j
a

h
a
s
t
a

a
b
a
r
c
a
r

t
o
d
o

e
l

s
i
s
t
e
m
a
.

C
L
o
s

l
a
d
o
s

s
e

a
s
i
g
n
a
n

c
o
m
o

p
o
t
e
n
c
i
a
s

d
e

2
.

E
s
t
o

C
g
a
r
a
n
t
i
z
a

q
u
e

e
l

p
u
n
t
o

m
e
d
i
o

d
e

c
/
c
e
l
d
a

s
e

p
u
e
d
a

C
r
e
p
r
e
s
e
n
t
a
r

e
n

f
o
r
m
a

e
x
a
c
t
a

c
o
m
o

u
n

n
ú
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ó
n

C C
L
I
N
K
S
:

n
i
n
g
u
n
o

C C
I
N
C
L
U
D
E
S
:

C C
d
a
e
d
a
l
u
s
.
i
n
c

C
p
a
r
a
m
e
t
r
o
s
.
i
n
c

C
a
r
b
o
l
.
i
n
c

C C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
B
l
o
q
u
e

d
e

d
e
c
l
a
r
a
c
i
ó
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á
r
b
o
l
)

d
e
l

c
u
e
r
p
o

e
n

e
n
c
u
e
n
t
r
o

C
c
o
n

c
u
e
r
p
o

(
0

i
m
p
l
i
c
a

q
u
e

c
u
e
r
p
o

n
o

t
i
e
n
e

e
n
c
u
e
n
t
r
o
s
)

C C
h

=
d
i
s
t
a
n
c
i
a

d
e

b
ú
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ó
n

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
f
(
d
e
b
u
g
.
n
e
.
0
)

t
h
e
n

w
r
i
t
e

(
o
u
t
2
,
*
)

&
’

N
o

s
e

t
r
a
s
l
a
p
a

c
o
n

e
l

c
u
b
o

d
e

b
ú
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ó
r
b
i
t
a

e
l
ı́
p
t
i
c
a

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

r
!

D
i
s
t
a
n
c
i
a

a
l

o
r
i
g
e
n

d
e

u
n

c
u
e
r
p
o

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

v
2

!
V
e
l
o
c
i
d
a
d

a
l

c
u
a
d
r
a
d
o

d
e

u
n

c
u
e
r
p
o

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

d
c
e
m
a
x

!
D
i
s
t
a
n
c
i
a

c
r
ı́
t
i
c
a

d
e

e
n
c
u
e
n
t
r
o

m
á
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A. Código fuente de Daedalus
d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

d
o
b
l
e

!
E
l

n
ú
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A.7. Orbitas no perturbadas
C

-
-
-
-
-

d
o

j
=
1
,
n
b
o
d
y

i
f

(
s
t
a
t
e
(
j
)
.
e
q
.
1
)

t
h
e
n

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
E
l

c
u
e
r
p
o

j
e
s
t
á
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ó
r
b
i
t
a
s

o
b
t
e
n
i
d
a
s

p
o
r

r
e
s
o
l
u
c
i
ó
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A.7. Orbitas no perturbadas
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ó
n

d
e

l
a

ó
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ó
r
b
i
t
a
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
f
(
(
n
c
o
l
+
n
e
s
c
)
.
n
e
.
0
)

t
h
e
n

f
l
a
g

=
1

e
l
s
e

f
l
a
g

=
0

e
n
d
i
f

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

r
e
t
u
r
n

e
n
d

s
u
b
r
o
u
t
i
n
e

k
e
p
l
e
r
(
g
m
,
x
,
v
,
h
,
e
r
r
o
r
)

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
D
E
S
C
R
I
P
C
I
O
N
:

C C
P
r
o
b
l
e
m
a

d
e

v
a
l
o
r

i
n
i
c
i
a
l

p
a
r
a

u
n
a

ó
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ó
n

e
n

t
0

C
v
(
3
)

=
V
e
l
o
c
i
d
a
d

e
n

t
0

C
h

=
I
n
t
e
r
v
a
l
o

d
e

t
i
e
m
p
o

q
u
e

s
e

a
v
a
n
z
a

C
g
m

=
g
m

e
s

l
a

c
t
e

d
e

g
r
a
v
i
t
a
c
i
o
n

C
u
n
i
v
e
r
s
a
l

m
u
l
t
i
p
l
i
c
a
d
a

p
o
r

l
a

m
a
s
a

C C
A
r
g
u
m
e
n
t
o
s

d
e

s
a
l
i
d
a
:

C C
x
(
3
)

=
P
o
s
i
c
i
o
n

e
n

t
0
+
h

C
v
(
3
)

=
V
e
l
o
c
i
d
a
d

e
n

t
0
+
h

C
e
r
r
o
r

=
C
ó
d
i
g
o

d
e

e
x
i
t
o
:

C
0

=
O
k

C
1

=
S
e
m
i
e
j
e

n
e
g
a
t
i
v
o

C
2

=
A
l
t
a

e
x
c
e
n
t
r
i
c
i
d
a
d

C
3

=
E
r
r
o
r

e
n

l
a

s
o
l
u
c
i
ó
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A.7. Orbitas no perturbadas
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ó
n

d
e

K
e
p
l
e
r

.
.
.
’

e
n
d
i
f

C
-
-
-
-
-

i
f
a
i
l

=
0

e
=

z
e
r
o

c
a
l
l

s
o
l
k
e
p
(
e
x
,
m
,
e
,
n
i
t
e
r
,
i
f
a
i
l
)

i
f

(
i
f
a
i
l
.
n
e
.
0
)

t
h
e
n

e
r
r
o
r

=
3

!
E
r
r
o
r

e
n

s
o
l
u
c
i
ó
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A.7. Orbitas no perturbadas
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ó
n
:
’

w
r
i
t
e

(
o
u
t
2
,
*
)

’
P
o
s
i
c
i
ó
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A.7. Orbitas no perturbadas
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A.7. Orbitas no perturbadas
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ó
n

d
e

l
a
s

f
u
n
c
i
o
n
e
s

d
e
l

C
p
r
o
b
l
e
m
a

d
e

t
r
e
s

c
u
e
r
p
o
s

e
n

e
n
c
u
e
n
t
r
o

a
u
n

t
i
e
m
p
o

C
f
i
j
o
.

C C
A
R
G
U
M
E
N
T
O
S
:

C C
A
r
g
u
m
e
n
t
o
s

d
e

e
n
t
r
a
d
a
:

C C
y
(
1
2
)

=
V
e
c
t
o
r

u
n
i
c
o

d
e

6
p
o
s
i
c
i
o
n
e
s

y
6

v
e
l
o
c
i
d
a
d
e
s

C C
y
(
1
-
3
)

:
x
,
y
,
z

d
e
l

c
u
e
r
p
o

1

C
y
(
4
-
6
)

:
v
x
,
v
y
,
v
z

d
e
l

c
u
e
r
p
o

1

C
y
(
7
-
9
)

:
x
,
y
,
z

d
e
l

c
u
e
r
p
o

2

C
y
(
1
0
-
1
2
)
:

v
x
,
v
y
,
v
z

d
e
l

c
u
e
r
p
o

2

139



A. Código fuente de Daedalus
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ó
n

d
e

t
i
p
o

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
V
a
r
i
a
b
l
e
s

g
l
o
b
a
l
e
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
m
p
l
i
c
i
t

n
o
n
e

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
V
a
r
i
a
b
l
e
s

e
n

a
r
g
u
m
e
n
t
o
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

y
(
1
2
)

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

d
y
(
1
2
)

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

g
m

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

g
m
1

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

g
m
2

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

r
c
r
i
t

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

e
p
s
i
l
o
n

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
V
a
r
i
a
b
l
e
s

l
o
c
a
l
e
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

y
1
7

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

y
2
8

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

y
3
9

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

e
p
s
2

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

d
1
3

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

d
2
3

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

d
1
2

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

d
1
2
3

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

g
m
0
1

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

g
m
0
2

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

e
m
e
1
d
1
2
3

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

e
m
e
2
d
1
2
3

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

c
o
r
r
e
c

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

r
k

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

u
n
i
d
a
d

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

p
a
r
a
m
e
t
e
r

(
u
n
i
d
a
d

=
1
.
0
d
0
)

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
P
r
o
c
e
d
i
m
i
e
n
t
o
s

i
n
t
e
r
n
o
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
n
t
r
i
n
s
i
c

s
q
r
t

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
P
r
o
c
e
d
i
m
i
e
n
t
o
s

e
x
t
e
r
n
o
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

e
x
t
e
r
n
a
l

r
k

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
B
l
o
q
u
e

d
e

p
r
o
c
e
s
a
m
i
e
n
t
o

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
C
a
l
c
u
l
a
r

d
i
s
t
a
n
c
i
a
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

e
p
s
2

=
e
p
s
i
l
o
n
*
e
p
s
i
l
o
n

d
1
3

=
s
q
r
t
(
y
(
1
)
*
*
2
+
y
(
2
)
*
*
2
+
y
(
3
)
*
*
2
)
*
*
3

d
2
3

=
s
q
r
t
(
y
(
7
)
*
*
2
+
y
(
8
)
*
*
2
+
y
(
9
)
*
*
2
)
*
*
3

y
1
7

=
y
(
1
)
-
y
(
7
)

y
2
8

=
y
(
2
)
-
y
(
8
)

y
3
9

=
y
(
3
)
-
y
(
9
)

d
1
2

=
s
q
r
t
(
y
1
7
*
*
2
+
y
2
8
*
*
2
+
y
3
9
*
*
2
+
e
p
s
2
)

d
1
2
3

=
d
1
2
*
*
3

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

e
m
e
1
d
1
2
3

=
g
m
1
/
d
1
2
3

e
m
e
2
d
1
2
3

=
g
m
2
/
d
1
2
3

g
m
0
1

=
g
m
/
d
1
3

g
m
0
2

=
g
m
/
d
2
3

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
C
o
m
p
u
t
a
r

f
a
c
t
o
r

d
e

c
o
r
r
e
c
c
i
o
n

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

c
o
r
r
e
c

=
u
n
i
d
a
d

-
r
k
(
d
1
2
,
r
c
r
i
t
)

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
E
v
a
l
u
a
r

l
a
s

a
c
e
l
e
r
a
c
i
o
n
e
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

d
y
(
1
)

=
y
(
4
)

d
y
(
2
)

=
y
(
5
)

d
y
(
3
)

=
y
(
6
)

d
y
(
4
)

=
-
g
m
0
1
*
y
(
1
)
-
e
m
e
2
d
1
2
3
*
y
1
7
*
c
o
r
r
e
c

d
y
(
5
)

=
-
g
m
0
1
*
y
(
2
)
-
e
m
e
2
d
1
2
3
*
y
2
8
*
c
o
r
r
e
c

d
y
(
6
)

=
-
g
m
0
1
*
y
(
3
)
-
e
m
e
2
d
1
2
3
*
y
3
9
*
c
o
r
r
e
c

d
y
(
7
)

=
y
(
1
0
)

d
y
(
8
)

=
y
(
1
1
)

d
y
(
9
)

=
y
(
1
2
)

d
y
(
1
0
)
=

-
g
m
0
2
*
y
(
7
)
+
e
m
e
1
d
1
2
3
*
y
1
7
*
c
o
r
r
e
c

d
y
(
1
1
)
=

-
g
m
0
2
*
y
(
8
)
+
e
m
e
1
d
1
2
3
*
y
2
8
*
c
o
r
r
e
c

d
y
(
1
2
)
=

-
g
m
0
2
*
y
(
9
)
+
e
m
e
1
d
1
2
3
*
y
3
9
*
c
o
r
r
e
c

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-

r
e
t
u
r
n

e
n
d

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

f
u
n
c
t
i
o
n

r
k
(
d
1
2
,
r
c
r
i
t
)

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
D
E
S
C
R
I
P
C
I
O
N
:

C C
F
u
n
c
i
ó
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A.7. Orbitas no perturbadas
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A.8. Interacción entre cuerpos
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ó
n

d
e
l

c
u
e
r
p
o

C C
p
h
i
o

=
v
a
l
o
r

d
e
l

p
o
t
e
n
c
i
a
l

C C
e
r
r
o
r

=
c
o
d
i
g
o

e
n
t
e
r
o

d
e

e
r
r
o
r

(
0

n
o

h
a
y

e
r
r
o
r
;

C
c
u
a
l
q
u
i
e
r

o
t
r
o

v
a
l
o
r

i
n
d
i
c
a

e
r
r
o
r
)

C C
L
I
N
K
S
:

C C
[
c
u
e
r
p
o
_
c
u
e
r
p
o
]

C
[
c
u
e
r
p
o
_
c
e
l
d
a

]

C
[
c
u
e
r
p
o
_
p
a
r
e
j
a
]

C

C
I
N
C
L
U
D
E
S
:

C C
i
o
.
i
n
c

C
d
a
e
d
a
l
u
s
.
i
n
c

C
p
a
r
a
m
e
t
r
o
s
.
i
n
c

C
v
e
c
t
e
n
c
.
i
n
c

C
i
n
d
i
c
e
s
.
i
n
c

C
a
r
b
o
l
.
i
n
c

C C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
B
l
o
q
u
e

d
e

d
e
c
l
a
r
a
c
i
o
n

d
e

t
i
p
o

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
V
a
r
i
a
b
l
e
s

g
l
o
b
a
l
e
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
m
p
l
i
c
i
t

n
o
n
e

i
n
c
l
u
d
e

’
i
o
.
i
n
c
’

i
n
c
l
u
d
e

’
d
a
e
d
a
l
u
s
.
i
n
c
’

i
n
c
l
u
d
e

’
p
a
r
a
m
e
t
r
o
s
.
i
n
c
’

i
n
c
l
u
d
e

’
v
e
c
t
e
n
c
.
i
n
c
’

i
n
c
l
u
d
e

’
i
n
d
i
c
e
s
.
i
n
c
’

i
n
c
l
u
d
e

’
a
r
b
o
l
.
i
n
c
’

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
V
a
r
i
a
b
l
e
s

e
n

a
r
g
u
m
e
n
t
o
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
n
t
e
g
e
r

c
u
e
r
p
o

i
n
t
e
g
e
r

e
r
r
o
r

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

p
h
i
o

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

a
c
c
o
(
3
)

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
V
a
r
i
a
b
l
e
s

l
o
c
a
l
e
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
n
t
e
g
e
r

m
a
x
p
i
l
a

p
a
r
a
m
e
t
e
r

(
m
a
x
p
i
l
a

=
1
0
2
4
)

C
-
-
-
-
-

i
n
t
e
g
e
r

k

i
n
t
e
g
e
r

a
u
t
o
i
n
t

i
n
t
e
g
e
r

i
n
d
p
i
l
a

i
n
t
e
g
e
r

i
n
d
p
i
l
a
2

i
n
t
e
g
e
r

i
n
t
e
r
a
c

i
n
t
e
g
e
r

p
a
r
e
j
a

i
n
t
e
g
e
r

f
o
u
n
d

i
n
t
e
g
e
r

c
e
l
d
a

i
n
t
e
g
e
r

c
e
l
d
a
2

i
n
t
e
g
e
r

p
i
l
a
(
m
a
x
p
i
l
a
)

i
n
t
e
g
e
r

p
i
l
a
2
(
m
a
x
p
i
l
a
)

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

d
x

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

d
y

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

d
z

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

d
r
2

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

d
c
r
i
t

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

z
e
r
o

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

p
a
r
a
m
e
t
e
r

(
z
e
r
o

=
0
.
0
d
0
)

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
P
r
o
c
e
d
i
m
i
e
n
t
o
s

e
x
t
e
r
n
o
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

e
x
t
e
r
n
a
l

c
u
e
r
p
o
_
c
u
e
r
p
o

e
x
t
e
r
n
a
l

c
u
e
r
p
o
_
c
e
l
d
a

e
x
t
e
r
n
a
l

c
u
e
r
p
o
_
p
a
r
e
j
a

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
B
l
o
q
u
e

d
e

p
r
o
c
e
s
a
m
i
e
n
t
o

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

143



A. Código fuente de Daedalus
e
r
r
o
r

=
0

a
u
t
o
i
n
t
=
0

!
C
o
n
t
r
o
l
a
r

a
u
t
o
i
n
t
e
r
a
c
c
i
ó
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á
r
b
o
l

y
a

s
e
a

e
n

l
a

f
o
r
m
a

u
s
u
a
l

C
s
i

n
o

h
a
y

p
a
r
e
j
a
,

o
b
i
e
n

t
e
n
i
e
n
d
o

c
u
i
d
a
d
o

d
e

q
u
e

C
l
a

i
n
t
e
r
a
c
c
i
ó
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ó

c
o
n

e
l

m
i
s
m
o
:

U
t
i
l
i
z
a
d
o

p
a
r
a

d
e
t
e
c
t
a
r

C
a
u
t
o
i
n
t
e
r
a
c
c
i
o
n
.

E
s

u
n

t
e
s
t

d
e

c
o
n
s
i
s
t
e
n
c
i
a

d
e

C
l
a

e
s
t
r
u
c
t
r
a

d
e
l

a
r
b
o
l
.

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

a
u
t
o
i
n
t
=
1

C
-
-
-
-
-

i
f
(
d
e
b
u
g
.
n
e
.
0
)

t
h
e
n

w
r
i
t
e
(
o
u
t
2
,
*
)

&
’

E
s

e
l

m
i
s
m
o
,

a
u
t
o
d
e
c
t
a
d
o
!
’

e
n
d
i
f

C
-
-
-
-
-

e
n
d
i
f

e
l
s
e

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
c
e
l
d
a

a
p
u
n
t
a

a
u
n
a

c
e
l
d
a
:

v
e
r
i
f
i
c
a
r

s
e

C
a
c
e
p
t
a

l
a

i
n
t
e
r
a
c
c
i
o
n

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
f
(
d
r
2
.
g
e
.
r
c
r
i
t
i
c
o
(
c
e
l
d
a
)
)

t
h
e
n

i
f
(
m
a
s
(
c
e
l
d
a
)
.
g
t
.
z
e
r
o
)

t
h
e
n

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
A
n
t
e
s

d
e

a
c
e
p
t
a
r

l
a

i
n
t
e
r
a
c
c
i
ó
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A.8. Interacción entre cuerpos
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ó
n

e
n
t
r
e

u
n

c
u
e
r
p
o

C
y

u
n
a

c
e
l
d
a

C C
A
R
G
U
M
E
N
T
O
S
:

C C
c
e
l
d
a

=

C
d
x

=

C
d
y

=

C
d
z

=

C
d
r
2

=

C
p
h
i
o

=

C
a
c
c
o

=

C C
L
I
N
K
S
:

n
i
n
g
u
n
o

C C
I
N
C
L
U
D
E
S
:

C C
d
a
e
d
a
l
u
s
.
i
n
c

C
p
a
r
a
m
e
t
r
o
s
.
i
n
c

C
a
r
b
o
l
.
i
n
c

C C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
B
l
o
q
u
e

d
e

d
e
c
l
a
r
a
c
i
ó
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A.8. Interacción entre cuerpos
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A. Código fuente de Daedalus
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A.9. Colisiones con el cuerpo central y eyecciones
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A.9. Colisiones con el cuerpo central y eyecciones
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á
c
o
r
a

d
e

c
o
l
i
s
i
o
n
e
s

c
e
n
t
r
a
l
e
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
f

(
n
c
o
l
c
.
g
t
.
0
)

t
h
e
n

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
E
n

l
a

b
i
t
á
c
o
r
a

d
e

c
o
l
i
s
i
o
n
e
s

c
e
n
t
r
a
l
e
s

a
n
o
t
a
r

C
u
n
a

l
i
n
e
a

c
o
n

l
o
s

c
a
m
p
o
s

:

C C
t
i
e
m
p
o

m
0

r
0

n
c
o
l
c

c
u
e
r
p
o
1

c
u
e
r
p
o
2

.
.
.

c
u
e
r
p
o
N

C C C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

w
r
i
t
e
(
l
u
n
5
,
f
m
t
=
f
m
t
2
)

t
,
m
0
,
r
0
,
n
c
o
l
c

d
o

i
=
1
,
n
c
o
l
c

w
r
i
t
e
(
l
u
n
5
,
f
m
t
=
f
m
t
1
)

c
c
(
i
)

e
n
d
d
o

w
r
i
t
e

(
l
u
n
5
,
*
)

!
A
g
r
e
g
a
r

n
e
w
l
i
n
e

e
n
d
i
f

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
S
i

n
o

s
e

i
g
n
o
r
a
n

l
a
s

c
o
l
i
s
i
o
n
e
s
,

d
e
t
a
l
l
a
r

C
i
n
f
o
r
m
a
c
i
ó
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é
s

d
e

l
a
s

m
i
s
m
a
s

e
x
i
s
t
e
n

C
c
u
e
r
p
o
s

p
a
r
a

c
o
n
t
i
n
u
a
r

l
a

i
n
t
e
g
r
a
c
i
ó
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A. Código fuente de Daedalus
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é
t
i
c
a

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

i
f

(
d
e
b
u
g
.
n
e
.
0
)

t
h
e
n

w
r
i
t
e

(
o
u
t
2
,
*
)

&
’

[
c
o
m
p
u
t
a
r
_
e
n
e
r
g
i
a
]
:

C
o
m
p
u
t
a
n
d
o

e
n
e
r
g
i
a

c
i
n
é
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é
n
t
r
i
c
o
.

C C
A
R
G
U
M
E
N
T
S
:

C C
k
e

=
v
a
r
i
a
b
l
e

d
e

d
o
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
ó
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ó
n

C
d
e

l
a

e
n
e
r
g
ı́
a

p
o
t
e
n
c
i
a
l

e
s

r
e
a
l
i
z
a
d
a

e
n

f
o
r
m
a

d
i
r
e
c
t
a

o

C
b
i
e
n

u
t
i
l
i
z
a
n
d
o

l
o
s

p
o
t
e
n
c
i
a
l
e
s

o
b
t
e
n
i
d
o
s

c
o
n

e
l

á
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ú
m
e
r
o

0

d
o
u
b
l
e

p
r
e
c
i
s
i
o
n

h
a
l
f

!
E
l

n
ú
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é
r
m
i
n
o
s

e
n
t
r
e

p
a
r
e
s

C
-
-
-
-
-

d
o

i
=
1
,
n
b
o
d
y
-
1

i
f
(
s
t
a
t
e
(
i
)
.
e
q
.
1
)

t
h
e
n

t
m
p

=
z
e
r
o

d
o

j
=
i
+
1
,
n
b
o
d
y

i
f
(
s
t
a
t
e
(
j
)
.
e
q
.
1
)

t
h
e
n

d
i
s
t

=
z
e
r
o

d
o

k
=
1
,
3

d
i
s
t

=
d
i
s
t

+
(
l
o
c
(
i
,
k
)
-
l
o
c
(
j
,
k
)
)
*
*
2

e
n
d
d
o

d
i
s
t

=
s
q
r
t
(
d
i
s
t
+
e
p
s
2
)

i
f
(
d
i
s
t
.
g
e
.
T
I
N
Y
)

t
m
p

=
t
m
p

+
m
(
j
)
/
d
i
s
t

e
n
d
i
f

e
n
d
d
o

p
e

=
p
e

+
m
(
i
)
*
t
m
p

e
n
d
i
f

e
n
d
d
o

C
-
-
-
-
-

C
F
i
n
a
l
m
e
n
t
e
,

m
u
l
t
i
p
l
i
c
a
r

p
o
r

-
G

C
-
-
-
-
-

p
e

=
-
g
g
r
a
v
*
p
e

e
l
s
e

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
C
o
m
p
u
t
a
r

e
n
e
r
g
i
a

p
o
t
e
n
c
i
a
l

c
o
n

l
o
s

p
o
t
e
n
c
i
a
l
e
s

C
o
b
t
e
n
i
d
o
s

c
o
n

e
l

á
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A. Código fuente de Daedalus
i
f

(
s
t
a
t
e
(
i
)
.
e
q
.
1
)

t
h
e
n

d
i
s
t

=
l
o
c
(
i
,
1
)
*
*
2
+
l
o
c
(
i
,
2
)
*
*
2
+
l
o
c
(
i
,
3
)
*
*
2

d
i
s
t

=
s
q
r
t
(
d
i
s
t
+
e
p
s
2
)

i
f

(
d
i
s
t
.
g
e
.
T
I
N
Y
)

p
e

=
p
e

+
m
(
i
)
/
d
i
s
t

e
n
d
i
f

e
n
d
d
o

p
e

=
-
g
g
r
a
v
*
m
0
*
p
e

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
S
i

l
o
s

p
o
t
e
n
c
i
a
l
e
s

o
b
t
e
n
i
d
o
s

c
o
n

e
l

á
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ó
n

a
l

p
o
t
e
n
c
i
a
l

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

d
i
s
t

=
z
e
r
o

d
o

k
=
1
,
3

d
i
s
t

=
d
i
s
t

+
(
l
o
c
(
j
,
k
)
-
l
o
c
(
i
,
k
)
)
*
*
2

e
n
d
d
o

d
i
s
t

=
s
q
r
t
(
d
i
s
t
+
e
p
s
2
)

i
f
(
d
i
s
t
.
g
e
.
T
I
N
Y
)

p
h
i
p
p

=
p
h
i
p
p
+
m
(
j
)
/
d
i
s
t

e
n
d
i
f

e
n
d
i
f

e
n
d
d
o

p
h
i
p
p

=
-
g
g
r
a
v
*
p
h
i
p
p

e
n
d
i
f

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
C
o
m
p
u
t
a
r

e
r
r
o
r

e
n
t
r
e

e
l

p
o
t
e
n
c
i
a
l

o
b
t
e
n
i
d
o

C
p
o
r

e
l

á
r
b
o
l

y
e
n

f
o
r
m
a

d
i
r
e
c
t
a

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

d
e
l
t
a
p
o
t

=
p
h
i
(
i
)

-
p
h
i
p
p

e
r
r
o
r
p
o
t

=
d
e
l
t
a
p
o
t
/
p
h
i
p
p

s
u
m
d
e
l
t
a
p
o
t
2

=
s
u
m
d
e
l
t
a
p
o
t
2

+
d
e
l
t
a
p
o
t
*
d
e
l
t
a
p
o
t

s
u
m
p
o
t
2

=
s
u
m
p
o
t
2

+
p
h
i
(
i
)
*
*
2

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
D
a
r

s
a
l
i
d
a

a
l
o
s

r
e
s
u
l
t
a
d
o
s

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

w
r
i
t
e
(
l
u
n
,
f
m
t
=
f
m
t
1
,
i
o
s
t
a
t
=
k
o
d
e
)

i
,
p
h
i
(
i
)
,
p
h
i
p
p
,
e
r
r
o
r
p
o
t

i
f

(
k
o
d
e
.
n
e
.
0
)

t
h
e
n

w
r
i
t
e
(
o
u
t
2
,
*
)

&
’

[
c
o
m
p
u
t
a
r
_
e
r
r
s
p
o
t
]
:

e
r
r
o
r

d
e

e
s
c
r
i
t
u
r
a

e
n

a
r
c
h
i
v
o
:

’
,

&
a
r
c
h
i
v
o
(
1
:
k
-
1
)

e
r
r
o
r
=
1

r
e
t
u
r
n

e
n
d
i
f

e
n
d
d
o

C
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

C
C
o
m
p
u
t
a
r

e
r
r
o
r

g
l
o
b
a
l

d
e
l

c
á
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Apéndice B

Un archivo Makefile para
programas Fortran

B.1. El archivo Makefile y la utilidad make

En el entorno de programación proporcionado en los sistemas Unix, en particular en
Linux, la herramienta make permite automatizar el proceso de compilación del código de un
proyecto que involucra una gran cantidad de archivos fuente, tal como nuestro integrador
Daedalus.

Con un archivo Makefile apropiado, al ejecutar make sobre la ĺınea de comandos, la utili-
dad determina exactamente que acciones necesitan ser tomadas para completar la construcción
final del programa ejecutable. Aśı, si se efectúan cambios sobre algunos archivos fuente del
proyecto, make detecta automáticamente los cambios y efectúa las acciones necesarias para
actualizar el programa final con tales cambios, recompilando sólo lo que sea necesario.

El archivo Makefile presentado en el listado B.1 constituye un Makefile “universal” e
“inteligente” para proyectos Fortran.

Decimos que es universal en el sentido de que permite compilar cualquier proyecto For-

tran que conste de un ejecutable generado a partir de archivos fuente con extensión .f y
archivos de inclusión de extensión .inc contenidos en un único directorio *. Por otra par-
te, decimos que es inteligente en el sentido de que detecta automáticamente la información
necesaria del entorno, sin necesidad de la intervención del usuario. A saber:

Detecta los nombres de todos los archivos fuente .f y archivos incluidos .inc del pro-
yecto.

Determina los nombres de todos los apropiados archivos objeto .o, a partir de los
nombres de los archivos fuente .f.

Determina automáticamente la dependencia de los archivos fuente .f con los archivos
incluidos .inc.

* Mientras que la extensión .f es estándar en los sistemas Unix, no existe una convención para los archivos
incluidos en Fortran. Estos últimos suelen tener extensiones como .inc, .h o .i. Si se utiliza una extensión
que no sea .inc modifique en forma apropiada la variable INCL del Makefile presentado.
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B. Un archivo Makefile para programas Fortran

Listado B.1 Archivo Makefile para proyectos Fortran.

# -----------------------------------------------

# "Universal" FORTRAN Makefile

#

# Version: 1.0

# Date : Wed Nov 12 13:08:59 ART 2003

# Author : Pablo J. Santamarı́a

# -----------------------------------------------

# -----------------------------------------------

# Modify entries in this block only

# -----------------------------------------------

EXECUTABLE = daedalus

FC = g77

FFLAGS = -Wall -pedantic -O2

# -----------------------------------------------

COMPILE = $(FC) $(FFLAGS) -c

SRCS := $(wildcard *.f)

OBJS := $(patsubst %.f,%.o,$(SRCS))

INCL := $(wildcard *.inc)

# "all" is the default target

all : $(EXECUTABLE)

# Define the components of the program, and how to

# link them together

$(EXECUTABLE): $(OBJS)

$(F77) $(FFLAGS) -o $(EXECUTABLE) $(OBJS)

# Specify that all .o files depend on .f files,

# and indicate how the .f files are compiled to

# the .f files

%.o: %.f

$(COMPILE) -o $@ $<

# Depend target

depend: $(SRCS)

fmakedepend $(SRCS)

# Clean target

clean:

-rm $(OBJS) $(EXECUTABLE)

-cp -f Makefile.bak Makefile

-rm Makefile.bak

# Strip target

strip:

strip $(EXECUTABLE)

# Automatic dependencies from fmakedepend follow

## DO NOT ADD, MODIFY, OR DELETE THIS LINE -- Make depends on it ##
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B.2. La utilidad fmakedepend

Determina automáticamente la dependencia de los archivos objeto .o con los archivos
fuentes .f

Nótese tal capacidad de automatización descansa en caracteŕısticas extras presentes solamente
en la utilidad make del proyecto GNU. Pero debido a que todas las distribuciones de Linux,
utilizan tal versión de la herramienta make, no existe mayor problema en el uso de este archivo
Makefile.

Con las consideraciones anteriores sólo tres entradas en el Makefile deben ser modificadas
para ajustarlo al proyecto actual, a saber:

La variable EXECUTABLE, que define el nombre del programa ejecutable final.

La variable FC, que define el compilador Fortran a utilizar, t́ıpicamente g77 en los
sistemas Linux.

La variable FFLAGS que permite pasar opciones al compilador, tal como habilitar opti-
mización.

Entonces con el archivo Makefile en el mismo directorio que contiene al proyecto, el
proceso de compilación consta de los siguientes pasos. Para determinar las dependencias de
los archivos fuente con los archivos incluidos ejecutar en la ĺınea de comandos la sentencia

$ make depend

Para compilar (o recompilar) el programa, ejecutar

$ make

Opcionalmente, para remover los śımbolos de depuración del ejecutable final ejecutar

$ make strip

Si se desea remover los resultados el proceso de compilación (archivos objetos e incluso el
ejecutable final) ejecutar

$ make clean

B.2. La utilidad fmakedepend

El proceso de determinación de las dependencias de los archivos fuentes con los archivos
incluidos utiliza la utilidad fmakedepend. Esta herramienta es un guión de shell (shell script),
y su código es presentado en el listado B.2. Nótese que cuando make depend es ejecutado en
la ĺınea de comandos, fmakedepend reescribe el Makefile agregando la lista de dependencias
generada al final del mismo.
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B. Un archivo Makefile para programas Fortran

Listado B.2 Guión shell fmakedepend

#!/bin/bash

# ---------------------------------------------------------

# fmakedepend : A shell script that emulates the makedepend

# command for FORTRAN programs to find

# included dependencies.

# ---------------------------------------------------------

# Author: Jonathan A. Dantzig

# Homepage: http://www.cen.uiuc.edu/~me310/index.html

# ---------------------------------------------------------

# Modify by Pablo J. Santamarı́a

# ---------------------------------------------------------

if [ $(ls | grep "\.f$" | wc | awk ’{print $1}’) -ne 0 ] ; then

cp Makefile Makefile.bak

rm -f depend_tmp make_tmp

awk ’BEGIN { echo = 1; }{ if (echo) print $0; } \

/## DO NOT ADD, MODIFY, OR DELETE THIS LINE -- Make depends on it ##/ \

{echo = 0; }’ \

Makefile > make_tmp

for i in $* ; do

echo $(basename $i .f).o: $(grep -i "^[^Cc\*].*include" $i |\

sed "s/[\"’]//g" | awk ’{ print $NF }’) >> depend_tmp

done

cat make_tmp depend_tmp > Makefile

rm -f depend_tmp make_tmp

echo "Make depend completed"

else

echo "No .f files in this directory"

fi
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