Apéndice A

A.1 Ecuaciones de pulsaciéon

En lo que sigue, vamos a partir de las conocidas ecuaciones de la hidrodinamica
para llegar finalmente al conjunto de ecuaciones diferenciales cuya solucién propor-
ciona las autofunciones y autovalores (autofrecuencias) de oscilacién para el caso
de pulsaciones no-radiales adiabaticas y lineales en modelos estelares esféricamente
simétricos (esto es, no rotantes y sin campos magnéticos). El tratamiento que
seguiremos reproduce en forma abreviada la derivacién de Unno et al. (1989).

Las ecuaciones bésicas de la hidrodindmica son la ecuacién de conservacién de
la masa

dp
a+V( pil) =0, (A1)

la ecuacién de conservacién del momentum
0
<8t+u V)u—pf Vp — pV<I>+d1VT (A.2)

y la ecuacién de conservacién de la energia

=3 -

0 -
pT (ajtﬁ-V)S:p(antsv)—V- R- (A.3)

Aqui p es la densidad, p la presion, 7' la temperatura, @ la velocidad del fluido, S
la entropia especifica, ® el potencial gravitatorio, f las fuerzas externas, T el tensor
de tensiones de viscosidad, ey es el rate de generacion de energia nuclear, ey es la
generacion de calor por viscosidad, Fr el flujo radiativo de energia, y finalmente, v
es el operador gradiente. Las otras ecuaciones a considerar son la de Poisson,

V20 = 4Gy, (A.4)
y la ecuacién de difusién radiativa,
Fr=—-K VT, (A.5)

donde G es la constante de gravitacién y V? el operador Laplaciano. K es la con-
ductividad radiativa, dada por

K= %TE’ (A.6)

siendo a la constante de densidad de radiacion, c la velocidad de la luz y k la
opacidad radiativa. Haciendo las siguientes suposiciones:
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e f =~ 0 en ausencia de campo magnético y considerando un fluido autogravi-
tante,

e divY =~ 0,ey ~ 0 ya que la viscosidad es pequena en el interior estelar en
ausencia de conveccion,

y usando la notacién ¥ para distinguir la velocidad sin conveccién de la @ (velocidad
general que puede incluir campos de velocidad turbulentos), las Ecuaciones (A.1)-
(A.5) pueden escribirse como:

p = —
- . = A.
5 TV (00) =0, (A7)
8 L= 5 — —
p (E + 7- V) 7=-Vp—p Vo, (A.8)
a o= — —
pT (a—%vV)S:pSN—V R (A.9)
V20 = 4G, (A.10)
Frn= —29¢ oy, (A.11)
Kp

siendo (A.8) la ecuacién de Euler para un fluido no-viscoso.

Si ahora consideramos un estado de equilibrio (designando las correspondientes
variables con subindice 0), para el cual o5 = 0y 2 = 0, las Ecuaciones (A.7)-(A.11)
se transforman en:

—6}70 — poﬁq)() =0, (A.12)
POEN,0 — V- F;,o =0, (A.13)
V20, = 471G py, (A.14)
Fro = —K,VT. (A.15)

Nétese que la Ecuacién (A.12) es la condicién de equilibrio hidrostético.

Con el objeto de obtener las ecuaciones de oscilacién, vamos a considerar que a
este estado de equlibrio del sistema le aplicamos pequenas perturbaciones. Ya que
estas perturbaciones son pequenas, el andlisis serd lineal, de modo que conservaremos
términos a primer orden y descartaremos ordenes superiores. Perturbaciones de
ciertas cantidades f pueden matematicamente ser descriptas de dos maneras, esto
es, como variaciones Lagrangianas, ¢ f, o Eulerianas, f':

§f(rt) = f(7t) — folF)
flmt) = f(7 1) = fo(7) (A.16)
Definimos £ = ér = 7 — 7 como la variacién Lagrangiana de la posicién de un

elemento de fluido. La relacién (a primer orden) entre los dos tipos de variaciones
es (Lynden-Bell & Ostriker 1967):

SF(Ft) = f1(7, 1) + €V folP). (A.17)

t
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La variacién (Lagrangiana y Euleriana) en la velocidad, dado que vy = 0, seré:

N
T=0v=0v =—. A18
o (A.18)
A continuacién vamos a linealizar las Ecuaciones (A.7)-(A.11), para lo cual es-
cribiremos cada variable en su forma perturbada (empleando variaciones Eulerianas):

—

p=po+p;p=po+p; D=0+ - ;T =0+ (A.19)

Reemplazando la forma (A.19) para las variables perturbadas en las Ecuaciones
(A.7)-(A.11), despreciando términos conteniendo potencias > 2 de las perturba-
ciones o productos de las mismas, y recordando que las variables en equilibrio sat-
isfacen las Ecuaciones (A.12)-(A.15), obtenemos:

/

op

=t V- (po?) = 0, (A.20)
ov =/ = 5/ S,
rn +Vp + pV® + p VP, =0, (A.21)
0 ! R ! =
V20 = 4rGp' (A.23)
Fr=—-KVT' — K'VT, (A.24)

Las Ecuaciones (A.20)-(A.24) constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales lineales y homogéneas, cuya solucién proporciona las perturbaciones p/,
T', @', etc y la variacién en la velocidad 7 = v/ = 6v o la variacién Lagrangiana
del desplazamiento, E Los coeficientes son combinaciones de cantidades en equi-
librio las cuales sélo dependen de la coordenada r dado que estamos considerando
simetria esférica del modelo no-perturbado: py = po(r), To = To(r), Po = Po(r), ete.
Por simplicidad en la notacion, de aqui en mas omitiremos los subindices 0. Las
perturbaciones (variaciones Eulerianas) son funciones del tiempo y las coordenadas:

o= (r0,0,t); p'=p'(r,0,0,1); ® =3 (r,0,¢,1); etc

En este punto podemos hacer una separacién de variables, suponiendo que todas
las perturbaciones tienen dependencia temporal oscilatoria de la forma e, donde
o es la frecuencia angular de oscilacion, la cual se relaciona con la frecuencia ciclica
vy el periodo P a través de v = /27 = 1/P. De esta forma:

pr0,6,t) = p(r0,6)e"
p,(r’ 0’ ¢, t) = pl(r7 9’ ¢)€Zat
®'(r,0,¢,1) ®'(r,0, p)e™
£(r,0,0,t) = £&(r,0,4)e" (A.25)
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Consideremos la siguiente relacién termodindmica (Unno et al. 1989):

! 1 T
PP e —viaLss (A.26)
p Tip P
donde
Olnp OlnT
r— (alnp); Vot = (alnp)s (A.27)

Aqui el subindice S denota entropia constante, &, es la componente radial de 5, y A
es una conocida cantidad relacionada con la inestabilidad convectiva:

_dlnp 1dlnp
~dr Ty odr

Utilizando las formas (A.25), la relacién (A.26), y operando con las Ecuaciones
(A.20)-(A.24) obtenemos:

1/(0 g 0P’

<ar + F1p> P - (0 + gA) &t 5o = gVad 55 (A.28)
1 8(7‘25,«) 1 dlnp p VI 0
— r —= O =V,9— A2
r 87“ F]_ f Flp + 0_2 p + VJ_ V d 55 ( 9)

1 / 2T
(—3 29 v’j) @' — 4nGp (Fp— - A{;}) = —47erad—5S (A.30)

r2dr  Or 1p
iopT6S = (pey) — :—26(7;? ) + V2 (KT, (A.31)
Fl = —K%j: = K'Cgl (A.32)
donde V2 es el operador diferencial
Vi = :—2@ lsm 0% <51n0 9 ) + %;] , (A.33)

F] es la componente radial de la variacién Euleriana en el flujo, 15;’2

En esta forma hemos eliminado la dependencia temporal. Las Ecuaciones (A.28)-
(A.32) poseen coeficientes dependientes solamente de 7, y el tinico operador diferen-
cial respecto de los angulos 8 y ¢ es V2. Se puede entonces separar la dependencia
angular de la radial en cada perturbacién. La parte angular puede ser especificada a
través de los armoénicos esféricos Y™ (6, ¢), los cuales son autofunciones del operador
L? = r2V? (a veces denominado Legendriano) con autovalores £(£ + 1). Esto es:

L2Y(6, 8) = £(£+ 1)Y{"(9, 6). (A.34)
donde los armoénicos esféricos de grado £ y orden acimutal m estan dados por:

2041 (£ — |m]|)!
2r (0 + |m|)!

1/2
Y[(0,6) = (~1)0m P2 [ ] P (cos ) 6
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conm=—/---,—1,0,1,---, L.
Con esta separacién de variables, las perturbaciones toman la forma:

p(r,0,6) = p(r)Y;"(0,9)
d'(r,0,¢) = D'(r)Y;™(0,9)
T'(r,0,¢) = T'(r)Y;"(0,9) (A.35)

etce

y para la variaciéon Lagrangiana del desplazamiento:

0 1 0

%,ﬁt(ﬂ@@ Y™ (0, 9), (A.36)

—

E(r.0,6) = [w),&t(r)

fr) = — (’i' + <1>') (A.37)

o’r \ p

Con las formas (A.35) para las perturbaciones, las Ecuaciones (A.28)-(A.32)
toman la forma:
ldp) ¢ do’

T
"Iy (N2 — gVt A.
pdr+pc§p+< o®) & + e gVadp(SS, (A.38)

r2 dr I, dr

1 &' 1 / 2 2
d (ﬁd ) D g AmGp (p—2 + ﬂ&) = _47Gvad£55(A-40)
pes g p

o2

2 2,2
pcs o*r

1d(r%,) 1dl L\ v ft+1 T
(r¢,) 1 Hpgr_{_( e) p (£ + )@':Vad%(ss, (A.39)

ca\" @) e
d1’ T
K—-=-F —K’Cfi—r (A.41)

1r2F e+ 1)
r2 dr r2

iopTSS = (pen) — KT, (A.42)

siendo ¢, = (['1p/p)'/? la velocidad local del sonido.
N y Ly son la frecuencias de Brunt-Vaisala y la frecuencia de Lamb, respectiva-
mente, y estan dadas por:

1 dlnp dlnp
N> =g+ - = —gA A4
g<F1 dr dr ) I (A.43)
L = WJ,; 1)c§ (A.44)
r

Estas dos frecuencias criticas juegan un papel fundamental en la teoria de oscila-
ciones estelares no-radiales. En particular, la frecuencia de Brunt-Vaisala define
las caracteristicas globales del espectro de modos g. En el caso de pulsaciones de
enanas blancas el computo de esta cantidad requiere de un tratamiento numérico
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especial, sobre todo en las regiones centrales (altamente degeneradas) de estas es-
trellas, donde se cumple que I'7!(dInp/dr) ~ (dIn p/dr). A raiz de esta propiedad,
en el caso de las enanas blancas es necesario evaluar N con una formulaciéon mas
adecuada desde el punto de vista numérico (Ver Eq. 3.21 del Capitulo 3).

Las Ecuaciones(A.38)-(A.42) proporcionan la parte de las perturbaciones que
depende de 7, esto es, p'(r), ®'(r), T'(r), etc, en el caso de oscilaciones no-radiales,
lineales, no-adiabaticas. En la aprozrimacion adiabdtica se supone que no hay inter-
cambio de calor entre las distintas partes del fluido al oscilar'. Esta condicién es
equivalente a decir que la entropia especifica se conserva, de tal forma que

§S = 0. (A.45)

Con la condicién (A.45), la relacién termodindmica (A.26) adquiere la forma
simple:

! ., N2
p,:%+€/; ’ (A.46)

la cual proporciona la perturbacién en densidad en términos de la perturbacién en
la presién. Las Ecuaciones (A.38)-(A.40) se reducen ahora a:

1d(r%,) ¢ L2\ p 0e+1)

——— - =€, ——= | —==——29 A4
rZ dr cgg + o? ) pc? o2r? (A.47)
ldp' g , 5 o A’

- = N2 — = — , A48
pdr+pc§p+( o*)¢ dr (A.48)
1d [ ,dd e+1) P’ N2

— = S ML o). A4
r2dr (r dr ) 72 mGp pc? + g & (A-49)

Las Ecuaciones (A.47)-(A.49) junto con las condiciones de borde apropiadas para
el centro (r = 0) y la superficie estelar (r = R,), constituyen un problema de auto-
valores (con autovalor 0?) el cual debe resolverse para encontrar los modos normales
de oscilacién. Notemos aqui que ninguna de las Ecuaciones (A.47)-(A.49) involucra
el orden acimutal (m) en sus coeficientes, lo cual dé origen a una degeneracién en los
autovalores: hay 2¢ + 1 autovalores degenerados. Dicha degeneraciéon es destruida
por la presencia de, por ejemplo, rotacién o campos magnéticos.

Las Ecuaciones (A.47)-(A.49) aplicadas a modelos estelares generales no poseen
solucién analitica? por lo cual es necesario resolverlas numéricamente. Para tal fin
es adecuado reformularlas en términos de cantidades adimensionales. Consideremos
los siguientes cambios de variables:

51" 1 ' ! 1 ! 1 ' 2 i’ 2
S Y DU VAN L L o2 (A.50
Y1 r ; Yo gr 5 U3 qr 5 Ya g d/]" ) GZ‘ [* ( )

De esta manera las incégnitas pueden expresarse como:

dd’ GM
Lo & . _ .2 * 2
& =ry; ' =pgr(ye —ys); ' =grys; —— =gys 0° = —w (A.51)
dr R?
'La condicién de adiabaticidad se cumple principalmente en las regiones internas de las estrellas,
pero no en las regiones préximas a la superficie estelar.
2excepto para el caso de una esfera homogénea.
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La sustitucién de (A.51) en las Ecuaciones (A.47)-(A.49) d4, finalmente, el sigu-
iente sistema de ecuaciones adimensionales:

L)
dr

dys

dr

dys
x —_—

dr

dys
m —_—

dr
donde

U =

Cy =

A*:—TA=3N2:r<—
g

Le+1)

=(Vo—3)y1 + lw

- %] Y2 + ng3;
= (Ciw? = A) g1 + (A" = U+ 1) yo — A'ys,

:(1_U)y3+y47

= UA*yl—i-UV;,yz—i-[E(E—l— 1) — UV:,]]yg — Uy4,

V. 1ldlnp gr grp

I, T,dlnr ¢z Typ’

_dInM,  Ampr?

dlnr M, ’

(L)3 M,
R.) M,’

1 dlnp B dlnp
Iy dr dr |~

(A.52)

(A.53)

(A.54)

(A.55)

(A.56)

(A.57)

(A.58)

(A.59)

La variable adimensional z es la coordenada radial escaleada con el radio estelar
(x =r/R.), M, es la masa dentro de una esfera de radio r, y M, es la masa total
de la estrella.



