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INTRODUCCION

El estado fisico de una atmdésfera estelar puede inferirse de un
estudio detallado de 1la distribucién de energia en el espectro
continuo y de lineas, y estd relacionado con 1los procesos
energéticos que tienen lugar en la estrella. Los perfiles de lineas
pueden brindar informacién acerca de la geometria, la dindmica y las
condiciones termodindmicas que predominan en las regiones de
formacién de los mismos. El1 andlisis de estos datos espectrales
depende, fundamentalmente, de nuestro conocimiento acerca de la
interaccidén de 1la radiacién con la materia (&tomos, iones vy
electrones que constituyen la atmésfera estelar). Sin embargo,
debemos ser muy cautelosos cuando sSe recurre a una aproximacion
cldsica para el anédlisis espectral (aproximacién plano paralela,
medios que se expanden con velocidad constante, etc.), ya que puede
conducir a una mala interpretacién de las condiciones fisicas de las
atmésferas estelares. Por ejemplo, regiones relativamente calientes
pueden parecer frias a un observador (Cannon 1985), o regiones que
se mueven hacia el observador pueden ser interpretadas como
alejadndose del mismo (Mihalas 1978).

El problema que nosotros deseamos estudiar estd vinculado con la

interpretacidén de los espectros de las estrellas Be. Estas estrellas
revelan una enorme variedad de @ fendmenos (rdpida rotacidn,
pulsaciones no radiales, lineas de emisidén en Ho, polarizacidn

lineal, exceso IR y de radio, vientos estelares de alta temperatura
y baja densidad, etc), por lo cual resulta dificil atribuir el
origen de todos estos fendmenos a la accidén de un sélo parémetro
(por ejemplo, la rotacidn).

Los modelos clésicos de atmdésferas estelares no son suficientes
para explicar un espectro de lineas en emisidn. Entonces, para poder
explicar los fendmenos observados debemos recurrir al concepto de
atmésferas extendidas e incluir campos de velocidades. Esto implica

resolver, autoconsistentemente, las ecuaciones de movimiento,



conservacidén de energia, continuidad, y transporte radiativo. Pero
dada la complejidad fisica y matemdtica del problema, atin no son
viables estas soluciones simult&neamente. Por lo tanto, nos vemos
limitados a analizar las atmdsferas desde un punto de vista
puramente cinemdtico. Es decir, debemos especificar las leyes de
velocidad y temperatura, puesto que estas distribuciones todavia no
pueden ser derivadas de cdlculos tedricos consistentes con la teoria
de la radiacién.

Hasta el momento, todos, los modelos que intentan relacionar
directamente las propiedades fisicas de wun plasma con las
estructuras espectrales observadas en estrellas con atmdsferas
extendidas, son en mayor o menor grado modelos ad-hoc. En el marco
de esta metodologia hemos desarrollado modelos tedricos de
atmésferas extendidas con simetria esférica, con la finalidad de
predecir el espectro observado.

En el capitulo 1 presentamos, sucintamente, las principales
caracteristicas, o rasgos peculiares observados en los espectros de
las estrellas tipo Be, Jjunto con una resefla de los modelos
matemdticos realizados hasta el presente. Al final de este capitulo
presentamos las hipdtesis y los objetivos de este trabajo. En el
capitulo 2 describimos y discutimos detalladamente el modelo de
atmésfera adoptado para representar una estrella Be. En el capitulo
3 presentamos la ecuacidén de transporte radiativo para un medio con
simetria esférica y un campo radial de velocidades, en un marco de
referencia que se nwmueve con un éalemento de fluido. Ademés,
describimos dos métodos para obtener la solucidén de esta ecuacidn.
El capitulo 4 estd dedicado a las ecuaciones de equilibrio
estadistico para &tomo con muchos niveles de energia.

Sobre 1la base del modelo de atmdésfera adoptado, calculamos
perfiles de lineas de H, Mg II, C IV y Si IV, y analizamos la
influencia que tienen, sobre los perfiles mencionados, las distintas
distribuciones de temperatura y velocidad propuestas. En los
capitulos 5 y 6 presentamos estos resultados y en el capitulo 7

damos las concluciones de este trabajo.



CAPITULO 1 RESENA HISTORICA Y OBJETIVOS

1.1 LAS ESTRELLAS Be

La mayoria de las estrellas de tipo espectral B muestran un
espectro visible de lineas de absorcién dominado por H I y He I. Son
estrellas calientes con temperaturas efectivas comprendidas entre
1 10° y 3 10* K Yy presentan masas de 2 a 20 masas solares. Sus
espectros pueden ser modelados de manera satisfactoria empleando una
teoria clésica de atmdsferas estelares. Sin embargo, existen algunas
estrellas B peculiares, denominadas estrellas Be, gue se destacan
por presentar, o haber presentado alguna vez, emisiones en las
lineas de Balmer. Probablemente esta caracterizacidén agrupe una gran
cantidad de objetos con propiedades fisicas muy diferentes, pues las
estrellas Be poseen una enorme variedad de fendmenos intrinsecos que
ain no han podido ser interpretados tedricamente. Por tanto, si se
recurre sdélamente a un andlisis cualitativo de la forma e intensidad
de las lineas y del espectro continuo observado, podemos clasificar

a las estrellas B con 1lineas de emisién en cinco grupos (Snow,

1982) :
3) Estrellas 3e& Tlisicas
b) Estrellas Be Peculiares

c) Estrellas Herbig Ae y Be
d) Estrellas P Cygni
e) Estrellas B Supergigantes

En este capitulo presentaremos un reslimen de 1los rasgos méas
importantes que exhiben las estrellas de cada uno de los grupos
mencionados en sus distintos rangos espectrales. Posteriormente,
daremos una breve descripcién de los modelos mé&s relevantes

propuestos en la literatura para discutir el origen del fendmeno Be.

Interesantes rastmenes sobre todos estos temas han sido realizados



por Marlborough (1876), Slettebak (1979 y 1982), Doazan (1982 y

1987), Poeckert (1982), Dachs (1987) y Snow & Stalio (1387).

a) Estrellas Be Clasicas

Histédricamente, a las estrellas de este grupo se las denomina
"Estrellas Be". Son estrellas de tipo espectral comprendido entre 09
y A tempranas, de secuencia principal o gigantes, que exhiben en sus
espectros emisiones en las lineas de Balmer. Frecuentemente, estas
estrellas también manifiestan en el visible emisiones en las lineas
de metales una vez ionizados. Las caracteristicas espectrales més

importantes de este grupo son:
- Espectro Visible (3500 - 8500 A)

Se caracteriza por la presencia de emisiones en las lineas de la
serie de Balmer y de Fe II. En este rango espectral el fenémeno Be
puede reconocerse en dos tipos de espectros: un Espectro Be, donde
las lineas de H en emisidn muestran una inversidén de la intensidad
central mds o menos pronunciada (figura 1.1), y un Espectro de
Envoltura, donde 1las lineas exhiben nidcleos de absorcidén, muy
profundos y angostos, que pueden o0 no presentar emisiones en las
alas (figura 1.2).

Las lineas de Fe II muestran estructuras similares a las lineas
de H I pero son mucho mds débiles.

Las velocidades radiales medidas en las lineas de emisidén, o en
las lineas de envoltural, son inferiores a 100 Km/Seg vy
frecuentemente estdn desplazadas hacia el violeta. Sin embargo,
corrimientos al rojo también han sido detectados.

En general, todas las estrellas Be tienen variaciones irregulares

de la intensidad de las lineas y del continuo en escalas de tiempo

1
la

al

En un espectro de envoltura, estas velocidades se refieren a
parte mas profunda del nicleo de absorcidén Y, en un espectro Be,

centro de una linea de emisidn.
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que van de minutos a décadas (por ejemplo, variaciones de las
magnitudes fotométricas, de los anchos equivalentes, de la relacién
V/R, etc.)’. En algunos casos, la variabilidad es tal que un mismo
objeto, en diferentes é&pocas, puede mostrar un espectro Be, un
espectro de envoltura y un espectro tipo B normal. Es decir, un
espectro Be, &6 un espectro de envoltura, puede perder completamente
sus lineas de emisidén y convertirse en una estrella B normal, o
viceversa. También puede ocurrir que una estrella con un espectro Be
se transforme en una Be con espectro de envoltura, o viceversa. Esto
sugiere que los objetos B y Be no son objetos estructuralmente

diferentes.
- Espectro Infrarrojo (8500 - 20000 A)

Johnson (1967) descubrid que las estrellas B con 1lineas de
emisién presentan un exceso de color en el indice (K-L) respecto a
las estrellas B normales. Estudios estadisticos realizados por Allen
(1973) indican que, en la mayoria de las estrellas Be, el exceso IR
medido en las bandas (K-L) es aproximadamente igual a 1/10 de
magnitud.

En este rango espectral también se observan lineas de emisién de

H (series de Paschen y Bracket), Ca II y Fe II.

- Espectro Ultravioleta {S$60 - 3200 A)

Observaciones ultravioleta de moderada y alta resclucidén han side
realizadas con los satélites Copernicus e IUE y han revelado que las
estrellas Be presentan un espectro rico de lineas de absorcidn,
principalmente lineas de metales de baja ionizacién. En este mismo
rango espectral, exhiben intensas lineas de resonancia de elementos
altamente ionizados (C IV, Si IV y NV) que pueden observarse,

inclusive, en las estrellas Be tardias. Por ejemplo, las lineas de

2

La relacidén V/R estd definida como el cociente de la maxima
intensidad, por encima del continuo, de la emisidn del lado violeta
del perfil vy la emigsidn del lado rojo.



C IV no son observadas en las estrellas B normales mds frias que B2
mientras que en una estrella Be puede aln manifestarse hasta los
tipos mds tardios que BS. Lo mismo ocurre con Si IV y N V. La
existencia de elementos altamente ionizados con intensidades
andémalas da origen al fendmeno de superionizacidén. Estas lineas
también pueden presentar perfiles asimétricos o componentes
miltiples en absorcién desplazadas hacia el violeta. Las velocidades
radiales inferidas de 1las 1lineas de He II y de los elementos

superionizados son superiores a las medidas en el espectro visible.
- Rayos X (1 - 60 A)

Hasta el presente, la emisién de rayos X blandos en las estrellas
Be s6lo ha sido detectada en { Ophiuchi (van den Heuvel 1987) y en
rayos X duros rfue detectada en y Cassiopea con el satélice UHURU
(SAC A). Probablemente las estrellas Be sean fuentes débiles de
rayos X. En general, toda la informacidn existente en rayos X duros
corresponde a sistemas binarios Be/X ray, constituidos por una

estrella Be mds una fuente de rayos X pulsantes.

- Polarizacidén

Todas las estrellas con lineas de emisidn muestran algin grado de
Q

polarizacidén lineal, generalmente es inferior al 2 %, en el espectro

vigible continuo y de lineas.

b) Estrellas Be Peculiares

Las estrellas Be peculiares o Bflel, ademds de tener todas las
caracteristicas tipicas de una estrella Be clésica, presentan lineas
prohibidas en emisidén. Estas estrellas son consideradas peculiares
por tener un gran exceso IR en el indice de color (K-L) gue

generalmente superan una magnitud.



c) Estrellas Herbig Ae y Be

Son considerados objetos de pre-secuencia principal pues estén
asociados con regiones H II y/o nubes moleculares oscuras. En la
regién visible tienen propiedades similares a las estrellas del
grupo (a) pero se destacan por presentar grandes excesos de
radiacién en el IR cercano y lejano. Otra caracteristica relevante
es la presencia de 1lineas prohibidas en emisién que cubren un
amplio grado de ionizacidén (por ejemplo, de [0 I] a (O III]). En la
regién UV se observa el fendmeno de superionizacién vy,

simulté&neamente, se ven lineas de muy baja ionizacidén; como ser OI.

d) Estrellas P Cygni

Algunas estrellas B presentan perfiles de lineas de H en emisién
acompariadas de una componente en absorcidn desplazada hacia el azul
(figura 1.3). A este tipo de perfil se lo denomina "perfil P Cygni".
También en el espectro UV puede observarse perfiles P Cygni en 1la

lineas de resonancia de Mg II y, eventualmente, en Si IV y C IV.

e) Estrellas Supergigantes

En las supergiganctes B Ia (Mv £ -7) es muy ILrecuente observar la
linea de Ha en emisidn, pero su intensidad es wucho mas débil que
el valor medio observado en las estrellas Be clésicas. Por otra
parte, las estructuras de emisidén no se extienden a otros miembros
de la serie de Balmer (s6lo se observa en Ha). En cambio, 1las
supergigantes B Ib (Mv 2 -6) raramente presentan emisiones de Ha.

Si bien las supergigantes B muestran lineas de H en emisidén, no
son consideradas estrellas Be, dada su distinta clase de luminosidad.
Por otro lado, las lineas de resonancia de Si IV, C IV, NV, y O VI

exhiben caracteristicas tipicas de perfiles P Cygni.



1.2 INTERPRETACION DE LAS OBSERVACIONES. MODELOS BASICOS.

Dado que es la atmésfera de una estrella lo que observamos, para
comprender mejor su espectro emergente debemos estudiar en primer
lugar los procesos fisicos responsables de la formacidén de lineas e
inferir en que regiones de la atmdsfera estas lineas son generadas.

El modelo de atmdésfera mas simple que podemos proponer es suponer
un medio gaseoso y homogéneo, constituido por &tomos e iones, en
equilibrio radiativo e hidrostatico. Estas hipdétesis establecen que
la temperatura y la densidad del medio deben decrecer hacia las
capas mds externas de la atmdésfera. La distribucidén de dtomos en sus
diversos estados de ionizacidén y excitacién pueden determinarse
usando las leyes de Saha y Bolztmann, que son validas para 1la
radiacién y el gas en estado de equilibrio termodindmico. En el caso
de las estrellas B, esta teoria presenta discrepancias con las
observaciones, pues conduce a determinaciones errdéneas de la
abundancia de los elementos quimicos en las atmdsferas cuando se
intenta ajustar las intensidades de las lineas (Mihalas 1972). Esto
indica que en las atmdsferas existen grandes apartamientos del
equilibrio termodindmico local (LTE).

Modelos de atmésfera mas realistas exigen calcular la
distribucidén de A&tomos, en sus distintos estados de excitacidn e
ionizacidén, usando la condicidén de equilibrio estadistico. E1
aspectro zedrico (lineas  continuo) calculado de =2sta manera
presenta un buen acuerdo con muchos detalles observados, indicando
que la composicidén quimica de las estrellas es esencialmente similar
a la solar. Sin embargo, existen atin discrepancias en los anchos
equivalentes de algunas lineas de la regidén visible y UV de las
estrellas B, siendo mayores los valores observados que los
calculados para las lineas de He I A\ 5876, 6678, y 7065 A. Estas
discrepancias se acrecientan a medida que aumenta la luminosidad de
la estrella (Underhill 1982).

La teoria de atmdésfera en equilibrio radiativo, equilibrio

hidrostdtico y fuera de LTE predice sélo lineas de absorcidn, por lo

gque no explicaria las emisiones chkservadas en las lineas de Ha de



algunas estrellas B.

Con el advenimiento de los datos UV se tuvo un nuevo panorama del
fenémeno Be. Las observaciones mostraron que las estrellas Be
presentan lineas de C IV, Si IV, N V y O IV cuyos anchos
equivalentes son mayores que los valores calculados por Kamp (1973);
quien utilizdé una solucién fuera de LTE en equilibrio radiativo e
hidrostdtico. Ademds, las asimetrias o las componentes miltiples
observadas en los perfiles de los elementos superionizados, y de
otros iones, han sido interpretadas como un flujo de materia
caliente de alta velocidad que escapa de la estrella, al que se
denomindé viento estelar (Snow & Marlborough 1976, y Marlborough &
Snow 1976) .

La mayoria de los trabajos tedricos para interpretar el origen de
las lineas de emisidén de los objetos astrondmicos fueron realizados
durance la primera mitad de este siglo. Estos trabajos, basados en
los datos obtenidos para las longitudes de onda 6pticas, aportaron
las ideas bédsicas sobre las que, posteriormente, se construyeron
modelos de atmdsferas mds refinados matemédticamente.

Si bien, en la actualidad, la mayoria de los astrdnomos aceptan
que las 1lineas de emisién tienen su origen en una envoltura
extendida, no existe aln un acuerdo general respecto a la geometria
y la termodindmica de dichas envolturas. Diversos modelos han sido
propuestos para explicar el origen y las caracteristicas del

fendmeno Be. Entre ellcs podemos mencionar:

a) Modelo de Disco

Struve (1931) fue el primero que atribuyd el origen de las lineas
de emisién de 1las estrellas Be a la presencia de una envoltura
extendida alrededor de una estrella B. Esta envoltura, ionizada por
la absorcién de la radiacidén UV de la estrella, produce lineas de
emisién como consecuencia de procesos de fluorescencia. Entonces,
para ijustificar la formacién de 1lineas de emisién de Fe II e
hidrégeno, es necesario que la temperatura de la envoltura sea

inferior a la temperatura efectiva de la estrella.



Struve encontrdé la existencia de una correlacidén entre el ancho
de las lineas de emisidén y la velocidad proyectada de la estrella
(determinada con los perfiles de absorcidn), y formuldé la hipdtesis
que las estrellas Be son altos rotadores de forma lenticular que,
por 1inestabilidad rotacional, eyectan materia por el ecuador
formando un anillo nebular, el cual revolucicna en torno de la
estrella. La geometria del material circumestelar seria la
responsable de la forma de los perfiles dependiendo de la direccidn
de observacidn, es decir, si la estrella es vista de ecuador o de
polo, y las intensidades de las lineas resultarian proporcional al
volumen de la envoltura. En la figura 1.4 se esquematiza el modelo
de Struve (1933) para una estrella Be. Los perfiles de lineas de un
pico son atribuidos a estrellas vistas cde polo (i < 30°) y los
perfiles de lineas de emisidén con dos picos corresponden a estrellas
vistas de ecuador (i > 50°).

La idea que las estrellas Be son altos rotadores intrinsecos es
la hipdtesis mds frecuentemente utilizada en los modelos. En este
esquema, la pérdida de masa tiene lugar en el plano ecuatorial de la
estrella.

Descripciones hidrodindmicas de envolturas circumestelares
originadas so6lamente por fuerzas rotacionales fueron desarrolladas
por Limber (1964, 1967) y Marlborough & Limber (1968). C&lculos de
perfiles de lineas en el marco de un modelo gue supone una envoltura
concentrada en el plano ecdétorial fueron realizados por Kogure
(1969), Marlborough (1969), Kriz (1976, 1979a y 1979b) y Brown
{(1987). En este esquema de trabaic, las lineas de envoltura pueden
ser explicadas con un modelo de disco rotante O&pticamente opaco

(Rybicki & Hummer 1983).

b) Modelo de Disco Rotante Alimentado por un Viento Estelar.

Es sabido que las lineas de emisidn de las estrellas Be sufren
variaciones irregulares con el tiempo, y a veces desaparecen por
completo, por tanto, es imposible suponer que la rotacidén misma

origine la eyeccidén de materia en forma irregular.



El modelo de disco alimentado por vientos estelares propone que
las asimetrias observadas en los perfiles de las lineas es causada
por la existencia de movimientos de expansién superpuestos al
movimiento de rotacidén. Poeckert & Marlborough (1977, 1978a y 1978b)
adoptaron un modelo de disco rotante, en el plano ecuatorial de la
estrella, el cual presenta una suave expansién. Este modelo fue
utilizado para ajustar el perfil de Ha, el exceso IR, y las
observaciones polarimétricas del continuo y de las lineas de ¥
Cassiopea. En este modelo, las regiones que dan origen a las lineas
de los elementos superionizados se ubicarian en las zonas que se
encuentran a ambos lados del disco de alta densidad. En la figura
1.5 mostramos el escenario propuesto por Marlborough, Snow &
Slettebak (1579), las regiones polares presentan un viento caliente
de baja densidad y alta velocidad, mientras gque en el plano
ecuatorial domina una estructura de alta densidad.

Si bien, este modelo es considerado el més completo, pues
reproduce algunas estructuras observadas en el espectro visible e

IR, no puede explicar los cambios de fases observados en las Be.

c) Modelo con Simetria Esférica o Elipsoidal.

Un modelo alternativo fue propuesto por Doazan & Thomas (1982).
El modelo describe 1la atmésfera de wuna estrella Be como una
secuencia de regiones, con simetria estérica o elipsoidal, gue estéan
conectadas fisicamente. Para explicar el fendmeno Be, este modelo
requiere una pérdida de masa variable y la existencia de flujo de
energia no radiativo.

Basdndose en los resultados de las observaciones UV y del visible
los autores han sugerido dividir la atmésfera de las estrellas Be en
una serie de regiones con caracteristicas termodindmicas diferentes:

1) La fotosfera, es la parte interior de la atmdsfera estelar
donde se origina la mayor parte de la radiacidén del continuo. Esta
fotosfera puede modelarse satisfactoriamente utilizando un modelo
cldsico que considere equilibrio radiativo e hidrostéatico.

2) La cromosfera-corona, es la parte de la atmésfera exterior a la
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fotosfera donde el medio gaseoso gque la constituye es afectado,
principalmente, por la deposicién de energia y momento de origen no
radiativo, ademds de la energia y momento inyectados por el campo de
radiacién proveniente de la fotosfera. La corona es la regién donde
se observa un flujo de materia de alta velocidad y temperaturas
electrdnicas elevadas (Te -~ 10° K). Es decir, esta zona presenta
vientos con caracteristicas transdnicas y supersénicas.

4) La envoltura templada, es una regidn post-coronal, donde no hay
deposicidén de energia (dado que hay pérdidas de energia por escape
de 1la radiacién al espacio). Por 1lo tanto, en esta regidén la
temperatura desciende a medida que nos alejamos de la estrella.
Eventualmente, esta temperatura alcanza la temperatura del medio
interestelar. En esta regién, el viento estelar comienza a
desacelararse debido a las interacciones con flujos de materia de
discinctas velocidades, que l1a estrella na eyectado e&n otras
oportunidades, o con el medio interestelar.

La presencia de wuna cromosfera-corona (tal wvez de pequefias
dimensiones) es indispensable para explicar la formacidén de lineas
de elementos altamente ionizados y la envoltura templada seria la
responsable de la formacidn de lineas metédlicas de elementos de baja
ionizacidén y de las emisiones de las lineas de la serie de Balmer.

Una descripcidn matemdtica de esta estructura de atmdésfera fue
realizada por Doazan & Thomas (1982). En la figura 1.6 mostramos el

escenario que proponen los autores.

d) Modelo de Estrellas Binarias

Muchas estrellas Be son miembros de sistemas binarios; este
modelo supone que el fendmeno Be se produce cuando la estrella
secundaria pierde masa debido a fuerzas de interaccién con su
compafiera (Harmanec 1982, 1987). Este modelo permite explicar las
variaciones de V/R de largo periodo debido a una envoltura elongada

ue gira entorno de la estrella por la atraccidn gravitacional de la

Q

strella secundaria. Este modelo es adecuado para interpretar el

M

esprectro de sistemas binarios. Pero, esto no significa que todas
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las estrellas Be sean binarias.

e) Modelos con Campos Magnéticos

Aunque no ha sido posible la deteccién de campos magnéticos en
las estrellas Be se na sugerido que las variaciones temporales de un
espectro de emisidén o un espectro shell podrian resultar de
interacciones magnetohidrodindmicas en la envoltura circumestelar
(Barker 1987). A

Modelos de envolturas concentradas en el plano ecuatorial que
incluyen un viento conducido por presidén de radiacidn, y que estda
distorsionado por rotacién y campos magnéticos, fue propuesto por
Friend & MacGregor (1984). Este modelo estd basado en el trabajo de
Weber & Davis (1967) v en la teoria de vientos, conducidos vor
radiacién de las 1lineas, de Castor, Abbott & Klein (1975).
Posteriormente, este modelo fue modificado por Poe & Friend (1986),
quienes consideraron a la estrella como una fuente no puntual, y por

Iglesias & Ringuelet (1993), quienes trataron una solucién no

isotérmica.

f) Pulsaciones No Radiales

La =2xistencia de pulsaciones no radiales =2n las estrellas Be fue
originalmente propuesta por Baade (1982) para explicar las ripidas
variaciones observadas en los perfiles de lineas de la estrella 28
CMa. Estas variaciones consisten en caracteres gque se mueven
rdpidamente (en escalas de tiempo de horas) a través del perfil de
absorcién. En principio, las variaciones podrian interpretarse en
término de la rotacidn de caracteres en la superficie estelar. Vogt
& Penrod (1983) encontraron una correlacidn entre la amplitud
aparente de las pulsaciones y los episodios de emisidén en { Oph y
sugirieron que los episodios de emisién en esta estrella, Yy
posiblemente en otras, son originados por el aumento de energia de

la pulsacidén durante el cambio de modos. Las oscilaciones estén
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caracterizadas por un modo 1, que determina la concentracidén de
oscilaciones hacia el ecuador, y por un modo m, el cual determina el
nimero de crestas de onda a lo largo del ecuador.

Smith (1988) encuentra que las pulsaciones no radiales no son una
causa suficiente para eyectar materia de 1la superficie de 1la

estrella ya gque no proveen la energia necesaria para ajustar las

observaciones.

Obviamente, un modelo adecuado para reproducir el espectro de una
estrella Be es sumamente dificil de construir y ello se debe a los

numerosos procesos gue se combinan para producir una estrella con

envoltura. Estos procesos son:

1) Rotacidén
2) Presidn de radiacidn
3) Campos magnéticos

4) Pulsaciones

1.3 HIPOTESIS Y OBJETIVOS

En este capitulo hemos presentado a grandes rasgos una
descripcidn del fendmeno Be. Vimos que las estrellas Be revelan una
enorme variedad de perfiles de emisidén y, al mismo tiempo, se
observa que la variablidad es una propiedad inherence a casi todas

estas estrellas.
Debido a 1la gran diversidad de objetos gque manifiestan el

fenémeno Be, en este trabajo nos limitaremos a estudiar estrellas

Be, no binarias, de secuencia principal o gigantes.
Las principales hipdétesis de este modelo son:

1) Simetria Esférica. Supondremos que la atmésfera estd distribuida
globalmente alrededor de la estrella, y que en primera aproximacién,

las propiedades fisicas del medio pueden ser representadas por un

modelo con simetria esférica.
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2) Estado Estacionario. Supondremos gque todas las propiedades del

medio que constituyen la atmésfera son independientes del tiempo.
Por lo tanto, dado que las estrellas Be son variables, nuestro
modelo sélo es adecuado para analizar las condiciones de la

atmésfera en un estado o fase particular, y no podremos prever sus

variaciones.

3) Existencia de Flujos Radiativo, No Radiativos, y Flujos de Masa.
Supondremos la existencia de regiones con caracteristicas
termodindmicas diferentes ky en algunos aspectos similar al
escenario propuesto por Doazan & Thomas (1982)). Consideramos que:
a) el flujo radiativo es emitido por una fotosfera en equilibrio
radiativo e hidrostético,

b) el flujo de energia no radiativo gobierna la distribucidn de
temperatura =2n la atmésfera =xtericr; la temperatura aumenta hacia
el exterior y luego decrece debido a las pérdidas radiativas, y

c) el flujo de masa, que determina la distribucidén de densidad,
produce un viento que se acelera hacia las capas externas de la

atmdésfera pasando por regiones subtérmicas, transtérmicas vy

supertérmicas.
Con este trabajo nos proponemos:

A) Calcular perfiles de lineas de atomos neutros e ionizados, que se
originan en las atmésferas extendidas de las estrellas Be (por
gjemplo, HI, MgII, Si IV v C IV). Zsto implica resolwver la ecuacidn
de transporte radiativo en un medio que cumple con las hipdtesis

propuestas anteriormente.
B) Estimar las regiones de formacién de las lineas mds intensas.
C) Buscar relaciones globales entre la intensidad del perfil y los

pardmetros atribuidos a la atmésfera estelar. Es decir, estudiar la

sensibilidad de los perfiles a las distribuciones de temperatura y

velocidad.

D) Buscar relaciones entre la morfologia de los perfiles y las

propiedades cinemdticas de un viento estelar.

E) Discutir las limitaciones del modelo de atmdésfera adoptado.
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CAPITULO 2 MODELO DE ATMOSFERA

Nuestro principal objetivo es estudiar de qué manera se
manifiestan las propiedades fisicas de las atmésferas de las
estrellas Be en las diferentes regiones de su espectro emergente.
Para ello, es necesario conocer de qué manera es generada, o cdémo
interactia la radiacién con un medio en movimiento. Desde un punto
de vista fisico, esto significa confeccionar un modelo de atmdsfera
que describa macroscdpicamente las propiedades del material que
constituye la atmésfera y, luego, discutir la interaccidén de la
radiacidén con ese medio.

El criterio que utilizamos para modelar la atmésfera de una
estrella Be esta basado en las predicciones y limitaciones de
modelos previos y en la descripcidén de los datos observacionales.
Esto nos permite elaborar un modelo matemldtico semi-empirico para
describir la estructura de la atmdésfera y su espectro emergente.

En el capitulo 1 presentamos sucintamente las principales
caracteristicas, o rasgos peculiares, observados en los espectros de
las estrellas tipo Be, junto con una resefia de los modelos
propuestos hasta el presente. Esto nos permite esquematizar la

siguiente estructura de atmésfera.

2.1 ESTRUCTURA DE LA ATMCSFERA DE UNA ESTRELLA Re.

Consideramos que la atmésfera estd constituida por atomos neutros
e 1lones distribuidos en capas esféricas homogéneas en estado
estacionario. De esta forma, todas las propiedades del medio se
especificardn como una funcidén de la distancia radial al centro de
simetria de la estrella.

Nosotros hemos adoptado esta geometria basdndonos en 1los

siguientes datos observacionales:

1) Los datos UV, sensores de vientos de alta velocidad, sugieren que

el material estd distribuido globalmente con poca ©O sin
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concentracién en el plano ecuatorial (Snow & Stalio 1987). Este
hecho estd basado en la falcta de una clara dependencia de la tasa de
pérdida de masa con la velocidad proyectada de la estrella (Snow
1981).

2) Polidan et al. (1986) encontraron que las estrellas Be rotan con
velocidades inferiores a 0.85 veces la velocidad critica. En
consecuencia, todos los efectos derivados de una alta rotacién
estelar son pequeflos (Cassinelli 1987). Por lo tanto, consideramos
que la rotacidn distorsiona levemente la atmdsfera estelar.

3) Estudios estadisticos de 1la polarizacién en estrellas Be,
realizados por McLean & Brown (Coyne & McLean 1982), muestran que:

i) la polarizacidén intrinseca nunca es mayor que un 2 %, indicando
que envolturas extremadamente obladas no existen.

ii) predominan las estrellas Be de baja polarizacidn, seflalando
que nay mas objetos en ios cuales la envoltura circumestelar estca
mds proéxima de una configuracidn esférica, o que la densidad
electrdnica es relativamente baja.

4) Catala & Kunasz (1987) han ajustado el perfil de Ha observado en
AB Aur (objeto Herbig Ae/Be) con perfiles calculados empleando un

medio con simetria esférica.

Basdndonos en los diferentes grados de ionizacidén observados en
los espectros de lineas de las estrellas Be, y en las mediciones de
los anchos equivalentes de las lineas, distinguimos tres regiones

atmosféricas ~on caracteristicas termodindmicas diferentes:

hidrostitico (ER y EH).
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b) una cromosfera en expansién, ubicada exteriormente a la regidén de

la fotdsfera.

c) una envoltura templada en expansidén, exterior a la cromosfera.

Es un hecho observacional que las fotosferas de las estrellas B y
Be, de igual tipo espectral, son similares (Snow & Stalio 1987 y las
referencias citadas en ese trabajo). Sus continuos de Balmer y de
Paschen estdn bien representados por modelos calculados bajo la
aproximacidén de equilibrio radiativo, egquilibric hidrostatic Y

equilibrio termodindmico local. Asimismo, estos modelos permiten
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reproducir satisfactoriamente, las alas de los perfiles observados
en la linea de HS. Por lo tanto, nosotros consideramos adecuado
adoptar los modelos de Kurucz (1979) para representar las
distribuciones de temperatura y densidad en la fotosfera.

El fendémeno de superionizacién y la existencia de vientos de alta
velocidad, ambas propiedades observadas en el espectro UV de las
estrellas Be, revelan la existencia de una zona de alta temperatura
(con temperaturas mayores a la Teff) en expansidén, a la que
designamos "cromosfera". El aumento de la temperatura en esta regidn
se debe principalmente a la deposicidén de energia no radiativa vy,
alli, la temperatura alcanza su maximo valor. Nosotros omitimos 1la
presencia de una regidn coronal con temperaturas de 10S K (Doazan &
Thomas 1582), puesto que Catala (1988) mostrd que no es necesario
considerar temperaturas excesivamente altas para reproducir las
lineas de eiementos superionizados.

Designamos "regidén de minimo de temperatura", por analogia con el
caso solar, a aquella porcién de la atmdsfera ubicada entre la
fotosfera y la cromosfera. Esta regidén constituye la base de un
viento estelar (regidn fuera de equilibrio hidrostatico y radiativo)
y podria jugar un rol importante en la formacidén de lineas de atomos
neutros y de Ca II que se originan en las =zonas prdéximas a la

fotosfera de las estrellas Be (Costa & Ringuelet 1985 y Chen et al.

1989) .

romcsfera se ubica la

Q

Finalmente, en la parte extericr a la
envoltura templada con temperaturas inferiores a la Teff. Los
modelos gecmétricos tradicicnales le atribuyen a esta envoltura la
formacién de las lineas en emisién de la serie de Balmer y lineas de
elementos una vez ionizados, con perfiles Doppler, que pueden o no
manifestar estructuras en emisién.

Thomas (1983) ha discutido, desde un punto de vista cualitativo,
los posibles fendémenos fisicos que determinan 1la estructura de
la atmésfera propuesta.

Antes de <calcular la distribucidén de energia radiante,
describiremos las propiedades termodindmicas y <cinéticas que
atribuimos a la atmésfera de una estrella Be.

Para construir nuestros modelos de atmdésfera seguiremos,
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fundamentalmente, los lineamientos presentados en los trabajos de

Catala, Kunasz & Praderie (1984) y Cataia & Kunasz (1987).

2.2 LEY DE TEMPERATURA

En la fotosfera, la ley de temperatura adoptada decrece con el
radio segin la distribucién de temperatura del modelo de Kurucz
seleccionado para representar' la estrella, hasta alcanzar un valor
dado en el radio r = Rk. Para construir una escala de distancia en
esta regidén, definimos el radio de la fotosfera, Rph; radio donde la
temperatura es igual a la temperatura efectiva.

Representamos la distribucién de temperatura para la cromosfera y
la envoltura templada mediante el modelo de "cromosfera profunda"

propuesto por Catala, Kunasz & Praderie (1984),

( (r - Rch)2
To + (Tmax - To) exp(- 4 1n 2 " ) si Rph s r s Reh
A
1
T = A
2
(r - Reh)
To + (Tmax - To) exp(- 4 1n 2 " ) si r > Reh
A
L 2
(2.1)
donde,
I [Trax - Te
Reh = Rph + (A1/2V ln 2 Jln —_—
Teff - To

El maximo de temperatura (Tmax) es alcanzado en radio Rech; A1 Yy &,
son dos parédmetros libres que controlan la posicidén del méximo de
temperatura y la extensidén de la cromosfera (figura 2.1). En la
regién exterior a la cromosfera la temperatura desciende hasta To,
indicando la presencia de una envoltura templada.

Nosotros hemos modificado levemente la ecuacién (2.1) con la

finalidad de incluir la regidén de minimo de temperatura,
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o .
Tx (R/Rph) si RK < r < RTmin

donde, Tx es el dltimo valor de temperatura seleccionado del modelo
de Kurucz, en r = Rk, Rmin (< Reh) es el radio donde la temperatura

toma su minimo valor, Twmin, Yy @ es un parédmetro libre y negativo.

2.3 LEY DE VELOCIDAD

Las mediciones de los desplazamientos Doppler, en las componentes
miltiples de las lineas de absorcidén o la presencia de perfiles
asimétricos en las lineas de resonancia UV, evidencian movimientcs
macroscdpicos de gran escala en las atmdsferas estelares.

En nuestro caso varticular. nosotros estudiaremos un fluido que
se expande mondtonamente con simetria esférica. Consideramos que el
plasma de 1la fotosfera se desplaza radialmente con velocidades
inferiores a 1las velocidades térmicas correspondientes a esta
regién. De esta manera, los continuos de Balmer y Paschen resultarén
adin bien representados por modelos calculados en ER Y EH.

Las velocidades, subsdnicas o subtérmicas, de las capas
fotosféricas son determinadas consistentemente con la ley de
densidad tomada del modelo de Kurucz y la ecuacidén de continuidad.

Ensayamos diferentes leyes de velocidad, las cuales pueden ser

agrupadas segun las siguilences caracteristicas:

ai1) presentan pequeflos gradientes de velocidad en 1la regidn

interior de la cromosfera.
az2) presentan grandes gradientes de velocidad en la regidn
interior de la cromosfera.

bi) el fluido alcanza su velocidad asintdética después del maximo

de temperatura.

b2) el fluido alcanza su velocidad asintdtica en el médximo de

temperatura.

c¢) diferentes velocidades iniciales (subsdénicas o subtérmicas) .

d) diferentes velocidades asintdticas.
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Cada curva en particular es construida por una combinacién del
caso a), mas una del caso b), mds el caso ¢) y el caso d).

En la figura 2.2 se presenta un esquema de estas curvas de
velocidad y en la tabla 1 se detallan las leyes de velocidad usadas

a lo largo de este trabajo.

2.4 TASA DE PERDIDA DE MASA

Para representar la atmdsfera se consideré un gas homogéneo,
distribuido radialmente, en expansién y en estado estacionario. La

ecuacidn de continuidad,

M =471 oolr) Vig), (2.2)

acopla la densidad, p(r), y la velocidad radial, V(r), a través de
un factor de escala, la tasa de pérdida de masa M.
Si despejamos p(r) de la ecuacidén (2.2} y lo reemplazamocs en la

definicidén de la profundidad éptica del continuo,
dr (r) = - X (r) p(r) dr,

donde ¥ =2s =21 coeficiente de 3bsorcidén por unidad de masa de 1la
v

fuentes del continuo, obtenemos

- X (r) Mdr
v (2.3)

dr (r)

a1 r v(r

Luego, al integrar la férmula (2.3) desde el borde exterior de la
atmésfera extendida (Rmax) hasta el radio de 1la fotosfera,

recordando que en r = Rmax, T, = 0, tenemos
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Leyes de Velocidad

TABLA 1

r/Rph Vi V2 V3 V4 Vs Vs V7 Vs
(km/s) (km/s) (km/s) (km/s) (km/s) (km/s) (km/s) (km/s)
1.0 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001
1.006 8.5
1.01 0.69 1.
1.05 1. 1. 0.4
1.1 7. 13.
1.2 4. 1. 4. 4. 20.2 55.
1.3 50. 70. 80.
1.5 10. 70. 100.
2.0 1. 20. 20. 90.
2.5 117. 120.
3.0 4. 50. 4. 70. 110. 132.
5.0 20. 20.
7.0 60. 60. 60. 180.
10.0 113. 113. 113. 113 125. 133.
20.0 120. 120. 120. 120 230.
30.0 148. 145.
50.0 120. 120. 120. 120. 150 150.
70.0 120. 120. 120. 120. 150. 133. 270.




v (2.4)

Esta expresién nos permitird determinar M. Para ello, es necesario
introducir la hipdétesis de que el =2spesor dptico del zontinuo, 71,

c
evaluado en r = Rph ¥ A = 2800 A, es igual a 2/3. Despejamos M de la

expresidén (2.4),

] 8w/ 3
M = Rmax ! (2.5)
X dr
v
2
Roh r V(r)

y obtenemos un método para calcular la tasa de pérdida de masa,
consistente con la ley de velocidad propuesta y el coeficiente de
absorcién del continuo, tal como lo hicieran Catala & Kunasz (1987).
La mdxima contribucidén a la integral proviene de la base del viento.

Por otra parte, en r = Rph, debe cumplirse que

M=4nm Rph2 p (Rph) Vph, (2.6)

donde p(Rph) es la densidad de masa, evaluada en Rph, de un modelo
de fotosfera en ER y EH, y Vph es la velocidad en ese mismo radio.
La velocidad fotosférica, Vph, se calcula consistentemente con la

tasa de pérdida de masa sustituyendo la expresién (2.6) en (2.5),

g8/ 3 5
= 4 7 Rph p(Rph) Vph (2.7)

Rmax

X (r) dr

14

2
v

Rph r (r)
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2.5 CALCULO DE M

Una vez establecida la ley de temperatura y velocidad (§ 2.1 y
2.2), la tasa de pérdida de masa se determina, autoconsistentemente,
con la ley de velocidad elegida y un modelo de fotosfera clasica,
ubicada en la base del viento.

Una primera estimacidén de M se tiene considerando que el
coeficiente de absorcidén del continuo es constante, por ejemplo, se
puede elegir el coeficiente de absorcién en r = Rph. Luego, la

ecuacién (2.5) puede escribirse,

g8mw / 3

Rmax

dr

2
r V(r
Rph (r)

Esta integral se resuelve numéricamente generando una grilla de

radios para cada profundidad geométrica.

- (1) . . . s
Con M se determina para cada radio, la densidad numérica,

p(”, la densidad electrdnica, ne(”(ver § 2.10) y se calculan

1 .
nuevos valores de X ) usando los valores preestablecidos de 1la

temperatura de radiacién (ver § 2.8). Posteriormente, se recalcula
(1)

4

una nueva tasa de pérdida Ze masa, ﬁ(”, usando los valores KV n
la ecuacién (2.5). Con Mu) dererminamos, nuevamente, valores para
p, ne, vy Xv' En cada paso iterativo, es necesario redefinir 1la
temperatura de radiacidén (como se explica en § 2.8) y verificar la
validez de la ecuacidén (2.6); si esta férmula no se cumple, debemos

calcular una nueva velocidad fotosférica con la ecuacidén de

continuidad,

P;I(Z)/ an
(2)

Vph = = e——— .,

Rph2 p (Rph)

* (3) . . Cx
antes de recalcular M ', pues debemos respetar la distribucidén de
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densidad del modelo clédsico, para r < Rph. El nuevo valor de Vph
modificard la ley de velocidad e, indirectamente, modificaréa M. Este
procedimiento debe continuar hasta lograr la convergencia. En la

prédctica, la convergencia se obtiene en 5 o 6 iteraciones.

2.6 FUENTES DE OPACIDAD DEL CONTINUO

Supondremos la atmdésfera ¢onstituida por hidrdégeno, helio, iones
Yy e libres. Las fuentes de opacidad del continuo XV, para cada
profundidad, han sido evaluadas usando los datos y fé6rmulas dadas
por Kurucz (1970). Los numeros ocupacionales de 1los niveles
dtomicos se consideraron en LTE, pues simplifica notablemente el
cdlculo computacional vy, a su vez, permite incluir una mayor
cantidad de procesos de absorcidén y emisidén. En este trabajo, en
particular, se consideraron las siguientes fuentes de opacidad:
Transiciones ligado libre y libre libre de H I y H , dispersién de
Rayleigh por 4&tomos de H I, dispersién Thomson por electrones
libres, y las principales transiciones de C, N, Ne, O, Si y sus

respectivos iones..

2.7 VELOCIDAD DE TURBULENCIA

La velocidad Doppler estéd determinada por

ler térmica y Vet es la velocidad de

microturbulencia. En nuestros modelos, Ve es un pardmetro libre y 1lo

consideraremos constante sobre toda la atmdsfera.
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2.8 BALANCE DE IONIZACION

Cuando 1la recombinacidén dielectrédnica y la autoionizacién se
desprecian, la ecuacién de equilibrio de ionizacidén iguala las tasas
radiativas y colisionales de ionizacién a las tasas radiativas y
colisionales de recombinacién. Dado que los procesos radiativos
involucran el campo de radiacidén, el equilibrio de ionizacidn y la
ecuacién de transporte estan necesariamente acoplados. Sin embargo,
es posible describir cualitativamente el estado de ionizacidn de una
especie usando una aproximacidén para la radiacidén ionizante, valida
sélo cuando los ©procesos radiativos dominan el Dbalance de
ionizacién.

En la base del viento, la radiacién ionizante correspondiente a
un ion estd termalizada. Si se describe la intensidad media de la
radiacidén ionizante por la funcién de Planck a la temperatura
electrdénica local, el equilibrio de ionizacidén estd dado por 1la
ecuacién de Saha.

Llamaremos superficie de determalizacidén a aquella capa donde la
radiacidén ionizante comienza a apartarse de la funcidén de Planck.
Obviamente, tendremos una capa diferente de determalizacidn segin
qué 1ion sea considerado. Tipicamente la determalizacidén ocurre
cuando L % 2, ¥y vo es la frecuencia umbral de fotoionizacidén del
ion. La mayoria de los iones en los que estamos interesados (Mg II,
Si TV, C IV) presentan este umbral en =1 lejano UV, mas alld de la
discontinuidad de Lyman.

Por encima de la superficie de determalizacién el medio puede
considerarse O&pticamente delgado y, por lo tanto, 1la radiacién

ionizante puede aproximarse con la siguiente expresidn;

donde W(r) = — (1 - J 1 - (Rl/r)2 ] es el factor de dilucién, R:

2
es la distancia radial a la superficie de determalizacidén y Tr es la

temperatura de radiacidn definida como la temperatura electrdnica de

la superficie de determalizacidén. En estas regiones, si 1la
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temperatura electrdnica es menor que la temperatura de radiacién,
los procesos radiativos aun dominan el equilibrio de ionizacidén y

este dltimo estd descripto por la férmula de Stromgren,

1/2
(-h vo/K Tr)
e

’

N'" Ne 27 me K Tr 'l’/z 29" Te

N n J g Tr

donde, X es la fraccidén de' recombinaciones que pueblan el nivel
fundamental. Este ndmero se considerd igual a 1/2. W es el factor de
dilucién y wvale 1/2 en la superficie de determalizacidn, lo que
origina wuna discontinuidad entre las fé6rmulas de Saha vy de
Strémgrem. Esta discontinuidad se produce al pasar de un medio
Opticamente opaco a uno transparente. Por lo tanto, una zona de

transicidén es necesaria entre ambas regiones.

2.9 APLICACION AL ATOMO DE HIDROGENO

En base a lo expuesto anteriormente la ionizacidén del hidrdgeno

puede expresarse

i
[¥5]
]

(2.8)

({3

donde, ne es la densidad electrénica, np es la densidad de protones,
N(HI) es la densidad numérica de hidrdgeno neutro y S(Te} es la
férmula de Saha, para radios 1interiores a 1la superficie de
determalizacidén, o Strdmgren, para radios exteriores a la superficie
de determalizacidn.

Una zona de transicién ha sido introducida entre las dos regiones
para asegurar un suave comportamiento de las variables. En esta
regién, la ionizacidén se calcula mediante una combinacién Ilineal

entre las férmulas de Saha y Strdmgren.
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2.10 DENSIDAD ELECTRONICA

En primera aproximacidén, nosotros podemos determinar la densidad
electrénica, ne, suponiendo una atmésfera constituida solamente por
hidrégeno y helio, es decir, no consideramos la presencia de los

metales. Entonces, la densidad de masa
p(r) = 1.4 m N (r), (2.9)
H H

donde, m es la masa del dtomo de hidrégeno y NH el ndmero total de
dtomos de H.

Si ademds, suponemos que todo el hidrdgeno estd completamente
ionizado tenemocs Que ne = np. Entonces, la ecuacidn (2.8) nos brinda

una manera de calcular ne,
2
Ne + Ne - —— = 0, (2.10)

donde S(Te) es la férmula de Saha o Stromgren dependiendo de la
ubicacién de la regidén de determalizacidn.

La solucién de la ecuacién (2.10) da la densidad electrdnica.
Este valor serd posteriormente mejorado al resolver las ecuaciones

de equilibric estadistico para &tomos de H.
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CAPITULO 3 ECUACION DE TRANSPORTE

La solucién de la ecuacidén de transporte radiativo para las
frecuencias de una 1linea brinda 1los elementos necesarios para
estudiar las condiciones fisicas que tienen lugar en las regiones de
formacidén de las mismas.

En este capitulo haremos una descripcidén del transporte de la
radiacién a través de un medio que se encuentra en movimiento.
Cuando existen gradientes de velocidad, los fotones en las distintas
lineas pueden escapar, no sdélo de las capas mas externas de la
atmésfera sino también de las regiones mas profundas, como
consecuencia del efecto Doppler. Entonces, el campo de velocidades
juega un vapel fundamental en el proceso de formacidén de las lineas,
pues contribuye aumentando la probabilidad de escape de fotones.

El cdlculo de la intensidad de una linea implica resolver un
sistema de ecuaciones integro-diferenciales no lineales, que
involucra las condiciones de equilibrio para cada nivel atdmico, y
las ecuaciones de transporte radiativo para cada 1linea y cada
continuo.

Existen numerosas técnicas para calcular un espectro de lineas en
atmésferas que se expanden con simetria esférica. La aproximacidn de
Sobolev (1947) o método de probabilidad de escape nos provee de una
axcelente solucidén cuando l1a velocidad de la a2nvoltura =es
considerablemente superior a la velocidad térmica media de 1los

dtomos . Castor (1970) y Castor & Lamers (1979) consideraron la

iE:n este caso particular, el problema del transporte radiativo se
simplifica notablemente pues el medio tiende a volverse Spticamente
transparente. La radiacién de frecuencia 1% en la direccidn al
observador serd emicida no por toda la envoltura, sino solamente por
alguna regidén de la misma que se encuentre a ambos lados de la
superficie de velocidad radial asociada con la frecuencia V. Asi, el
campo de radiacién en una linea, en un punto dado de la atmésfera,
depende ligeramente de la radiacién de la misma linea que proviene

de otras regicnes.
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funcidén fuente en términos de las probabilidades de escape vy
desarrollaron un método para resolver la ecuacidn de transporte en
una configuracidén con simetria esférica. E1l método Monte Carlo fue
utilizado por Magnan (1968, 1970), Caroff, Noerdlinger, & Scargle
(1972) y Auer & Van Blerkom (1972), si bien este método permite un
correcto tratamiento de la integral de scattering es inadecuado en
medios Opticamente opacos. Kunasz & Hummer (1974) desarrollaron un
método que resuelve rigurosamente el problema del transporte
radiativo para medios en movimiento en un sistema de referencia
donde el centro de simetria y el observador estdn en reposo, es
decir, en el marco de referencia del observador. En este marco de
referencia existen serias dificultades numéricas cuando se calcula
la integral de scattering por sumas de cuadraturas, pues el campo de
velocidades produce un fuerte acoplamiento entre la direccidn de
propagacién de 1los fotones y sus correspondientes frecuencias
(debido al efecto Doppler). Por otra parte los coeficientes de
opacidad y emisividad son &angulo dependientes. La ventaja de este
procedimiento yace en que pueden utilizarse campos de velocidades
totalmente arbitrarios (Mihalas 1980).

El tratamiento rigurosoc de la ecuacidn de transporte radiativo en
un marco de referencia que acompafia el movimiento de un elemento de
fluido (comoving-frame) fue elaborado por Mihalas, Kunasz & Hummer
(1975, 1976). Este método permite wutilizar las funciones de
redistribucidén clésicas, elaboradas para medios estdticos, y evaluar
la integral de scattering sélco en el intervalo de frecuencias del

nea. Si ademds se supone que el ©proceso de

Il

A

perfil de 1
redistribucién es independiente del angulo, 1los coeficientes de
absorcién y emisidn son isdétropos. E1 método del comoving-frame
provee una solucidn general tanto para altos como bajos gradientes
de velocidad, pero su aplicacidn estd restringida a distribuciones

de velocidades mondtonamente crecientes o decrecientes.

En este capitulo describiremos dos métodos numéricos para obtener
la solucidn de la ecuacidén de transporte radiativo para un medio que
se expande con simetria esférica, en el marco de referencia que

acompafia el movimiento de una particula del fluido, y consistente
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con las ecuaciones de equilibrio estadistico para &tomos con muchos
niveles de energia. En primer lugar contaremos detalladamente el
método desarrollado por Mihalas, Kunasz & Hummer (1975) para
resolver la ecuacidén de transporte para la radiacién monocromitica.
Esta solucién sdlo puede aplicarse a problemas que utilizan la
hipbtesis de redistribucidn completa, pues estd basada en el esquema
de eliminacién de Rybicki (1971). El1 segundo método, desarrollado
por Mihalas, Kunasz & Hummer (1976), resuelve las ecuaciones de los
momentos del campo de radiacidn y puede extenderse a situaciones que
involucren funciones arbitrarias de redistribucién en frecuencia. Se
resuelven las ecuaciones de los momentos del campo de radiacién
usando los factores variables de Eddington y empleando una solucidn

tipo Feautrier (1964).

3.1 FORMULACION DE LA ECUACION DE TRANSPORTE RADIATIVO

La ecuacidén de transporte para la radiacidén de frecuencia vo que

se propaga en una direccidén S en un medio con simetria esférica es:

2

p LZWep ) 1 - 0TWe T Ly T(ye, pr), (3.1)

or r du

donde u = cos{v¥), ¥ es el &angulo gque forma la direccién s con el
vector medido en un sistema de referencia local’ situado en
cada punto P del medio estelar (figura 3.1), gque estd en reposo
respecto al centro de simetria del sistema. r es la distancia radial
de dicho punto P al centro de la estrella. 7 y x son,

respectivamente, la emisividad y opacidad total por wunidad de

2 .
Bs costumbre elegir un sistema de referencia local para describir

la dependencia geométrica de las variables fisicas del problema

respecto a la posicién r y la direccidén S.
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Figura 3.1

Sistema de Referencia Local.

\\ observador

— -

\__,/

Figura 3.2

Sistema de coordenadas



frecuencia y por unidad de volumen.

La ecuacidén (3.1) describe los cambios en la intensidad
especifica, I(vO,é), que ocurren cuando la radiacidén atraviesa un
medic que absorbe y emite, visto por un observador externo que esté
también en reposo respecto al centro de simetria del sistema.

Analicemos qué sucede cuando el material se mueve con velocidad
relativa, V(r), respecto al observador. La existencia de un campo de
velocidades produce <corrimiento Doppler entre la frecuencia
observada (vo) y la frecuencia emitida, o absorbida, por los &tomos
en su propio marco de referencia (v).

La relacidén entre la frecuencia percibida por el observador y la
frecuencia que se observa cuando un observador y la fuente emisora
estdn en reposo viene dada, seglin la aproximacidn cldsica del efecto

Doppler, por

v = vo (1 - u V(xr)/c). (3.2)

Una consecuencia inmediata del efecto Doppler es la dependencia
angular de los coeficientes de absorcidén y emisidén para un
observador estacionario, es decir, n = n(vo,u,r) v x = x{vo,u,xr). A
su vez, la evaluacidén de la funcidén fuente de una linea, definida

como

© 1

S, = (1 - ¢€) [ dv’ [ du’ I(r,u’,v’') ¢(r,u’',v’) + € B(r),
+ J J
- R

presenta serias dificultades numéricas pues el término de scattering
depende del campo de radiacidén y, por tanto, estard fuertemente
afectado por el movimiento del material. Luego, para calcular
numéricamente la integral de scattering es necesario considerar un
extenso rango de frecuencias y un gran nuimero de dngulos.

Estas dificultades numéricas se atentdan cuando se cambia el
sistema de referencia local estacionario por un sistema de

referencia que se mueve solidario a un elemento del £fluido. Para
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nuestros fines prdcticos optaremos por esta Ultima formulacidn. Para
ello debemos realizar una transformacidén que exprese a todas las
cantidades fisicas, de la ecuacidén de transporte (3.1), en el nuevo
sistema de referencia local. En el marco de referencia del
observador las derivadas de las cantidades fisicas son evaluadas a
frecuencia constante vo. En cambio, cuando las cantidades se miden
respecto a un sistema de referencia en movimiento, sus variaciones
ocurren no sbélo porque las cantidades fisicas cambian en dos
posiciones diferentes r y r + dr, sino también porque el sistema de
referencia se ha desplazado con velocidad V(r). Entonces, recordando
que v = v(vo,u) (ecuacidén 3.2), las correspondientes derivadas en el

sistema mévil se obtienen mediante las siguientes relaciones:

oI oI oI dv ov Vo g V(r) d 1n V
—_— =|—] +|— — Y — = - ,
dr)vo |drJv |Ov]xr|ldr)ve adr) vo cr d 1ln r
01 aI dI dv av Vo V(r)

_ = |— + |— . v - = - 22 T

du)vo ou)v ov)u |\dujvo adu)vo c

Utilizando estas relaciones para las derivadas podemos reescribir la

ecuacidn (3.1), en el sistema de referencia mévil, en la forma

U O0X{v,,x) . 1 - #2 3T (v, p, ) _ Yo V{r) {l _ #2+ #z[dln V(r)]} AT (v, u,x)
or r ou cr dln r av
= n(v,r) - x(v,r) I(v,u,r). (3.3)

Esta es la ecuacidén de transporte para la radiacidén monocromética
de frecuencia v que fluye en la direccidn que forma un angulo ¢ con
el versor r, medido por un observador que se mueve con un elemento
de fluido en r, en un medio con simetria esférica que se expande con

velocidad V(r).

Las derivadas de 1la frecuencia, respecto de la posicidén y 1la
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direccidén, representan el cambio de la frecuencia v de un fotén en
el marco de referencia solidario al fluido, visto por un observador
externo. También pueden interpretarse como el corrimiento de la
frecuencia del fotdén observado en el marco de referencia solidario
al elemento de fluido.

Recordemos ademas, que un campo de velocidades produce
corrimientos Doppler, aberracidén de fotones y da lugar a términos de
adveccidén (formalmente todos estos términos son del orden de V/c).
Sin embargo, como estamos intgresados en calcular perfiles de lineas
el dnico término gque cobra importancia es el desplazamiento
Dopplers, entonces, en primera aproximacidén, podemos ignorar la
aberracidén y la adveccién y, asi, quedarnos con la expresidn (3.3).

La solucidén de la ecuacidén (3.3) esta sujeta a dos condiciones de

contorno espaciales y una condicidén inicial para la frecuencia.

3.2 SOLUCION DE LA ECUACION DE TRANSPORTE EN UN SISTEMA LAGRANGIANO

En esta seccidn nos limitamos a describir un método para resolver
la ecuacién de transporte (3.3). Para ello, es conveniente
transformar el sistema de coordenadas (r,u) en otro sistema de

coordenadas (z,p) a través de la relacidn

z = r cos U (3.4)

r sen 0.

o]
[}

Esta transformacidén define un conjunto de rayos paralelos
caracterizados por el pardametro de impacto "p", que es la distancia

perpendicular del rayo al centro de simetria, ¥y "z", que es la

3

En el caso de perfiles de lineas, el efeczo de los corrimientos en

frecuencia son important es cuando AV/ A VD = v /v (V es la velocidad
c

térmica del medio) . Por lo tanto, el efecto Doppler esté amplificado

en un factor c/V respecto de los términos de aberracidén y adveccidén.
th
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distancia a lo largo de un rayo, medida desde el plano perpendicular
que pasa por dicho centro, como se muestra en la figura 3.2.
Elegimos el eje z positivo hacia el observador externo.
Todas las variables que eran funciones del radio r, ahora
dependen de z y de p a través de la relacidén elemental r’ =z 4 pz.
Debido a la forma particular de la transformacién (3.4), a cada

punto (z,p) le corresponden dos valores de la intensidad especifica

I(v,p,r), dependiendo de si p es mayor O menor gque cero respecto a

un observador externo'. Esto conduce a definir una intensidad 1
I(v,p,r) e I = I(v,-p,r) para todo |pu| s 1. Se designa con los
signos (+) y (-) a la radiacién gque se propaga acercéandose
(radiacidén emergente) y alejéndose (radiacidén entrante) respecto al
observador externo.

Usando las relaciones dadas en (3.4), I(v,+u,r) se transforma en

+ . .
I (v,p,2z), vy los operadores en derivadas parciales en;

6} G} éz d dp o} a
—=— — 4+ — — = u— +sen ¥ — ,
or dz Or dp Or oz op
d d 0z d 0p 1) U 0
— == — 44— — = T — -r —
au dz du dp Ou 0z sen U 0p

Luego, sobre cada rayo identificado con un parédmetro de impacto "p"
la ecuacidén de transporte para la radiacién de £frecuencia v

(ecuacidn 3.3) puede escribirse,

+ +
I ’ 1 O I ’ ’
0T (v.p.,2) _ a(r)[1 L o) #2} 9T (v.p.2z) _ n(v.T) - x(v,£) I (v.p.2)
0z r ° / dv
(3.5a)
4Recordar que todas las cantidades estan evaluadas en un marco de

referencia gque acompafia el movimiento de un elemento de £luido.
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61 (v,p, ) D, )
v,p.2z) oz(r)(l - 4 B () u} T vipe2) | piy ) - xvar) T (v.p2),
dz r dv
(3.5b)
donde al(r) = v V(r)/c
Yy B(r) = dln V(r)/dln r

Es conveniente definir los promedios simétrico y antisimétrico U
y V gque son, respectivamente, variables similares a la intensidad

media y al flujo;

U(v,p,z) = ! (I+(V,p,2) + I-(V,p,Z))
2
Y (3.6)
1 + -
Viv,p,z) = (1" (v,p,2) - T (v,p,2)).
2

Estos promedios nos permiten construir un sistema de dos ecuaciones
diferenciales de primer orden. Para ello procedemos de la siguiente
manera: para cada rayo identificado con un pardmetro p, sumamos
miembro a miembro las ecuaciones para la radiacién emergente (3.5a)
y la radiacién entrante (3.5b) y dividimos por x{v,r). Luego,

empleamos las definicicnes dadas en (3.6) y obtenemos,

1 5] d
— — U(v,p.,2) - y(v,p,2) — V({v,p,z) = - V(v,p,2z), (3.7)
x(v,r) 0z dv
a(r) s
donde y(v,p,2) = (l - p + f(r) u]
)

Andlogamente, restando miembro a miembro 1las ecuaciones (3.5a)

y (3.5b) obtenemos



1 3 ad
- — V(v,p,2z) - y{v,p,2) — U{v,p,z) = S(v,r) - U(v,p,2).
x(v,r) 0z dv
(3.8)

Observemos que en la ecuacién (3.8) hemos introducido la funcién

fuente,

S(v,r) = nlv,r)/ x(v,r),

cuya forma méds general es una funcién lineal de la intensidad media

del campo de radiacidén de una linea,

S(v,r) = {(v,r) J(xr) + 6(v,r) (3.9)
Vmax 1

donde J(r) = Jdv ¢(v,T) _[ du U(v,p,z). (3.10)
Vmin o]

La funcidén ¢(v,r) es el perfil de absorcién de la linea normalizado

respecto a la frecuencia, es decir

e
J ¢(v,r) dv = 1,
-®

vmin Y vmax Se elige de manera tal que contenga a todo el perfil de
la linea en el marco de referencia que se mueve con el fluido.

La forma funcional de ¢(v,r), ¢{(v,r) y 6(v,r) dependerd del
problema fisico a estudiar y se especificard en el capitulo (4). Se
debe notar que, de la expresidén de J (ecuacidén 3.10) resultan
acopladas todas las frecuencias comprendidas dentro del perfil de
una linea.

El sistema de ecuacicnes (3.7) y (3.8) debe resolverse sujeto a
dos condiciones de contorno espaciales y una condicidén de contorno

inicial para la frecuencia.



3.3 CONDICIONES DE CONTORNO ESPACIALES

Resolvemos la ecuacidén de transporte en una regién comprendida
entre dos superficies esféricas concéntricas de radio interior Rc Y
radio exterior R, comoc se ilustrd en la figura 3.2.

Como condicidn de contorno para el borde exterior supondremos que
la radiacidén incidente sobre la superficie de radio r = R es nula,
es decir,

I (v,p,2zmax} = 0,

por tanto, de la ecuacién (3.6) resulta que

U(v,p,2zmax) = V{(v,p, Zmax) .

Luego, sustituyendo esta expresién en la ecuacidén (3.7) se

tiene,

1 d 0
— U(v,p,z)| = y(v,zmax) — U(v,p, 2Zmix) - U(v,p, Zmax), (3.11)

X(v,r) 0z Zmax dv

donde zmix es el valor de z en 1la interseccidn del rayo p con la

superficie de radio R (zmix = (R - D)
En el interior, las condiciones de conto
inciden sobre la superficie de radio Rc, 6 ndcleo, es diferente de
aquellos que no lo hacen.
Para los pardmetros que no impactan sobre el ndcleo, es decir p =
R , la simetria del problema en z = 0 implica que V(v,p,0) = 0O,

luego, de la ecuacién (3.7) se tiene que

3
— U(v,p,z)| =0 sip=R_. (3.12)

dz Z=0
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Para p « RC supcndremos, para todas las frecuencias, que el
espesor Optico de las capas del nicleo es suficientemente grande.
Esto significa que la profundidad 6ptica del continuo TC > 1 y la
profundidad éptica de las lineas es mayor que la profundidad éptica
de termalizacidn. Entonces podemos utilizar la aproximacién de

difusidn,

. M dB (v)
I"(v,p,2Zmin) = B(v) =+ p (3.13)
X(V,RC) dr R
c
gue al ser sustituida en (3.6) conduce a
2 2.1/2
R -
|u| dB(v) ( c p) dB(v)
V(v,p,2min) = = , (3.14)
X(V,RC) dr N Rc X(V,Rc) dr N
c c
< R,
cuando p .
donde zmin = (R - pz)uz, B(v) y dB(v)/dr son la funcién de Planck

c
y su gradiente radial evaluados en r = RC, respectivamente.

3.4 CONDICION INICIAL PARA LA FRECUENCIA

Nos restringimos al caso de un campo radial de velocidades
mondtonamente creciente con el radio. En un marco de referencia que
se mueve con un elemento de fluido, toda particula en una atmdésfera
en expansién, con V = 0 y dVv/dr = 0, siempre ve que se estd alejando
de todas las demds particulas. Por 1lo tanto, 1la radiacién de
frecuencia v comprendida dentro del perfil de wuna 1linea, que
unto de una regidn distante, se observaréd
enrojecida respecto a la radiacidén que emerge de un perfil local.

Como resultado, sobre el borde azul del perfil 1local sdlamente
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pueden incidir fotones provenientes del continuo de otros lugares
de la atmdésfera. Con esta tltima propiedad, podemos establecer una
condicién inicial para 9dU/dv dando el valor de la pendiente del

continuo. Particularmente, en este trabajo elegimos

donde vmax corresponde a la frecuencia mds alta dentro de un perfil
de una linea.

Con esta condicidén, las ecuaciones (3.7) y (3.8) se reducen
simplemente a la forma tradicional de la ecuacidn de transporte para

la radiacién del continuo en el caso estédtico,

1 d
— U(V,p,z)l = - V(v /P, 2)
x(v,r) Oz y ax
max
(3.15)
1 a
y _— V(v,p,z)l =S(v ,r) -U(v ,p,z),

X(y,r) az " max max

porque las variaciones de las propiedades del continuo son
despreciables frente a los corrimientos de frecuencia causados por
un campo de velocidades.

La solucidén del sistema en derivadas parciales (3.15), U(v,p,z)
evaluada en vmix, nos provee de valores iniciales para comenzar la

integracidén numérica de las ecuaciones (3.7) y (3.8), las cuales

luego se calcularian frecuencia a frecuencia, en orden decreciente,
hasta alcanzar el borde de menor frecuencia de la linea. Esto da
suficiente informacién para calcular 1la integral de scattering
requerida en la ecuacidén (3.10).

Con un campc de velocidades como el mencionado, no es necesario
dar una condicién inicial a dU/dv en el ala de baja frecuencia, pues

desde un punto de vista matemdtico seria un problema sobre
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especificado. Fisicamente tampoco es apropiado, ya que el campo de
radiacidén puede variar con la frecuencia mds alld del perfil local
de una linea, debido al transporte de radiacién de la misma linea en

otros puntos en la atmbésfera.

3.5 SOLUCION NUMERICA

La interaccién de 1la radiacién con la materia tiene su
descripcién matemdtica en los sistemas de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales (3.7) y (3.8), que relacionan en cada punto
los valores y velocidades de cambio de 1las variables U(v,p,z) vy
V(v,p,2z) con sus valores en otros puntos cercanos.

A excepcidén de algunos casos simples, es imposible obtener una
descripcidén analitica de 1la solucidén exacta, por tanto, debemos
necesariamente recurrir a las técnicas numéricas.

El método numérico gque emplearemos consiste en dar una
descripcidén discreta del campo de radiacidén, en la regidén a
estudiar, mediante la introduccidn de una red finita de puntos en
radio, en frecuencia y en 4&angulo. Asi, los valores del campo de
radiacién se corresponderan exclusivamente con puntos de la red. El
ndimero de puntos que se utilice para resolver el problema depende de
la dimensidén espacial del modelo, la complejidad geométrica de la
regién y el grado de detalle buscado en el resultado.

El sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales se
sustituye por un extenso sistema de ecuaciones algebraicas
ordinarias. Detalles sobre la representacidén en diferencias finitas
de las ecuaciones (3.7), (3.8) y sus correspondientes condiciones de
contorno se describen en el apéndice A.

La solucidén del sistema de ecuaciones algebraicas se obtiene
recurriendo a una representacién matricial siguiendo el método de
Mihalas, Kunasz y Hummer (1975), quienes se basaron en el proceso de
eliminacidén de variables propuesto por Rybicki (1971). Las variables
discretas del campo de radiacidén U(v,p,z) y V(v,p,2z) se organizan en
vectores que guardan la informacidn respecto a la wvariacién de estas

cantidades con la profundidad a lo largo de un rayo Yy para una



determinada frecuencia. La organizacidn matricial y vectorial es
indispensable para conservar en la memoria de la computadora la
informacién numérica, la que se actualizarid periddicamente. Los
nuevos valores de las variables del campo en cada punto de la red se
computan a partir de los valores calculados anteriormente en el
mismo punto y en los puntos vecinos, como asi también a partir de
los nuevos valores calculados en otros puntos de la red (caso tipico
en un problema de naturaleza no local).

Finalmente, la solucién del sistema da la descripcidén de 1la
intensidad de la radiacidén en cada marco de referencia local en
movimiento. Para obtener el flujo observado debemos transformar las
cantidades fisicas al marco de referencia del observador. Este
procedimiento se realizara mediante un método totalmente

independiente al presentado en los parrafos anteriores.

3.6 ECUACIONES PARA LOS MOMENTOS DEL CAMPO DE RADIACION

En las secciones 3.2 a 3.5 describimos un método numerico que
permite hallar la solucidén de la ecuacidén de transporte radiativo
para un medio con simetria esférica, en un sistema de referencia
lagrangiano. Vimos que 1la descripcidén completa del campo de
radiacién, I(r,v,u), puede obtenerse empleando el procedimiento de
eliminacién de Rybicki (vdlido sdélo para los casos donde puede
aplicarse redistribucidn completa). En lo gue sigue de este capitulo
daremos otro método numérico, para resolver el problema del
transporte en medios que se expanden con simetria esférica. Este
nuevo procedimiento resuelve las ecuaciones de los momentos del
campo de radiacidén, en el marco de referencia del fluido, empleando
el método de Feautrier.

La ventaja de trabajar con 1las ecuaciones de los momentos
angulares de la intensidad especifica es que se evita tener gue
especificar la distribucidén angular, reduciendo de esta forma el
nimero de incognitas. Otra ventaja de este método es gque puede
generalizarse para tratar problemas gque incluyen funcicnes de

redistribucidn en frecuencia.
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Definiciones Bdsicas

Los momentos, o promedios angulares, de la intensidad I(r,pu,v)

que describen el campo de radiacidén estén definidos:
1
n 1 n
M (r,v) = — J u I(r,u,v) du. (3.16)
2

-1

En particular, los cuatro primeros momentos suelen escribirse con 1la

notacién
Mo(r,V) = J(r,v) Ml(r,v) = H(r,v)
2 3 (3.17)
M (r,v) = K(r,v) M (r,v) = N(r,v).

Una descripcidén completa del campo de radiacidén en un punto r
puede realizarse especificando la intensidad I(r,u,v) en ese punto
como una funcién de u, o dando sus infinitos momentos M (r,v) con n
=0, 1, 2,...

Las ecuaciones diferenciales para 1los momentos del campo de
radiacién, en un marco de referencia gque se mueve con un elemento
del fluido, resultan de multiplicar la ecuacidén de transporte (3.3)

por p" e integrar sobre todos los &ngulos. Entonces,

1 1 1
n n+2
- I
um-l a_I- d[l . H H a_I d# - o [#n _ ,Jn+2 + #n+2 ‘3] (3_- du
or r ou v
-1 -1 -1
1 1

= | pdp - x| 4T du, (3.18)
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o V A\
donde a = ﬁ___ifl , g = SLE——LEL e I=1I(r,u,v).

cr dln r

(Por simplicidad omitimos, momentédneamente, indicar la dependencia
de las funciones con sus respectivas variables).
Integrando por partes el segundo término del miembro izquierdo

de la ecuacién (3.18), y reordenando, obtenemos

1 1 1
d 1 L 1 a
prodp - — (n p o -(n+2) unu)I dp - a — (pn- ynn+ unn ﬁ)I dp
or r av
-1 -1 -1
1 1
= n(v,r) ptdp - x(v,r) pU T dp
-1 -1

que es s6lo aplicable cuando 1la emisividad y 1la opacidad son
funciones independientes del 4&ngulo. Multiplicando ambos miembros
por 1/2 e introduciendo las definiciones dadas en (3.16), hallamos

una expresidén general para las ecuaciones de los momentos,

M (y) M (v) - (ne2)M (y) 2 , ,
- - al(r) [m“(u) - M) o+ B(r) M7 (v)]
or r vt
1
n+1l
u
= n{r,v) - x(r,v) M (v)

Las dos primeras ecuacicnes para los momentos del campo de radiacidn

son:
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para n = 0,

0H (V) 2H(v) a
+ - al(r) — {J(V) - K(v) + B(xr) K(V)} = n{r,v) - x(r,v) J(v)

or r av
(3.19)

- - al(r) — {H(V) - N(v) + B(r) N(V)} = - x(xr,v) H(v).
or r av
(3.20)

El momento N(r,v) aparece debido al factor #2 que multiplica a 9I/dv
en la ecuacidén (3.3).

Las ecuaciones (3.19) y (3.20) constituyen un sistema de dos
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales con 4 incdgnitas.
Aun cuando se extienda este sistema agregando un ntmero mayor de
ecuaciones de momentos, siempre habra dos variables mas que el
nimero de ecuaciones establecido. Debido a la imposibilidad de
trabajar con un nimero infinito de ecuaciones, el sistema se
resuelve adicionando dos ecuaciones de <cierre. Es decir, se
establece una relacidén auxiliar entre las variables del campo de
radiacién. Como relacién de cierre usaremos los factores variables

de Eddington

N/ H,

f =K/ J vy g

definidos como el cociente entre dos variables homélogas del campo
de radiacién. Estos factores se definen para evitar la dependencia
angular del campo.

Escribimos a continuacién, las ecuaciones (3.19) y (3.20) en
términos de los factores variables de Eddington:

para n = 0, tenemos

-

44



1 o(x’ H a1 - £)ag a(£ g
L V) - ( V)V+B(V V) =7 - x g
2 or dv ov g g
r (3.21)
y, para n = 1,
o(¢,9) (3¢£,- 1) o(r - g,)H, o(g, H,
+ JV - o + B = - xV Hy
or r v dv

(3.22)

Una expresidén mds simplificada de las ecuaciones (3.21) y (3.22)

se tiene al introducir la profundidad &ptica generalizada
X = - =
d xV qV dr qy dTV,

donde qy(r) es el factor de esfericidad, introducido por Auer

(1971) . q, se obtiene integrando la siguiente ecuacidn,

2 ln(rzqy) 3f - 1

or f r

Finalmente, llegamos a las expresiones para los momentos del

campo de radiacidn buscadas,

2 2 2
a(xr HV) o(1 - fy)r I O(fyr JV) .
q ———— + 7 + B ——| =1 (3,-5)
y ax g v dv Voo
y (3.23)
2 2 2
d(fyqu JV) O(l - gV)r Hv a(gyr Hu) ,
Y T, + f ————| =71 HV,
axv av dv (3.24)
donde yy =qa / xy Y SV = nv/xv es la funcidén fuente total.



En principio, supondremos que los factores variables de Eddington
(f y g) son funciones conocidas, por lo tanto, el sistema de
ecuaciones diferenciales para los momentos de orden cero y primer
orden del campo de radiacidén pueden ser integrados numéricamente en
el marco de referencia lagrangiano.

Cuando los efectos de redistribucidén parcial en frecuencia son
tenidos en cuenta, la funcién fuente tiene la misma forma
estructural gque presenta la ecuacidén (3.9) excepto que ahora la

integral de scattering depende de la frecuencia,

S(yv,r) = T(v,r) I R(v',v;r) JT(v’,v) dv’ + Q(v,r). (3.25)

T'(v,r) y Q(v,r) son funciones conocidas y dependen del modelo
atémico, su forma particular se detalla en el capitulo 4.
R(v',v;r) es la funcién de redistribucién parcial en frecuencia

promediada sobre todos los 4dngulos.

3.7 CONDICIONES DE CONTORNO

La solucidén del sistema de ecuaciones (3.23) y (3.24) estéd
completamente determinada por las condiciones de contorno.
Consideremos las mismas condiciones de contorno que fueron
planteadas en la secciones 3.3 y 3.4 de este capitulo.

En el borde exterior (r = R), la intensidad incidente I (R, u,v) y
la profundidad o6ptica generalizada, X(v,R), son ambas nulas.

Entonces, utilizando dos factores auxiliares de Eddington,

H (R) N (R)
v v
h = Y n = '
o w g (R
v v
podemos eliminar la densidad de flujo HV, evaluada en r = R, de la

ecuacisén (3.24),



0(£ g J) , 3(h, - n)J (R) d(n, 3 (R))
=R {hJ (R) -7, + 8
6XV R dv ov
(3.26)
Como condicidén de contorno en el borde interior (r = Rc),

supondremos que:

i) en las capas mds profundas de la atmésfera la velocidad de
expansién es esencialmente cero, lo gue equivale a decir que 7V=0, y
ii) es valida la aproximacién de difusidén para todas las frecuencia

de una linea, es decir,

1 JB
v

3 d R
Xy r c

Al sustituir 1las condiciones (i) e (ii) en (3.24) obtenemos 1la

condicién de contorno en el borde interior,

G{fEgqr &) R

- (3.27)
or

C

Tal como se detalld en el método anterior, ademds necesitamos una
condicién inicial para la frecuencia, para ello establecemos que

d1/9v| = o.
Vma x
Si 1los factores de Eddington son funciones conocidas, las

ecuaciones diferenciales en derivadas parciales para los momentos
del campo de radiacidn, y sus respectivas condiciones de contorno,

pueden ser integradas numéricamente utilizando el método elaborado

47



por Mihalas, Kunasz, & Hummer (1976), basado en el esquema de
Feautrier. En este esquema, el sistema de ecuaciones diferenciales
es reemplazado por un sistema de ecuaciones en diferencias finitas.
Detalles del método, de las foérmulas de diferencias finitas que
corresponden a las ecuaciocnes (3.23) y (3.24), y de las condiciones

de contorno (3.26) y (3.27) se describen en el apéndice B.

3.8 PROCEDIMIENTO DE CALCULO

Para iniciar 1la integracidén, necesitamos conocer a priori un
valor estimado de JV que nos permita determinar un valor inicial
para la funcién fuente y, por lo tanto, debemos calcular las
poblaciones de los niveles atdmicos.

La solucidén de las ecuaciones para los momentos del campo de
radiacidén, (3.23) y (3.24), nos proveen de valores mejorados de Jy.
Los nuevos valores de JV, son usados en el capitulo 4, para
actualizar las poblaciones de los niveles atdémicos, y recalcular los
coeficientes de la expresién (3.25). Este procedimiento se repite

hasta lograr la convergencia.

3.9 DETERMINACION DE LOS FACTORES VARIABLES DE EDDINGTON

Para obtener 1la solucidn de 1las ecuaciones (3.23) vy (3.24)
debemos conocer la variacidén de fV Y gV con la profundidad, para
todas las frecuencias. En la practica, los factores variables de
Eddington son calculados wutilizando la solucidén formal de 1la

de transporte para cada rayo p. en el marco de referencia

que se mueve con un elemento de fluido. Para ello se procede de la

siguiente manera:
a) Con una expresidén aproximada de la funcidn fuente (por ejemplo,

consideremos un caso con redistribucién completa), resolvemos las

ecuaciones (3.6) y (3.7) junto a sus correspondientes condiciones de
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contorno, para cada pardmetro de impacto y una frecuencia por vez.
El sistema a resolver (ver apéndice A) es de la forma T U = § siendo

T una matriz tridiagonal. La solucién de este sistema determina el

. ¢ = CR CR
campo de radiacidén, U y Vv .
d,p, v d,p,V
b) Los valores de Ud y Y Vd " calculados con una modesta
1Py 1Py

aproximacién (segdn se detalld en a), originan factores variables de

Eddington de mayor precisién.

H N
d,V d,v
£ = y g = :
d, Vv d,V
J J
4,V a, v
donde J = , H =3Db U
d, Vv d,p d,p, V d,V d,p d,p, V
P P
N e v
Y 4, v d,p # d,p,V

c) Con los fv Yy g, determinados en b) resolvemos las ecuaciones para
los momentos, (3.23) y (3.24), usando la ecuacidén (3.25). De esta

manera, obtenemos nuevos valores de Jv para cada profundidad.

d) Recalculamos SV (ecuacidén 3.25) con el wvalor de JV obtenido en
c). Si la funcidén fuente recalculada difiere de 1la usada en c),
entonces, utilizando 1os nuevos valores de SV calculamos 1la
intensidad recurriendo a la solucidén formal del transporte. Luego,
repetimos el procedimiento descripto en b) - d) hasta alcanzar la

convergencia.

Este método converge muy rdpidamente ademds de economizar memoria

y tiempo de maquina.
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3.10 CAMPO DE RADIACION EMERGENTE EN EL MARCO DE REFERENCIA DEL

OBSERVADOR

Una vez determinada la funcidén fuente y la opacidad de la linea,
estamos en condiciones de calcular el perfil emergente en el marco
de referencia del observador. Para cada frecuencia observada
resolvemos la ecuacidén de transporte radiativo (3.1); su solucidn se
obtiene integrandoc numéricamente sus correspondientes ecuaciones de
diferencias finitas de segundo orden, para un conjunto especificado
de pardmetros de impacto.

Recordemos que la ecuacidén (3.1) fue formulada en un marco de
referencia inercial. Entonces, en un medio en expansidén, todas
aquellas cantidades que dependen de la frecuencia tienden a estar
altamente localizadas sobre cada rayo; es decir, aparecen zonas de
resonancia. La resonancia ocurre cuando la funcidén perfil ¢(y) es
grande; aqui y = x - pu v(r), donde x es el desplazamiento respecto
al centro de la linea en el marco de referencia del observador, y
v(r) es la proyeccién de la velocidad sobre un rayos. Es decir,
existen intervalos de puntos donde u v(r) es grande, ya sea, porque
el gradiente de velocidad es grande o porgque cambia abruptamente el
factor de proyeccidén. Entonces, en las zonas de resonancia debemos
refinar la grilla de radios. En esta regidén, los valores de u v(r)
son interpolados directamente como una funcidén de z sobre cada rayo.

Una vez calculada la intensidad emergente monocromdtica sobre
todos los pardmetros de impacto, determinamos el flujo emergente

para cada frecuencia.

S
x esta expresada en unidades de ancho Doppler térmico Yy v en

unidades de la velocidad térmica.



CAPITULO 4 ATOMOS CON MUCHOS NIVELES DE ENERGIA

El capitulo anterior estuvo totalmente dedicado a explicar los
métodos que emplearemos para resolver problemas de transporte
radiativo en medios que se expanden con simetria esférica. Vimos que
la ecuacidén de transporte radiativo para las frecuencias de una
linea, se resuelve formalmente expresando la funcién fuente en
términos de la intensidad media del campo de radiacidén que involucra
a la transicidén atdémica (ecuacidén 3.9 & 3.25). Es a través de esta
relacién que el campo de radiacidén depende de los procesos de
absorcién y emisidén que ocurren en las atmbésferas estelares y, por
lo tanto, de los valores de las poblaciones atdédmicas que dan lugar
a la linea. A su vez, las poblaciones de los niveles son modificadas
por el <campo de radiacidén (procesos de absorcién y emisién
estimulada) . Por esta razdn, para calcular el flujo emergente en las
lineas debemos resolver, simultdneamente, la ecuacidn de transporte
radiativo y las ecuaciones de equilibrio estadistico. Para ello,
debemos considerar una atmdsfera constituida por Aatomos e iones de
una gran variedad de elementos quimicos, donde cada particula debe
pensarse formada por un nimero infinito de estados de energia
cuantizados (niveles de energia), que van desde el nivel fundamental
hasta el continuo. Un andlisis minucicso de la interaccién de 1la

adiacidén con la materia (atomos) requiere introducir un modelo

a

veles de energia. La dificultad

Pt e T e = ~1
COmico quc Ll

[\

principal del cadlculo no radica en el gran nGmero de niveles de
energia incorporados en el modelo, sino se debe a que el campo de
radiacidén que proviene de una transicidén puede afectar al que se
origina en otras transiciones. Este acoplamiento de 1la radiacién
conduce a que la funcién fuente dependa de manera no lineal del
campo de radiacién de las otras lineas y de 1la transicién
considerada. El problema puede simplificarse al suponer que existe
una Unica transicién atdémica de frecuencia v, originada entre dos

estados 1 y j, capaz de modificar el campo de radiacidén. Esta



simplificacién, conocida como aproximacidén equivalente a un dtomo de
dos niveles, permite despejar el cociente de dos poblaciocnes
atédmicas de 1las ecuaciones de equilibrio estadistico, para &tomos
con muchos niveles de energia. Mediante este procedimiento es
posible determinar la forma funcional de los coeficientes de las
ecuaciones (3.9) y (3.25) y asi, resolver formalmente la ecuacidén de

transporte para cada transicidén empleando los métodos citados en el

capitulo 3.

4.1 ECUACIONES DE EQUILIBRIO ESTADISTICO

Modelo de Atomo

Consideremos un modelo de &tomo formado por dos estados de

ionizacidén sucesivos, como se esquematiza en la figura 4.1.

I6n 2 K
L
i
I6én 1 2
\ 1

Figura 4.1 - Esquema de niveles

El primer idén tiene L niveles de energia identificados
secuencialmente por 1, 2,..., i, ..., L, mientras que el segundo ién

estd constituido por un Unico nivel de energia ‘identificado con 1la
letra K.

En este modelo, los 4dtomos pueden realizar transiciones
radiativas y colisionales de tipo ligado-ligado y ligado-libre.

Sea P la probabilidad total por unidad de tiempo, o rapidez
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total, de que en un atomo ocurra una transicidén desde un nivel i a
un nivel j. El1 subindice j puede hacer referencia tanto a niveles
del Ién 1 como del Idén 2.

La rapidez total P puede escribirse
ij

donde R Yy (o3 son las tasas radiativa Y colisional
ij ij .
correspondientes a la transicién i & j, respectivamente.

ij ij ij ij

o) R =B  J si i< j,
ij ij ij

donde Aij es el coeficiente de Einstein para la emisidn espdntanea,
Bij es el coeficiente de Einstein para la emisién (absorcidn)
estimulada si i > j (1 < j).

&U es la intensidad media integrada sobre todas las frecuencias,

1 Vmax
1
J = — ¢ I (u) dv du, (4.1)
ij vV 14
2
-1 Vmin

v

donde ¢ es el perfil de abscorcidén de la linea. En 21 marco de
referencia del f£

luido, el rango de integracidén del término de
scattering se elige de manera tal que abarque todo el

ancho del perfil ¢u

La intensidad media, J , es la variable que acopla las
1]
ecuaciones de equilibrio estadistico con la ecuacién de transporte

radiativo.

En estado estacionario, la ecuacidén de equilibrio estadistico
para un nivel i arbitrario que pertenece al Ién 1 (1 = i s L) es de

la forma
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n'( i P + P ‘) =) n P +n P , (4.2)
1 X :

donde ni son las poblaciones atdémicas por unidad de volumen en el
estado i. La ecuacidén (4.2) establece un balance entre los procesos
de excitacidén y desexcitacidn que pueblan y despueblan el nivel de
energia i de modo que se mantenga constante el ndmero total de
atomos en cada estado.

Si escribimos las ecuaciones de equilibrio estadistico para cada

nivel de energia obtenemos un sistema de L ecuaciones con (L+1)

incdégnitas n de la forma
1

Por lo tanto, para resolver este sistema necesitamos una ecuacidén de

cierre; la ecuacidn de conservacidén del nimero de particulas,
Y n +n =N , (4.4)

donde Natorn es el numero total de &atomos (sumados sobre todos 1los
estados de energia ligados y sobre todos los estados de ionizacidn)
del elemento quimico de la especie, X, en consideracidn. Este nimero
estd determinado por la abundancia quimica de este elemento relativa
al hidrégeno multiplicada por el nimero total de atomos de hidrdgeno

3 .
por cm , es decir,

N = Abundancia(X,H) N
accm H

El sistema de ecuaciones (4.3) y (4.4) puede expresarse para cada

punto de la atmdésfera mediante una representacidén matricial,
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A N = B, (4.5)

donde N es un vector de dimensién L+l que contiene las poblaciones
de cada nivel para cada profundidad, B es un vector de dimensién L+1

y tiene todos sus elementos nulos, excepto el elemento B =
NL+1

Nt , Yy A es una matriz cuadrada completa de dimensién (L+1)x(L+1)
acom

cuyos elementos son

A = -p i= 3,

ij ji
A =1,
NL+1, 3
NL+1
Y A = z: P

ii ij

El sistema de ecuaciones (4.5) puede resolverse explicitamente

para cada n , si y s6lo si, el campo de radiacidén J , es conocido.
i 1]

4.2 APROXIMACION EQUIVALENTE A UN ATOMO DE DOS NIVELES

La no linealidad de la ecuacidén de transporte, en el contexto de
un atomo con muchos niveles, se simplifica notablemente cuando se
considera que la transicién 1 > j es 1la Unica transicién que
modifica el campo de radiacidn. Es decir, se admite un acoplamiento
débil entre las lineas. Con esta hipdtesis, y empleando las técnicas
utilizadas para el &tomo de dos niveles, se puede escribir una
expresién analitica para la funcién fuente de la linea donde el
campo de radiacidén de la transicién i - j se expresa explicitamente,
mientras que todas las restantes transiciones se suponen conocidas.
Para aislar 1los términos correspondientes a 1la transicidn vij
usaremos las ecuaciones de equilibrio estadistico (4.2) para el

nivel i y el nivel 3, las cuales pueden escribirse de la forma
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n [R.. + C + P +3 P‘] =n P + > n P + 5 n P
i ij ij im in j i m i i

m<i 1<n#j m<i i<n#j

Y

n [R.. +C + Y P +3 P,] =n P + Y n P + Y n P
3j ji ji jm jn i m

i m n n
jom#i n>j J jom*i ] n»j J
Esto es equivalente a escribir,
n (R +a) -n P = a
i 1] 1 3 Jji 2
(4.6)
-n P +n (R +a) =a
i ij J J1i 3 4
donde a = [ 2 P +3Y P, ] + C .,
1 im in 1j
m<i i<n#j
a = Yy n P + Y n P ,
2 mi n ni
m<i i<n#j

Eliminando n. y n. de las ecuaciones (4.6) se deriva la siguiente
b

1
expresidn para el cociente de las poblaciones,

= = _ 12 (4-7)
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donde o,
ij

i
)
o)
+
)
'Sy
(@
~
%
+
m

i]

Como veremos en la seccién 4.3, la evaluacién de 1la ecuacidédn

(4.7) es necesaria para calcular la funcién fuente.

4.3 OPACIDAD, EMISIVIDAD Y FUNCION FUENTE

En el capitulo 3 mencionamos que una de las ventajas de formular
las ecuaciones en un marco de referencia Lagrangiano es gue 1los
coeficientes de opacidad y emisividad total, para la frecuencia v de
una transicién 1 > j (ligado-ligado o 1ligado-libre), pueden

expresarse de la siguiente manera:

x(v) = x (v) + XV + 0 n
(4.8)

Yy n(v) =70 (v) +E 4+ 0 n J

ij 12 e e 12

Las cantidades XV Y Ev son los coeficientes de opacidad y emisividad

. 1 . Dy
del continuo’, respectivamente, y pueden escribirse como

* - (hV /KT)
X = Z a (v) (n - n e )
v bk b b
b

l . =z

si en particular se esta resolviendo el dtomo de H o He, las
poblaciones de sus niveles influyen apreciablemente en los
coefientes de absorcidén Y de emisién del continuo. Por lo tanto,
estos coeficientes deberan ser recalculados cada vez que se

determinen nuevos nlmeros ocupacionales.
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3
2h -(h N
v _ z Voo V /KT) o ()

bk b
2
b C

donde la suma se extiende sobre todos los niveles ligados que pueden
ser ionizados por fotones de frecuencia v. ny n; son los numeros
ocupacionales calculados en NLTE y LTE, respectivamente. Ubk es la
seccidén eficaz de fotoionizacidén y g_es el coeficiente de Thomson
para la dispersién por electrones. Aqui tendremos en cuenta todas
las fuentes de opacidad que hemos detallado en el capitulo 2.

Si la transicién i - j es de tipo ligado-ligado, el coeficiente

de absorcidén de la linea puede escribirse

) =a n(n - (g/9) n) (4.9a)
ij 1] 1 1 J J

y el coeficiente de emisidn

n(v) = (2hv’/c?) o (v) (g,/9,) n_. (4.9b)

1]

donde g (v) = (me’/mc) ¢ g, £
1] 14 1 1

5
gi Yy gj son los pesos estadisticos del nivel inferior y superior,
respectivamente; fij es la intensidad de oscilador de la transicidn,
Y ¢V es el perfil de absorcidén de la linea normalizado respecto a la
frecuencia.

Segin lo expresado en (4.%9a) y (4.9b) estamos en un caso de
redistribucién completa, pues los perfiles de absorcién y de emisidn
son idénticos.

La intensidad media JV gque aparece en el término de dispersién
electrénica (férmula (4.8)) se considera constante dentro del perfil
de la linea y se elige numéricamente igual al valor de la intensidad
del continuo en el borde de alta-frecuencia.

Si la transicién i - j es de tipc ligado-libre, los ceceficientes

de opacidad y emisividad vienen dados por
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) = o () {n - g (v) &MV ]
1j 13 2 1) ]
(4.10)
no (v o= (200°/¢%) o (v) g (v) v/
ij 1] 1] J
l'l* 1'1'
con g (v) = i
1)
1"].'r n
i P

p identifica el nivel de referencia respecto al cual se calculan en
LTE las poblaciones n} en nuestro caso se tomard como referencia el
nivel K del Ién 2.

Noétese que en el caso de una transicién ligado-libre debe
considerarse la variacién de Jv con la frecuencia en la férmula
(4.8).

La funcién fuente total (linea mé&s continuo) puede expresarse en

la siguiente forma

n(v) n.. (v) +E +0 n J
13 12 e e
S(V) = = . (4.11)
x (v) X (v) + X + 0 n
1j v e e
Dado que nij(v) = xij(v) Sij(V),

donde S (v) es la funcidén fuente de la transicién i - j. Entonces,
1

la funcidén fuente total puede escribirse en la forma

S(v) = . (4.12)

Para el caso de una linea, S viene dada por
ij
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(2hv’/c*) g /g n_/n,
i 3 3 i
Si,(v) = . (4.13)
) 1 -g. /g, n/n
i j b} i

Luego, al reemplazar el cociente de las poblaciones 4&tomicas que
surge de la solucidén formal de 1las ecuaciones de equilibrio
estadistico (ecuacién (4.7)) en la férmula (4.13), se llega a una
expresién mds compacta para la funcién fuente de una linea, similar
a la expresidén deducida para.el caso de un &dtomo de dos niveles

(Mihalas 1978),

S, =v,,Jd._  + €, (4.14)

dond e Y - Ty . =Y, B /B .
ij ij 1] 1) 13 1]

n
[
+
R
1
Q
-
>~
JQ
™
&
~
R
-
<
m
[}

En (4.14) se observa que el campo de radiacidén de la transicidn
Vij aparece explicitamente, mientras que los campos de radiacidn de
todas las demds transiciones estdn en forma implicita en 1los
coeficientes v y €, los cuales se mantienen constantes cuando se
resuelve la ecuacidén de transporte para la frecuencia vﬁ.

Finalmente, reemplazando la ecuacidén (4.14) en (4.12) se obtiene

la funcidén fuente total (ecuacidn 3.9)

S(v) = {(v,x) T+ 6(v, 1), (4.15)
ij
donde {(v,r) = x . v . /(x., +X + ¢ n),
ij ij ij N e e
Y 6(v,r) = (x, € +E +0 n J)/(x +X +0d n)
ij i3 e e V1 1 v < ©

Asi, hemos obtenido la forma funcional de los coeficientes de las

ecuacicnes (3.9) y (3.25).
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Para las transiciones al continuo se procede de manera andloga al

caso de una linea, a excepcidén que sélo necesitamos las ecuaciones

de equilibrio estadistico para el nivel i. Asi, si empleamos dicha

ecuacioén,

->n P +n (P +3%P +35 P
m ml 1 1] im in

) -Y¥n P -n P =0
n ni

m<i m<i i<n#j i<n#j

podemos escribir

donde a; = P+ (a2 / n) y, a y a tienen el mismo significado
J1 ] 1 2

que en la ecuacidén (4.6). Entonces, si reemplazamos el cociente de
las poblaciones en la expresién de 1la funcidén fuente para una

transicién ligado libre, obtemos

(2hv3/c2) g (R, + a)
173 ij 1
S (v) =
H a’" - g (v) (R + a)
2 ij ij 1
Luego, reemplazando esta expresién en la ecuacién (4.12)

obtenemos la forma funcional de los coeficientes { y 6.

Es interesante destacar que la tasa de fotoionizacidén Rij tiene
dos contribuciones: a) una contribucidén en el rango de frecuencia en
el cual la transicién i > j domina la opacidad y emisividad, por 1lo

tanto, el campo de radiacién; y b) una integral
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donde el campo de radiacidén estd principalmente determinado por la

opacidad y -emisividad de otras transiciones.

4.4 METODO DE RESOLUCION

Hemos dividido a las transiciones atdmicas en dos categorias:

(a) Transiciones explicitas, donde el campo de radiacién es
desconocido y, por lo tanto, se determinaréd resolviendo formalmente

la ecuacidén de transporte (3.3), y

(b) Transiciones implicitas, donde las tasas radiativas vy
colisionales se suponen conocidas con anticipacién, y se consideran

constantes a lo largo del cédlculo.

El cé&lculo se inicia tomando un valor aproximado para las
poblaciones atémicas, por ejemplo, adoptamos los valores de n. que
corresponden a una solucién LTE. Esto nos permite estimar un valor
inicial de los coeficientes de la funcién fuente (ecuacidn (4.15) 6
(3.9)). A continuacidén, resolvemos la ecuacidén de transporte para
cada transicién por vez. Con el campo de radiacién resultante, para
cada profundidad, obtenemos una nueva estimacién de las tasas
radiativas y de los ndmeros ocupacionales, empleando la ecuacidn
(4.5). Las nuevas poblaciones nos permiten determinar los
coeficientes a, a., a, vy a (ecuacién (4.6)) y, por 1lo tanto,
podemos calcular la forma funcional de los coeficientes { y § en la
ecuacidén (4.15). Este proceso iterativo es repetido hasta que 1la

convergencia es obtenida.
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CAPITULO S LINEAS DE LA SERIE DE BALMER

En este capitulo presentamos un minucicso estudio sobre las
lineas de la serie de Balmer. Las lineas de Balmer, y en particular
Ha, son de gran interés pues sus caracteristicas espectrales son las
que definen el fendmeno Be. Por otra parte, dado que el hidrdégeno es
el elemento mds abundante esperariamos que estas lineas den cuenta,
al menos globalmente, de las propiedades fisicas (p(r), T(r), V(r))
de 1la atmdsfera extendida de una estrella Be; o gque permitan
establecer posibles rangos de variacidén de las propiedades bésicas
mencionadas.

Sobre la base del modelo de atmdésfera que hemos propuesto en el
capitulo 2 - un medio con simetria esférica, constituido por
regiones con propiedades termodindmicas diferentes, en expansién -
calculamos el espectro emergente con el fin de dar una
interpretacidén cualitativa del fendmeno Be. Por 1lo tanto, 1los
modelos que presentamos en este trabajo no corresponden a ninguna
estrella en particular. Sdlamente deseamos establecer relaciones
globales que nos permitan vincular propiedades fisicas de las
regiones de formacién de 1las 1lineas con las caracteristicas
morfolégicas de los perfiles calculados.

La metodologia que seguiremos consiste en estudiar la dependencia
de los perfiles que predice el modelo con los pardmetros libres del
mismo. Si bien, es cierto gue es imposible tener en cuenta todas las
combinaciones de pardmetros, hemos calculado unos 90 modelos en 1los
que se ha variado 1las leyes de velocidad y temperatura dque

caracterizan la estructura de 1la atmdésfera, para estrellas con

\Q

temperaturas efectivas comprendidas entre 9000 y 25000 K vy log
3.5. E1l valor de la gravedad fue seleccionado teniendo en cuenta la
clase de luminosidad de las estrellas Be (tipicamente pertenecen a
la clase luminosa V-III). Para cada tipo espectral empleamos las
distribuciones de temperatura y de velocidad que hemos delineado en

el capitulo 2. En la Tabla 2 presentamos los parametros de los
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modelos mas significativos.

Una vez establecido el modelo de atmésfera y el campo de
velocidades, los perfiles de las lineas se calculan recurriendo a la
ecuacidén de transporte radiativo para un fluido que se expande con
simetria esférica, y a las ecuaciones de equilibrio estadistico para
atomos de hidrdgeno con seis niveles de energia y un continuo,
empleando la aproximacién equivalente a un &tomo de dos niveles.
Suponemos redistribucién completa, y para representar el perfil
intrinseco de la linea adoptamos un perfil gaussiano.

Para este fin, wutilizamos el programa "ETLA", elaborado por
Mihalas & Kunasz (1978) cuya versidn original consta,
aproximadamente, de 10000 sentencias ejecutables. Nosotros hemos
adaptado y modificado el cddigo para ser utilizado en la computadora
IBM 3032 del CeSPI (Centro Superior para el Procesamiento de la
Informacién, UNLP) y posteriormente en una PC AT-486. Para poner en
funcionamiento estos programas tuvimos bastantes dificultades
operativas. Ademds, desarrollamos 4 subrutinas vinculadas con el
esquema de cdlculo pues el cdédigo estaba incompleto. Una vez
finalizada la adaptacidén de estos programas, para verificar el buen
funcionamiento del cddigo hemos ensayado con los modelos publicados

por Catala & Kunasz (1987) y hemos obtenido resultados similares.

En las § 5.1 y 5.2, nos limitamos a analizar los efectos
producidos por la presencia de una estructura cromosférica sobre los
perfiles de las lineas de Balmer, sin modificar la distribucidn de
velocidad. Luego, para una misma ley de temperatura, analizamos la
influencia que tienen las propiedades cinéticas de un viento estelar
en las regiones de formacidn de las lineas. En la § 5.3 comparamos y
discutimos las caracteristicas de los perfiles calculados y perfiles
observados en las estrellas Be. En la § 5.4 analizamos cdmo se
modifica la tasa de pérdida de masa con los pardmetros del modelo.
En la § 5.5 damos una estimacién del tamafio de las regiones de

formacidn, y por tdltimo, en la § 5.6 presentamos las conclusiones de

este capituloc.
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TABLA 2

Pardmetros de los Modelos

MODELO LEY de TEsFFP A1 A2 TMAX To TMIN M

V BELOCIDAD K K K (MO /Ys)
1 Vi 14000 0.33 . 1.5 21000 5000 9100 3.8 10 °°
2 Vi 14000 0.66 1.5 21000 5000 9100 3.6 10 °
3 Vi 14000 1.00 1.5 21000 5000 9100 3.6 10 *°
4 Vi 14000 2.00 1.5 21000 5000 9100 3.6 10 *°
5 Vi 14000 0.66 1.5 21000 5000 7000 3.5 10 "

6 V2 14000 0.33 1.5 21000 5000 9100 7.3 107

7 Vs 14000 2.00 1.5 21000 5000 9100 1.8 107

8 Vs 14000 2.00 1.5 21000 5000 9100 7.1 10°°

9 Vs 25000 2.00 1.5 40000 7000 15000 2.5 10°°

10 Vs 25000 2.00 1.5 40000 7000 13000 2.4 10
11 Vs 25000 2.00 1.5 40000 7000 11000 2.2 10°°
12 Ve 25000 2.00 3.5 40000 7000 15000 2.0 107
13 \z 25000 0.50 0.3 26000 7000 15000 4.2 107
14 Vs 9000 2.00 1.5 17000 3000 6500 2.7 107
15 Ve 9000 1.20 1.5 18000 5000 6500 3.3 10°°
Los modelos con Teff = 9000 K fueron calculados con Rph = 3.5 1011
cm.; los modelos con Teff = 14000 K con Rph = 4.2 1011 cm. y los

modelos con Teff = 25000 K, con Rph = 8.8 101l cm.



5.1 Ha

a) Ley de Temperatura

Describiremos, a continuacién, la contribucién de una atmésfera
extendida sobre el perfil de Ha variando los pardmetros gque
controlan la ley de temperatura; es decir, posicién del méximo de
temperatura (A1), extensidén de la cromosfera (A2), valores méximos y
minimos de temperatura, etc. (ver figura 2.1).

Un estudio con caracteristicas similares fue realizado por Catala
& Kunasz (1987). Los autores analizaron la influencia de diferentes
pardmetros gue gobiernan la ley de temperatura (ecuacidén 2.1) sobre
el perfil de Ha en AB Aurigae. Ellos concluyen que el perfil de Ha
es insensible al wvalor del méximo de temperatura (Tmax) y al
pardmetro 41, cuando estos valores son modificados dentro de 1los
limites impuestos en sus modelos. La variacién del paré&metro Aa:
tiene efectos de menor importancia sobre la componente de emisidén de
Ha; si A2 aumenta, la intensidad de esta componente disminuye.
También, encontraron que la envoltura templada contribuye a 1la
intensidad glcobal de 1la componente de emisidén; al disminuir 1la
temperatura de la envoltura (To) se intensifica el perfil de
emisidén. Sin embargo, la temperatura de la envoltura templada tiene
efectos despreciables sobre la componente de absorcidén. Estudios
relacionados con la regién de minimo de temperatura no fueron
realizados, pues los autores no incluyeron dicha regién.

Dado que nuestros modelos no tienen restricciones sobre el rango
de wvariacidén de 1los pardmetros, mediante un andlisis similar al
propuesto por Catala & Kunasz, encontramos que al variar el
pardmetro Ai, es decir al aumentar el radio correspondiente a la
posicién del maximo de temperatura, Reh, la intensidad de las
componentes de emisién de Ha aumentan mondtonamente hasta alcanzar
un valor limite superior. Este valor limite se tiene,
aproximadamente, cuando Ai es mayor que 2 radios estelares (2 Rph).
En la figura 5.1 se ilustran perfiles tedricos de Ho,

174

correspondientes a una estrella con Teff = 14000 K, calculados con
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los modelos 1, 3, y 4, en los gque se ha variado Uunicamente el
parametro A1i.

Por otro lado, también hemos estudiado la influencia de la regidén
de minimo de temperatura sobre los perfiles emergentes. Para ello
calculamos perfiles de Ha considerando modelos gque incluyen la
regién de minimo de temperatura (por ejemplo el modelo 5) y otros
que no contienen dicha regidén (por ejemplo el modelo 2). En la
figura 5.2 se ilustran los perfiles que predice cada modelo; puede
observarse que la presencia.de una regién de minimo de temperatura
préxima a la fotosfera contribuye a intensificar las emisiones de
Ha. En los modelos que incluyen la regidén de minimo de temperatura
adoptamos una Tmin gue se encuentra entre 1000 y 3000 K por debajo
de la temperatura gque el modelo de Kurucz establece en ¥ = RK.
Encontramos que al disminuir Tmin aumentan las intensidades de las
componentes de emisidn.

Es interesante destacar gque variaciones en A1 como en Tmin

carecen de efectos de importancia sobre las componentes de absorcidén

del perfil. El perfil de Ho es sensible a las condiciones térmicas
de 1la regidén de minimo de temperatura gque contribuyen a la
intensidad global sin alterar las caracteristicas generales del
mismo. Este hecho se debe, fundamentalmente, a que la funcidén fuente
de la linea de Hoa estd dominada, principalmente, por recombinaciones

radiativas.

La tasa de recombinacién radiativa,

es una funcién inversa de la temperatura electrdnica. Este hecho
explicaria por qué se intensifican las componentes de emisién de Ho
cuando disminuye la temperatura electrdnica. Si bien la tasa de
recombinacién depende también de la densidad electrénica, n_ dicha
densidad no cambia con la temperatura dado que el material estéd

completamente ionizado (ver figura 5.17).

Nuestros resultados indican que la regidén prdéxima a la fotosfera

juega un papel muy importante en la emisidn total del perfil de Ho.
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FIGURA 5.1. Perfiles de Ha
calculados para una estrella
de Teff = 14000 K y log g =
3.5. En la figura se muestra
que al alejar de la estrella
la regi6n cromosférica la
intensidad de las componentes

de emisi6én del perfil se
incrementan.

FIGURA 5.2. Perfiles de Ho
calculados con diferentes

distribuciones de temperatura
en el borde exterior de 1la
fotosfera. E1 perfil en linea
continua fue calculado con la
distribucién de temperatura
dada por Kurucz (Teff = 14000
K log g =3.5 y Tmin = 9100
K). El1 Perfil en 1lineas de
trazo resulta de incluir una

regidn de minimo de

regi

temperatura con Tmin = 7000 K.



Los efectos originados por variaciones de los restantes
pardmetros que caracterizan la ley de temperatura (A2 y Te¢), fueron
discutidos en detalle por Catala & Kunasz (1987), y nosotros sélo
nos hemos limitado a mencionar sus conclusiones al comienzc de esta

seccidn.

b) Ley de Velocidad

En las figuras 5.3a vy 5.4a se muestran 1los perfiles de Ha
calculados wutilizando distintas 1leyes de velocidad: Vi y V2,
(modelos 4 y 6, respectivamente), para una estrella de Teff = 14000
K yv log g = 3.5. En 1las £figuras 5.3b y 5.4b representamos
graficamente las curvas de velocidad utilizadas en cada caso. Se
aprecia que el perfil de la linea es fuertemente dependiente del
campo de velocidades.

En la regidén prdxima a la fotosfera, entre 1 y 3 Rph, la ley de
velocidad Vi presenta gradientes de velocidad de un orden de
magnitud menor que la ley V2 (casos 2.2a1 y 2.2az2) (ver Tabla 1).
Después de los 10 radios estelares, ambas curvas de velocidad tienen
el mismo comportamiento asintético (caso 2.2b2). Concluimos que las
curvas de velocidad con una pequeifia pendiente en las capas préximas
a la fotosfera originan un perfil de Ha en absorcidén con ambas alas
en emisidén (perfil con dos componentes en emisidn) mientras que una
curva de velocidad con una gran pendiente en la misma regidén da
lugar a un perfil P Cygni (una componente en absorcidn desplazada
hacia el azul y una componente roja en emisidn).

Hemos realizado varios experimentos numericos para determinar
cémo se modifica el perfil de Ho cuando el medio se expande como lo
describen las curvas de velocidad Vi y V4. Estas curvas de velocidad
estan acotadas por las leyes de velocidad Vi y Va2, En la figura
5.5a mostramos una secuencia de perfiles calculados con los medelos
4, 7 y 8, y en la figura 5.5b las correspondientes curvas de
velocidad. BAqui pueden observarse claramente los efectos que
producen las distintas pendientes iniciales de 1las curvas de

velocidad sobre la estructura del perfil. Concluimocs, nuevamente,
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FIGURA S5.3a. Perfil de Ha
con una componente central
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que los gradientes de velocidad en las regiones adyacentes a la

fotosfera determinan la forma del perfil.
Finalmente analizamos cémo se altera la forma del perfil frente a

distintos comportamientos de la velocidad asintdtica.

a) la velocidad alcanza el valor asintdtico para distintos
radios; en este caso notamos que la intensidad de la componente en
emisidn crece cuanto mayor es el radio donde la velocidad alcanza su
valor asintdético. Este resultado también fue obtenido por Catala &
Kunasz (1987).

b) la velocidad tiene distintos valores asintdéticos en un mismo
radio; en este caso observamos que la intensidad de la componente en

emisidn aumenta al disminuir el valor de la velocidad asintdtica.

Ambos resultados estan relacionados con el comportamiento de 1la
velocidad del viento en las regiones mas externas, donde la
pendiente de la curva de velocidad es muy pequefla. Por lo tanto, 1los
resultados obtenidos en a) y b) estdn en relacidén directa con la
densidad del viento en esta regidén. El1 aumento de la densidad de
masa en las parte mas externa de la atmdsfera origina un aumento de

la medida de emisién.

¢c) Velocidad de Turbulencia

Una consecuencia inmediata de una baja velocidad de turbulencia
es producir componentes de absorcidn y emisién mas angostas, lo que

implica:

i) en un perfil con dos componentes en emisidén (por ejemplo, el
modelo 4), la distancia entre las estructuras en emisidén disminuye

aumentando la intensidad de las mismas (figura 5.6).

ii) en un perfil P Cygni, la intensidad de la componente en emisidn
se acrecienta y se desplaza hacia el azul (Catala & Kunasz (1987),

figura 2).
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d) Tipo Espectral

Hasta el momento discutimos solamente los resultados relacionados
con diferentes distribuciones de temperatura y velocidad en una
estrella de un determinado tipo espectral (Teff = 14000 K y log g =
3.5). Observamos que los perfiles que predicen los modelos presentan
comportamientos similares a las variaciones de las distribuciones de
temperatura para todcs los restantes tipos espectrales. Por ejemplo,
en la figura 5.7 se ilustra una secuencia de perfiles de Ha para una
estrella de Teff = 25000 K, gque resultan de incluir distintas
regiones de minimo de temperatura.

Respecto a las leyes de velocidades, debemos destacar que en cada
tipo espectral, notamos que altos gradientes de velocidad en
regiones cercanas a la fotosfera dan origen a perfiles P Cygni,
mientras que bajos gradientes de velocidad producen perfiles con dos
componentes en emisidén. Sin embargo, si utilizamos la misma ley de
velocidades en estrellas de distintos tipos espectrales el perfil
resultante no es el mismo. La ley de velocidad que conduce a un
perfil P Cygni en una estrella Be tardia, origina un perfil con dos
componentes en emisién en una estrella temprana. Este resultado
puede observarse en las figuras 5.8a y 5.8b, donde se muestra Ho
para un objeto de 25000 K y otro de 9000 K (modelos 9 y 14,
respectivamente) .

En la estrella caliente, un perfil P Cygni se obtiene
introduciendc gradientes de velocidad altn mas altos cerca de la
fotosfera (figura 5.9). Esto significa, que la definicidén de alto o
bajo gradiente de velocidad varia en relacidén directa con 1la
temperatura efectiva. Ademds, observamos que cuando la pendiente de
la curva de velocidad, en la regidén prdxima a la fotosfera, es
extremadamente grande, el perfil resultante es un perfil de emisidn

(sin estructuras de absorcién) levemente desplazado hacia el rojo

(figura 5.10).
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5.2 HS

Asi como discutimos el perfil de Ho que resulta del modelo de
atmésfera propuesto, es interesante también estudiar cémo se
comportan otras lineas cuando se varian los parametros de dicho
modelo. En especial si se pretende hacer un diagndstico de las
condiciones fisicas instantdneas de las atmdsferas estelares
mediante el ajuste de perfiles calculados con los observados. Si
bien esta técnica de diagnéstico podria ser muy eficiente, presenta

una serie de incovenientes:

a) el modelo de atmdsfera propuesto tiene demasiados pardmetros
libres y

b) estamos trabajando con ecuaciones no lineales;

en consecuencia, podria ocurrir que las condiciones fisicas
inferidas del andlisis de los datos no sean Unicas.

Este problema podria solucionarse <calculando perfiles de
lineas en otras regiones espectrales.

Calculamos perfiles de HB con el mismo conjunto de modelos que
presentamos en la § 5.1; y en general, los perfiles de HB muestran
un comportamiento similar al que presenta Ha. Por ejemplo, en la
figura 5.11 ilustramos una secuencia de perfiles de HB calculados
con diferentes leyes de velocidad. Cuando un régimen de baja
velocidad domina las regiones prdximas a la fotosfera (modelo 4), el
perfil de HB resultante es simétrico y presenta dos emisiones
conspicuas en las alas, que no superan el nivel del continuo. A
medida que se incrementa el gradiente de velocidad en la regidén
post-fotosférica (modelo 7 y 8), los perfiles comienzan a tomar
caracteristicas asimétricas. Observamos gque para el conjunto de
modelos que hemos presentado (modelos 4, 7 y 8) las componentes de
emisidén de HB nunca superan el nivel del continuo.

Es interesante destacar que los perfiles de HB son menos
sensibles que Ho a la variacidén de los pardmetros que determinan la
ley de temperatura. En la figura 5.12a podemos observar los perfiles

que predicen los modelos 1 y 4, en los que hemos variado la posicién
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del méximo de temperatura. En la figura 5.12b graficamos los
perfiles calculados con los modelo 2 y 5, en los que hemos variado
las condiciones termodindmicas de la regién del wminimo de
temperatura.

Observemos ahora los perfiles de Hoa (figura 5.5a) y HB (figura
5.11) que resultan de aplicar un modelo determinado. Aqui puede
verse claramente el decremento de Balmer (relacidén entre las
intensidades relativas de las lineas de Balmer I(Ha):I(HB)) y la
progresién de Balmer.

En la figura 5.13 mostramos también decrementos y progresiones de

Balmer para distintos tipos espectrales.

5.3 COMPARACION ENTRE PERFILES TEORICOS Y PERFILES OBSERVADOS

Para confrontar algunos de los resultados que predicen estos
modelos con casos reales, haremos comparaciones entre los perfiles
de lineas calculados y perfiles observados en algunas estrellas Be.
Pero estas comparaciones seran solamente ilustrativas, pues no es el
objetivo de este trabajo ajustar detalladamente el espectro de un
objeto particular (es decir, reproducir estructuras gque se observan
simultidneamente en distintos rangos espectrales). Nosotros, por el
momento, sblo buscamos analizar comportamientos generales de la
forma o de la intensidad de una 1linea. Por lo tanto, no debe
interpretarse que los modelos calculados representan las condiciones
fisicas de las atmdésferas de las estrellas seleccionadas para esta
discusidn.

Por ejemplo, perfiles de Ha tipo P Cygni son cominmente
observados en las estrellas Herbig Ae-Be (Garrison & Anderson
1977) . También este tipo de perfil ha sido observado en HD 190073
(Ringuelet et al. 1987) y HD 98922 (Figura 1.3). Ambos perfiles
presentan similitudes cualitativas con el perfil calculado con el
modelo 15 (Figura 5.13b).

Un perfil de Ha similar, en forma e intensidad, al calculado con

ncdelo 13 (Figura 5.10) fue cbservado en HD 45677 (Halbedel 1989)

§
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Yy en y Cassiopea (Stiff & Jeffers 1987); ambas estrellas presentan
Teff £ 25000 K.

Perfiles de Ha con dos picos de emisidén (como los que predicen
nuestros modelos) son considerados caracteristicos de los espectrcs
de envoltura. Este tipo de perfil ha sido observado, por ejemplo, en
V 923 Agl (Ringuelet et al 1984), en 88 Her, en HD 142926 y en HD
183656 (Doazan et al 1991); todas estas estrellas presentan Teff =
14000 K. Entre las estrellas mds calientes podemos mencionar a HD
127972 y HD 205637 (Doazan et al 1991).

En estrellas tardias, donde los gradientes de velocidades pueden
ser aln mas bajos, obtenemos perfiles peculiares similares a 1los
observados en 17 Tauri (Andrillat & Fehrenbach 1982), en HD 22780
y en HD 26670 (Doazan et al. 1991).

Cabe destacar que nuestros modelos no consideran rotacién ni
tampoco incluyen una funcidén de redistribucidén que tenga en cuenta
el scattering por electrones libres. Por lo tanto, en algunos casos,
los perfiles calculados son mucho mé&s angostos que los perfiles
observados. Poeckert & Marlborough (1979) investigaron el efecto del
scattering por electrones sobre los perfiles de las lineas de Balmer
y concluyeron que las alas del perfil de Ha de algunas estrellas Be
estdn ensanchadas por este efecto.

Si bien existen algunas similitudes entre los perfiles tedricos y
los observados, la mayoria de las estrellas Be presentan un perfil
de emisidén gque muestra una débil inversidén de la intensidad central

(como los perfiles mostrados en la figura 1.1). Este tipo de perfil
adn no puede ser explicado con nuestro modelo. La presencia de esta
pequefia absorcidén podria ser causada por: inhomogeneidades en el
medio circumestelar que se proyecta sobre el disco estelar; efectos
cinemdticos del wviento, tales como la presencia de regiones que se
desaceleran o© la ©propia rotacidnm estelar y/o la rotacidn

diferencial.
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5.4 TASA DE PERDIDA DE MASA

En la § 2.4 mencionamos que la tasa de pérdida de masa depende
fuertemente de la velocidad en el radio fotosférico (Vpn) y del
gradiente de velocidad inicial. Por lo tanto, la curvas de velocidad
con mayor pendiente inicial tienen mayor tasa de pérdida de masa. En
consecuencia, la forma del perfil (P Cygni, una o dos componentes en
emisidén) dependerd de 1los procesos fisicos que ocurren en las
regiones sub-fotosféricas y en la base del viento.

Snow (1981) usando la teoria de vientos conducidos por radiacién
determind tasas de pérdida de masa entre 107t Yy 107’ Mo/afio, para
un numero de estrellas Be observadas con el satélite Copernicus.

Empleando el método que se explicé en el capitulo 2 para
determinar la tasa de pérdida de masa, tenemos que los valores de
M que resultan de aplicar algunas de las leyes de velocidades y
temperaturas que nosotros hemos seleccionado (ver Tabla 2), son del
mismo orden de magnitud que los valores derivados de 1las
observaciones de las lineas de resonancia UV.

En el capitulo 2 vimos que M no sélo depende del gradiente de
velocidad inicial, sino también depende del coeficiente de opacidad
del <continuo. Entonces, encontramos que la distribucidén de
temperatura puede modificar levemente la tasa de pérdida de masa
(unas pocas décimas de su valor). Intuitivamente esperariamos que si
M crece, aumente la emisién de He; sin embargo, esto no ocurre. Por
ejemplo, el modelo 1 tiene una tasa de pérdida de masa levemente
mayor que el modelo 4 y la intensidad de la emisidén de Ha es menor.
Lo mismo ocurre en el modelo 5; cuando desciende la temperatura,
disminuye M y aumenta la emisidén de Ha. Por lo tanto, concluimos que
la tasa de pérdida de masa no es necesariamente una funcién mondétona

de la intensidad de la emisidn.
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5.5 REGIONES DE FORMACION DE LAS LINEAS DE BALMER

Para comprender mejor el comportamiento que manifiestan las
lineas de Balmer, es interesante estudiar las regiones de formacién
de las mismas.

La evaluacién de las regiones de formacién de las lineas puede
realizarse de dos maneras distintas:

a) Integrar la expresién formal de la ecuacidén de transporte

radiativo a lo largo del parametro de impacto p = 0,
[eo]

I = I Sy(t) exp(-t ) dt _, (5.1)
0

donde SV es la funcién fuente de la linea, que ha sido obtenida
cuando resolvimos la ecuacidn de transporte. De la expresidén (5.1)
podemos determinar para qué radio esta integral contribuye,
aproximadamente, con un 99 % del valor total. Este radio puede ser
interpretado como wuna estimacién del tamafic de la regidén de
formacién.

b) Calcular la intensidad total emergente sobre cada parametro de
impacto. La ventaja de trabajar con los pardmetros de impacto radica
en que podemos estimar tanto el tamafio de las regiones de formacidn
de las 1lineas, como los sectores que contribuyen al perfil de
absorcidn y de emisidn.

En la Tabla 3 damos una estimacidén del tamafio de la regidn de
formacién de las lineas de Ho y HR que resultan de aplicar el método
a) . Aqui puede observarse que la regién de formacidén de la linea de
HG@ es interior a la regidén de formacidén de Ha. Es por esta razdn que
HB es menos sensible a la distribucidén de temperatura propuesta.
Observamos que las regiones de formacidén son mas extensas cuando
dominan los flujos de masa de alta velocidad en las regiones
proximas a la fotosfera.

En la figura 5.14 graficamos, para Ho, los perfiles de intensidad

especifica emergentes para un conjunto de pardmetros de impacto
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TABLA 3

Regiones de Formacidn

MODELO LEY de TEerF R Ha R R HB R
VELOCIDAD (90%) (99%) (90%) (99%)

1 Vi 14000 3.4 4.8 2.2 3.1
2 Vi 14000 3.3 4.5 2.3 3.1
3 Vi 14000 3.4 4.0 2.2 3.1
4 Vi 14000 3.1 4.1 2.2 2.9
5 Vi 14000 3.3 4.5 2.2 2.9
6 V2 14000 8.0 17 2.7 5.3
7 V3 14000 5.5 7.5 3.4 5.5
8 Va 14000 10 19. 3.8 7.0
9 Vs 25000 2.1 3.2 1.4 2.0
10 Vs 25000 2.1 3.2 1.4 2.0
11 Vs 25000 2.1 3.3 1.4 2.1

12 Vs 25000 17. 33. -- --

13 V7 25000 -- 70. -- --
14 Vs 9000 1s6. 40. 3.5 8.1
15 Vs 9000 62. 68. 19. 42.

Estimacién del tamafioc de la regidén de formacidn de las lineas de Ha y Hf
empleando la solucidén formal de la ecuacidén de transporte radiativo para

el pardmetro de impacto p = 0.
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(método b). En general, las regiones que se proyectan sobre el disco
estelar son las que contribuyen a la componente de absorcidén y el
resto de la envoltura contribuye a la emisidn.

Como vya mencionamos, una de las cantidades basicas que se
obtiene de la solucién de la ecuacidén de transporte radiativo es la
dependencia de la funcidén fuente de la linea Ha con la profundidad
6ptica. Para ilustrar dicho comportamiento hemos seleccionado dos
modelos: uno con Teff = 25000 K (figura 5.15a) y otro con Teff =
14000 K (figura 5.16a); cada uno de estos modelos es representativo
de su correspondiente clase espectral. En ambos graficos también
hemos incluido 1la funcidén fuente del continuo. Con el fin de
comprender (desde otra o&ptica) cudles son los mecanismos y qué

regiones de la atmdsfera contribuyen a la inea de Ha, en las
figuras 5.15b y 5.16b representamos la marcha de la temperatura
electrdénica con Teo0o A° Comparando el comportamiento de la funcidén
fuente con la distribucidén de temperatura, podemos concluir:

- En el interior de la fotosfera, para cada radio, tanto la funcidn
fuente de la linea como la del continuo toman el valor de la funcidn

de Planck para la temperatura electrdénica del medio. Esto significa

que en esa regidén dominan los procesos colisionales.

- En el borde exterior de la fotosfera, y en todo el resto de la
envoltura, se evidencia fuertes apartamientos del equilibrio 1local
termodinamico; a medida que disminuye 1la temperatura electrdnica
aumenta la funcidén fuente de la linea, y viceversa. Esto indica que
dicha funcidén fuente estd dominada por lcs procesos de recombinacidn
radiativa (que son inversamente proporcionales a la raiz cuadrada de
la temperatura electrdnica) . Aqui mismo puede observarse,

claramente, que la madxima contribucidén al perfil de Ha proviene de

(=]

a regidén de minimo de temperatura (donde la funcidén fuente de 1la
linea alcanza un méximo relativo), y en menor proporcidn contribuye

la regién cromosférica y la envoltura templada.

En la figura 5.17 representamos la distribucién de densidad
numérica de H ionizado e H nuetro con la profundidad éptica para los

modelos de los dos graficos anteriores. Alli, podemos advertir gque
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el H esta completamente ionizado. En el modelo de menor temperatura
efectiva la proporcién de HII/HI aumenta en la regidén de minimo de
temperatura (figura 5.17b).

Deseamos destacar que, para cada tipo espectral, la marcha de la
densidad numérica de todos los modelos restantes presenta un
comportamiento similar a los modelos agui ilustrados, a menos de un
factor de escala. Este factor de escala estd primordialmente
determinado por la tasa de pérdida de masa del modelo; es decir, si

domina un régimen de baja velocidad o uno de alta velocidad.

5.6 CONCLUSIONES

El modelo de atmésfera gque proponemos en este trabajo puede
reproducir, al menos en sus caracteristicas fundamentales, las
lineas de Balmer de algunas estrellas Be. Sin embargo, debemos
recorcdar que la ecuacidén de transporte radiativo es una ecuacidén no
lineal, y por lo tanto, las soluciones que obtenemos no son uUnicas.
Por esta razdn, es necesario calcular perfiles de lineas en otros
rangos espectrales para obtener una mejor completitud del modelo.

Teniendo en cuenta los resultados que predice la estructura de
atmésfera que hemos propuesto (existencia de una cromosfera y un
viento estelar en un medio con simetria esférica), nuestras

conclusiones son las siguientes:

a) Las caracteristicas morfoldgicas del perfil de Ho (P Cygni, uno o
dos picos de emisidn) dependen del gradiente de velocidad inicial,
es decir, del comportamiento de la distribucidén de velocidad en las
regiones adyacentes a la fotosfera (sub - fotosféricas y post -
fotosféricas). Por otro lado, estas curvas de velocidad dependeran
de los mecanismos de pérdida de masa e inyeccidén de calor que tienen
lugar alli (Iglesias & Ringuelet 1993). Por lo tanto, la estructura
bdsica de los perfiles de lineas de la serie de Balmer impone
restricciones al campo de velocidades y limita los rangos de

<

ariacién de los procescs fisicos gue tienen lugar en las atmédsferas
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de las estrellas Be. Por esta razdn no es frecuente observar, en una
misma estrella Be, que el perfil de Ha muestre variaciones
temporales que alternen entre un perfil tipo P Cygni y un perfil con

dos picos de emisién.

b) Curvas de velocidades muy abruptas en el borde exterior de la

fotosfera predicen intensos perfiles de emisidén (sin estructuras de

absorcidén) .

c) La intensidad de la componente de emisidn también depende de los
siguientes parametros: i) el radio donde la velocidad alcanza su
valor asintético: cuanto mayor es este radio, mayor es la emisidn,
ii) la distribucidén de temperatura en la regidén de minimo de
temperatura, iii) la temperatura de 1la envoltura templada: la
emisién aumenta como una funcidén inversa de To. Todos estos
pardmetros contribuyen a la intensidad del perfil de emisidén sin

modificar la forma global del mismo.

d) La posicidén e intensidad de la componente de absorcidén depende,
fundamentalmente, de 1la 1ley de velocidad. Una componente de
absorcidén central se produce cuando un régimen de baja velocidad
domina las regiones préximas a la fotosfera, mientras que grandes
gradientes de velocidad, en la misma regidn, producen una componente
de absorcidn desplazada hacia el azul.

e) El1 wvalcr de la velocidad asintdtica no estd correlacionado con
ninguna estructura del perfil. En el caso de un perfil P Cygni, este
valor tampoco se corresponde con la velocidad terminal (velocidad
asociada con el flujo que emerge del borde del ala de mayor
frecuencia, de la componente de absorcidn). Generalmente, el W
de la velocidad asintdtica es inferior al valor que corresponde a la

velocidad terminal.

f) La funcidn fuente de Ha estd dominada fundamentalmente por

recombinaciones radiativas. Por otro lado, la regién prdxima a la
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fotosfera es la que determina su comportamiento general.

g) El tamafio de la regidén de formacidén de la linea de Ho que predice
un modelo con simetria esférica es inferior a 4 radios estelares
cuando un regimen de baja velocidad domina esa regidén. Pero puede
llegar a extenderse hasta, aproximadamente 10 radios, cuando dominan

vientos de alta velocidad en la regidén adyacente a la fotosfera.
h) La regidén de formacidén de HB es interior a la de Ha.

i) El1 modelo gque proponemos podria en primera instancia ser
utilizado para analizar el espectro de Balmer de algunas estrellas
Be. Respecto a este resultado debemos resaltar gque hemcs propuesto
un medio con simetria esférica aunque las estrellas Be son altos
rotadores y posiblemente presenten rotacidén diferencial (Zorec
1986), por lo tanto, este modelo nos permitiria analizar, en primera
aproximacién, las regiones de formacidén de lineas en términos de

distribuciones de temperatura y densidades promedio.
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CAPITULO 6 LINEAS DE MAGNESIO Y CARBONO

6.1 MAGNESIO II

Histéricamente, el andlisis de las lineas de Mg II observadas en
el espectro visible estuvo basado en la hipdtesis de LTE y HE. En
las estrellas de tipo espectral O y B, esta aproximacidén conduce a
que las intensidades de las lineas calculadas resulten notablemente
inferiores a las observadas cuando se considera que la abundancia de

Mg, relativa a H, es similar al valor determinado en la atmdsfera

~ =

solar. Tipicamente 1la relacién (Mg/H)o = 3.7 10 (Landolt &
Bérnstein 1982). Por lo tanto, las abundancias de Mg/H inferidas en
las estrellas B tempranas, a través de un andlisis basado en 1la
aproximacidén LTE, pueden tener errores superiores a un orden de
magnitud respecto del valor estimado para el sol.

Mihalas (1972) calculd anchos equivalentes de lineas de Mg II
para estrellas O y B normales, utilizando una solucidén combinada de
la ecuacidn de transporte y las ecuaciones de equilibrio estadistico
para una atmésfera estdtica formada por capas plano-paralelas.
Consideré atomos de Mg II con 15 niveles de energia y mostrd que los
anchos equivalentes calculados presentan un excelente ajuste con los
observados cuando se utiliza la abundancia solar.

Cadlculos de perfiles de lineas de Mg II fuera de LTE, en el
contexto de Atomos con muchos niveles de energia, para una atmésfera
plano paralela en expansidén fueron tratados por Scharner & Carlsson
(1985). Este estudio estuvo principalmente dirigido a estrellas de
tipos espectrales tardios (A-G), estrellas de carbdén y estrellas
de tipo solar.

En medios gue se expanden con simetria esférica, el andlisis de
las lineas de resonancia de Mg II en NLTE estuvo basado , en un
principio, en la aproximacién de Sobolev, utilizando un esquema de
dtomos con dos niveles de energia. Posteriormente, Kunasz & Praderie
(1981) resolvieron la ecuacidn de transporte radiativo para un medio

que se expande con simetria esférica en un marco de referencia que
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acompafia al fluido (Mihalas, Kunasz & Hummer 1976), para estudiar la
formacidén de las lineas de resonancia de Mg II en ao Cyg. Mediante un
procedimiento similar Catala, Kunasz & Praderie (1984) estudiaron la
linea k de Mg II (A2796) en AB AUR. Un anédlisis mds completo acerca
de 1la formacidén de 1lineas en un viento estelar, con simetria
esférica, fue realizado por Hartmann et al. (1990) para interpretar
las envolturas de las estrellas T Tauri.

En algunas estrellas Be las lineas de Mg II h y k (A2800)
presentan intensos nidcleos dg absorcidén y a veces muestran emisiones
en las alas. Otras estrellas manifiestan componentes de absorcién
desplazadas hacia el azul con un rango de velocidades de - 50 Km/s a
-200 Km/s (Thomas 1983). En general, la observacién de emisiones en
las lineas de rescnancia estd relacionada con la existencia de una
envoltura extendida. En las estrellas tardias las lineas de emisidn
son indicadoras de la presencia de una cromosfera. En cambio, en las
estrellas Be (si bien estas estrellas pueden presentar estructuras
cromosféricas o coronales) la regidn de formacidén de estas lineas se
considera asociada a una envoltura fria post-coronal (Thomas 1983).

En este trabajo, analizaremos el espectro de Mg II que se origina
en las atmésferas de las estrellas Be. En particular, estamos
interesados en las transiciones que conectan los estados 3d D > af
ZF, que dan lugar al doblete AX 4481.13 y 4481.33, pues estas lineas
pertenecen al multiplete mé&s intenso observable desde tierra. Otras
lineas importantes que pueden ser utilizadas en el diagnéstico de
las atmdésferas son las lineas de resonancia, AN 2795.53 y 2802.70, y
las transiciones que se producen entre los estados 3p ’p° 5 34 °p.
De esta manera, podremos diagnosticar las propiedades fisicas del
medio en los distintos rangos espectrales.

Calculamos 1lineas de Mg II utilizando el mismo conjunto de
modelos de atmdsferas gue hemos propuestoc para determinar les
perfiles de las lineas de H. Para ello, confeccionamos programas de
lectura de datos atdmicos, subrutinas para calcular tasas radiativas
y colisionales (ligado-ligado y 1ligado-libre), y subrutinas para
resolver las ecuaciones de equilibrio estadistico. Pcr otra parte,
se aproveché del cédigo ETLA todas las subrutinas para resolver la

ecuacidén de transporte radiativo y el cdlculo para transformar las
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cantidades fisicas al marco de referencia del observador.
Consideramos un modelo atémico de Mg II formado por 15 niveles de
energia, de modo que nos permite operar explicitamente con muchas
transiciones. La resolucidn simultdnea de la ecuacidén de transporte
radiativo y las ecuaciones de equilibrio estadistico fue realizada

como se detalla en los capitulos 3 y 4.

6.1.1 MODELO DE ATOMO. NIVELES DE ENERGIA

El modelo de &tomo gque usamos es similar al presentado por
Mihalas (1972). Este modelo se describe en la figura 6.1 y en la
Tabla 4. Aqui, hemos incluido explicitamente todos 1los niveles
inferiores hasta el 5g inclusive. Los niveles 6p - 6h se promediaron
Yy, en consecuencia, contribuyen como un UGnico nivel al que se
designd <6>. Mg III estd representado por un s6lo nivel de energia.

En general, en los espectros de las estrellas B y Be las udnicas
lineas de Mg I gue se observan son lineas de resonancia de origen
interestelar. Por estd razdén, Mg I no fue incluido en el célculo
pues representa una fraccién despreciable frente al numero total de
iones de Mg II y Mg III.

En todos nuestros modelos consideramos que la abundancia de Mg,

relativa al H, es similar a la solar y adoptamos el valor 3.47 10_?

6.1.2 TRANSICIONES RADIATIVAS

a) ligado-ligado

Dada la gran cantidad de niveles que hemos incluido en nuestro
modelo de &tomo (ver Tabla 4) nos encontramos en condiciones de
reproducir un espectro wmuy rico en 1lineas. Pero, debido a 1la
imposibilidad de tratar todas esas transiciones hemos seleccionado
un total de 15 lineas, las cuales de detallan en la Tabla 5. Este

nimero es suficiente para hacer un andlisis cuantitativo y completo
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TABLA 4

Niveles de Energia de Mg II

Xion (cm) '

Configuracién Término Xexc (cm) g N
Mg II 3s ’s 0.0 121267.4 2 1
3p p° 35730.5 85536.9 6 2
4s ’s 69805.2 51462.2 2 3
3d D 71490.8 49776.6 10 4
4p p° 80641.1 40626.3 6 5
5s ’s 92786.2 28481.2 2 6
4d D 93312.1 27955.3 10 7
4f ’p° 93800.0 27467.4 14 8
5p p® 97464.3 23803.1 6 9
6s ’s 103198.1 18069.3 2 10
5d p 103421.1 17846.3 10 11
Sf ’p° 103690.2 17577.2 14 12
g e 103709.5 17557.9 18 13
Mg II <6> p° . 2 109000.0 12267.4 70 14
MgIII 2p° 's 121267.4 646364.0 1 15
Potencial de Bxcitacién; X . Potencial de Ionizacién;

ion




sin perder generalidad.

La eleccidén de 1las lineas fue realizada de manera que esten

incluidas:

i) todas las transiciones mds importantes que llegan y salen de los

estados 3d y 4f, y

ii) la mayor cantidad de caminos que permitan conectar los niveles

con el estado fundamental.

Las probabilidades de trahsicidén (fij) fueron extraidas de 1las
tablas de Wiese & Martin (1980) y del trabajo de Mihalas (1972).
Dado que hemos seleccionado un subconjunto de transiciones, los
valores presentados en la tabla 5 corresponden a valores promediados

sobre todas las componentes del multiplete.

b) ligado - libre

Las secciones de choque para la fotoionizacidén se calculan usando
los parametros (a , B, A ,s) recopilados por Mihalas (Mihalas 1972,
o] (o]
tabla 4) en la siguiente férmula,

S

a =a (8 /)% + x-p /)% 1077 em’
0 0 0

v
Estas secciones de choque estdn basadas en calculos por defecto
cudntico (Peach 1967 a, b y c) y en extrapolaciones por defecto
cudntico de cada serie individual (Peach 1970). La seccidén de

fotoionizacidén para Mg II 3s - Mg III fue calculada por Norcross

(1972) .

6.1.3 PROCESOS COLISIONALES

La tasa de ionizacidén colisional para la transicidén Mg II 3s > Mg
6 , o
III 2p + ¢ se calcula mediante una expresidén gue ajusta los datos

experimentales de Martin, Peart & Dolder (1968),
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TABLA 5

Transiciones de Mg II Seleccionadas

NIVEL N A £
ij
3s » 3p 1 2797.9 0.940
3p » 4s 2 2933.8 0.139
3d 3 2795.5 0.920
Ss 4 1752.7 0.016
4d 5 1736.7 0.038
4s > 4p 5 9226.0 1.37
3d > 4p 7 10926.0 0.166
4f 8 4481.2 0.950
Sf 9 3104.8 0.164
4p > 5s 10 8231.6 0.264
4d 11 7889.9 1.23
5d 12 4388.6 0.081
4d > 5f 13 9632.2 0.80
4f > 5d 14 10393.8 0.014
S5g 15 10091.3 1.35




C = 5.465 10 !

y Ne Tl/z(IH/Eo)z{a Uo E1(Us) + b (Ua/Ul)z(El(Ul)+e‘Ul)},

donde In es la energia de ionizacidén para el hidrdégeno; Eo es la

energia umbral para la ionizacidén de Mg II;

Uo = Eo/kT, Ui = Uo + C,
a = 2.8891, b

-0.8453, Y c = 0.27.

La ionizacidén colisional para los estados excitados de Mg II vy
para el estado fundamental se calcula empleando la férmula de Seaton
(1962) la cual conduce a la tasa colisicnal dada por Jefferies

(1968),

C . =1.55 10" Ne T
nk

/2 g a (vo) e-Uo/Uo,

donde g = 0.3 para los iones.
an(Vo) es la seccién de choque de fotoionizacién para la frecuencia
umbral desde el estado n.

Para las transiciones colisionales entre 1los estados excitados
adoptamos la férmula de Van Regemorter (1962) con g = 0.25.

1/2

C = 5.465 107! Ne T?(14.5 £i3) (In/Eo) U0 e °° T'(Uo),

1]

- T
donde T (Uo) = max(g,0.276 e° Ei(Uo)]

6.1.4 PROCEDIMIENTO DE CALCULO

Como ya hemos mencionado en el capitulo 4, recurrimos a la
resolucidén simultdnea de las ecuaciones de equilibrio estadistico y
de la ecuacién de transporte radiativo para un medio con simetria
esférica en expansidén, en el marco de referencia que se mueve con
una particula de fluido. Para cada profundidad, las lineas estén

representadas por perfiles gaussianos cuyos anchos estan
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determinados por el valor de la velocidad Doppler (VD2 =V + V),
ademds, supondremos redistribucidén completa.

Como las lineas de Mg II son consideradas lineas "metdlicas" (con
este nombre agrupamos todos los elementos quimicos excepto H y He),
supcndremos gue pueden variar sus numeros ocupacionales pero esta
variacién carece de efecto alguno sobre la estructura global de la
atmésfera. Por lo tanto, el modelo de atmdésfera se considera a
priori conocido e invariable (ver capitulo 2).

El cédlculo se inicia resolviendo las ecuaciones de equilibrio
estadistico utilizando el valor del campo de radiacidén del continuo
para la frecuencia del borde azul de cada 1linea. Una vez
determinadas las poblaciones de cada nivel, se generan los términos
fuentes y sumideros de la ecuacidén 3.9 empleando la aproximacién
equivalente a un atomo de dos niveles. En esta aproximacidén, la
transicidn tratada explicitamente es una variable, mientras que las
otras transiciones toman valores constantes. Se resuelve nuevamente
la ecuacidén de transporte y con el campo de radiacidén resultante
calculamos nuevas tasas radiativas y nuevos nimeros ocupacionales.
La convergencia de la solucién se obtiene <con unas pocas
iteraciones. Generalmente no se necesitan mids de cuatro iteraciones.

La poblacidén calculada, segin se expresd en el parrafo anterior,
es la poblacidén total del nivel identificado con los numeros
cudnticos (n,l). Para calcular las componentes individuales de un
multiplete suponemos que el numero ocupacional de cada nivel esta

14194

distribuido sobre sus j estados de acuerdo a sus pesos estadisticos,

(23 + 1)

n‘l. = ——I']..1
* 2 (21 + 1)

Una vez determinada la funcidén fuente de la transicidén de

interés pasamos al marco de referencia del observador y calculamos

el flujo emergente.
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6.1.5 RESULTADOS

En la figura 6.2 y 6.3 mostramos perfiles de Mg II en la regién
UV calculados para un mismo tipo espectral; por ejemplo los modelos
4, 6, 7 y 8 de la tabla 2. Podemos observar que las lineas de
resonancia de Mg II también son muy sensibles a la distribucién de
velocidades en la base del viento. Bajos gradientes de velocidad
predicen perfiles de absorcidén (figura 6.2), pero a medida que el
gradiente de velocidad aumenta, podemos obtener estructuras mas
complejas como los perfiles que se muestra en la figura 6.3. Es
decir, los gradientes de velocidad de las regiones ubicadas en las
proximidades de la fotosfera determinan la forma estructural del
perfil. Este resultado estd de acuerdo con aquellos obtenidos por
otros autores (Catala et al. 1984 y Hartmann et al. 1990).

En la figura 6.2 también representamos el perfil de Mg II A2795,
que se origina entre los estados 3p ’p° - 3d b (multiplete UV 3).
En todos nuestros modelos esta linea aparece en absorcién y en
general no es afectada por el campo de velocidades propuesto. Este
hecho indica que su regién de formacidén es principalmente
fotosférica. Un resultado similar se obtiene para Mg II X4481. En
cambio, las lineas de resonancia de Mg II presentan una extensa
regidén de formacidn, y el tamafio de dicha regidén aumenta en relacién
directa con M. Este resultado se observa al sequir la evolucidn del
perfil en los modelos 4, 7, 8 y 6 (ver figura 6.2 y 6.3). En
general, la intensidad y forma de las componentes de emisidén y de
absorcién son altamente sensibles a la tasa de pérdida de masa (a
través de la forma de V(r)). A medida que M aumenta se intensifican
las componentes de emisidn, disminuye la intensidad de la componente
de absorcidén, y comienza a manifestarse otra componente de absorcidn
azul. Es interesante resaltar que la componente de emisidén se
origina en las regiones adyacentes a la fotosfera, por lo tanto, es
sensible al gradiente de velocidad de esa regidén. En cambio, 1la
componente de absorcién mds desplazada hacia el azul tiene origen en
las regiones que se proyectan sobre el disco estelar y estd afectada
por la distribucidén de velocidades de las capas mds externas, donde

la funcidén fuente de la linea decae (figura 6.4).
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En la figura 6.5 mostramos el comportamiento de la funcién fuente
del continuo, y de la linea de Mg II (A 2802), con la profundidad
6ptica para una estrella temprana (Teff = 14000 K) con estructura
cromosférica. Es de hacer notar que a grandes profundidades 1la
funcién fuente de la linea, SL, termaliza a Sc; pero a medida que
vamos hacia las capas mas externas SL decrece y se aparta del
equilibrio local termodindmico. La funcién fuente del continuo sigue
la marcha de la distribucién de temperatura electrdnica mas alld de
la regidén de minimo de temperatura. El radio para el cual SC ya no
respeta la distribucidén de temperatura depende de cada modelo en
particular, y del tipo espectral (para los tipos espectrales méas
tardios Sc se asemeja mas a la funcién de Planck). En la regidn de
minimo de temperatura SL yace por encima de SC, pero al comenzar la
subida de temperatura dicho comportamiento se invierte. Luego en la
regiones mas externas ambas funciones vuelven a coincidir.

Una vez analizado el comportamiento de la funcidén fuente con 1la
profundidad éptica, podemos estudiar cdmo influye la distribucidén de
temperatura sobre las distintas componentes del perfil. Siempre vy
cuando estemos considerando variaciones en una cromosfera profunda
(es decir A1 < 1 Rpn), encontramos que la componente de emisién
(cuando dicha componente se manifiesta) se modifica levemente al
variar el pardmetro A1 (este pardmetro controla la posicién del
maximo de temperatura). La componente de emisidén es mds intensa
cuando A: decrece. Este hecho puede interpretarse recordando que 1la
funcién fuente de la linea estd parcialmente dominada por colisiones
en las regiones mads profundas de la atmésfera. En la figura 6.6a
ilustramos un perfil P Cygni de Mg II A2802 obtenido con el modelo
15 (Teff = 9000 K) y en la figura 6.6b mostramos la influencia que
produce la estructura cromosférica sobre dicho perfil.

La presencia de una cromosfera lejana en la estructura del perfil
de Mg II carece de importancia.

En la figura 6.7 mostramos perfiles de Mg II XA4481 para una

estrella con Teff = 9000 K y otra de Teff = 25000 K. Las lineas

la

1]

subordinadas manifiestan perfiles de absorcidén y observamcs gu
médxima intensidad se obtiene para los tipos espectrales mas tardios.

En general, en las estrellas B normales, Mg II A4481 desaparece para
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tipos espectrales mis tempranos que B5V, pero ain puede observarse
en las estrellas de clase luminosa IV hasta un tipo espectral B2
(Thomas 1983) . Los resultados que predicen nuestros modelos estéan de

acuerdo con estas observaciones.

Observamos que 1las 1lineas subordinadas son insensibles a 1la
distribucidén de temperatura cromosférica. Esto indica que ellas se

originan en el borde de la fotosfera.

6.2 CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos hasta el momento pueden sintetizarse de

la siguiente manera:

1) Las 1lineas de resonancia presentan una extensa regidén de
formacién, mientras que las lineas subordinadas son de origen

fotosférico.

2) La ley de velocidades juega un papel fundamental en la regidén de

formacién de las lineas de resonancia:

a) E1 gradiente de velocidad en las regiones post-fotosféricas
influyen en las caracteristicas morfoldgicas de 1las 1lineas de
resonancia de MgII.

b) La intensidad de la componente de absorcidén azul depende de M Y
su distribucidén interna de energia estd caracterizada por las
velocidades del viento en las regiones mds externas de la atmésfera.
c) La intensidad y forma de la componente de emisidén depende del
gradiente de velocidad. Esta componente se origina en las regiones

préximas a la fotosfera y no en 1la envoltura templada como

originalmente se suponia.

3) Las componentes de absorcidén de la lineas de resonancia de Mg II
son adecuadas para determinar las velocidades del viento en las
regiones méds externas de la atmdsfera. Si bien estas lineas también
ponen restricciones a las velocidades de las regiones mds internas,

no son suficientes para investigar la distribucidén de velocidades en
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la base del viento. Este estudio debe ser complementado con las

lineas de H.

4) Perfiles de Mg II tipo P Cygni se obtienen cuando fuertes

gradientes de velocidad predominan en el borde de la fotosfera.

5) Debido a que las componentes de emisidén de Mg II se originan en
la base del viento, las emisiones son levemente sensibles a la

distribucidén de temperatura cromosférica.

6) A medida que la velocidad de turbulencia aumenta la componente de
emisidén se ensancha y se desplaza al rojo y la componente de

absorcidén se ensancha y se mueve hacia el azul (figura 6.6c).

7) Nuestros modelos predicen perfiles de Mg II que son, en algunos

casos, globalmente similares a los observados.

6.3 ELEMENTOS SUPERIONIZADOS

Empleando el mismo conjunto de modelos que hemos construido para
la interpretacién de otras lineas espectrales (serie de Balmer y Mg
IT), en esta seccidén analizamos si los modelos propuestos también
son adecuados para interpretar las lineas de resonancia de 1los
elementos superionizados.

La existencia de elementos superionizados en estrellas A y B es
cominmente atribuida a la presencia de una regién caliente con T =
10° K, donde el equilibrio coronal (balance entre ionizaciones
colisionales y recombinaciones radiativas) describiria la ionizacidn
de C III (Doazan & Thomas 1982).

Una solucién alternativa fue presentada por Catala y Talavera
(1984). Este modelo supone que la radiacién para ionizar la
transicién C III - C IV estd termalizada en una cromosfera a 15000 -
18000 K. En ese caso, 1la 1ionizacidén y recombinacidén radiativa
controla dicha transicién y el grado de ionizacidn de C III - C IV

estd bien descripto por la ecuacidén de Saha. Con estas hipdtesis se
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tiene que C IV puede existir en cantidades suficientes en una
estrella AO V con una temperatura cromosférica moderada.

En base a esta idea, aqui presentamos resultados numéricos
referentes a las lineas de resonancia de C IV y Si IV. En la seccién
6.3.1 presentamos el modelo atdmico que hemos utilizado y en 1la

seccién 6.3.2 analizamos y discutimos los resultados obtenidos.

6.3.1 MODELO ATOMICO PARA C IV

En la figura 6.8 mostramos un esquema de niveles de C IV. Los dos
niveles de energia que involucran a las transiciones de resonancia
(2s ’s - 2p 2PO) pueden considerarse desacoplados del resto de la
estructura atdémica. Por lo tanto, podemos adoptar un modelo atdmico
constituido por 2 niveles de energia para representar dicha
transicién. En 1la tabla 6 detallamos los datos atdmicos de 1los
niveles en consideracidn. Supondremos, ademds, que el equilibrio de
ionizacidén entre C III y CIV esta dado por la ley de Saha vy
adoptamos una abundancia de 3 107 para el carbono. La intensidad de
oscilador correspondiente a la transicidén 2s ’s - 2p P’ es 0.285.
Esto indica que estamos considerando al multiplete como una uUnica
transicidén mientras resolvemos la ecuacidn de transporte en el marco
de referencia del fluido; pero, antes de «calcular el perfil
emergente para un observador estacionario, respecto al centro de
simetria del sistema, determinamos el ndmero ocupacional
correspondiente a cada transicidén del multiplete.

Hemos supuesto una funcidén gaussiana para representar el perfil
intrinseco de la linea, cuyo ancho estd determinado por la velocidad
Doppler (VD2 = Vuf + V:) especificada por el modelo.

Para obtener el perfil emergente resolvemos la ecuacidén de
transporte radiativo en el contexto de un atomo con dos niveles, en
el marco de referencia del fluido. Para este fin hemos confeccionado
subrutinas para calcular las tasas radiativas y colisionales de C
IV, empleando las correspondientes expresiones desarrolladas para
dtomos hidrogencides. Estas subrutinas fueron incorporadas al

programa de cdlculo general. Para verificar el buen funcionamiento
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del programa hemos reproducido el perfil de linea de C IV XA1548

publicado por Catala (1988), quien ha empleado un cdlculc mas

detallado.
TABLA 6
Niveles de Energia
-1 -1
Término g. X (cm ) x. {cm 7)
1 exc 1
CIV 2s 2S 2 386159.70 520177.80
Civ 2p ?p° 6 450697.55 455639.95
cv 15’ s 1 906337.50 0
g : Peso Estaditico del Nivel; X : Energia del Nivel;
1 exc

Energia de Ionizacidén de ese Nivel.

6.3.2 RESULTADOS Y DISCUSION

Las estrellas Be presentan lineas de los elementos superionizados
en absorcidén. Los perfiles de estas lineas pueden ser simétricos,
asimétricos, o presentar componentes miltiples. Nosotros hemos
calculado perfiles de C IV para un amplio rango de temperaturas
efectivas. Nuestros modelos predicen perfiles cualitativamente
semejantes a los perfiles observados en las estrellas Be tardias.

En la figura 6.9 mostramos un perfil tipo P Cygni de C IV (A1548)
obtenido con el modelo 15. Este perfil muestra una componente de
emisidén muy débil en el ala roja. Observamos que la intensidad de la
componente de emisidén varia con la posicidén de la regidén de maximo
de temperatura (figura 6.10); cuando aumenta A1, aumenta la
intensidad de dicha emisidn.

La intensidad de la componente de emisidén también se modifica al
variar la extensidén de la cromosfera o el valor de la temperatura

mdxima en la regidn cromosférica (Catala 1988).
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A medida que vamos hacia tipos espectrales mds tempranos, los
anchos equivalentes calculados son inferiores a los observados. Esta
discrepancia se debe a que estamos trabajando con un modelo atdémico
muy simplificado donde consideramos que el equilibrio de ionizacién
estd dominado por procesos radiativos. Esta hipbétesis solamente es
vdlida cuando la regidn de determalizacidén de la linea es exterior a
la regién cromosférica. Desafortunadamente esta situacidén no se
cumple para los tipos espectrales mds temparanos.

La posicién del nicleo de la linea de C IV nos brinda informacidn
de la distribucién de velocidades en las regiones cromosféricas. La
forma del perfil da pautas sobre el gradiente de velocidad y sobre
la distribucién de temperatura en la regidén de formacidén de esta
linea.

Resultados similares hemos obtenido con 1las lineas de Si 1V,
empleando dtomos con dos niveles de energia.

Las estructuras observadas en las lineas de resonancia de los
elementos superionizados ponen limitaciones a las condiciones
fisicas del viento y de la cromosfera.

Dado que las estrellas Be manifiestan, en general, perfiles de C
IV y Si IV en absorcidn, este hecho indicaria que la presencia de
una cromosfera, ubicada en las regiones préximas a la fotosfera, es
adecuada para justificar la apariencia de estas lineas en las

estrellas Be tardias.
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CAPITULO 7 CONCLUSIONES FINALES Y PERSPECTIVAS

Los resultados obtenidos con este modelo brindan otro panorama
del fendmeno Be. En principio, el modelo que proponemos serviria
para explicar consistentemente la presencia de lineas de elementos
altamente ionizados, de elementos de baja ionizacién y lineas de
Balmer en emisidn considerando una envoltura en expansioén
distribuida globalmente alrededor de una estrella B.

Hemos desarrollado y adaptado un conjunto de programas gue nos
permiten calcular perfiles de lineas de H, Mg II y C IV, en una
atmésfera en movimiento con una estructura cromosférica.

La ecuacidén de transporte radiativo ha sido tratada rigurosamente
en un medio que se expande con simetria esférica, utilizando un
sistema de referencia local que se mueve con un elemento de fluido.
Simultédneamente resolvimos las ecuaciones de equilibrio estadistico
para atdémos con muchos niveles de energia.

Nuestro objetivo fue investigar diferentes estructuras
termodindmicas y cinemdticas de las regiones de formacidén de las
lineas. En general, observamos que las propiedades fisicas de un
plasma se manifiestan de diferente manera en distintas regiones del
espectro emergente; incluso alin en lineas que comparten las mismas

regiones de formacién.

El modelo de atmdsfera que hemos propuesto es adecuado para
reproducir, al mencs en sus caracteristicas fundamentales, muchas de
las estructuras observadas en los espectros de algunas estrellas Be,
por ejemplo: el espectro continuo, la presencia de lineas de H en

emisién, lineas de Mg II o lineas que se originan en regiones de

O

alta temperatura. Si bien no hemos aplicado estos modelos a un cas
real, los resultados que hemos obtenido nos brindan una herramienta
de trabajo bédsica para estudiar detalladammente el fendmeno Be a

través de un estudio combinado del espectro visible y UV. Hasta el

]

nea

FA

momento, los resultados obtenidos de un cdlculo detalladc de 1
de resonancia vy subordinadas de varios iones, nos permiten

establecer limitaciones a las estructuras de temperatura y velocidad
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de un viento estelar. Por lo tanto, este trabajo constituye una
primera etapa para describir cuantitativamente las atmdsferas

extendidas de algunas estrellas Be.

Los resultados de este trabajo pueden resumirse de la siguiente

manera:

- Las caracteristicas morfoldgicas de los perfiles de las lineas de
H, y de las lineas de resonanc}a de C IV y Mg II, ponen limitaciones
a las velocidades de expansién en las regiones prdximas a la
fotosfera y, por lo tanto, a la tasa de pérdida de masa. Nuestros
resultados indican que la forma de 1los perfiles - P Cygni o un
perfil de absorcidén ccon ambas alas en emisidén - estd fuertemente
determinada por los gradientes de velocidad en las proximidades de

la fotosfera.

- Las condiciones cinemdticas de la envoltura templada juegan un rol
secundario. Las lineas de resonancia UV de elementos una vez
ionizados (perfiles P Cygni o la presencia de componentes miltiples
desplazadas al azul) dan informacién acerca de 1las propiedades

cinemdticas del fluido en las capas més externas de la atmésfera.

- Nuestros resultados confirmarian las conclusiones de Abbott
(1985), quien sugirid que la velocidad medida en el ala azul de la
componente de absorcién de un P Cygni de una linea de resonancia UV,
denominada velocidad terminal, no es representativa de la méxima

velocidad con que se expande el material.

- Las lineas de emisidén de la serie de Balmer tienen una importante
contribucidén de las regiones prdximas a la fotosfera, en particular
de la regidén de minimo de temperatura. Este resultado sugiere que
las variaciones de intensidad observadas en estas lineas podrian
relacionarse con fendmenos que tienen lugar en las regiones
adyacentes a la fotosfera. Estas variaciones tempcrales podrian ser
explicadas considerando una tasa de pérdida de masa variable, como

ya habria sugerido Doazan (1987), dado gque la tasa de pérdida de
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masa depende de la velocidad, y de los gradientes de velocidad, en

las regiones sub-fotosférica y post-fotosféricas.

- La presencia de una cromosfera profunda con temperatura moderada
(Te < 20000 K) es suficiente para justificar la presencia de lineas
de elementos superionizados en las atmdsferas de las estrellas Be

tardias.

Los perfiles de lineas derivados de un modelo de atmdésfera con
simetria esférica en expansidn, que incluye una estructura
cromosférica, presentan similitudes con 1los perfiles observados.
Algunas de las discrepancias observadas en el ancho de los perfiles
pueden ser probablemente atribuidas a efectos no incluidos en el
modelo; por ejemplo, mecanismos de ensanchamiento adicionales como
ser la rotacidén y la dispersién por electrones libres.

Este modelo, a diferencia de otros modelos propuestos para
explicar el fendémeno Be, permitiria explicar los cambios de fase
observados en un espectro (transicién de un espectro Be a un
espectro de envoltura, 0 a un espectro B normal) en términos de una
tasa de pérdida de masa variable.

Es interesante resaltar que la observacidédn de lineas de absorcidn
desplazadas hacia las longitudes de onda azules son correctamente
interpretadas como material que se desplaza hacia el observador, sin
embargo debemos notar que la magnitud de este corrimiento no refleja
la verdadera magnitud del movimiento. Sin embargo, la observacidén de
lineas de emisidén desplazadas hacia el rojo no necesariamente
refleja la existencia de material que se aleja del observador; pocr
ejemplo, el caso presentado en 1la figura 5.13. En esta figura
mostramos un perfil de Ha en emisidén calculado con una atmdésfera en
expansidn, la méxima intensidad observada estd desplazada,

aproximadamente, 35 Km/s hacia el rojo.
Del presente trabajo se derivan dos implicaciones inmediatas:

1) el papel preponderante gue juega material en la base del viento y
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2) la confirmacidn de la hipdtesis que las velocidades terminales no

son tales.

Dado que el ensanchamiento térmico y turbulento incorporado al
modelo no ha sido suficiente para explicar el ancho observado en las
lineas de H, planeamos realizar modelos mds detallados con la
finalidad de incluir mecanismos de ensanchamiento adicionales: como
ser el ensanchamiento por electrones libres. En un futuro cercano
también pensamos incluir otras estructuras atdmicas. De esta manera
contaremos con programas mds completos para investigar los vientos
en las estrellas Be y estrellas de tipos espectrales mds tempranos.

Este modelo también podria servir para investigar posibles
mecanismos fisicos que dan origen al viento estelar o verificar
futuros modelo hidrodin&micos propuestos para explicar los vientos
estelares. Lamentablemente, con este modelo no es posible abordar el
problema de la rotacidn estelar. Este tema quedard probablemente sin
resolver hasta que no se desarrolle un método adecuado para tratar

el problema del transporte radiativo en un viento axisimétrico.

95



APENDICE A ECUACION DE TRANSPORTE PARA LA RADIACION MONOCROMATICA

A.l ECUACIONES DE DIFERENCIAS FINITAS

Escribimos las ecuaciones diferenciales (3.7), (3.8) vy sus
respectivas condiciones de contorno como ecuaciones de diferencias
finitas sobre una escala de camino &ptico monocromético para cada

rayo p, definida como

dT(th/z) = - X(Vlr) dzl (A-l)
2 2 2 .
donde r = z + p (ver figura 3.2).
Por convencidén 7(v,p,z) = 0 en z = zZmix, Zmix €S el valor de z en la

interseccidén de cada rayo p con la superficie esférica de radio R.
Definimos una grilla de radios en términos de un indice d = 1, 2,

ND el cual crece hacia el interior de la superficie de radio R,

.7

es decir, r = R » r2 > r3 > ... > rND = Rc. Identificamos la grilla
de parédmetros de impacto con un indice j tal que p, = 0 <« P, < P, <
€ Pyo< v < P donde NC es el nimero de rayos gque interceptan

al nicleo y no es tangente a la superficie de radio RC, es decir,

jo) c < Rc’ y NP = NC + ND. ND es el ndmero de rayos gque no

N

interceptan al ndcleo y se eligen tangentes a las superficies

esféricas definidas por la grilla de radios, es decir, Pices = Rc =
+

R = T ; = r = K.

w’  Pucas ND-1” 7 Py 1

Observemos que la interseccién de <cada rayo p. con las
3

superficies esféricas definidas por cada radio origina una grilla en
2 2.1/2
0

z y en 7, tal que, z = (RW - p) > Z > e zNI Y Tl =

< T
. 2
< 13 < ... < TNI; donde NI, = ND si j s NC, y NI = ND + NC + 1 - J
i 3 3
b}

si NC < j s NP. Por lo tanto, cada rayo genera una discretizacién

diferente para z y 7 (figura A.l).
Las frecuencias también definen una grilla en orden de valores

decrecientes a la que identificamos con el indice k =1, 2, ..., NF;
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Figura A1
Parametros de Impacto

p =ND
p=]
p =NC
p=0



es decir, v > Vv >...> Vv .
1 2 NF
Tanto para la discretizacidén en profundidad como en frecuencia
nos referimos a puntos intermedios ficticios de la grilla
introduciendo + 1/2 a los indices de la red. Asi, sobre un rayo

dado, p. , definimos:
b

1
Xk,dtl/Z = T [ X(Vk, Zdi’l) + X<Vk, Zd)J (A.Z)
Tk,d+1/2 = Xk,d+1/2 (Zd h zd+1) (A.3)
A = ( - .
Tk,d—l/z Xk,d-l/Z zd-l Zd) (A.4)
1
A = — (A A A,
Y Tk,d > ( 7.k,ci+1/2 * Tk,d-l/z) ( 5)

La intensidad media J, promediada sobre todas las frecuencias de
la linea, es una cantidad que depende sélo de 1la variable r
(ecuacidén 3.10), pero sobre cada rayo p puede expresarse Como una
funcidén de z. En nuestro esquema de trabajo, las integrales son

reemplazadas por sumatorias, entonces J puede escribirse como

N
Iz ) =Z W z a/(z) 8lvz) Ul p.z) (A.6)

donde {Wk} vy {aj(zd)} son los pesos de cuadratura en frecuencia y
dngulo, respectivamente, y NRd = NC + ND + 1 - d.

Estamos ahora en condiciones de escribir las ecuaciones
diferenciales (3.7) vy (3.8) como un sistema de ecuaciones de
diferencias finitas para cada rayo p. Este sistema viene dado

por:
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k d+1 K d
= V(Vk,z
AT d+1/2
k d+1/2
Yk,d+1/2
+ — V(v ,2z - viv. -, .
) ( ( k d+1/2) ( k-1 zd+1/2)) (A.7)
k-1/2
Y
v z -Vi(v .,z )
k d+1/2 k d-1/2
=" U(v ,z ) - 8S(v ,z)
k' T4
AT
k,d
Yk,d
+ (U(V z) - Uy 2z )),
k k-1' " 4d
Ay
k-1/2
sid=2, ..., NI -1, (A.8)
donde Av = v - v,
k-1/2 k-1 k
a
d+1/2
_ _ 2 B 2
Yk,d+1/z B c [ H a2 d+1/2 d+1/2]
d+1/2 Xk,d+1/2
o
d
2 2
= 1 -
Y Ve a r [ Byt Bk d]
d Xk,d
Las cantidades «, B, r, y u con subindices d 6 d+1/2 son
simplemente cantidades evaluadas en zd e} zdl/z. Es interesante
+

destacar que el promedio simétrico U estd definido sobre los puntos
de la red, mientras que V estd definida en puntos intermedios de la

misma.

Despejando V(v , ) de la ecuacidn (A.7) tenemos que

z
k d+1/2
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’

¢}
k-1/2,d+1/2
V(v 2
k-1 d+1/2

1 +9
k-1/2,d+1/2

)AT
k,d+1/2
(A.9)

V(Vk'zd 1/2)
¥ (1406
k-1/2,d+1/2

Yk,d+1/2

donde )
k-1/2,d+1/2
Ay
k-1/2
) al reemplazar
d-1/2

Una expresidén similar se encuentra para V(Vk,Z
ecuacién andloga deducida para

en (A.9) d por d-1.
su
) de (A.8). Asi,

La ecuacién (A.9) junto a
V(v ,z ) se utilizan para eliminar V(v ,z
k d-1/2 k d+1/2
se llega a un sistema de ecuaciones en diferencias finitas de
segundo orden,
U(v ,z )
k'~ d+1 1
- U(Vk,zd)
(1L + 0 AT (L + 96 ) AT
k-1/2,d+1/2 k,d+1/2 k-1/2,d+1/2 k,d+1/2
U(v ,z
1 ( k d-1) 1
+ +
(L + 6 ) AT (L + ¢ T T
k-1/2,d-1/2 k,d-1/2 k-1/2,d-1/2 k,d-1/2 k,d
= (1 + 95 ) U(v ,z) - S(v ,z) - 'z )
k-1/2,d 3 k-1/2,d k-1 d
o v 4 3 Vv , 2z
k-1/2,d-1/2 k-1 d-1/2 k-1/2,d+1/2 k-1 d+1/2 1
+ - 7
1+ 6 1 +90 AT
k-1/2,d4-1/2 k-1/2,d+1/2 k,d
si d=2, 3, ... , NI-1; )% k =2, 3, , NF. (A.10)
Esta expresidn tiene la forma de una ecuacidén con una derivada
espacial de segundo orden y una derivada de primer orden respecto a
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la frecuencia. El lado izquierdo de la ecuacién (A.10) contiene a U
en tres puntos sucesivos de profundidad a la misma frecuencia,
mientras que en el miembro de la derecha, las variables

viv ,z ) 'y U{v ,z) pueden ser eliminadas frecuencia a
k-1 d+1/2 k-1 d

frecuencia en términos de J.

Completamos el sistema de ecuaciones con las expresiones

correspondientes a las condiciones de contorno.

En la superficie exterior r = R, las férmulas de diferencias
finitas de primer orden asociadas con las ecuaciones (3.11), para

cada pardmetro de impacto p., son de la forma
3

= (1 + 0 ) O(v ,2z) - & U(v .z )
k-1/2,1 k' 1 k-1/2,1 k-1 1

T
k,3/2
(A.11)

La condicién de contorno interior estéd identificada por puntos de

la red en z En esta ocacidén recordemos que debemos distinguir dos
NI

casos:
a) los rayos que no interceptan la superficie de radio RC. En este

caso se requieren férmulas de diferencias finitas de segundo orden

para disminuir los errores de truncamiento. Estas férmulas pueden

obtenerse de la ecuacidén (A.10) exigiendo que:

U(v ,z ) = U(v ,z ) 0% Vv ,z ) = - V(v ,z ).
V' NI+l V' NI-1 Y NI+1i ¥  NI-1
Entonces,
U(v ,2 ) - U(v ,z ) 1o} vy , 2
k NI v NI-1 k-1/2,NI1-1/2 k-1 NI-1/2
(1L + 6 ) AT 1+ 6
k-1/2,NI-1/2 k,NI-1/2 k-1/2,NI-1/2
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+ — AT {S(V ,Z ) - (1 + & JU(v ,z ) + U(v ,z )]
k,NI-1/2 k NI k-1/2,NI k NI k-1/2,NI k-1 NI

si j > NC (A.12)

b) para j s NC sustituimos la condicidén de contorno (3.14) en (3.7);

luego, su correspondiente expresidn en diferencias finitas es

2 2.1/2

U(Vk'ZNI) B U(VV'ZNI-1) (Rc pj ) dBV
= — 1 x{(v ,z )
k-1/2,NI k' TN

T R x(v ,z ) dr

k,NI-1/2 c k
1 1
X(Vk'zNI) X(yk-llzNI)
si j = NC (A.13)

A.2 ESQUEMA DE ELIMINACION

El sistema de ecuaciones en diferencias finitas se resuelve
utilizando el mé&todo de Mihalas, Kunasz y Hummer (1975), basadoc en
el esquema de eliminaciédn propuesto por Rybicki (1971). En este

discretizadas, U{(v ,p .,z ) v V(v ,p .,z ), se
kT %a k'3 7a

esguema, las variables
organizan en vectores que especifican la variacidén de dichas
variables con 1la profundidad a lo largo de un rayo y para una

determinada frecuencia. Estos vectores se denotan de la siguiente

manera,
U0 = .D., . ., U(v ,p.,2
k.3 (U(Vk pj zl) ( . pj . ))
W = |V , . , , V(v , , Z

Y k., 3 ( (v N z,) ( k' P LNIl)
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Los elementos de cada vector fueron ordenados con el indice 4; vy
por lo tanto, el tamafio del vector dependerd del pardmetro de
impacto seleccionado. Notese que NI varia para cada rayo de la

siguiente manera:

NI = ND si j s NC,

NI ND + NC + 1 - j si NC < j s NP.

An&dlogamente, definimos un vector que guarda los valores

discretizados de J para cada profundidad,

El sistema de ecuaciones de segundo orden (A.10) vy 1las
condiciones de contorno (A.11), (A.12) y (A.13) se sintetizan con la

siguiente notacidén matricial

T O +R O +35 ¥ +W J=12 , (A.14)

donde T es una matriz tridiagonal de NI«NI, R y W son matrices
diagonales de dimensidén NIxNI, $ es wuna matriz de NIx(NI-1)
compuesta por una matriz bidiagonal superior de dimensidén
(NI-1)x(NI-1) y una fila de elementos nulos, y X es un vector de
dimensidén NI.

Las expresiones para los elementos de estas matrices, como asi
también para las componentes del vector X, fueron dadas por Mihalas,
Kunasz y Hummer (1975, Apéndice C).

La ecuacién (A.9) también tiene su representacidén matricial,

v =6 O +H V (A.15)
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donde G es una matriz bi-diagonal superior de [(NI-1)xNI] y H es una
matriz diagonal de dimensidén [(NI-1)x(NI-1)].

La relacién (A.6) que define a J puede ser escrita de la forma
ZIF,[D,-[]CD=0, (A.16)
k.j

donde 0 es la matriz identidad y F tiene dimensién NDxNI.

Para resolver el sistema de ecuaciones (A.14) y (A.1l5), se elige
un pardmetro de impacto (pj), y sobre dicho parémetro comenzamos a
integrar frecuencia por frecuencia a partir de un valor inicial. En

el capitulo 3, establecimos como condicidén inicial que aU/OVIV = 0,
1

donde v, es el mdximo valor de v dentro del perfil de linea. Luego,
el campo de radiacién, U(vl,p,d) se obtiene resolviendo la ecuacidén
de transporte para la radiacién del continuo (ecuacién 3.15). Las
ecuaciones de diferencias finitas correspondientes al sistema de
ecuaciones (3.15) se obtiene al imponer élﬁ,d = 0 en las

expresiones (A.9) y (A.10). Como consecuencia, en las expresiones

(A.14) y (A.15), para k = 1, se tiene que

Asi, de (A.1l4) podemos despejar

0 =T (X% -W 3 =4 -B J (A.17)
1,3 1.3 1,3 i,3 1,j 1,3

y de (A.15),

vV =6 0 =6 (A -B I =C¢C -D J (A.18)
1,3 1,5 1.3 1.3 1,3 1,3 1,3 1,3

Luego, si despejamos Uk, de (A.14), para k = 2, obtenemos
3
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reemplazando por (A.17) y (A.18) tenemos que

O =A& -B J,
2,] 2,3 2,3
donde A =T7T' (% -R A -s € )
2,3 2,3 2,3 2,3 1,3 2,3 1,3
y B =T' W -R B -5 D )
2,3 2,] 2,3 2,3 1,3 2,3 1.3

Andlogamente, se deduce una expresidn para Wz_,
2,3 2,3 2,3 2,5 1.3
entonces,

2,3 2,3 2,3 2,3 2,3 1.3 1,3

lo gque equivale,

v =¢ -D J,
2,3 2,3 2,3
donde C =G ) + H C
2,3 2,3 2.3 2,3 1.3
D =G B + H D
2,3 2,3 2,3 2,3 1,3

repitiendo este procedimiento sucesivamente, para un valor

arbitrario, tenemos
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k,3 k,3 k,3
(A.19)
v =¢ -D J
Y k,j k,J k,j
donde A =T' (% -R A& -s &
k,3 k.3 k.J k,3J k-1,3 k,3 k-1,3
B =T' (W -R B -S D )
k.J k,j k.3 k,j k-1,3 k,j k-1,j
(A.20)
(I-: = G E« + ﬂ"l ‘]—:
k,Jj k, 3 k.3 k.3 k-1,3
vy D =G B + H D
k,3 k,Jj k.3 k,j k-1,3
ﬂk. v @k. son vectores de dimensién NI y NI-1, respectivamente.
)] +]
Bk. Dk_ son matrices completas de dimensién NINI vy
0] ]
(NI-1)xNI, respectivamente.
Los vectores y las matrices definidos en (A.20) se calculan para
todos los valores de k, dando un valor fijo a Jj por vez.
Evidentemente, la mayor parte del tiempo de céalculo que emplea
este método se consume en realizar estas operaciones, pues es

proporcional al nidmero de multiplicaciones que realiza,

viene dado, aproximadamente por

NP

NF Y (NI)? = NF (NC + 1/3 ND) ND® &
]

j=1

(generalmente NC < ND).

Una vez calculados todos los elementos del sistema (A.20),

un determinado par&metro de impacto,

sustituir para cada frecuencia

en la ecuacidén (A.1ld
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Z P Ay = (Z{Fk,j By * 1) 3, (A.21)

lo que conduce a un sistema de NDxND elementos para J. Los elementos
de J pueden evaluarse directamente, pues A, B y F son conocidos. Una
vez determinadas las componentes del vector J, podemos calcular U y
V mediante la relacidén (A.19) y la funcidén fuente (ecuacidén 3.9).
Asi, obtenemos una solucidn éompleta del campo de radiacidén en el
marco de referencia no inercial.

La solucidén del sistema (A.21) requiere aproximadamente ND’
multiplicaciones.

El flujo emergente, en el marco de referencia del observador, se

obtiene con un método que es independiente de este procedimiento.

A.3 SOLUCION DE LA ECUACION DE TRANSPORTE PARA EL CONTINUO

La solucién de la ecuacidén de transporte para la radiacidén del
continuo se realiza de la misma manera como se procedid para una
linea. Se obtiene una expresién similar a la ecuacién (A.17),

excepto que J es igual a &c'

La solucién que se obtiene para cada rayo es reemplazada en una

ecuacidén similar a (A.16)

pero, en este caso, la sumatoria se extiende sélo sobre el indice j.
El ndmero de operaciones que se requiere para este cdlculo es del

orden de ND3/3.

106



APENDICE B ECUACION DE TRANSPORTE PARA LOS MOMENTOS DEL

CAMPO DE RACIACION

B.1l ECUACIONES DE DIFIENCIAS FINITAS

En este apéndice detallamos las ecuaciones de diferencias finitas
correspondientes a las ecuaciones de transporte para los momentos
del campo de radiacién. Para construir estas ecuaciones,
discretizamos todas las variables sobre la red finita de puntos que
se especificd en el apéndice A. Dado que 1la formulacidén de los
momentos del campo de radiacién elimina 1la informacidén angular,
consideramos solamente la red de puntos de frecuencia y de
profundidad. La grilla de profundidad se identifica con un indice d
= 1,2,...,ND, el cual crece para radios menores; la grilla de
frecuencia, identificada con un indice k = 1,2,..., NF, ordena a las
frecuencias de mayor a menor.

Escribimos 1la ecuacién diferencial (3.24) como un sistema de

ecuaciones de diferencias finitas,

2 2
b q r J - £ q r J
k,d+1 “k,d+1 d+1 k,d+1 k,d “k,d d k.,d
+
X
k,d+1/2

-
<

7 r
k-1/2,d+1/2 d+1/2
+ 1 - + H
A '{( gk—l,d+1/2 Bd+1/2gk—1,d+l/2) k-1,d+1/2
k-1/2
- (1 - + B ) = _H
{ gk,d+l/2 Pa/z gk,d+1/2 k.d«1/2| = Tds1/2  k,d+1/2 ,
(B.1)
para k = 2, , NK y d = 2, , ND - 1,
1
donde AX = — + r -r ,
© k.d+1/2 2 (qjc,d+l Xk,d+1 qk,d Xk,d)( d d+1)
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r =1/2 |r +r
d+1/2 / ( d d+1)
o' = alr , = r , = v ,r ,
d+1/2 ( d+1/2) 6d+1/2 B( d+1/2) gk,d+1/2 g( k d+1/2)
= ,
Yk-l/z,d+1/2 d+1/2/xk—1/2,d+1/2
1
= — | + + + .
Y Xk-l/z,d+1/2 4 Xk,d+1 Xk,d Xk-l,d+1 Xk-l,d)
Despejamos de /2 de la ecuacidén (B.1l) y multiplicamos por
, d+1
2 s .
rd]Jz, con lo que obtenemos una relacién de recurrencia para H
+
respecto de la frecuencia, en términos de Jkdl Y Jkd.
. d+ '
2 2
(o} r J - £ q r J
k,d+1 k,d+1 d+1 k,d+1 k,d k,d d k,d

2
r H
d+1/2 k,d+1/2

(1L + w ) aX
k,k,d+1/2 k,d+1/2

[V
k,k-1,d+1/2
2

r
d+1/2 k-1,d+1/2

* wk k,d+1/2
st (B.2)

Yk-1/2,d+l/2

donde w = — (l - + )
K,1,d+1/2 g ,d+1/2 'Bd+1/2 gl,d+1/2 !

Av
k-1/2

y 1 s k.

Para cada rd , resolvemos la ecuacidén (B.2) usando la condicidn
+1/2

inicial para la frecuencia. Esta condicién establece que dI/dv = 0

si v =2 v, lo que implica
1

= B . B.3
1/2,d+1/2 Y wi,k,d+1/2 0 ( )

Il
o

Y
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Luego, al sustituir estas condiciones en (B.2) obtenemos una

expresidén para H en funcién de J y J . Por
1,d+1/2 1,d 1,d+1
aplicaciones sucesivas de la relacidén de recurrencia (B.2), a partir

de H , tenemos una expresidén para cada H ,
1,d+1/2 k,d+1/2

k 2 2
£ q r J - £ qk r dJ
k',d+1 k’,d+1 d+1 k’,d+1 k',d k’,d d k’',d
2
Ty /de/=}qlkkd/ !
+1/2 ,d+1/2 Jkt,d+1/2
AX
. k', d+1/2
A
(B.4)
k 18]
1 1,1-1,d+1/2
donde ¥ = ” _—
k,k’,d+1/2
1 0] + W
k,k,d+1/2 1,1,d+1/2
l=k'+1

Notar que cuando k = k’ la productoria es igual a la unidad.

Escribimos, ahora, las ecuaciones de diferencias finitas

correspondientes a la ecuacién (3.23),

qk,d Yk-l/z,d
2 2
(rd k,d+1/ T Ty /2 kdl/z) [(1 B fk1d+
1/2 , 2 -1 ,d- -1,
AX +/ * Av
k,d k-1/2
2 2 2
Ba fk-l,d) d Jk-l,d ) (l B fk,d Bdfk,d) d Jk,d] = Ty (Jk,d- Sk,d)’
(B.5)
donde S]c 4 es de la forma,
s = z R J + €
k,d k', k,d k'.,d k,d.
k’
Si usamos las ecuaciones (B.4) para eliminar Hk ds1/2 de 1la

ecuacién (B.5), obtenemos una expresidn para J,
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k,k',d+1/2
2

k’,d+1/2

(£ r’ g £ g )
k',d+1qi',d+1 d+1 k‘,d+1 k’,qu‘,d d k', d

k=1 k’,d-1/2
=r (1 1 ) - S - ),
k.k,d/ k,d k,d k. k-1,d k-1,4d
Yk-l/z,d
donde m = — (1 - £ + 0 £ )
k,1,d 1,d 1,4
k-1/2
Para completar el sistema, necesitamos establecer

correspondientes condiciones iniciales y de contorno.

Nuevamente,

implica que

En la superficie exterior, donde xk = 0,

factores de Eddington auxiliares hk Y nk (§ 3.6),

definidos en términos de la radiacidn emergente,

pues I(v,u,R)

si p < 0, entonces:
1 1
L] = I ’ ’ I ' 7
hk Hk‘l/Jk’1 J (Vk W,R) p dp / J (Vk 4,R) dp
0 [o]
1 1
3
= = , U, I , 4, R) du.
Y n Nm1/Jm1 j I(Vk u,R) up du / I (Vk L,R) du

0 0

Empleando estas cantidades,

110

escribimos la ecuacién (B.l) para d

(B.6)

las

la condicién inicial para la frecuencia del ala azul,

hemos introducido dos
los cuales estén

= 0

1,



r J £ r J
k,qu,Z 2 k, 2 k,lqk,l 1 k,1

2
=r [(h + 0 )J -8 J }
1 k k,k, 1/ k,1 k,k-1,1 k-1,1

X
k,3/2
(B.7)
Yk-l/Z,l
donde 6k,L1 = V (hl - n + ﬁl nl),
k-1/2
Yk-1/2,l = O{(rl)/ Xk-1/2,1
1
Y Xk-l/z,l = 2 (Xk-l,l * Xk-l,l) :

Nuevamente, empleando la condicion inicial para 1la frecuencia

tenemos que

La condicidén de contorno en el borde interior establece que en
las capas m&s profundas de la atmdédsfera la velocidad es

esencialmente nula. Entonces, vale la aproximacidén de difusidn,

que puede escribirse en forma discreta para d = ND como

2 2

2
q r J - £ q r J r
k,ND "k, ND ND k, ND k,ND-1 "k,ND-1 ND-1 k,ND-1 ND

0B (v )
k

3x Jr ND
k,ND-1/2 k, ND

(B.8)



Dado que esta condicidén de contorno es de primer orden, Ssu uso
requiere de una red de puntos que presente un paso mds pequefio, de

manera tal que Axk ND-1/2 sea suficientemente pequefio.

B.2 ESQUEMA DE ELIMINACION

Las variables discretizadas correspondientes a 1la intensidad

media se organizan en un vector,

J = (g , ). d=1 2, ..., ND,

J 0, J
d 1,d 2,d NF,d
que indica la variacidén en frecuencia de J para una determinada

profundidad.
Las ecuaciones (B.6), (B.7) y (B.8) pueden expresarse en la forma

tipica del método de Feautrier,
-AJ +BJ -C J =L d =1, 2, ..., ND.
d d d d

donde Bd es una matriz completa, y ﬂd Yy Cd son matrices triangulares
inferior, todas ellas tienen dimensidén (NFxNF).
De esta manera, empleando el método de Freautrier, obtenemos

J . Luego, calculamos S}cd para todas las frecuencias y todas las

' .

profundidades.

Una vez determinada la funcidén fuente, podemos evaluar el campo
de radiacién frecuencia a frecuencia comenzando en Vo empleando la
solucidén formal de la ecuacidn de transporte para cada rayo.

Las condiciones de contorno espaciales conducen a que Al =0 vy

C = 0.
D
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