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Resumen
En 1993 C. Bennet, G. Brassard, C. Crepeau, R. Jozsa, A. Peresy W. Wootters[1] sugirieron un algoritmo cuántico capaz

de teleportar el estado desconocido de un qubit haciendo usode un estado de Bell. Utilizando dicho algoritmo, la
teleportación de los estados de 2 o más qubits debe hacerse dea uno por vez. El problema surge cuando se quiere

teleportar un estado cuántico de N-qubits que estén entangled, pues separarlos para viabilizar la teleportación implicaría
perder dicha propiedad.

El objetivo del presente trabajo es realizar una generalización del algoritmo de teleportación que sea capaz de teleportar

los estados de N-qubits en forma simultánea. Para ello se propone un estado entangled análogo a un estado de Bell de

2N-qubits.

Nota: Se han suprimido las demostraciones a todo lo propuesto en este trabajo por cuestiones de espacio. Esas

demostraciones puodrán ser vistas en la publicación de las próximas JAIIO2.

1. Introducción

1.1. El qubit

En el modelo cuántico de computación la unidad de información básica es elqubit o bit cuántico.
Un qubit puede estar en dos estados distintos que se denotan|0〉 y |1〉 respectivamente o en estados
intermedios, es decir, en estados que son combinación lineal de los estados|0〉 y |1〉.

Entonces un qubit es un vector de un espacio vectorial generado por los dos estados, es decir, es
un vector deV = L{|0〉, |1〉}. Según la Mecánica Cuántica[2]V es un espacio de Hilbert complejo
en el queB = {|0〉, |1〉} es una base ortonormal y los estados son vectores unitarios[3].

Entonces un qubit puede estar en cualquier estadoψ = a|0〉+b|1〉 tal quea, b ∈ C y |a|2+|b|2 = 1.
Los coeficientesa y b se denominan amplitudes.

1.2. Algoritmos cuánticos

En el modelo cuántico de computación un algoritmo es un mecanismo para manipular n-qbits.
Uno de los posibles mecanismos para hacerlo es medir qubits.

Al medir un qubitψ = a|0〉 + b|1〉, éste toma el valor|0〉 con probabilidad|a|2 y el valor|1〉 con
probabilidad|b|2.

El otro mecanismo consiste en transformar un estado inicialψ1 en su correspondiente estado final
ψ2. Si llamamosU a la función deVn 7→ Vn tal queUψ1 = ψ2 entonces el segundo mecanismo
consiste en aplicar la funciónU . La aplicaciónU transforma estados en estados, es decir, conserva
la norma y, según los postulados de la Mecánica Cuántica, es lineal. Por tanto,U sólo puede ser una
transformación unitaria.

1janus@rtfm.org.ar
2http://www.cerider.edu.ar/jaiio34
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En general se escribe una transformación como una secuenciade transformaciones unitarias ele-
mentales que se denominancompuertas cuánticas.

Las compuertas cuánticas más importantes, por su utilidad en el diseño de algoritmos, son las
siguientes:

La transformaciónH de Hadamard:
H|0〉 = 1

√

2
(|0〉 + |1〉)

H|1〉 = 1
√

2
(|0〉 − |1〉) donde:H =

1√
2

(

1 1
1 −1

)

La identidadI:
I|0〉 = |0〉
I|1〉 = |1〉 donde:I =

(

1 0
0 1

)

La negaciónX:
X|0〉 = |1〉
X|1〉 = |0〉 donde:X =

(

0 1
1 0

)

El cambio de faseZ:
X|0〉 = |0〉
X|1〉 = −|1〉 donde:Z =

(

1 0
0 −1

)

La Controlled-NotCNOT :
CNOT |0x〉 = |0x〉

CNOT |1x〉 = |1〉 ⊗X|x〉 donde:CNOT =

(

I 0
0 X

)

1.3. Teleportación de 1 qubit

El estado de Bell[4]β00 = 1
√

2
(|00〉 + |11〉) es un estado de 2 qubits entangled3 y se construye a

partir del siguiente algoritmo

|00〉 H(1)
−→

1√
2
(|00〉 + |10〉) CNOT(1,2)

−→
1√
2
(|00〉 + |11〉)

La teleportación surge de aplicarle ciertas compuertas cuánticas al qubit a teleportar (ψ) y al
primero deβ00, para conseguir que para cada uno de los posibles resultadosde la medición de los
dos primeros qubits, el tercero quede en un estado que es una combinación de compuertasX y Z del
estadoψ original.

Veamos un poco este algoritmo

ψ ⊗ β00 = (α|0〉 + β|1〉) 1√
2
(|00〉 + |11〉) =

1√
2
(α(|000〉 + |011〉) + β(|100〉 + |111〉))

CNOT(1,2)

−→ 1√
2
(α(|000〉 + |011〉) + β(|110〉 + |101〉))

3Enredados en forma coherente
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H(1)

−→ 1

2
(α(|0〉 + |1〉)(|00〉+ |11〉) + β(|0〉 − |1〉)(|10〉+ |01〉))

=
1

2
(|00〉(α|0〉+ β|1〉) + |01〉(α|1〉+ β|0〉) + |10〉(α|0〉 − β|1〉) + |11〉(α|1〉 − β|0〉))

Haciendo un pequeño abuso de notación, esta última expresión se puede escribir

1

2
(|00〉ψ + |01〉Xψ + |10〉Zψ + |11〉XZψ)

y de esta manera se puede apreciar que si el resultado de una medición sobre los dos primeros qubits
es|00〉 el tercer qubit esψ. Con un resultado de|01〉 el tercero resultaXψ, con|10〉,Zψ; y por último,
con una medición|11〉 el tercero queda definido enXZψ. Por lo tanto, realizando una medición sobre
los dos primeros qubits, el tercero queda en un estado que se puede volver a transformar en el estado
ψ original por medio de compuertasX y Z.

2. Definiciones y resultados previos

2.1. Notaciónk̆n

Para generalizar la teleportación a sistemas de n-qubits esnecesario construir una notación que
permita manipular cualquier número de qubits en forma práctica. Entonces definimos:

k̆n ∀k ∈ N es la representación binaria conn bits del númerok.

2.2. El estadoβn

00

Primero se necesitará un estado entangled análogo al estadode Bell, sólo que con más de 2n
qubits, ya que 2n son los que se llevará Bob y el resto son los que trabajará Alice4 junto con el estado
ψ a teleportar.

Prestando atención a la teleportación de un qubit, se ve que el estado de Bellβ00 tiene todos
los posibles valores de un qubit definido, repetido dos veces; esto es:|00〉, |11〉, ya que los valores
posibles definidos en un qubit son0 y 1. Esto es útil para lograr que cualquier combinación lineal de
la base del espacio de HilbertC2 sea teleportada puesto que sólo el último qubit es el que estáen el
lugar a donde se teleportaráψ. Por lo tanto, aquí se hará lo mismo: se crea un estado que sea todos
los valores posibles definidos de n qubits repetidos 2 veces,o sea:|j̆nj̆n〉 j = 1 . . . 2n − 1, obteniendo
así el estado:

βn
00

=
1√
2n

2n
−1
∑

i=0

|̆inĭn〉

y se genera a partir del siguiente algoritmo:

|0̆n0̆n〉
H(1,. . .,n)

−→
1√
2

2
n
−1
∑

i=0

|̆in0̆n〉
CNOT (k,n+k)

k=1,. . . ,n

−→

1√
2

2
n
−1
∑

i=0

|̆inĭn〉 = βn
00

Lema 1 βn
00

es un estado en entanglement del espacio de HilbertC
2n

4En la Teoría Cuántica “Alice” representa al que envía un mensaje y “Bob” al que lo recibe.
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2.3. Delta de Iverson

2.3.1. Notación de Iverson[5]

Seap una propiedad, entonces:

[p] =

{

1 si p
0 si ¬p

2.3.2. Delta de Iverson

Definimos con el nombre deDelta de Iversona:

δ̈i,k = [k tiene cantidad impar de bits en1
en los lugares de los bits en1 dei]

= [(k AND i) tiene cantidad impar de bits en1]

Lema 2

(−1)δ̈2i+1,2k+1 = (−1)δ̈i,k(−1) (1)

(−1)δ̈2i+1,2k = (−1)δ̈i,k (2)

(−1)δ̈2i,2k+1 = (−1)δ̈i,k (3)

(−1)δ̈2i,2k = (−1)δ̈i,k (4)

3. Algoritmo de teleportación

Sea el estado a teleportar:

ψn =

2n
−1
∑

i=0

αi|̆in〉

entonces

ψn ⊗ βn
00

=
1√
2n

(

2
n
−1
∑

i=0

αi|̆in〉
)(

2
n
−1
∑

j=0

|j̆nj̆n〉
)

=
1√
2n

2
n
−1
∑

i=0

(

αi

2
n
−1
∑

j=0

|̆inj̆nj̆n〉
)

Teorema 1 Sea el siguiente algoritmo:

CNOT(k, n+ k), k = 1, . . . , n

H(1, . . . , n)

Medición sobre los primeros2n qubits

Luego de esto, Bob obtiene sus n-qubits en una combinación deXs yZs del estadoψn.
DE M O S T R A C I Ó N

ψn ⊗ βn
00

=
1√
2n

2
n
−1
∑

i=0

αi|̆in〉
2

n
−1
∑

j=0

|j̆nj̆n〉
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CNOT(k,n+k)
k=1,...,n

−→

1√
2n

2
n
−1
∑

i=0

αi|̆in〉
2

n
−1
∑

j=0

| ˘(j XOR i)nj̆n〉

H(1, . . . , n)
−→

1√
2n

[

1√
2n

2n
−1
∑

i=0

αi

2n
−1
∑

k=0

(−1)δ̈i,k |k̆n〉
2n

−1
∑

j=0

|( ˘j XOR i)nj̆n〉
]

=
1

2n

2n
−1
∑

i=0

2n
−1
∑

j=0

2n
−1
∑

k=0

|k̆n
˘(j XOR i)n〉(−1)δ̈i,kαi|j̆n〉

Teorema 2
1

2n

2n
−1
∑

i=0

2n
−1
∑

j=0

2n
−1
∑

k=0

|k̆n
˘(j XOR i)n〉(−1)δ̈i,kαi|j̆n〉

=
1

2n

1
∑

a1=0

· · ·
1
∑

a2n=0

|a1 . . . a2n〉
(

an+1
⊗

k=a2n

Xk

)(

a1
⊗

k=an

Zk

)

ψn
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