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INTRODUCCION

Las aproximaciones autoconsistentes de campo medio
constituyen una de las mas importantes herramientas tecricas para
tratar el problema cuantico de muchos cuerpos, proporcionandao una
descripcién y un punto de partida apropiados para desarrollos mas
complejos.

Dentro de este contexto, el objetivo de esta tesis es
extender y analizar las teorias cuanticas de campo medio, tanto
estaticas como dinémicas, en base a consideraciones de caracter
estadfstico, situandolas de este modo dentro de un marco  mas
amplio y flexible que el usual.

LLa idea central que nos anima es la de basar 1la descripcién
de un sistema en wun conjunto particular de observables,
considerados relevantes para el fenomeno en estudio. Este modo de
descripcién es impulsado por la complejidad del problema cuantico
de muchos cuerpos, y ademés, en ciertos casos por la necesidad .de
preservar solo la informacion significativa acerca del sistema.

De este modo, se enfoca la atencion sobre un subconjunto de
variables, descartando las muchas otras restantes por medio de un
adecuado esquema aproximado. Las teorias usuales de campo medio
constituyen aquél caso especial de nuéstro tratamiento en el que
el conjunto de observables relevantes se encuentra formado por
operadores de un cuerpo.

A tales efectos, se desarrolla un formalismo general
apropiado que permite abordar este tipo de extension. Se examinan
en profundidad diversos tipos de situaciones especfficas,

abarcando situaciones de equilibrio (Cap. I-IV), como asi tambien



problemas dependientes del tiempo (Cap. V-VI).

La Tesis se encuentra basada en los trabajos 1-2, 5-7,

utilizéndose también herramientas desarrolladas en los trabajos

3-4.
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CAPITULD I

FORMALISMO GENERAL ESTADISTICO




INTRODUCCION

En este capftulo comenzaremos con la descripcién estadistica
Jeneralizada de un sistema cuantico arbitrario, basada en 1los
lineamientos de la Teoria de la Informacion®™®. Tal formulacion
incluye la descripcién usual de sistemas en equilibrio‘, pero es
en realidad mucho mas amplia. El1 formalismo es apto para tratar

sistemas arbitrariamente lejos del equilibrio Yy procesos

. . 5-7 . .
irreversibles s Y provee un camino apropiado para el paso de

. . . ’ . rd . . ’
descripciones microscopicas a macroscopicas generales . Ademas,
. . ’ . ’ -
permite extender conceptos termodinamicos vy tecnicas de la
’ ’,
mecanica estadistica a sistemas finitos, 1lo que lo hace

especialmente apto para sistemas y modelos nucleares.

Dentro de este contexta, se resumen en las tres primeras
secciones las caracteristicas basicas de esta descripcién
estadistica. Se consideran los aspectos estéticos, dejéndose para
el capftulo V los relacionados con la evolucion temporal.

Finalmente se introduce en la seccion 4 la aproximacién
autoconsistente generalizada, que permite una descripcién
aproximada basada en un conjunto particular arbitrario de
observables. Tal aproximacién constituye la generalizacién de las
aproximaciones de campo mgdio a temperatura finita’do, a

operadores densidad arbitrarios y a un contexto estadistico

completamente general.



I.1 DESCRIPCION ESTADISTICA DE UN SISTEMA CUANTICO

Consideremos un sistema cuantico caracterizado por un
conjuntao completo de abservables linealmente independientes
{Gi, i=1,...4n}. El conjunto es completo en el sentido de que
cualquier observable del sistema puede ser expresado como
combinacion lineal de los 8.. El estado estadistico del sistema

|

”~
queda completamente caracterizado por el operador densidad p

(11amado tambien operador estadfstico)d, el cual juega el rol de

’ ’ \
‘~22i~»91§tcibacfﬂﬂ‘ de probabilidad en la wmecanica estadistica

’ ”~
cuantica. El valor medio Di de cualquier observable Di queda

determinado por p:

0 =<0.>
i i

N~ A
= Trip Di] ’ (I.1.1)

donde la traza se efectﬁa sobre todo el conjunto de estados

41

accesibles® . El operador estadistico predice entonces los valores

de expectacién de todos 1los observables del sistema. Es un
operador hermitico (de modo que Di sea real si Di es hermftico)

que supondremos normalizados

/ A_', ”~
P = P s
<I> = Tripl = 1, (1.1.2)
donde 1 denota 1la identidad en el espacio de Hilbert

correspondiente. Si denotamos con {|1>, 1=1,...,2 una base

completa ortonormal de estados cuanticos del sistema,



I =7 [1><1] (1.1.3)
1

(de aquf en més, las sumas sobre un subindice se realizan sobre
todo los valores posibles de éste, ano ser que se indique 1lo
contrario). Eligiendo la base como aquella formada por los

autoestados de p, podemos escribir

p=F I1>p<1l, o©O=p =1, (1.1.4)
1

donde el conjunto de autovalores {pl, 1=1,...,Q%, representa 1la

distribucion de probabilidad asociada a p. Por lo tanto, §, Py = 1.
1

De este modo, el valor medio (I.1.1) puede expresarse en la forma

de un doble promedio:

0, = i:(l 1o, 11>p, . (I.1.5)

La entropia o falta de informacion®”® asociada a p se define
como (asumiremos de aqu{ en mas kﬁ = 1, donde kﬂ es la constante

de Boltzmann)

S(p) —~<1ln(p)>

= -Trlp 1n(p) 1

= -¥ plln(pl) . (I.1.6)
1

y es una magnitud que juega un rol fundamental en todo tratamiento
estadistico. Estados puros corresponden a S = 0 y operadores

densidad idempotentes

o = |k><Kk] (1.1.7)



donde pk=1 para el estado “ocupado’ k>, vy p1=0 si 1=k. En
cualquier otro caso, S(;) > 0, adquiriendo su valor maximo para
una distribucion equiprobable Py=P v k,1. La entropfa mide pues
la falta de informacion relativa a un estado puro, en el cual las
predicciones (valores medios) y distribuciones de probabilidad son
lo mas precisas y agudas posibles en la descripcién cuantica.

El conocimiento de todos los valores medios Oi del conjunto
completo determina algebraicamente a ;, pues el valor medio de

cualquier observable A es una funcién lineal de ellos:

A= F Cioi .

<A> = Trip Al = T c;9; - (1.1.8)
i
Como base pueden wutilizarse por €j., los operadores
*elementales’
A [ag J
le - |k><1| - Qlk L] lgk - 1,---,q- (1-1.19)

Si se desean operadores herm{ticos, pueden emplearse las partes

At ”~ ~

real e imaginaria 8’ =(Qk1+ﬂ Y72, Q=@ .-Q  )>)/2¢. Cualquier

kl 1k kl kl "1k
operador A puede escribirse en la forma A = § <k|JA|l1>}k>}<1}{. En
k,1
particular,
p=T <@, > Ik><1] , (1.1.10)

kyl

de modo que Tr[z Qlk] = <Qlk>. Los autoestados de ; pueden

obtenerse diagonalizando la matriz i = <Q

1k 1> = <klell>.



1.2 DETERMINACION DEL OPERADOR ESTADISTICO

No obstante, el praoblema fundamental de la mecanica
estadfstica constituye la descripcién de sistemas de 1los cuales
solo se posee una informacion parcial, basada en 1los valores de
expectacién de un conjunto reducido de observables
{Si, i=l,....m, MmN} {(que se suponen lin?almente independientes),
los cuales son accesibles al experimenlador. Estos observables
relevantes pueden ser operadores de muy diversa forma (por ej.
variables macroscépicas, operadores colectivos o de partfcula
independiente, etc). Dado que el conjunto es reducido y no
completo, existen muchos operadores estad{sticos que proporcionan
los mismos valores medios de 1los observables privilegiados. El

criterio utilizado en estos casos para determinar el operador

estadistico es el de méxima entropfas—‘, segﬁn el cual debe

elegirse aquél operador que ademas de proporcionar 1los valores
medios conocidos, maximice la entropfa, es decir, nuestra falta de
informacion. De este modo, este operador estadistico posee la
minima informacion posible sobre los observables de l1los cuales se
desconocen sus valores de expectacién, consistente con la
informacién conocida, na aportando por consiguiente informacién
espﬁrea.

El problema matematico consiste en maximizar S(p) con las m

restriccio 54/
r

N\E B .
/ Tre ;1=0, , i=1,...,m. (I.2.1)
o

é;> Tal procedimiento puede ser llevado a cabo introduciendo m

>
?

\ multiplicadores de Lagrange xi, i=1,.0.,0m, \ maximizando

\\\’//



libremente la funcién
o~ Py m ”~
S’(p) = S(p) + T Ai<Di> . (1.2.2)
i=1

8-4,12

El resultado es (véase también la seccién 1.3)

P m P
p = exp{ko + Eilkioi} . (I1.2.3)

’
donde Ao es una constante de normalizacion:

m Cad
A = -1n[Triexp( g:,:lxioin] . (1.2.4)

Los m parématros de Lagrange deben determinarse a partir de
las restricciones (I.2.1). La solucion (I.2.3) existe siempre y es
Unica si los valores medios conocidos son fisicamente aceptables.
(es decir, si existe al menos un operador densidad (I.1.4) que
proporcione los valores (1.2.1)). La entropfa maxima S adopta 1la

’
aexpresion

m
S=-(A_+F A0, (I1.2.5)
o . 11
i=1
y por lo tanto,
§* = -\ . . (1.2.6)

Resulta obvio que atn en el caso en que la informacion
disponible sea completa, p es tambien de 1la forma (I.2.3),
extendiendose la suma hasta n. (I.2.3) constituye en este caso 1la

expansién de ln(Z) en la base de observables,

11

”~ n ”~
ln(p) = Xo + £ A0 (1.2.7)
i=1



donde Ao puede interpretarse como el multiplicador correspondiente
al operador identidad 1 (que no ha sido escrito en (I1.2.3) 4
(I1.2.7) para abreviar la notacion). En el caso de informacion

incompleta, la prescripcién de maxima entropfa implica simplemente

P

Ai=0 para aquellos operadores Di cuyas valores medios son
desconocidos. El caso puro (I.1.7) se obtiene como limite de
(I.2.3) cuando algunos de las parémetros tienden a * o . Por ej.,

utilizando la forma diagonal (I.1.4) se abtiene ln(p) = §, A1|1><1|
1

con h1=1n(p1). En el caso (I.1.7), A, =0, A,=—w , lak.

k 1
4 4
El resultado es pues una distribucion canonica generalizada.
4
La situacion usual de equilibrio corresponde al caso en que los
,
observables Di conmutan con el hamiltoniano del sistema. Se
4
reconocen inmediatamente las distribuciones canonica Y gran

7 . 4,11
canonica .

ol exp{ko - fHY | (1.2.8)

o= expn_ - A - AN , (1.2.9)

donde a es el hamiltoniano del sistema, ﬁ el operador nimero de
partfculas y 31a inversa de 1la temperatura, que se obtienen
cuando la informacion disponible consta solo del valor medio de la
energfa (canénico), considerandose como estados accesibles solo
aquellos con el apropiado nimero de partfculas, y valores medios
de la energfa \'4 nimero de partfculas (gran-canénico). En este caso
el conocimiento del numero de partfculas se considera como un
valor medio adicional, y 1los estados accesibles no poseen un
numero fijo de partfculas.

En rigor, la traza debe realizarse solo sobre los estados



accesibles del sistema. La informacion certera de que el sistema
no se encuentra en ciertos estados implica excluir a estos de 1la
traza y del espacio de Hilbert correspondiente. Si no se posee
ninguna otra informacién, todos 1los parémetros ki se anulan,

obteniendose de este modo una distribucion del tipo microcanonico:

; = 3lk>}<k|/D , (I.2.10)

k .

i
donde D es el numero de estados accesibles k> (que suponemos
ortonormales). En este caso B es simplemente un proyector,
representando una distribucion uniforme sobre los estados
accesibles. La correspondiente entropfa S =1ln(D) es 1la maxima
posible dentro del subespacio. El caso usual es aquél en que los

estados accesibles poseen una energfa definida E.
Notemos que en lugar de maximizar 8§, es equivalente

privilegiar uno de los aobservables, por ej. 0‘, y minimizar 1la

‘energfa libre generalizada’
F(p) = S’(p)/x‘

=<0 -

2

Thike

donde pi=—ki/x‘ Y T‘ = —I/A‘, el cual se supone positivo (si es
negativo se debe abviamente maximizar F(S)). Este procedimiento es
mas comun en la literatura, vy 61 es en general el hamiltoniano del
sistema. El1 valor extremo F se obtiene para el oper ador

estadistica (I.2.3) y puede expresarse como

~ m o~
F = -Tln rl'r[exp{(D‘ - iz=zpiDi)/T‘}J] . (1.2.12)



acar que los Dbservabléf///gf//’gsa

completamente arbitrarios Jen este formalismo, y el operadar

(1.2, no es necesariamente estacionario. El1 formalismo es pues
apto para describir sistemas estéticos, Y tambien fuera del
equilibrios-7, de los cuales se posee un conocimiento incompleto
basado en los valores medios de un subconjunto arbitrario de
observables. El operador estadistico (y por 1lo tanto el estado
I

estadistico del sistema) queda determinado entonces por 1los m
parémetrus Ki (o T‘ Y yi), O bien por los m valores medios 0i (que
pueden ser considerados como parémetros de control vy orden
respectivamente) a traves de la maximizacion de la entropfa.

De este modo podemaos utilizar este operador estadistico para
predecir el valor medio de cualquier observable del sistema. Este
proceso, por el cual se infiere el valor medio (a priori
desconocido) de un observable dado a partir de los valores medios
de un conjunto reducido de operadores, se denomina inferencia
estadistica. La bondad Qe la prediccién depende del conjunto de
observables relevantes, debiendo en todo caso incorporarse

4 ’
observables adicionales si se desea poseer una descripcion mas

detallada.



I.3 PROPIEDADES IMPORTANTES DEL OPERADOR ESTADISTICO

. s . . S,12-18
Formularemaos en esta seccion ciertas propiedades

vinculadas al operadaor (1.2.3), que seran de suma utilidad en el
resto de esta tesis. En primer lugar, consideremos el operador no
normalizado

m

o’ = exp{} xioi} . (I1.3.1)
i=1

Su derivada con respecto a Ai es

>

@
D ?

= p’D: . (1.3.2)

&
>

i

-~

* de 0i respecto de Fﬁ

donde D: representa la transformada de Kubo?!

of = ji(p’>'“oi(p’)“du

o

4 A A Pa .
I exp(—uA)Diexp(uA)du . (I1.3.3)
o

donde A = (A +F A.0.). La relacion (I1.3.2) puede demastrarse

inmediatamente a partir del desarrollo en serie de la exponencial
en (I.3.1) yv (1.3.3). D: coincide con 0i si [A,DiJ = 0, O sea,
[p,OiJ = 0. No obstante, el valor medio de 1la transformada es

siempre iqual al del operador original, como puede verse a partir

de la definicion (I1.3.3)+ intercambiando traza con integral,

<o:> Tr[JAp(_u+1)a.3(U)duJ

1
o

Trip GiJ . (1.3.4)



A partir de 1la relacion fundamental (I1.3.2) se deduce

inmediatamente

A\ /O, = —<0.> , (1.3.5)
-3 1 h §
’~
2e -3, (o:—<oi>) . (1.3.6)
PN

La expresién (I1.3.5) es muy util para hallar 1la relacién
entre los multiplicadores y los correspondientes valores medios.
Si a es un parémetro arbitrario relativo al sistema, utilizando

(I1.2.59) y (1.3.5) se obtiene

s m 20,
—_— = = (N /07\i + oi)axi/oa + J\i . ]
9 o i=1 ° a a
m a Oi
= -¥ x1 . (1.3.7)
i=1 a o
En particular, se obtienen las importantes relaciones
2S5 - .\, ., (1.3.8)
3 0. 1
i
2% =g, , (1.3.9)
a

que reflejan el hecho de gue ambas magnitudes S y 5> (consideradas
como funciones de los parémetros 0i b4 ki’ i=l,.00ym,
respectivamente) se hallan relacionadas por 1la transformada de
Legendre (I.2.2).

La relacion (I.3.7) puede utilizarse para verificar 1la
propiedad de extremo del operador (1.2.3). En efecto, expandiendo

ln(;) en la forma (I.2.7) vy considerando como parémetros



variacionales los valores medios desconocidos O k=m+1,...,n, 1la

k,

condicion de maximo implica:

2 S(p)

a Dk

con lo cual se obtiene el resultado (1.2.3). A partir de (I1.3.6)

se obtiene

= Trip (0°—<0.>0.3
N J J 1
J
= <0%0.> - 0.0, , (1.3.11)
J 1 J 1

”~

de modo que si »Di conmuta con p, (1.3.11) coincide con 1la

*covarianza’ <Dj0i>—0j0i. En particular si i=j, se obtiene la

fluctuacion o dispersién cuadratica media (o varianza) de Di'

Ademés,
2
L. 0i _ . N
a I, I
3 i3
40,
= 1, (1.3.12)
9 ki
con lo cual se verifica la propiedad (0;0i> = <0:Dj>, obvia a

partir de la definicion (I.3.3). Utilizando (I.3.11) se obtiene

4 0. m
&S M i ~oA
= - A = - . 0. - .0.
p kj %;1 i 3 kj §;1k1[<0101> OIDJ]
m Fa R Y
= —; 1ki[<0joi> - DiDjJ ’ (1.3.13)
i=

donde la transformada de Kubo se ‘cancela’ debido a la suma sobre

i. En caso de existir un solo operador, digamos D‘, en el



exponente de p, la derivada de 1la entrapfa es directamente

proporcional a la fluctuacién:

2S5 _ a0 r/an = 0% - 021 . (1.3.14)
1 1 1 1 1 1

a
1

tas relaciones (1.3.8-9) implican

a F = —Di [ i=2’---,m, i

a pi

aF _ 5. (1.3.15)
o T

Otra propiedad importante de la entropfa asociada al operador

(I.2.3) es la concavidad® *®. sean pf Yy pf dos operadores

estadisticos que proporcionan valores medios 0; Yy 0;, i=l,...,Mm

“x

respectivamente, Yy sea f-) la combinacion lineal

’~

pf = xpf + (i—x)pP, O X x £1, el cual proporciona 1los valores

medios 0; = xD; + (i—x)D; « Si p es el operador estadistico que
maximiza la entrapfa proporcionando los valores 0;, se cumple 1la

siguiente cadena de desiqualdades:

’~

S(p) 2 S(p*) = xS(p*) + (1-x)S(°) . (1.3.14)

La primera desigualdad resulta obvia en virtud de la definicién de
2. t.a sequnda es consecuencia de la propiedad basica de concavidad
de S, que puede derivarse de 1la concavidad hacia abajo de 1la
funcion -xlni(x) en el intervalo O <x =<1, de modo que

—<x1ln(x) > £ ~<x>1n{{x>).



1.4 LA APROXIMACION AUTOCONSISTENTE GENERALIZADA

Comenzaremos aquf con el desarrollo de las ideas centrales (y
originales) de esta tesis. Supongamos que se desee realizar una
descripcién aproximada de un sistema basada en un conjunto
privilegiado de observables elegido por el observador, al que
denotaremos por {aj, J=1l4eaeek?. E1 correspondiente operador
estadistico es entonces de la forma

o= + .B. - (I.4.1)
o exp{ko ? kJ J} I

Consideremos sin embargo el caso en que la informacion
disponible se compone de m operadores {Pi’ i=l,...,m}, los cuales
no coinciden necesariamente con los operadores Oj' El operador

’ 4
estadistico exacto sera por consiguiente

~

P, = exp{h:x + T x;" P.3 . (1.4.2)
h ,

No obstante, en la mayor{a de las situaciones es muy dificil

trabajar con el operador exacto (1.4.2). La conexion entre los

multiplicadores X;x y los valores medios Pi <3i> es en general
complicada y requiere usualmente la diagonalizacién del exponente
de ;, la cual exige un extraordinario trabajo numerico si el
numero de estados accesibles es elevado. Ademés, el calculo de
valores medios de observables arbitrarios (inferencia estadistica)
resulta tambien complicado. Es por lo tanto deseable poseer una
descripcién aproximada basada en un operador densidad de la forma

(I.4.1), donde los operadores Di se eligen de forma que (I.4.1)

sea manejable. La concrecién de esta inquietud es el *leit motiv’



de esta tesis.

Nuestra idea es la de aproximar el operador (1.4.2) por uno
de la forma (1.4.1), el cual debe ajustar los m valores medios Pi
y ala vez maximizar Li entropfa (apraximada) S(;). Si 1los
operadores Si son linealmente independientes, es necesario que
m < k para que el problema tenga solucion general. Pero aun en
este caso el problema no siempre posee solucién, pues el ranga de
valores de Pi predicho por (1.4.1) no coincide en general con el
correspondiente a (1.4.2). Hateméticamente, el problema consiste
en maximizar

S(p) = -(xo + ? xj<oj>) . (I1I.4.3)

con las m restricciones

lo cual es equivalente a maximizar libremente la magnitud
8’ (p) = -(Ao + ? xj<oj>) + F ﬁi<Pi> - (1.4.53)

Los valores medios en (1.4.3-5) son tomados respecto del operador
(I.4.1). Los parémetros ﬁk no coinciden en general con los A;x de
(I.4.2). Considerando por comodidad como parémetros variacionales

los valores medios Dj, se abtiene

L~ 2P,
o= 25 -, +§¢ B, , (I.4.6)
a0, I 20,

donde hemos utilizado 1la relacién (I1.3.8). Por 1lo tanto, se

obtiene el importante resultado



- (I1.4.7)

o f i

Los multiplicadores Aj quedan vinculados a los m =< k
parémetros ﬁ& mediante (I.4.7). El1 operador estadistico aproximado

’
adquiere la expresion

P = exp{)\° + F ﬂipi}:’ (1.4.8)
|
donde
P; = Yy —0. . (1.4.9)
i oo, J

El operador (1.4.8) posee la misma forma que (I1.4.2), excepto
por el reemplazo de Si por el operador ‘“efectivo’® no lineal ;i’ el
cual es una combinacion lineal de los operadores privilegiados Bj
pero con coeficientes que dependen de los valores medios Oj. El
operador (I1.4.8) es pues no lineal, dependiendo de 1los valores
medios que a su vez determina. La solucion “formal? (1.4.8)
implica entonces el sistema no lineal

Trip 0,1 = 0., 3=1....,k. (1.4.10)

El sistema (I.4.10) puede resolverse iterativamente partiendo

de valores medios iniciales D; (en principio arbitrarios). Con

~

éstos se construyen los operadores p: por medio de (I.4.9)

formando asi el oper ador estad{stico pp. Los valores 0; del
segundo paso se obtienen a partir de (1.4.10) utilizando pP. Se

’ ’ . . .
continua asi el proceso hasta obtener autoconsistencia, es decir,

convergencia en los valores medios Oj, de modo que 1la diferencia

de valores entre dos pasos sucesivos Sea menor que un error
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arbitrario. La convergencia puede depender de los valores medios
iniciales elegidos y del valor de los parémetros ﬁi (considerados
como fijos en todo este proceso), e incluso puede no existir.

En general, debido a la no linealidad., pueden existir varias
soluciones estacionarias posibles, correspondiendo a max imos 14
minimos locales, y puntos de ensilladura. No obstante, si bien 1la
maximizacion directa es mas eficaz para encontrar todas las
solu;iones estacionarias posibles, es dificil de implementar en el
caso general.

Para valores dados de los parémetros ﬁi’ existe siempre al
menos una solucion autoconsistente. No obstante, si se desea
partir de los valores medios Pi’ los parémetrus ﬁi deben ser
determinados a su vez por las condiciones (I.4.4). Es aquf donde
puaede ocurrir la imposibilidad de 1la determinacion de ;. El valor
medio Pi dado por (I1.4.4) es en general una funcion complicada de
los Dj, que no cubre todos los valores posibles de Pi' Esta no
linealidad puede dar tambien origen a la posibilidad contraria " de
varias soluciones para los ﬁi, para valores i jos de Pi’ de las
cuales la correcta es en principio la de mayor entropfa, debiendo
descartarse minimos y puntos de ensilladura. El conocimiento de
valores medios adicionales puede ayudar a elegir el maximo
correcto. ’

’, o~
La excepcion ocurre si los operadores Pi son combinaciones

~

lineales de los Oj. En este caso, Pi<= E c}Dj y se obtiene el
J

resul tado

L=ct, =}:{3c}, (1.4.11)
i



~

”~ ’ ’
con 1o cual ¥ kj ;= p X ﬂiPi s tornandose exacta la aproximacion.
J i

Cabe destacar gque en general, xo no coincide con -5 en 1la

4
aproximacion autoconsistente,

§* = —ko - f ﬂi<pi-Pi> - (1.4.12)

No obstante, las propiedades (I.3.8-9) siguen siendo validas

en virtud de la condicion estacionaria (I.4.6) y (1.4.7):

20, 2P,
a8 i
aP._, 3 aP,, i IP.,
1 1 1
=-f. , (1.84.13)
23 =p,, (1.4.14)
3 a.

1

donde hemos considerado a S como funcion de los Pi y 8 como
ax

o

0/%

funcion de los ﬂi. Por lo tanto, en general » -P.. A partir

i

de (I.4.13) es facil ver que la relacion (I.3.7) se mantiene. Por

=3
2P
22 = -pp —1 . (1.4.15)
28, i 28,

No obstante, (1.4.15) no coincide en general con la suma de
fluctuaciones (1.3.13), ya que los operadores reducidos dependen
ademas de los ﬁi. Por la misma razon tampoco es valido (I1.3.14).

Como se ha mencionado en 1la seccion I.2, wusualmente se

trabaja con la ‘energfa libre generalizada’



Flp) = <P~

. ii
i

ire

H.P.> = T1S(p) » (I.4.16)

donde T1 = —1/31, H. =TPH y S(p) 1la entropia aproximada

i 11°

(I.4.3). El1 valor medio en (l1.4.146) es tomado respecto de (I.4.1).

9 F(o?
a0,
J

o . k4
LLas condiciones = 0 conducen nuevamente a 1la relacion

(I.4.7). Si el parémetro T1 es positivo (negativo), 1la solucion
correcta es la que minimiza (maximiza) (I.4.16).

La aproximacién autoconsistente constituye obviamente una
cota inferior a la entrop{a exacta, para valores medios dados de
los Pi’ y una cota superior (si T‘>0) a la F(;) exacta, para
valores fijos de los parémetros ﬂi’ dado gue nos hemos restringido
a un subconjunto particular de operadores estadisticos. La
aproximacién autoconsistente corresponde pues a un orden mayor que
el dado por 1la solucion exacta.

Si el conjunto {6j, J = 1gce.ym? esta formado por aoperadores
de un cuerpo, el tratamiento autoconsistente se reduce a 'la
extension estadistica de las aproximaciones de campo medio. La
formula (I.4.9) constituye en este caso la expresién general para
el operador de campo medio no 1lineal efectivo, vy el metodo
recursivo se reduce a las ecuaciones de Hartree-Fock (o, en
general, Hartree-Fock-Bogoliubov) estadisticas generalizadas, las

’ . (g
que seran discutidas en el proximo capitulo.
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CAPITULO II

CUASIPARTICULAS INDEPENDIENTES EN SISTEMAS FERMIONICOS Y BOSONICOS




INTRODUCCION

En este cap{tulo examinaremos el caso muy importante en que
los operadores que forman el exponente del operador estadistico
son operadores generales de un cuerpa"z. Los asi formados
operadores estadisticos de partfcula independiente (p.i.) \'4
cuasipartfcula independiente (c.i.) poseen ciertas ventajas
esenciales. En primer lugar, 1la relacion general entre 1los
multiplicadores de Lagrange vy 1los correspondientes valores de
expectacién puede hallarse explfcitamente en forma general‘,
eligiendo apropiadamente el conjunto de estados accesibles, en
virtud de ciertas propiedades de transformacion que poseen estos
operadores (ver Apéndices Ay B). En segundo 1lugar, es posible
realizar facilmente inferencias estadisticas sobre otros
abservables arbitrarios del sistema, no necesariamente de un
cuerpo, lo cual permite ademas calcular los operadores efectivos
correspondientes a la seccion I.4 sin dificultad.

lLos operadores de un cuerpo poseen tambien propiedades
matematicas atrayentes. Forman por ej., un canjuntd cerrado bajo
la operacién de conmutacién, satisfaciendo una correspondiente
élgebra de Lie. Este hecho posibilita importantes ventajas en 1la
descripcién de la evolucion temporal, como se vera en el capftula
V, Yy es en realidad subyacente a todas las propiedades
particulares que exhiben estos operadores.

Ffsicamente, estos operadores resul tan ademas los mas faciles
de medir, y por consiguiente, la informacion experimental sobre un
sistema se compondré en general de valores medios de observables

de un cuerpo, en adicion probablemente a 1la energfa y otros
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invariantes (por ej. momento angular). Los operadores de un cuerpo
pueden representar tanto grados de libertad de p.i., como asi
tambien operadores colectivos, formados como suma coherente sabre
muchos operadores de un cuerpo ‘elementales’, los cuales brindan
informacion sobre 1los modos coherentes de movimiento de las
part{culas que componen el sistema.

La descripcién de c.i. constituye pues el pun#o de partida
bésico para el estudio de un sistema cuéntico de muchos cuerpos.
En las secciones 1-3 se examinan los operadores estadistios de
C.i. dentro de un contexto completamente genergl, en sistemas
fermionicos V4 bosénicos. En la seccion 4 se aborda el problema de
la inferencia estadfstica, el cual volvera a tratarse en el cap.
VI. Las ecuaciones estadisticas autoconsistentes de campo medio se
derivan en las secciones 35-6. Finalmente, se resumen en los
apéndices las propiedades mas importantes asociadas a los
operadores de un cuerpo, incluyendo la versién estadistica general

del teorema de Wick.



I1.1 EL. OPERADOR ESTADISTICO FERMIONICO DE PARTICULA INDEPENDIENTE

Comenzaremos por estudiar el caso de un sistema finito de
fermiones. Todo operador de un cuerpo fermionico puede expresarse

como combinacion lineal de los operadores ‘elementales’

A.. = c.c
Ji i J
(II.1.1a)
=ar .,
1]
B.. =c.c, .
J1 1 ]
(I1.1.1b)
~p + +
.. = E€.C.,
Ji ji

donde c; (ci) denota el operador de creacion (aniquilacién) de un
fermion en el estado de p.i. ji>. El1 indice i denota un conjunto
completo de numeros cuanticos que determinan uni vocamente al
estado. Si existen L estados de p.i. linealmente independientes en

el sistema, entonces i=l,...,L. Los operadores de creacion Y

aniquilacién fermionicos satisfacen las conocidas reglas de
anticonmutacion
+ +
[ci,cj:l+ =0,
[c..c.1, =0, (I11.1.2)
3 1+

+
[ci,cjl = 6., ,

donde [A,BJ+ = AB + BA. En primer lugar, consideraremos el caso en
que la informacion disponible se compone solamente de los valores
medios de los operadores Aij' En otras palabras, supondremos que

se posee el conocimiento de la matriz densidad de un cuerpo A



definida comos

ij

]
N
>
v

(I1.1.3)

La matriz A es obviamente hermitica. EI1 caorrespondiente

operadar estadistico es entonces de la forma"
o = EIN + T A, .cic.?
p = expiX + T A 655
i3
4+
= exp{k° + c Ac} , (I11.1.4)

donde A denota 1la matriz de multiplicadores de Lagrange

(A.. = A, ) v c+, c. los vectores
ij ij

n

c+ = (c+ c+) c
1""’ L L]

(1I1.1.5)

n

L

Las relaciones de anticonmutacion (I11.1.2) pueden resumirse

en

cet - tieHtethtr 2 g, (11.1.6)

donde cc+ denota el producto tensorial, tr la trasposicién el 1la
matriz identidad de LxL.

La condicion de hermiticidad de 2 exige que la matriz A sea
hermftica. El logaritmo de ; es pues, un operador hermitico de un
cuerpo, Yy por lo tanto, A puede ser diagonalizada por medio de una
transformacién lineal unitaria de los operadores c. (ver Apéndice

AY. p puede escribirse entonces en la forma diagonal (de p.i.)



D
i

,+ ?
exp{)\° + F xici ci}

expn_ + crtarery , (11.1.7)

donde A;j = Xiéij’ siendo ki los autovalores de la matriz A, vy

(I11.1.8)
et o= c U+ s 1
. + 4 + .
es decir, c; = f U c. , c! =%FYU c., donde U es la matriz
1 3 13 ) 1 3 1] )
unitaria gque diagonaliza A,
vaut = A° . (11.1.9)

Tanto U como ki quedan determinados por la condicion (11.1.9)

que equivale a tln(p),ci] = kic;. Los operadores primados
satisfacen nuevamente las condiciones (I1.1.2) debido a 1la

uni tariedad de U.
La ventaja de la forma (I1.1.7) es que permite vincular
inmediatamente valores medios de p.i. con 1los correspondientes

multiplicadores de Lagrange. A partir de (1I.1.7) se obtiene
<c3+c{> = Trlp c?+c{]
1 J 1 J
= .6, . « (11.1.10)

donde fi (0 =< fi £ 1) es el llamado numero medio de ocupacién. Su
vinculacién especffica con los ki depende del conjunto de estados
accesibles considerado. En un conjunto estadistico del tipo gran

’ ’
canonico, donde no existen limitaciones sobre el operador numero

de partfculas



N + ,+’
N = ? c;6; < F c; €l = (11.1.11)

”~ ’
los operadores Aij no estan sujetos a ninguna restriccion. El
valor medio del numero de partfculas esta incluido en el

conocimiento de la matriz A: <N> = § Aii = trfAl (de aquf en més,
i

tr denota la traza sobre el espacio de una partfcula (matrices de

LxL), a diferencia de Tr que actua sobre el espacio
|

(multiparticular) de Fock. Los estados accesibles son en este caso

los 2L estados

In,...n > =7 (c;)n£|0> . (11.1.12)
i

donde ni = 0,1, es el numero de ocupacién del estado de p.i.|i>, vy
{0> el vacio de los operadores c (ci|0>=0). En este conjunto, las

variables n; son completamente independientes. Se aobtiene entonces

A = -1n{Triexp(c’ A’c’)13

[

=¥ In{1 + exp(xi)}
i

Llnal - £, (11.1.13)
i

donde el numero medio de ocupacién esta dado por la expresién de

. . S-6
Fermi-Dirac

-+
n

—aN /AN,
© 1

1/7{1 + exp(—ki)} . (I1.1.14)

o~

De este modo, N = <{N> = § fi. Utilizando (11.1.13), es
i

posible escribir p como el producto de L factores independientes



v
i

,+ »
P {exp()\ici ci)/[1+exp(ki)]}

‘ » + »
P (C1+(exp () -1)c} €] 1/1+exp (X, ) 13

moa—£) + 2f -ne2eza . (11.1.15)
i 1 1 1 1

A partir de (II1.1.15) puede mostrarse facilmente que 1la

’

’
entropia adquiere la conocida expresion

-Trip 1n(p)1

wm
it

= =% [filn(fi) + (l-fi)ln(l—fi)l . (I1.1.186)
i

No obstante, en muchos casos no se pueden admitir
fluctuaciones en el numero de partfculas, y se debe trabajar en
conjuntos estadfsticos del tipo canonica. Las férmulas
(I1.1.13-146) dejan entonces de ser validas y es mas dificil en
general calcular 1la relacion entre fi v Xi' Sin embargo, en
ciertos casos es posible trabajar cémodamente ain en este tipo de
conjuntos (vease Cap. III y Cap. VI). Conviene remarcar que en
espacios finitos las trazas en 1los conjuntos canonico Yy gran
canonico no coinciden, acentuandose la diferencia para valores
pequeﬁos de N.

Para hallar la relacion general entre multiplicadores vy
valores medios en una base arbitraria, notemos que las matrices A
y A son simultaneamente diaqgonales, vy las cantidades fi
constituyen por consiguiente los autovalores de A. Es conveniente

escribir A como el valor medio de un producto tensorial



A = <(chHtretr,tr

1 - <ect> ,

por lo que utilizando (II.1.8) se obtiene

A = uaut

donde A’ = I—<c’c’+>, A? . = £.6. .. Por lo tanto, si
1] 1 1) |
entonces A = F(A). As{, en el conjunto gran canénico,

. .. 1
la relacion matricial

1)

A= + expt-A21¢%

lo que implica

i [cr + exp{—A}J‘"”]ij

-0\ /ON_. .
o ji

En el caso en qgue

A sea diagonal, (I11.1.20) es

matricial de (II.1.14). Expresiones anélogas se obtienen en

’ ’
conjuntos estadisticos especiales. La entropia

g4 1
expresarse tambien como el producto escalar

KijAji
i,

= —-A_ - trfAA] .
o

Estados puros (5=0) corresponden a Ki = t w, O sea, fi

raespectivamente,

en cuyo caso la matriz A es

limite de p existe (ver 11.1.15),

(II.1.16)

(11.1.17)

(11.1.18)
f£f. = F(A),
1 1

se obtiene

(1I1.1.19)

(I1.1.20)

4
la expresion

otros

puede

(I1.1.21)

= 0,1,

idempotente. El



lim ; = ek el qenc,
kjam,kke-m J A * k~k

I
<
4
A
€

(I11.1.22)

y corresponde a un operador densidad idempotente, donde ji (k)
denota los estados ocupados (desocupados), es decir, fj=1, fk=0, Yy

J]y> el determinante de Slater

lw> = nc3+|0> ; (11.1.23)
3

En el tratamienco estadfstico, los numeros de ocupacién Y
multiplicadores son extendidos al intervalo 0 = fi =1,
-—m < ki < o . Obviamente, puede darse tambien el caso de sistemas
mixtos, donde solo algunos de los fi son iguales a 1 (o 0O), en
cuyo caso el operador densidad es el producto de un factor de 1la
forma (11.1.22) por un operador estadistico de entropfa no nula
definido en el espacio remanente. Esto corresponde a situaciones
donde se tiene la certeza de que ciertos estados estidn ocupados,
mientras que en los estados restantes solo se posee el
conocimiento de determinados valores medios. en los cuales pueden
existir fluctuaciones.

En caso de existir una sola partfcula en el sistema, c:cj es

equivalente al operador |i><j] (que actua en el espacio de estados

de una partfcula). El operador densidad de una partfcula

A=Y A .c.c. . (I1.1.24)
.13 1 )

coincide en este caso con el operador p (II.1.4), como puede

apreciarse al comparar (II.1.24) con (I.1.10) (el conjunto de

’~

operadores Aij es campleto en este casol). Por lo tanto,



InA) = ln(b), es decir,
A = exp{A/triexp(A)] , (11.1.25)

lo que implica, en particular, fi = exp(ki)/[z exp(ki)]. Estos
i

resultados difieren obviamente de los obtenidos en el tratamiento
multiparticular en el conjunto gran canonico.
A partir de la matriz A, es posible calcular el valor medio

”~

de cualquier observable de un cuerpo 0O,

0=% R, .cic, =c'Rc , (11.1.26)
o .13 1 J
14]

<0> = Trip 01 = trfAD3 , (11.1.27)

donde la matriz R es hermitica. El valor medio se expresa pues
comao un “producto escalar’ en el espacio de una partfcula.

Si el conocimiento disponible consta del valor medio de m
aobservables arbitrarios no necesariamente elementales Bi = c+Ric,

p es de la forma (11.1.4), con A restringida a
A=Y pAB.R , (I1.1.28)

donde ﬁi es el multiplicador asociado a 6i' En realidad, dado que
los observables fisicos corresponden a operadores hermfticos, la
informacion disponible provendré siempre de operadores del tipo
(I11.1.26), y no directamente de 1los operadores elementales
(I1.1.1). No obstante, siempre es posible construir en forma
inmediata 1la matriz D a partir de operadores elementales

I
hermiticos

AY =2 (@..+A.) A =NA. . -a.), (I1.1.29
2 2 1] J1



({ denota la unidad imaginaria) de modo que, en notacion aobvia,

AL =§ ar - af, . (I11.1.30)

Finalmente, cabe destacar que valores medios de operadores de
dos o mas cuerpos en el conjunto g?an canonico y respecto de un
operador densidad (1I1.1.4), pueden ser calculados (es decir,
inferidos) facilmente mediante el teorema de Wick (vease apéndice
C), 1o cual constituye una ventaja esencial de estos operadores
estadisticos. Por ej.s para un operador arbitrario de dos cuerpos,

se obtiene

o~
xxxx >=Tr [p % x x x 1
123 4 129 4

= KK X _HKx X >4+ KX % KN X D> — £ x MK _x >, (II.1.31)
172 - 2P 1" 4 2" s 1" s 2" o

donde x, denota un operador de creacion o aniquilacién, 0O una
combinacion lineal de ellos. Es obvio que contracciones del tipo
<cicj> son nulas respecto del operador (II.1.4). Tambien es nulo

el valor medio del producto de un numero impar arbitrario de

operadores L
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11.2 INCLUSION DE TERMINOS DE APAREAMIENTO

Si la informacion disponible incluye ademas valores medios no
nulos de los operadores Bij (terminos de *apareamiento’), la
generalizacién de las formulas anteriores es inmediata. El

exponente del operador densidad es una forma cuadratica general en

.7 . . .7 2
los operadores de creacion y aniquilacion”,

~ + 1 X + +
p = exp{ko + F j[lijcicj + i(rijcicj + yijcjci)]}
9
1 +
= exp{k; + ;(Z MZ)3: (I1.2.1)
donde l; = ko + ; trfAl, M es la matriz de multiplicadores
A -r¥
M= r —A* . (I1.2.2)
Y
+ + +
ZzZ = (ci,...,cL,ct,...,cL) . (II'2f3)

siendo Z el adjunto de Z+ (vector columna). La matriz I' se define
en forma anéloga a Ay es antisimétrica, rij = rij = -rji’ con 1lo
cual M resulta herm{tica. Las relaciones de anticonmutacién

(11.1.2) pueden resumirse ahora como

zz¥ + cazH Pttt o g (11.2.4)

donde 1’ es la identidad de 2Lx2L. Definimos asimismo las matrices

de valores mediosa



B.. =<c.c.>, (11.2.3)
ij Ji

A B
D= |_g* [_p%

=1 -<22%> . (11.2.8)

B es el llamado tensor de apareamiento o ‘pairing’, y D la matriz
densidad de un cuerpo generalizada, la cual puede escri?irse como
un producto tensorial, en forma similar a A. Siendo B
antisimétrica, la matriz D resulta hermitica. M puede ser

diagonalizada por medio de una transformacion general de

Bogoliubov (ver Apéndice A)

2 =YIU, c, +V, c1, (11.2.7)
1] J 13 3

2’ =wz , (11.2.8)

can

u v
W= V‘ U* . (I11.2.9)

La matriz W debe ser unitaria para que 1los operadores
primados c;, c;+, cumplan nuevamente con las condiciones (I1.1.2)
o (I1.2.4). Los operadores primados son operadores de creacion Y
destruccion de cuasipart{culass si V # 0, en cuyo caso poseen un
vacio diferente al de los operadores originales. Exigiendo que
[ln(;),c;+3 = kic;+ podemos escribir el operador ; nuevamente en

la forma diagonal (de c.i.)



= o+ 2722z
o 2

D

= N’ + ¥ K.cf+cf} . (I11.2.10)
o ¢ i1
donde
M* = WMW
. A O

=| o —A | °* (I11.2.11)

AT o= - = A, s YAI. =AX.6.. , siendo * A. los autovalores de
-3 o 2z 7 ij i7ij i

M. Utilizando 1la forma (11.2.10) se obtiene
el c’> = £.6, . (I11.2.12a)
i 3 i

<e’terts = <cre¥ =0, (I1.2.12b)
J J 1

donde rige para fi la expresién (I1.1.14). La traza del operador

(11.2.1) 5610 tiene sentido en un conjunto del tipo gran canénico,

vya que 1n(p) no conserva el numero de partfculas. Dado que
(—1)

<c;c;+> = (1+exp{Ai}) . podemos resumir las relaciones

(I1.2.12) en la forma matricial

D* = [I° + expt-Mr31'7%) (11.2.13)

donde

D’ =1° - <z°2° ">

= wow' . (11.2.14)

Utilizando (II.2.11),(I1.2.13) vy (II.2.14) se abtiene el

resul tado general

D= (I’ + expt-M312) | (I1.2.15)



La formula (I1.2.15) es valida en cualquier base y constituye
la generalizacién de (II1.1.19). Mas explicitamente, a partir de

(I1.2.7) y (I1.2.15) se obtienen las expresiones

<cte.> = wrary + VN a-an vt
J 1 1]
= -9\ /ON.. . (1I1.2.16a)
-] J1r -
<c.c.> = tutary + v r-anuta,
J 1 1]
= - say .. = <c e, (I1.2.16b)
-] J1l 1 )
donde A;j = fiéij' La constante de normalizacion k; no depende de

la base:

>J
[ IR
o

—1n{Tr[exp(§ z'Mz) 13

T Cln(i—F,) + 3x 3 . (11.2.17)
i i 21
Nuevamente, la entrop{a (I1I.1.14) puede expresarse como un

producto escalar

S = -\l + : tr’(MD1} (11.2.18)

(tr’ denota la traza sobre el espacio de dimension 2L) 1lo cual

muestra claramente que S es invariante frente a transformaciones

unitarias de p.i., ya sean del tipo (I1.1.8) o (II.2.8). En otras
palabras, S no depende de la base de p.i. elegida.

Estados puros corresponden ahora a matrices D idempotentes, o

sea, fi = 0,1. EL operador ; es en este caso nuevamente de 1la

forma (I1.1.22). Notemos que el determinante de Slater (11.1.23)

’ ’
puede considerarse como vacio de nuevos operadores fermionicos



+ ’
c’? = c} « de modo que estados puros corresponden siempre a vacios
(fi =0, VY i) de operadores apropiados.
En forma similar a la seccion anterior, el valor medio de

cualquier observable general de un cuerpo

=X Ccle. + % a, .c.c, A?.cfcf)]
1J 1 ) 2 13 1 3 13 731
1,
=2 270z + 2 trery (11.2.19)
con
R —-a¥

0=1,_r* |- (11.2.20)
puede expresarse como

0> = ; (tr’CDO1 + trLR1} , (11.2.21)

y es evidentemente invariante frente a transformaciones (1I1.2.8).

” L 4+ 13
8i la informacion proviene de m operadores 0i = 2 z 012, g es de

la forma (II.2.1), con M = T rsio‘ .
i

El teorema de Wick sigue siendo valido para valores medios
tomados respecto del operador general (11.2.1). La Gnica
diferencia es que existen ahora contracciones Bij = <cicj> (y por
lo tanto, <c;c:>) no nulas. Si bien los sistemas fermionicos
poseen en general un numero fijo de partfculas, el operador
(11.2.1) es de suma utilidad en la aproximacién de campo medio
autoconsistente, donde es imprescindible poseer una matriz B no
nula en ciertas circunstancias, las que seran discutidas en la

seccion II.5 y en el capftulo I1I.



II.3 EL OPERADOR ESTADISTICO BOSONICO GENERAL

Ex ami naremos en esta seccion el oper adar densidad
correspondiente a un sistema finito de bosones. Si bien el
desarrollo es en general similar al de las secciones (II1.1-2),
existen ciertas diferencias de importancia que obligan a
considerarlas ;n detalle. En un sistema bosénico, todo operador de

i

rd
un cuerpo pued:z expresarse en terminos de combinaciones lineales

de los operadoi-es elementales

A.. =b'b. ,

13 J 1

..=b.b, , Bi. =n8'b", (I1.3.1)
1) J 1 13 1 3

b, b.,

1 J

en forma anéloga a (II.1.1), pero donde hemos incluido ademas los
operadores bosonicos b:, bi’ pues pueden existir en este caso
terminos lineales {y tambien constantes) en 1la expresién del
operador. b; (bi) crea {(destruye) un boson en el estado denétadn

por |i>, y satisface las conocidas reglas de conmutacion
(b.,b.1 =0,
i3
tb.b71 =0, (11.3.2)
i*9%% ’

[b.,b%1 = &, ..
1 J

4 .
Consideremos en primer lugar el caso en que la unica
s -
informacion disponible se compone de los valores medios de 1los

”~ ,
operadores Aij' Todo es entonces similar al caso fermionico, salvo



la formula explfcita del nimero de ocupacién. La matriz densidad
de un cuerpo A,de LxL (nuevamente supondremos que existen L

estados de una part{cula linealmente independientes) se define por

)

A. . = <A, .>
ij ij

<b'b.> , (11.3.3)
J 1

lo cual puede reescribirse en la forma de un producto tensorial

A= <mhHtptrytr
4+
=<bb > -1, (I11.3.4)
donde hemos definido 1los vectores b, b+ en forma similar a
(11.1.5). Las relaciones (I11.3.2) pueden resumirse en
bb+ - {(b+)trbtr}tr = 1. El1 operador estadistico es de la forma
p = ¢ +FT X, .b.b,}
p=expil + F A;;bib;
i, J
= expOr_ + b AbY . (11.3.5)

donde la matriz A es hermitica. Nuevamente, p puede ser llevado a
la forma diagonal por medio de una transformacion unitaria de los

operadores b, de modo que podemos reescribir (I11.3.35) como

-~ ,+ >
p= exp{Ao + F Aibi bi}
= expir_ + b>TA’B?Y . (11.3.6)
donde
A = uast (11.3.7)
b” = Ub , (11.3.8)



’ ’,
con Aij = Xiéij' Si la traza se efectua en un conjunto canonico,

donde el nimero total de bosones N = Lb.b, = Lb;'b? esta fijo,
i i

no existen restricciones saobre los ki. En cambio, en un conjunto

’
gran canonico, con estados accesibles -

whH™
1[0> , (11.3.9)

Int...nL> = P [(n'!)s/2
18

i

donde los numeros de ocupacién n.= Oylece=s sON completamente
independientes, se requiere obviamente Xi<0 para que la traza

’
converja, a diferencia del caso fermionico. En este caso,

A = -1n{Triexp(b’ A’b’)13?

o

Y 1InC1l - exp(xi)]
i

= - In(f_+1) , A, < 0, (11.3.10)
i 1 1
+
<b bl> = +£.6. . (11.3.11)
1 J 1 1) .
+. %
<bi> = <bi> =0 , (11.3.12)

dande fi esta dado por la expresién de Bose-Einstein’

£, = =8\ /0N, = [exp(-A.) — 11 %, (11.3.13)
h § (-] 1 1

Ademés, en faorma anéloga a (I11.1.18-19), se abtiene 1la
expresién general
A=UA"U

Uttexpe-aA’y - 1397y

Cexp(-A> - 1179 (11.3.14)



El operador estadfstico»puede escribirse como el producto de

L. factores independientes,

-~ ’+ b4
p = P Lexpinbl b3/ (1+f )1 , (11.3.15)

y la correspondiente entropfa como el producto escalar
8§ = -ko— F kifi

= —ko — trfAAl , (I11.3.16)
expresién que se reduce a la conocida formula

S = L LG, +1)In(f +1) — £ 1In(f )] . (11.3.17)
i

Estados puros corresponden en el conjunto gran canénico
sélamente al caso fi =0 (kia‘—w) VY i, es decir, ; = |0><0|, donde
|O> es el vacio de 1los operadores b. A diferencia del caso
fermiéni:o, matrices A idempotentes no garantizan estados puros (y
vicevefsa), pues los numeros de ocupacién pueden ser mayores que
uno, y por lo tanto, 0 =< fi< o en este conjunto.

Consideremas ahora la situacion nueva en la cual se di spone
del conocimiento de los valores medios <b;>, <bi>' El operador

densidad es entonces de la forma

; = exp{ko + z ,Kijb:bj + z (nib; + n:bi)}
143 1
= expx_+b'Ab + n'b + b'n3 (11.3.18)
donde n = (ni,...,anr. Definiendo nuevos operadores bosonicos
b =b-d, (I1.3.19)

con d el vector



1

d =-A""n, (11.3.20)
podemos reescribir p en la forma (II.3.35):
p = exprS + bt AbC3, (11.3.21)

+ -
donde x: = xo —d Ad = xo —ﬁ+(A‘)n. l.os operadores “centrados’ b€
satisfacen nuevamente las relaciones (I11.3.2), y su definicion es

posible si A no posee autovalores nulos (xi = 0). Por 1lo tant&,

ct+ c

dado que <bi > = <bi> = 0, se abtiene
<b.> =<bH>¥ =a.,
1 1 1
(11.3.22)
<bThb.> = <bBS> + <bT><b >,
1 ] 1 J 1 J
o sea,
¢ +
A=A +dd . (11.3.23)
donde
A° = fexpi-A>-12¢"% (11.3.24)

representa la dipersién de A respecto de dd+. Notemos que 1la
entrap{a (11.3.17) y los numeros medios de ocupacién fi dependén
solamente de A, y no del vector 7, como puede apreciarse a partir
(I1.3.21), 1lo que 1implica que son sensibles Unicamente a la
dispersién Ac, siendo independientes de 1la ‘traslacion’ d. Es
obvio que para que el aperador (I1.3.18) tenga sentido se debe
trabajar en un conjunto del tipo gran canénico, pues 1n(;) no
conmuta con ﬁ.

Pasemos ahora al caso general, en el que se incluyen ademas

los operadores Bij' El operador estadistico sera de la forma
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R4
]

+ 1 X + + + X
exp{)\° + ? ;kijbibj + Z(Yijbibj + yijbjbi)] + E (nibi + nibi)}
’

expx” + atmz + Fz + %P3, (11.3.25)

Nin

donde en forma anéloga,a la seccion II.2 hemos definido

zt = w',....b°,b ,....b ), (11.3.26)
1 L 1 L
Ar¥ ]
M=t (11.3.27)
+ x %
A’ = A -1 trCAl . (11.3.29)
(=) o 2

La matriz I" (", . = .. = »..) es ahora simétrica, lo cual,
1) 1) Ji
junto con la hermiticidad de A, implica M hermitica. Definiendo

nuevos operadores

2°=2z-71, (I11.3.30)
con

F o, (11.3.31)

p = expOnS + 1 z°tmz°s , (11.3.32)
donde AS = -2 T+MT =2 -z F+M—1F. De este modo,
[ o 2 -} 2

q

2% =<z » = 0. Al igual gue en el caso fermiénico, (I11.3.32)
puede llevarse a la forma diagonal mediante wuna transformacién
general de Bogoliubov para bosones (ver apéndice B)

z° = Wwz°, (I1.3.33)

\

con
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X Y
W = Y‘ X‘ . (I1.3.34)

Para que los operadores primados de 2’ satisfagan nuevamente
las relaciones (11.3.2), la matriz W debe ser unitaria respecto de

4
la metrica

I o
n=1|o_; |- (11.3.35)
es decir,
wmw = wwt =, (11.3.36)
w!=m'n. (11.3.37)

Las relaciones de conmutacion (I1.3.2) pueden resumirse en el

producto tensorial

2zt - cazHY 2t = . (I1.3.38)
De este modo, podemos escribir
A— < " ,+?5
p = exp{ko + 3 Z’ M2,
= exp{A"” + T A.bI b1, (11.3.39)
] i 11 1
donde
Moo= (W) et
A O
o Al ’ (11.3.40)
con A2, = A6, .y A? =A%+ 2 Y A.. Tanto W como los autovalores
i i7ij ° ° z &1
ki quedan determinados por la condicion [ln(p),b;+l = kib;+.

Notemos que (II.3.40) implica 1la ecuacién de autovalores

mw * = w"nn’, de modo que los parémetros ki son los autovalores



negativos de la matriz M. Si bien M es herm{tica, la matriz ™™ no
lo es, de modo que Xi puede ser complejo. En este caso, el
correspondiente autovector posee norma nula (ver apéndice B) v no
existe el respectivo boson b;+ . Solo consideraremos los casos en
que el operador ; posea norma finita, y por 1lo tanto M tenga

autovalores reales Xi<0.

A partir de (11.3.39) se aobtiene

<ot t> = <brpr>¥ = o, (I1.3.41)
1 J J 1
’+’ =
BTy = §.6, .,
+
<b’b’% > = (1406, . , (11.3.42)
1 ] 1 1]

donde fi esta dado por (11.3.13). Definimos como en (II.2.46) 1la

matriz densidad de un cuerpo generalizada

A B
D = B* I+A*
<4
=<ZZ > -0, (I1I.3.43)
+ +. X .
donde B, . = <b.b.> =B.. = <b.b.> . La matriz D es por 1lo tanto
1) J 1 J1 1]
hermitica. Dado que (1+fi) = —1/[exp(xi)—13, las relaciones

(I11.3.41-42) pueden resumirse en la igualdad matricial
D’ =<2°2°"> - n

= Cexp{-M*} - 1°1 7% | (11.3.44)

Para hallar la relacion entre D° Yy M, notemos que [IM = nw*n’w
= w_‘nn’w, de modo que para una funcién 6 desarrollable en serie

de potencias , G(IM) = W G (M7 YW {y no G(M) = W+G(H’)N). Por 1o
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tantao, utilizando (II.3.33) y (I1I1.3.44), se obtiene

DS = <2°2">- 1

=wihpwhH' = wo mun
= fexptmy ~ 172710, (I11.3.45)
O sea,
A ¥t
D¢ = [exp{-[.r —A¥ ] y - 1737 (I1.3.46)

Finalmente, para los operadores originales Z, se obtiene
c +
D =D + <ZI>Z >, (11.3.47)

<Z> =T . (I1.3.48)

Mas explfcitamente, (las sumas sobre k son para k=1,....,2L)

<b.> = T.
1 1
= - LM F . (11.3.49)
Kk
btb > = txtarx + YA v*1. + btib> , (11.3.50)
1 ) J1 1 J
<b.b.> = t-xtary - v 1+arix¥1,.. + <b.><b >
1 ) J1 1 J
= <vut¥ . (11.3.51)
1 ]

El multiplicador Ko queda finalmente expresado comoa

X, = ALT - ItrraT- A+ : FrM 'F , (I1.3.52)

o

donde k;’ esté dado por la expresién (11.3.10). Se verifican 1las

relaciones
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/O, . = —<b'b.) ,
- 1) 1 J :

aN /9y, . —<b.b.) , (I11.3.53)
o 1) b . |

o\ _/dn; = —<b.> .

LLa entropfa puede expresarse como el producto escalar

S = - + g trCMD] + F <Z3)

= —(A’7 + % trIMD%D)
-] 2

- DL +D1n(f +1) - filn(fi)] « (II.3.5%)
i

y es evidentemente invariante frente a transformaciones de
Bogoliubov (I1I.3.33). Mas aﬁn, conviene recalcar que 1la entropfa
no depende de los multiplicadores n; (o0 sea, del vector F) que
implican traslaciones no nulas, dependiendo s0lo de la matriz M.
Lo mismo sucede con los autovalores ki y los numeros de ocupacién
fi’ que quedan determinados por M. La entropfa es, pues, funcién
unicamente de la dispersién D°, no siendo afectada por las
traslaciones representadas por <Z>.

Valores medios fisicamente aceptables (que cumplen por
ejemplo, con el principio de incerteza) corresponden a operadores
2 normalizados (vease por ej. cap. IV, apéndice A). En este caso,
las matrices M, y DIl son diaqonalizables, con autovalores reales
Xi < O, fi 2z 0, respectivamente. El1 vector F y los valores medios
<bi> pueden ser sin embargo arbitrarios, aunque siempre en
presencia de una matriz M de 1la forma anterior, en cuyo caso
resulta invertible.

El valor medio de un observable arbitrario de la forma



0 = irz'oz + 6%z + 2%61 (11.3.55)

donde la matriz hermitica O (de 2Lx2L) Y G+(de 1x2L) se definen en

forma similar a (11.3.27-28), puede expresarse como

~

<0> = tr’LOD] + B+<Z> . (I1.3.56)

1
2

Obviamente, si la informacion disponible se compone de los
]
valores medios de m abservables Di de la farma (II1.3.33), entonces

B es de la forma (I1I1.3.25) con M = § ﬂiol, F=X ﬂiﬁl, donde ﬂi es
i i

el multiplicador asociado a Di'
Un caso muy importante es aquél en que la informacion se

expresa en terminos de las coordenadas e impulsos, definidos por

P. = —i(b,—-b)/2*% ,

1 X 1

Q. = «(b.+bHr/2*7% (11.3.57)
1 1 1

FaY ~

QP31 = ¢ 6 .

Todo el formalismo anterior puede repetirse en términos de 1los
operadores hermiticos Pi Y Qi. Asf, el exponente del operador
estadistico (I1I.3.25) es una funcion cuadratica hermitica general

~

en Pi Yy ai, la transformacion (II.3.33) una transformacion
canénica lineal general, vy (II.3.19) una traslacion (vease
apéndice B). Notemos que en términos de coordenadas e impulsos
primados (construidos como en (11.3.57) a partir de b’, b’+), el
exponente del operador estadfstico diagonal (I1.3.39) es una suma

’
de osciladores armonicos,

- S0 -



~ —-— >3 1 A’z A’z_
p = exp{XAl” + L A @7+ PI"-1)3 . (I1.3.58)

i

Por consigquiente, el sistema bosonico considerado puede
representar tambien un sistema de L partfculas en la
representacién de coordenadas e impulsos, vy (I11.3.23) el caso
donde la informacion esta restringida a formas cuadraticas Yy
lineales en Si Yy ﬁi. En este caso, el conjunto gran canonico
resulta natural y necesario para poder cubrir 1la totalidad del
espacio de Hilbert correspondiente. Esta analogfa sera explotada vy
analizada con mas detalle en el cap{tulo IV.

tLa independencia de la entropfa S respecto de <ZI> resulta
entonces obvia en virtud de que <bi>’ <b:>, solo determinan los
valores medios <$i>, <8i>, o sea, el origen de coordenadas de 1los

osciladores que aparecen en (11.3.58).



I1I1.4 INFORMACION INCOMFPLETA E INFERENCIA ESTADISTICA

Las expresiones (11.2.15) vy (I1I1.3.45) permiten hallar 1la
matriz densidad de un cuerpo generalizada a partir de la matriz M
de multiplicadores. Examinaremos en esta seccién el problema
inverso‘, con el objeto de ilustrar ciertas posibilidades del
tratamiento general estadistico. Cons@deremos en primer lugar un

]

sistema de fermiones. En funcion de D, la matriz M en el conjunto

gran canonico esta dada por

1

M = -1nlD "-171, (I11.4.1)

Si el conocimiento de D es completo, (I1.4.1) resuelve el
praoblema de la determinacion de M. Las matrices D fisicas son
aguellas con autovalores fi comprendidos entre 0 y 1, para 1las
cuales esta definida la expresién (II.4.1). No obstante, en muchos
casos la matriz D no es conocida en su totalidad, vy solo se

dispone del conocimiento de algqunos elementos D Es en esta

ij°
situacion donde es mas util el formalismo estadistico general,
pues permite obtener resul tados {es decir, inferencias
estadisticas a partir de 1los valores medios de un conjunto
reducido de observables) aln en este caso. Si el conocimiento de D
es incompleto, el principio de maxima entropfa determina la forma
de la matriz M, asignando el valor 0 a aquellos elementos xij’ rij
. L . ’
para los cuales <cicj>, <cicj>, son desconocidos. La relacion

fundamental (I1.4.1) se transforma en este caso en un sistema de

ecuaciones,

o = {1n[D"—1’J}ij . (11.4.2)



4
donde los indices i, j corresponden a los elementos desconocidos

D La resolucién de (11.4.2) determina 1los valores de 1los

ij”
elementos desconocidos de D, los cuales poseen el significado de
maximizar 1la entrop{a para valores fijos de 1los restantes
elementos conocidos. Estos valaores son asi obtenidos por
inferencia estadfstica, a traves de la maximizacion de la falta de
informacion. La expresién matricial (II.2.15) de la relacion de
Fe#mi Dirac no constituye solamente la generalizacién de
(IJ.1.14) a una base de p.i. arbitraria, pues simboliza en
realidad un sistema no 1lineal de ecuaciones en el caso de
informacién inicial incompleta.

lLa forma de la matriz M determina la correspondiente a D. Por
ejemplo, si los ceros de M son tales que esta queda bloqueada en
submatrices cuadradas en la diagonal, y restantes elementos nulos,
D tendra obviamente 1la misma forma, no existiendo inferencia
estadistica entre bloques vy dependiendo 1los valores medios
desconocidos soOlo de los elementos conocidos del bloque al cual
pertenecen.

Como ejemplo, consideremos el caso en que se dispone del

conocimiento de <N> y un dado elemento <c;cj>. Por 1o tanto,

71 = 0, por lo que Bkl =0, Vky,l. 8i i = j, entonces
p = expin_ + A N +J\2c;ci} . (11.4.3)
y por lo tanto,
+ -4
<cici> = {1+exp[—(K2+K1)]} . (11.4.4)

+ = _ -1
<ckc1> = 6k1{1+exp( x‘)}

éklf[<N> - <c;ci>]/(L—1)}, ki, (II.4.35)

-



donde L es el numero de estados de una partfcula accesibles. La
inferencia estadistica resulta entonces trivial, dando como
resul tado un poblamiento equiprobable de los estados distintos al

li>. Si en cambio, i#j,

b = exptn + AN +xcTc. + 25y, (11.4.6)
o 1 2 i j 2 3 i" °
+ - .
i <ckc1> = 6k1[1+exp(—k‘)3 s iZk#j (11.4.7)
+ + -1
<cici> <Cjci> k1 kz
<c.c.> <c.c.> A A
1] J 3 2 'y

X

ac ] Yy una funcion F desarrollable en

Para una matriz A = [
cb

serie de potencias, se obtiene, mediante la diagonalizacién de A,

F(A) =

s+r(a-bh)/t Zé r/t
. (11.4.9)

2cr/t s+r(b—a)/t

donde t = d -d_, r = >[F(d )-F(d_)], s = >[(F(d )+F(d_)1, siendo
- 2 + - 2 + -

d, v d_ los autovalores de A. Por lo tanto, utilizando (I11.4.9),

<clte.> = Y +f) = <cte>,
1 1 2 + - J 3

(11.4.10)
<etes = s orof/an = <t >k,
1 3 2 + - 2 2 J 1
con
£, 0= t1+exp<—dv)1" .
(11.4.11)
d, = X, + v |, v=t1.

La inferencia estadistica rgsulta ahora no trivial, vy las

relaciones (11.4.10) implican el sistema de ecuaciones



(11.4.12)

donde

1

-
]

[1+exp(—k1)]'

€+ CO-F ) (1—F_)/74 £_17%7% | (11.4.13)

Por lo tanto, la resolucion del sistema (I1.4.12) proporciona
los valores desconocidos <c:ck>, <c;ci>, gue maximizan la falta de
informacion.

Valores no nulos de <c;cj>, inducen un aumento en el numero

. . 2 + + . . . .
medio de ocupacion <cici> = <cjcj> si N L/2, v una disminucion

si N > L/2, 10 que puede interpretarse como un aumento en el

numero de agujeros 1 - <c;ci>. El valor de fo = <c:ck> exhibe el
comportamiento inverso. En el caso particular N = L/2, todos 1los

numeros medios de ocupacién son iguales a ; » independientemente

del valor de <c:cj>. No obstante, la entrop{a es en todos 1los
- L ’

casos una funcion decreciente de |<cicj>|. El maximo valor posible

de |<c:cj>| es ;, en cuyo caso (]fv—f_ ] = 1). Otro ejemplo de

v
. . 4 . . s . ’ 4
inferencia estadistica no trivial se analizara en el capitulo VI.
. . . . s L.
Los comentarios anteriores sobre inferencia estadistica son

obviamente tambien validos en un sistema bésonico. En lugar de

(I1.4.1), se obtiene (vease (II1.3.45-46))

1

M=-MnpCM°M * + 1°1 , (II.4.14a)

F -M<Z> . (11.4.14b)

La matriz D€ debe poseer autovalores positivos. No existen en

cambio restricciones sobre <Z>. (I11.4.14) se convierte en un



sistema de ecuaciones en el caso de informacion incompleta. En el
ejemplo anterior, las relaciones (I1.4.12) siguen siendo vélidas,

pero (11.4.13) debe reemplazarse por

£ = [exp(K‘)—ll-‘

= -1 + DO+F ) (1€ ) 7% 177575 (11,415

. +
En este caso se ogbserva siempre un aumento en el valor de <cici>,

para cualquier N>O0.



11.35. LA APROXIMACION ESTADISTICA GENERALIZADA DE CAMPO MEDIO

EN SISTEMAS FERMIONICOS

Desarrollaremos en esta seccion la extension estadistica
general de la apraximacién autoconsistente de campo medio. La idea
basica consiste en aproximar el operador estadistico exacto por un
operador general d? partfcula o cuasipartfcula independiente. En
otras palabras, se reemplaza el exponente del operador densidad
por un operador 6ptimo general de un cuerpo, obteniendose de este
modo una descripcién aproximada del sistema basada en observables
de un cuerpo.

Cuando la informacion disponible se compone de valores medios
de operadores de dos o mas cuerpos, el correspondiente operador
estadistico exacto resulta extremadamente dificil de manejar. No
es posible encontrar formulas sencillas que vinculen
multiplicadores con valores medios, y resulta ademas dificil
realizar predicciones o inferencias estadfsticas de otros
operadores. Es necesario en general efectuar la diagonalizacién de
lntz), el cual es un operador de dos o mas cuerpos, lo que exige
un extraordinario trabajo numeérico si el nimero de estados
accesibles es elevado. Resulta por tanto conveniente poseer un
esquema general aproximado basado en operadores de un cuerpo, que
vamos ahora a desarrollar.

El teorema de Wick permite calcular en forma explfcita el
valor medio, y por lo tanto el correspondiente operador efectivo
(1.4.9), de un operador fermionico arbitrario 3 de n cuerpos
respecto de un operador estadistico general de c.i. y en el

, ”~
conjunto gran canonico. El1 operador efectivo p es denominado en

- 57 -



este contexto operador efectivo de campo medio, y es un operador

de un cuerpo,

”~

~ 3 <P> + a <pP> 3 <P> + +
p=Y c;c; * c;€; ¥ —g—c.i% ]
i,j @A, . 3 aB. . I eBY
1) 1) 1)
=21 7%z + ! trirl , (11.5.1)
2 2 N
donde
R -a¥
P = t . (11-5.2)
A -R
con
R, = 222 _ =R}, (I1.5.3a)
4 d<Kc.c.> J
it
ta, = a<p> - A?i . (11.5.3b)
3 a <cicj> 3

Supongamos entonces que se dispone del conocimiento de m
valores medios de operadores fermionicos arbitrarios Pi’
i=1l,...,m. En virtud de (1.4.8) el operador estadistico en 1la

s s
aproximacion de campo medio sera de la forma

’”~ m ’”~
p = expiA_ + I #;p;?
1=
1+
= exp{\’ + 37°0Z 3} , (11.5.4)
con
m m Ri— :
@ = ¢ B P, =71 B8
i=1 11 §=1 ! [ A -RY
1  §
R -a¥
= « | (11.5.5)
A -R

donde Ri’ Ai son las matrices anélogas a (I1.5.3) para el operador



Pi' Mediante una transformacion de Bogoliubov apropiada podemos
llevar (11.5.4) a la forma diagonal

o = tn + T Aa.cliers (11.5.8)

p = explA ? i€i €37 - «De

No obstante, a diferencia del operador (I1.2.1), los

operadores (II.5.4) y (II.5.6) son no lineales, pues ahora tanto R
como A dependen de la matriz densidad de un cuerpo D, la que a su
vez depende de p. Para parémetros ﬁi fijos, la relacion (II.2.15)
se convierte en el presente contexto en la ecuacion matricial no
lineal

D = [exp{-Q(DYY + I°1° %, (11.5.7)
que determina la matriz densidad de un cuerpoc D. El1 sistema
(I1.5.7) constituye 1la expresién matricial de las ecuaciones
estadisticas generalizadas de Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB), vy
puede resolverse iterativamente de la manera bosquejada en 1.4,

partiendo de una matriz inicial D°:

i

@' = amH ,

(1I1.5.8)

D't = 1’ + expt-@‘2317* .

El proceso iterativo debe continuarse hasta alcanzar la
convergencia en todos los elementos de D. La evaluacion de

(I11.5.8) requiere la diagonalizacién de la matriz @ en cada paso:
p'** = wH Trexp-as Hr+17 17t (I11.5.9a)

atwHt = whHted, (11.5.9b)



siendo Q’i la matriz de autovalores del iesimo paso vy NL la
correspondiente matriz unitaria de autovectores. En forma mas

explfcita, las ecuaciones (I11.5.9) equivalen a

RY —a'¥ u; ‘ u;
. =AY . (II.5.10a)
alt -r*] | V¢ J vt
J J
f;*‘ = [1+exp(—k;)]—1 ’ (I1.5.10b)
Th ) L. )
donde i denota la j—esima columna de (W) . La condicion de
v
J

autoconsistencia exige que a) los U y V producidos en iteraciones
sucesivas sean los mismaos y b) los fj de dos iteraciones sucesivas
coincidan. Cabe remarcar, que esta deduccién, basada en el
tratamiento general de la seccion 1.4, es méé simple, compacta vy
general que la dada por ej., en la ref. 6, basada en 1la
termodinémica convencional. El1 formalismo puede extenderse a otros
conjuntos estadfsticos, cambiando solamente la relacion entre .los
autovalores de D y Q.

Si P es un operador de n cuerpos, las matrices R, A (II.5.3)

son polinomios de grado (n—1) en Aij Y Bij . B:j. Por ej., para un:
operador de la forma
P=T+V
+ 1 + +
= ¥ T..c.c. +- ¢ V.. ,c.c.c,c,_ o (II.5.11)
i, ij~i~J Py isiakyl ijkl" i 317k
donde T = Tt y V = =V = V‘ se obtiene utilizando
ij ji ° ijkl ijlk klij’®
(11.1.31),
P> = T..A.. +2 T v A, .+ B B ). (11.s5.12)
~ 13 Jji 2 &, ijkl ki 1] 2 kl i)
1,7 i.deksl



Por lo tanto,

=T L Vienfe : (11.5.13)
ky1
A .=y v . B¥ (11.5.14)
ij - z& Vik1iiPa o -9-
Ky 1
p= T R. cic.+% g cc.+a¥c’ch, (11.5.15)
i,,lelJ zij 131 ) 1] J 1 ,

i

<P> = tr[{T+§(R—T)}A + ; AB]

= <KT> + <v> . (11.5.1&6)

NI®n

~ ~

donde C =p —-— T, es el operador efectivo correspondiente a G. El
factor ; en el ultimo renglén de (11.5.14) se debe a que 1la
interaccion es de dos cuerpos. En general, si G es un operador de
n cuerpos, se obtiene la relacion <C> = n<G>.

En situaciones donde <cicj> = 0, A se anula, y el formalismo
se reduce a Hartree-Fock estadfstico»generalizado, reduciéndose_el
sistema (11.5.10) a 1la mitad de dimension. Esto ocurre
necesariamente en tratamientos canénicas. Cuando se emplea el
conjunto gran canénica, la necesidad de incluir contracciones
B # O depende de la importancia de estos terminos en el valor
medio de los operadores ;i'

La solucion de la ecuacion (II.5.7) da entonces como
resultado la matriz D 6ptima que ajusta 1los valores medios
disponibles (sean de un cuerpo o no), maximizando a 1la vez 1la
entrapfa de p.i.. Para valores fijos de 1los Bi, las ecuaciones

s’ ’ rd Id
siempre poseen solucion, aunque esta puede no ser unica. El1 metodo

iterativo puede ofrecer dificultad cuando existen varias



soluciones posibles simulténeas, especialmente en los puntos
crfticos, donde dos o mas soluciones dan como resultado la misma
entropfa. En este caso, el numero dg iteraciones puede diverger.
E£1 metodo alternativo consiste en minimizar directamente 1la
energfa libre generalizada (1.4.16). Como parémetros variacionales
pueden utilizarse directamente los elementos de la matriz D. Es
convenieﬁte utilizar la relacion D = ND’W+ y utilizar entonces los
numeros de ocupacién fi y los elementos de W. En el caso puro,
solo subsiste obviamente la minimizacion respecto de W. Notemos

que utilizando para la entropfa la expresién (I1I.1.16), se obtiene

48s

f.
J

= 1n[(1+fj)/fj1 . (I11.5.17)

@

Por lo tanto,la minimizacién de F (I1.4.16) conduce directamente a

£, = c1+exp(+sj/T):|“ . (11.5.18)

8 <P?>
o= —1* (11.5.19)
W, .
1]

con
P <3;>

£, = 2t =T, (11.5.20)
2%, J

Fal Fal m Fal
donde P:= P-¥ pP. . (I1.5.18-19) equivalen a

8 <P?>

. =5, e, (11.5.21)
8 <’ er> 43

1 J
8 <P’>

4 =0 . (11.5.22)
4 <c?’c’>

1 3



lLas cantidades cj constituyen 1los autovalores del operador de
campo medio correspondiente a ;:. A diferencia del caso puro, la
minimizacién determina completamente a W, salvo degeneracién
accidental de los kj.

El calor espeéifica generalizado adquiere la expresién

2 <P7> ss OF.
=T, L — —, (11.5.23)
T jef. T
1 J 1

N >,
y na coincide en general con (<P;z> - <P:>z)/T:. Finalmente,
notemos que si clasificamos 1laos observables por el niumera de
cuerpos, obtenemos la siguiente expresién alternativa para 1la

entropfa de c.i.,

S=-x_ -fpAn.P. o, (11.5.24)

~

donde n;, es el nﬁmera de cuerpos del operador Pi' Utilizando

(11.5.24) se obtiene, en lugar de la expresién exacta (I.3.3),

a a Pi
=-nP. - % A.(n.—1)

: I R A 3 3
3 J

s (II1.5.23)

donde se obgerva claramente que so0lo coincide con 1la expresién
exacta si n, = 1 Vi.

En el caso usual de equilibrio termodinémico, el exponente
del operador estad{stico lo forman ﬁ y el operador numero de
part{culas ﬁ (si se trabaja en el conjunto gran canonico). Por 1lo

tanto,

b = expn_ - fAth - u N3 , (11.5.26)

donde h es 1 hamiltoniano efectivo de campo medio, construido en



forma anéloga a (II.S5.1), 3 1la inversa de la temperatura, v u el

potencial qu{mico. El sistema (11.5.7) se reduce a

D = [expth’ (D)3 - I°1°%, (11.5.27)
con
donde h = 2 Z'hz +  trtn®*3, y N'=272'nz + L trr11 1 es 1a

|
FaY
matriz (I1I.3.39)). Las matrices Ry A correspondientes a h se

denotan a veces por por h*t \ hzo,,llaméndose A el potencial de
apareamiento vy h*t el hamiltoniano de Hartree—-Fock. La
aproximacién es llamada en este caso de Hartree-Fock—-Bogoliubov
termico (HFBT)®'%. si A se anula, el metodo se reduce a Hartree
Fock termico (HFT)S, y finalmente, si 1la contribucion de 1la
interaccion (de dos o més cuerpos) presente en ﬁ ah't es nula vy

20

h*® = 0, el metodo es el de BCS termico (BCST)®. En todos 1los

j
casos, la aproximacion autoconsistente proporciona una cota

superior (para multiplicadores fijos y T > 0) al gran potencial
Q=<H - uN>-—-TS . (I1.S5.29)

Si se incluye en el exponente ademas de ﬁ un término de impulso
angular, el formalismo es el de *“Cranking HFBT”.

El hecho de poder extender en forma simple el formalismo de
p.i. (HFT) a uno general de cuasipartfcula independiente (HFBT),
es de gran importancia, pues per@ite tratar interacciones de corto
alcance, en cuyos desarrollos multipolares, 1los términos de
apareamiento poseen una fundamental relevancia. No obstante, 1las
fluctuaciones del numero de partfculas, vya presentes por el hecho

de trabajar en el conjunto gran canénico, aumentan por efecta de

- b4 —



la transformacion (I11.2.8), que no conmuta con ﬁ (vease para mas
detalles el Cap. I111).

No obstante, conviene volver a remarcar que el presente
formalismo es completamente general, pudiéndoselo utilizar para
cualquier tipo de operadores fermionicos ;i de 1los cuales se
posean datos, no siendo necesario que conmuten con ﬁ. El operador
2 puede evolucionar en el tiempo, y no corresponder a una

1

situacion de equilibrio. El1 formalismo describe en un instante
dado, un sistema arbitrario en base a operadores generales de un
cuerpo, maximizando la entrop{a.

Si en lugar de partir de parémetros ﬁ& determinados, se
dispone directamente de 1los valores medios <;i>’ no siempre
existira un operador densidad de c.i. capaz de ajustar los valores
medios requeridos. Se define la correlacion como la diferencia
entre el valor medio exacto de un operador y el valor medio

inferido por medio del teorema de Wick,

C_ =<P> —<P> . (11.5.30)
- C. L,

P x

Para que exista una solucion aproximada de part{cula o
cuasipartfcula independiente, la informacion disponible debe ser

4
tal que no implique una correlacion no nula.



1.6 LA APROXIMACION ESTADISTICA GENERALIZADA DE CAMPO MEDIO

EN SISTEMAS BOSONICOS

Extenderemos en esta seccion el formalismo anterior al caso
bosonico. El1 teorema de Wick sigue siendo valido para la
evaluacion de valores medios de operadores de n cuerpos en el
conjunto gran canénico, aunque si se incluyen términos linealeé en

b, b+, en el exponente de z, existen ahora contracciones <b+>, <b>

no nulas. En lugar de (11.1.31), se obtiene (vease Ap. C)

TrL o x x x %X 3 = <x >Xx _>Xx_>Xx »
172738 4 1 2 s -

+ r <X, 2<x ><:xk==x1=> + <=x‘==x2==xs==x‘=>
i<j, k«1
(I1.6.1)
donde k,1, denotan indices distintos a iJds vy X3 = xi—<xi>,

siendo valido para el valor medio de operadores normales
Tx, s la expresién (I1.1.31).
El operador de campo medio mas general sera de la forma

p=yrIR b'b. +2a bb, + a¥ e+ § 5, b7+6%))
. ™. 13 1 3 2 13 1 ) 13 1 ) . 1 1 1 1

1,3 i
=% @'z + %6 + 6"y - itrrra
=1 @'z - 16" % - itriry (11.6.23)

donde
X

R A
p = . . (11.6.2b)
A R

con

- b6 -



= 2P _g¥ (11.4.3a)

i3 A ij
ij
2 A o= 9 P> _ 1 ¥ (I1.6.3b)
I am . 2 n
ij
6, = 2<P (11.6.3¢)
3 <b. >
1 .
2=z -7,
T=-P %6 =<2>. (11.6.8)
- . ) ‘. 3 <P> _ .
La relacion (II.6.4) implica automaticamente - = 0. S8i 1la
3 <z%>

’
informacion disponible consta de 1los valores medios de n

Fa

’
operadores bosonicos arbitrarios Pi’ i=1,...,4n, el operador

densidad en la aproximacién de campo medio sera de la forma

=3 exp{l° + ? ﬁipi}

ztez + 26 + z6%>

exp{l° +

Nin

experl + 2 z°taz®> , (11.6.5)

NI

donde G = § ﬂipi’ 6= ﬂiGi. La relacion entre mulfiplicadores Yy
i i

valores medios esta dada por el sistema no lineal matricial
D°N = [expn@(p®,T)3-1731"* , (11.&.6a)
-1 -]
T=-@ (O ,THG , (I1.4.46D)

donde tanto G como @ dependen de la dispersién D°y la traslacion

T, a traves de (I11.46.3). Partiendo de valores medios iniciales



(D°)°, T°, se obtiene la relacion recursiva
@50 = rexp(maty-11"1 , (11.6.7a)
T = @b "6t , (I11.6.7b)
es decir,
ma‘wt = wart,
(0% ***n = wrexp e’ H-r17wb Tt , (11.6.8)

donde @’° es la matriz de autovalores del iesimo paso vy Nt la
correspondiente matriz de autovectores. El sistema (I11.6.8)

equivale a

R a'¥ xt o xt
L s g = x; f (I11.6.9a)
-A' -R - X
YJ YJ
f;*‘ = [exp(-x;)-ij“ . (I1.6.9b)
x ¢ ) .
donde i denota la j—-esima columna de (w‘).
vy
J

La condicion de autoconsistencia exige que en dos iteraciones
sucesivas tanto los vectores X, Y, los numeros medios de ucupacién
f. y las traslaciones T coincidan. Al iqual gque en el caso
fermiénicu, se puede optar por la minimizacion directa de 1la
energfa libre generalizada. Se analiza en el Cap. IV un ejemplo

7’
especifico.



APENDICE A

TRANSFORMACIONES Y OPERADORES DE UN CUERPO EN SISTEMAS FERMIONICOS

a) Transformaciones lineales de un cuerpo

La transformacion (lineal) mas general entre operadores de

. 2 . . .7 s . 10,3
creacion y aniquilacion fermionicos es de la forma

c’ u v c i

c
dende ( c+] es el vector de operadores Z definido en (11.2.3) y U,
V, matrices de LxL (L es el numero de estados de una partfcula

linealmente independientes). La matriz

u v
w - v* U* . (II-A-‘)

debe ser unitaria para que 1los operadores primados satisfagan

nuevamente las relaciones (II.1.2). Esto implica ww* = N+w =1, o,

wts W =1,

ut™ Wt =0,

(I1I.A.3)

tr, X _

"u

|
<

utv + v

tr X

vty + vV =1 .

El teorema de Bloch-Messiah®?! permite descomponer una matriz
unitaria de la forma (11.A.2) como producto de tres matrices

unitarias de forma determinada:
F O U
W=1oFr* v

Cl <l

G O
o c¥l » (I1.A.4a)



0 sea,

U=Ffis, V=Fis , (I11.A.4b)

donde F y G son matrices unitarias y U, G, matrices reales de 1la

forma
r O L r O “
T 0 . 0
‘u Y
— 1 _ 1
u= . . V= " ’ (I1.A.5)
‘U Y
n n
0 0
. 1.4 . 1 P
con
uiO o vi
Ui = ou.l? Vi = l-v. o] * (II.A.6)
i i
donde los numeros Uss V5 satisfacen u: + v: = 1. La demostracian

se basa en el hecho de que por medio de una transformacion
unitaria, toda matriz hermitica puede ser diagonalizada, vy toda
matriz antisimetrica descompuesta en bloques reales de 2x2
similares a Vi.

Escribiendo (I1I.A.1) explfcitamente, se obtiene

€2 = LU, c. +V..c.1, (11.A.7)
J1 1 J1:r 1 *

y la formula adjunta para c3+. Utilizando la unitariedad de W se

rd
obtiene la relacion inversa

c. =v¥ e +v. .t (11.A.8)
1 s J1 ) Ji ]
J
El teorema de Bloch Messiah permite entender la
transformacion (I1.A.7) como la composicién de tres

transformaciones:



. .7 . . +
i) Una transfaormacion uni taria de los operadores Sy

(transformacién de Hartree—-Fock):

ct=1v6.c. . (I1.A.9a)
J i J1 1

Los operadaores c; forman la llamada base canonica.
ii) Una transformacion especial de Bogoliubov (transformacion de
BCs'?) para los estados “apareados’ (f,i), definidos por 1los

bloques de 2x2 en (I11.A.3),

2 1 1+
C. =u.c, + v.c- ,
i ii ii
(II.A.9h)
1 1+
CT = U.Cr — V.C. o
i~i i1
Yy una transformacion del tipo
2 _ _at 2 _ 1
cJ = cj s S € » (I1.A.9c)

para los estados “bloqueados’, donde Vj=1’ uj=0, Y v1=0, u1=1.

. /. N N - 2
iii) Finalmente una transformacion unitaria de los operadores c;d

N

c_j = ; Flic . (I1.A.9d)
i
La transformacion de Bogoliubov (II.A.1) es por 1lo tanto una
transformacion de BCS en una base apropiada.
Para los fines de 1las secciones (II.1-3), existe una

4 ’
indeterminacion en la definicion de 1los operadores c; s pues

. ’ +
siempre es posible efectuar una transformacion del tipo c;’=c; ,
que conduce a x;’= —ki . f;’= 1—fi . No se pierde el caracter

diagonal de 1ln{(p) vy so0lo se redefinen los estados ji>, creando el

+ ¢
operador c;’+ un agujero (hole) respecto del operador c; (de ahi



el cambio en el numerc de ucupacién). Si existen ademas
autovalores ki degenerados, es posible realizar una transformacion
unitaria arbitraria dentro de cada espacio propio. Por ej.. en el
caso puro (fi=0,1), es posible efectuar una transformacién del
tipo (I1.A.9d) arbitraria entre 1los estados ocupados vy otra
similar entre los desocupados, sin que se modifique el operador
densidad.

4 4
b) Conexion entre los estados de vacio:

+ . s
Los operadores c’ crean estados de una cuasiparticula

132> = c3+|0’>, donde |0’> es el vacio de los operadores primados

(c3|0’> =0). Si V=0, 07> coincide con el vacio de 1los
operadores c; Y el estado |j> es una combinacion 1lineal de los

estados |i> = c:|0>: 137> = Eu, li>.
i
S5i V = O, los vacios difieren. La relacion entre ambos esta

dada por el teorema de Thouless‘sﬁ,

07> = <010”>expfi T @, .cic 30> , (I1.A.10)
2 i#j 13 1 3

con (véase (I1.A.3))

a=-ut=vruntr
=, (I1.A.11)
<010°> = (det () ‘2
= [expeStriln 3] . (I1.A.12)

La relacion (II.A.10) es valida si <0|0’> = O, es decir, si U tiene
inverso. En 1la base canonica (I1.A.%a), (I1.A.10) . puede

reescribirse en la forma



» - _& 14 _1_-{-
jo? > [Psouilexp{ 3 F (vi/ui)ci €3 10>

=@ fu -v,cfeffijos . (I1.A.13)

i>o ! 1
jO? > es entonces un estado de BCS en la base canonica. Thouless
dio el teorema originariamente para Determinantes de Slater
(D.S.), 1los cuales pueden ser considerados como vacios de
operadores fgrmiénicos apropiados (11.A.9c). En este caso, 1los

estados de dos cuasipart{culas son estados de partfcula agujero, y

podemos reescribir (II.A.10) como

"> = Syly’ >exp{y Q .c+c.}|w> . (II.A.14)
Jsm My m-J

<+
donde |y>= n cj|0> (3 (m) denota estados ocupados (no ocupados)) y
J
l>> un D.S. no ortogonal a |y>.
Vacios (o D.S.) |0* > ortaogonales a |0> ocurren si u posee

elementos nulos en 1la diagonal. En este casao (I1.A.10) se

generaliza a

10°> = tge}’I u, T expeE (v./uc,ec"r0> ,  (I1I.A.15)
J i>

J i>0
con u, # O, y donde la productoria sobre j corre sobre los estados

‘bloqueados® con uj=0, vj=1.

. ~ ~ + + . .
La transfaormacion exp{@? |0> (@ = ; P uijcicj) no es unitaria
i,j

”’
pues cambia la norma del estado. Los vacios pueden vincularse

‘I 4 .I . . “
tambien a traves de una transformacion unitaria’ ,

|0°> = exp{iT3|0> , (I1.A.16)

donde T es un operador hermitico de un cuerpo,



~ + +
T = E k,Tkk’ckck’ + h.c. (11.A.17)
L)

el cual vincula ademas a los operadores c y c’:
» + .t b
i = exp{tT}ciexp{—tT} . (II.A.18)

(II.A.16) es valida aun cuando {0]0’> = 0. Notemos que |O’> es
independiente de la transformacion (II.9.d). Por lo tanto, a 1los
fines de vincular ambos vac{os, podemos suponer F+ = 6. En este
caso, la relacion entre las matrices T vy @ viene dada por las

. 15,8
formul as

T=4RS *, Q=-tg(R)IS * , (I1.A.19)

donde

FRFY . s = F¥SFT, (11.A.20)

R

siendo R la matriz diagonal de elementos r, tal que u, = cas(rk),

k k

Vi T —sen(rk), (OSrkSn/2), \'4 S una matriz con elementos diagonales

Oy 1 y bloques de 2x2 similares a Vi (II.A.6) con vi=1. De este
modo,
sen(§)§+ ’

1] cos (R) . v

(IT.A.21)

u sen(R)S" .

cos(R) , V

i

La matriz S es unitaria, mientras que R y F son hermiticas.

c) Operadores de un cuerpo

’ -
Todo operador de un cuerpo fermionico puede escribirse en 1la

forma
0=y [A, clc, +2 (B, c.c_+C,.cocl
™ . 13 1 1] 2 1) 1 ) 1) 1 )
1,1]
= ; ztmz + ; trral . (I1.A.22)



donde

A C
M= | g _atr] s (11.A.23)

con B y C matrices antisimetricas (de LxL). Si O es hermftico, M
debe ser hermftica, lo que implica A hermftica y C = —B*. Bajo una

transformacion de Bogoliubov (1I.A.1), O se reescribe en la forma

0 = 2 7 *Mr 2z 4 z trrAl , (11.A.229

con

M* = wMW' . (I1.A.23Y

Para M hermitica el desarrollo explfcito de lo anterior conduce a

a* = uau® - us*v' + vBut - vatv'
(II.A.248)
B> = v¥au® - VPVt + utsut - utatvt .

En este caso, M es diagonalizable por medio de una
transformacion unitaria W, de modo que es siempre posible
encontrar U y V tales que A, . = A’S. . , B2, = 0. Los autovalores
. 1] 1 1) 1] ® y
de M son de la forma * A}, con autovectores X Yy !

i y{ x{

respectivamente.
Existe en realidad un isomorfismo entre los operadores de un

4
cuerpo fermionicos y las matrices que lo representan. Por ej., si

a = 1Z+M zZ, 0 = ﬁZ+M Z , entonces
1 2 1 2 2 2
to ,01 = -2 MZ, (I1I.A.25)
17 "2 2 -}
con
M =IM . M1, (II.A.26)
] 17 2

El conmutador de dos operadores de un cuerpo es pues otro



operador de un cuerpo, y la matriz que 1lo representa es el
conmutador de las matrices aoriginales. Si Bi = Ci = 0, (II.A.26)

se reduce directamente a
A =T[A ,A 1, (I1.A.27)
s 17 2

con Bi = C+AiC. Los operadores de un cuerpo cierran pues un
élgebra bajo la operacién de conmutacion. E1 élgebra de Lie
generada por todos losxoperadores elementales Eij (II.1.1a) que
conservan el nﬁmerp de part{culas, corresponde al grupo Ud{n)
(grupo de matrices unitarias de nxn), donde n =L es el numero
total de operadores de destruccion c4 linealmente independientes,
existiendo n° generadores c;cj independientes‘d. En caso de
incluirse los operadores gij (II.1.1b), el grupo correspondiente
es R(2n) (grupo de rotaciones en 2n dimensiones), existiendo en
total n? + n(n-1) operadores de un cuerpo independientes.

Subconjuntos de determinados operadores pueden formar subélgebras

particulares.



APENDICE B

TRANSFORMACIONES Y OPERADORES DE UN CUERPO EN SISTEMAS BOSONICOS

a) Transformaciones generales lineales.

En el caso bosénico, la transformacion (lineal) mas general

entre operadores de creacion b+ Y aniquilacién b es de 1la

TN (L] e

} es el vector Z (11.3.26). Nuevamente, si existen L

8,40
forma

b,
donde
. b

estados bosonicos de una partfcula linealmente independientes, las
matrices X e Y son de LxlL, vy d de Lx1. Existen dos diferencias
sustanciales con el caso fermionico. En primer lugar, es posible

’ ’
sumar un termino constante en la transformacion lineal. En seqgundo

X Y
W = . (I1.B.2)

Y X

lugar, la matriz

debe ser unitaria pero respecto de la metrica

I o
n= . (11.B.3)

0 -I
para que los operadores primados sigan cumpliendo las relaciones

de conmutacion (I11.3.2). Esto implica

wimw = ww® = n, (11.B.4)

Ys



xx" - vwt =1,
xyt ~ yx'" = o,

(I1.B.5)
x'x - v =1,
xty - vt x* =0 .
. . x+_Ytr'
wr=m'n=1| _ __|. (I1.B.&)

-Y X i

El teorema de Bloch Messiah para bosones permite descomponer

a Wen forma similar al caso fermionico:

. F O XY G O
W= o . (I1.B.7)
o r¥ XY o ¥

donde F y G son matrices unitarias vy f, Y matrices diagonales

reales de elementos Xper Y (positivos) que satisfacen x: - y: = 1.
., \
Escribiendo (II.B.1l) explicitamente se obtiene
b, = £ CX..b, +Y_..bi1+d,, (I1.B.8)
J i Ji1 1 Ji 1 J
y utilizando (I1.B.&) se obtiene la relacion inversa
b. =% [Xt~b{ - Yf.bi+] + d? , (I1.B.9)
i 3 Jji~j ji~j i

donde

d’ _.[d
= —W . (I1.B.10)
g ¥ a*

En 1la representacién de coordenadas e impulsos (11.3.57), 1la

’ ’ ’
transformacion (II.B.1) equivale a la transformacion canonica

a- e (X+Y) Im(Y=X) a e (d)
~ 1= |+ @*? . (II.B.11)
P Im(X+Y) Re(X-Y) P Im(d)



b) Conexién entre los estados de vacfo.

El vacio de los operadores primados [0°> (definido por 1la
condicion b;|0’>=0, Vi), difiere de |0> si Y # O, al igual que en
el caso fermionico. Consideremos primero el caso en que el vector
d es nulo. La conexion entre los estados de vacio esta dada por el

teorema de Thouless para bosoness,

[0°> = <00 >expiiy @, .bIb 3|0> , (11.B.12)
28 - 13 1 3
I,J
donde

@ =-x"ty = y(xHtr

i
2]

(II.B.13)

—41/2)

<0|0’> = [det(X)1®

exp{—gTrt1n(x)J} .

En el caso bosénico, (I1.B.12) es siempre valida vya que los
vacios de operadores conectados por una transformacion . de
Bogoliubov nunca son ortogonales. A diferencia del caso

v <4 4
fermionico, es imposible considerar al estado [n hiJ|0> como vacio
i

4
de nuevos operadores bosonicos.

Si la matriz W es nula, pero existe en cambio una traslacion

14 4
d no nula, el vacio tambien se modifica, y se expresa como un

estadao coherentesﬁ?

10°> = <00’ >exp{~F dibi*} jo> , (I1.B.14)
i

con

<00’> = exp{-g > |di|2} . (I1.B.15)
i

Finalmente, la relacion general puede obtenerse combinando



los resultados (I11.B.11-13):

10> = <0 0" >exp<: £ @, .bib} + L b (a7 - zu da>%)3 , (11.B.1&)
i j ij i j i ij J

donde

010> = [det ()17 *exp(-3 L 147 1% + z uljd;df)}. (11.B.17)
: ¥ ;

;
La relacion entre vacios puede obtenerse tambien por medio de

4 R . .3
una transformacion unitaria’,

107> = exp ({T) |O> , (I11.B.18)
con
T=%y T.0°0"° + h.c. . (11.B.19)
2 il ij i35
Definiendo una matriz diagonal R de elementos ) tales que
senh(rk) = yk s Y Ssuponiendo F = G » Se obtiene
T=-Rs"*,
(I1.B.200
@ = tgh(R)S™ ,
con
R=FRF" , 5 = F'¥¢" . (11.B.21)

La relacion (II1.B.18) es valida si d = 0. Para traslaciones,

podemos escribir, en lugar de (I1.B.14),
|O? > = exp{i852|0> , (I1.B.22)

donde el operador hermitico S es

OM

+ % ~ ~
= { . . = d. . [_ .Q. + P. - -23)
§ [deJ JbJJ = ? pJ 3 qj JJ ’ (I1.B



{—.A A. ‘A - ”~ + ) = A’. . . 4

exp ¢S}GIJexp{¢S} DJ qJ DJ » (I11.B.24)
”~ A ~ "~ ~

exp{—iS}Pjexp{aB} = Pj + pj = P3 ’ ({I11.B.23)

1/2 1/2

donde qj = (2) Re(dj), P; = (2) Im(dj). Notemos que |0”> es un

estado coherente pues
bB. |0°> = (b] — d,) 0>
i i i

= —d, 10> . (I1.B.26)

El nuevo vacio es un autoestado del operador aniquilacién
original, siendo el correspondiente autovalor —di. Los estados
I{di}> = |0 > conforman la llamada representacién de Bargmann"
{compleja) del correspondiente espaciao de Hilbert, vy constituyen
estados fundamentales de osciladores armonicos despl azados
{(centrados en (qj,pj)) en la representacién de coordenadas. Son
por consiguiente, estados de minima incerteza.

EL Operadores generales de un cuerpo.

Toda operador hermitico cuadratico en los operadores
bosonicos {y por ende en 1las coordenadas e impulsos) puede

escribirse en la forma

o=3 cztmz + FTz + 2%61 + Kk, (I11.B.27)
donde
racC
M= | B Atr s
r £ N
F=1 |, (I1.B.28)
L 9,
f g )
6= _%|.
[ £



~ P
y K una constante. Si 0O es hermitico, la matriz M debe ser

hermftica, lo que implica A hermftica, B = C*, F = G* (0 sea f=g*)
y K real. Bajo una transformacion general de Bogoliubov (II.B.1),

~
0 puede reescribirse en la forma

0==:rz'wz + %22 + 277671 + k7, (11.B.29)
donde

M = UM,

Ff=Fus+T1M,

. (11.B.30)

6" = UG + MT ,

K =2 T'MT + F'r + 761 + k ,
con U = W-‘, T = (:d ‘] . Escribiendo las componentes de M’

d’

explfcitamente, s@ obtiene para M hermftico,

a’ = xax® - x¥y* - vBx* + va¥y',

(II.B.31)

x ¥Y+ .

B = -v¥ax* + v*B¥*y* + x¥Bx* - x*a

El conmutador de dos operadores de un cuerpo bosonicos de la
forma (I1.B.29) es nuevamente un operador de un cuerpo. Al igual

gue en el caso fermiénico, las propiedades de conmutacion pueden

4 P
expresarse en terminos de las matrices que los representan. Si 0‘

ey ey ~
=2zmz, 0 =tz'mz, 0 =F'z, 0 = 7'G, entonces
2 4 2 2 2 - ] 4
~ ey
0,01=2%zmz,
4 2 2 - ]
(11.B.32)

M =MM -MM ,
9 4 2 2 4

- 82 -



0,01 =Fn6,
- § &

N ~ -+
[D‘,D‘] = Z MG , (I1.B.33)

~

0,01 = (F M)z .
9 1

Si B=0, F =6 =0, el operador (I1.B.29) conserva el numero

. -~
de bosones presentes. En este caso, Di = b+Aib,

~ ~ ’ ’ ’ ’
[Di,OjJ b+[Ai,Aj3b, expresion identica al caso fermionico (vease

(11.A.27)), por lo gue el élgebra de Lie generada es nuevamente
Udn), para n operadores bi’ b:, linealmente independientes‘d. No
obstante, si se incluyen operadores con B = O (es decir,
operadores elementales gij ), la relacion (II.B.32) implica el
grupo simpléctico Sp(2n)‘°. Este grupo es no compacto (sus
representaciones irreducibles no poseen dimension finita) Y
corresponde al hecho de gque no existe un limite superior para el
numero de bosones aun para un nimero finito de estados de una
partfcula. El1 nimerc total de generadores independientes es-

n® + n{n+1), agregéndose al caso fermionico los 2n operadores b;,

b2,
i
En contraste con el caso fermiénico, no es siempre posible
llevar el operador 0 (I1.B.29) con M hermftica, a la forma

diagonal

b3 + D, (1I.B.34)

es decir, M. = A% 6. ., F =0 (D = K* + 1 ¥ A), por medio de una
i) J 1) 2 i J

transformacion de Bogoliubov (II.B.1). En primer lugar, para

eliminar los términos lineales se requiere que la matriz M sea

invertible (T =—M—‘G). En segundo lugar, los operadores basénicos



primados quedan determinados junto con la matriz W por 1la

condicion [U,b;] = Ajb3+ lo cual conduce al sistema®”

MU = IUMM’, (I1.B.35)
4 x+
o, denotando la iesima columna de U por Ui = l_v*{
i
a ¥y x* rx*
B A* —Y+ o= ki‘ Y+ K (II.B.36)
i i
que equivale a diagonalizar la matriz no hermi tica ™

(MU = UMM’). Los autovalores de M son de la- forma = Ai’ con
+ tr

X -Y
autovectores {—Y+] s [xu] respectivamente.
i i
No obstante, 1l1la matriz M puede poseer autovalores
complejos. En este caso es facil mostrar que el correspondiente
. + + + +
autovector U, tiene norma nula: U MU, = AU U, = (UMU.) =
i i i iTi1i i i
xi‘UIﬂUi. Si xi no es real, entonces xi - xi‘ y por consiguiente
se anula la norma UII’]Ui Y ademas el coeficiente M; = U;MUi. Por lo
tanto, no es posible llevar O a la forma (I1.B.34), y no existe el
correspondiente boson b}. Puede mostrarse que si los autovalores
de la matriz M poseen todos el mismo signo (y son no nulos),
entonces M posee solo autovalores reales®®.
La norma tambien puede anularse si el autovalor xi es nulo.
Para estudiar estos casos conviene escribir el sistema (I1I1.B.36)
en la representacién de coordenadas e impulsos. Por conveniencia,

4
definiremaos estos introduciendo 1la frecuencia V' la masa

directamente en la definiciénsz



@ = b> + b2 Hsm.a (2
J J J J 3]
(I11.B.37)
P? = —i(b’, — b% (M A%/2) 7%
3 3 j N5
[8,Pp = &y, - (11.B.38)

La masa Mj es por el momento arbitraria. Si no existen

lal
autovalores complejos o nulos, podemos reescribir O en la forma

Niw

O=y2®.2/m, +mM2%28% +K . (I1.B.39)
3 J J J 3 J

Ca)

Los aperadores P’ , @° cumplen entonces las relaciones

£o,P%1 = M. 23%@’

J J 3] (11.B.40)
£0,0%1 = -P>/M, ,

J J J

lo cual conduce al sistema combinado

[ A B‘“ P ) o Q
| B A*, ;—P*.f LM ef j s (11.B.41a)
r A B*' r Q@ ) P
. B At, :G*J_f (=M et 5 (II.B.41b)
donde las matrices P,Q se definen en la forma
X (1/2)
o = .+ . M_X%
QJk (ka YkJ)/(2 JkJ) .
(I1.B.42)
= — _ ¥ » A,z
ij = L(ij ij)(ijj/2) »

de modo que (I1.B.1) puede reescribirse como



p |

@ = ¥ B, b, + @ .b.3> ,
J i i3] 1 1] 1
(11.B.43)
Pr =g (. b +pP b3 .
J " 1] 1 131

1

La condicion (II.B.38) implica

% Q
(P P) X = 5. . {I11.B.44)
J Q K jk

lo cual determina el parémetro Mj para normalizacion fija de ;’ Y
8’, o la normalizacion de estos vectores para Mj fijo.

La ventaja de las ecuaciones (II1.B.41) es que aun en los
casos en que el autovector posee norma nula, es posible construir
operadores 33, 83 con las propiedades anteriores. Asf, s5i existe
un Aj imaqginario puro, 8 puede aun escribirse en 1la forma

(11.B.3?), con una componente igual a

1

2ePnEm - Mo a 1%@%% = - AL e ) ?
2 J J J J 2 J J

+ b}z}, (11.B.A45)
donde el operador bosonico se define a partir de (11.B.37), usando
el modulo de kj.

0. Las ecuaciones

Otro caso interesante es aquel en que kj

(I1.B.41) determinan la correspondiente coordenada e impulso. La
P

{I1.B.41a) asequra que la inhomogeneidad [:P‘]j es ortogonal al

P o~
modo O, [;Pt]j « El1 operador 0 puede escribirse nuevamente en 1la
forma (II.B.39) pero con una componente iqual a P32/(2Mj), la cual

posee un espectro de partfcula libre.



APENDICE C

TEOREMA DE WICK PARA SISTEMAS ESTADISTICOS

Daremos a continuacion 1la generalizacién estadistica® del
conocido teorema de reordenamiento normal, definido usualmente
respecto de un estado puros’s. Para un operador densidad general
de c.i. 2 (11;2.1) o (I1I.3.25), 1la contraccion de dos operadores

. - . . +
X, Y, que representan indistintamente un operador de creacion a o

aniquilacién a, es directamente el valor medio
”~
<xy> = TrLp xyl . (I1.C.1)

El orden normal de un producto de daos operadores, denotado

por :xy: se define de modo que sea nulo su valor medio:
txy: = xy — <xy> . (I11.C.2)

Para un producto de n operadores, n>2, el orden normal se
define recursivamente, de modo que se satisfaga el Teorema de
Wick?®. Este establece que el producto de n operadores
Uy VyWyeeaosXsyYs2Zy, €5 igual al orden normal del producto, mas el
orden normal de n—-2 operadores por una contraccion (en todas las
formas posibles), mas el orden normal de n—-4 operadores por dos
contracciones, siguiendo asi hasta llegar a 1a suma de todas las

posibles contracciones. De este modo,

UVW. o« e XYZ = SUVW. e o XY22 + SUVIIW. .o XYyZ2 + <VWIIU...XYy2Z: + ...
+ <uvIKyzZiiWe.aX2 + <UWI{XZ>:VaeueayY: + ...
ces (11.C.3)
+ UuVvyi.{WXDiyZ: + SUVZe.XWZIIXYy: + ...

+ SUVvI<WX>eeXyZ> + <Uux2{VvWl...<y2> + .. .



4
En el caso fermionico, se debe tener en cuenta que al extraer
4
una contraccion de un producto de operadores, se debe agregar un
4
signo menos si el numero de permutaciones necesarias es impar. Por

ej., para un operador de dos cuerpos se abtiene

+
a.a.a a, ta;a.a a;: +
+ +
<a1aJ> a a 1° + .ai . <akal> +
+ + + + - + + + +
<a1 1> aJ K’ + <aJ k> a: ¥ za;a. ;s <aJ 1> ¥ aja1.<aiak>
+ <aja><a a > ¥ <aja ><a+a >+ <ata,>a'a > . (II.C.4)
i J 1 ik Jj 1 il Jk
donde el signo — (+) corresponde a fermiones (bosones).
El valor medio del operador uv...yz O a+a .a a en un

k1’

copjunto estadistico del tipo gran canonico y respecto de un
operador densidad de c.i. es igual a la suma que aparece en el
ultimo renglén de (I1.C.3) o (11.L.4) respectivamente, es decir,
igual a la suma de todas las posibles contracciones®**. Para un
operador de n cuerpos, el numero total de términos en la suma es
de (2n)'/¢2"n'). En otros conjuntos estadisticos la propiedad
anterior deja de ser valida Yy queda sujeta a restricciones (ver
por. ej., cap.IIl, secc. 8 y cap. VI). Por otro ladao, el valor

medio de un producto normal es siempre nulo:
<:UuV...yz:> =0 ., (II.C.5)

Ademés, puede probarse que el valor medio de un producto de
productos normales es iqual a la suma de todas 1las contracciones
que involucren operadores de productos diferentes, sin incluir las

contracciones dentro de un mismo producto normal. Por ej.:



{suvisixy:r> = <uy><vx> F <ux><{vy> (II.C.6a)

{iuvwzi:xy:> = 0 , (I11.C.6b)

donde nuevamente el signo — (+) corresponde a fermiones (bosones).
lLas relaciones (II1.C.6) 1implican que en el valor medio de
tstiuv...yz solo influye el anteul timo renglén de (II.C.3). Esta

parte coincide a menos de una constante, con el operador efectivo

1

de campo medio ]

~ a <x1...x >
o=1Y = X%
i,j o <xixj>

3

a <x‘...x >
=7 A IX X 1+ AN/2)<x vk > . (11.C.7)
3 8 <xyx > J n

pe

Por ej., en (11.C.4) el operador efectivo 1lo forman los
renglones 2°'y 3°). De este modo, <8> = (n/2)<6>, donde n/2 es el
orden (numero de cuerpos) del operadoar 6 = X eseX .

Hasta aqu{ hemos supuesto que el valor medio del producto de
un nﬁmero>impar de operadores es nulo. No obstante, en el caso de
un sistema bosénico, pueden existir contracciones *anomal as’
<x> = 0, aun respecto de un operador de c.i.. En estos casos
conviene expresar x en terminos del operador ‘centrado’ o normsal
X? = 31x2 = x — <x>, <Xx’> = 0. Para un producto de operadores
X’s...yY>, todas las formulas anteriores siguen siendo validas. Por

ej.,,

Xy X’y? + xX°<y> + y’dx> + <x>y>
= 3x’y’: + {x7y’> + sx:y> + y:<{x> 4(<x><y> s (II.C.8)

donde

<x’y?> = xy> — <x>Xy>» , (11.C.9)



4
es la “covarianza’ o dispersion del valor medio de xvy.
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CAPITULO III

EFECTOS TERMICOS Y COMPETENCIA

ENTRE INTERACCIONES DE DISTINTO CARACTER




INTRODUCCION

Las descripciones termicas VY% estadisticas de sistemas
nucleares se han tornado frecuentes en la 1literatura durante 1la
ultima década”*, fuertemente motivadas por la disponibilidad de
informacion experimental concerniente a reacciones con iones
pesados (vease por ej. Ref. 5). La complejidad del problema ﬁa

i
estimulado el estudio de modelos simples (como por ej. refs. 4,7},
y desde el punto de vista teérico, el examen de las propiedades vy

8~ ha vertido

peculiaridades de los hamiltonianos de pseudospfn
mucha claridad sobre diversos aspectos del problema cuantico de
muchos cuerpos. Estos modelos han probado ser extremadamente
utiles en estudios teoricos sobre la validez de diversas
aproximaciones®®™%,

El objeto de este cap{tulo es estudiar, dentro del marco de
un modelo exactamente soluble, 1los efectos termicos sobre 1la
competencia entre dos de 1los méé importantes ingredientes del
praoblema nuclear de muchos cuerpos, superconductividad (originada
en interacciones de corto alcance) y deformacion (debido a fuerzas
residuales de largo alcance). El cap{tulo esta basado en 1los
trabajos (13-13). Con este propésito, se propone una
generalizacién apropiada del formalismo de las refs. 10,11, basado
en la tecnica de estados atomicos coherentes‘d, que permite
aplicar este metodo a una extension del modelo original de
Lipkin.. Esta extensién‘7, basada en un élgebra de SU(2)xSU(2), es
capaz de simular ciertos aspectos de la competencia entre

interacciones de corto y largo alcance, y permite examinar efectos

4
termicos de una manera transparente.
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De esta forma, las diversas aproximaciones de cuasipartfcula
independiente, pueden ser analizadas en detalle y ser camparadas
con resultados exactas, para cualquier temperatura T, tantoc en el
limite termodinamico como en el caso de un numero finito de
partfculas. Tambien es posible analizar un operador estadfstico
general de p.i., Yy considerar distintos espacios de estados
accesibles, déndose la posibilidad de un tratamiento estadfstico
en un conjunto de tipo canéngco.

Finalmente, se analiza el problema de 1la determinacién de
fluctuaciones de diversos obervables, a partir de 1las soluciones

autoconsistentes de campo medio. Se obtienen importantes

- . . F A
correcciones al teorema de Wick en las regiones criticas.



ITI.1 ~ DESCRIPCION DEL MODELO

El modelo representa N fermiones distribuidos en dos niveles
de p.i., cada unao con degeneracién 20, y separados por una energfa
£. Los estados de p.i. pueden ser caracterizados en 1la forma
{p,v>, donde v adopta los valores +1 (nivel superior) y -1 (nivel
inferior), vy p = 1,...,20 , identifica los estados dentro de cada
nivel. En este contexta se introducen los operadores “colectivos’

. s _8-9
de cuasispin

~ + ¢
J+ = }:cp+cp_
P
= J: ’
(I11.1.1)
~ 1 +
J = - z v C ’
z 2 v pv
Py pv p
Jd = Jz + 3 (J+J_ + J_J+) . (111.1.2)
los cuales satisfacen un élgebra de SU(2):
~ o~ o~
(111.1.3)
[J+,J_J = 2Jz -

El operador J? conmuta con todos los operadores (111.1.1), vy
es por lo tanto el operador de Casimir del grupo. Denotaremos con
M los autovalores de Jz y J(J+1) los de Jz, iM] £ J, de la manera

. . .’ 1?
usual. Introduciremos a continuacion los operadores



Q>
+
I
™
n
O
+
n
R
|

= Q_ ,
(I11.1.4)
~ 4 +
Q = Y c_c
z 2 psv PV pv
4
= ; N - Q ]
i
Ao _ Az P A A A A :
Q = Qz + P (Q+Q_ + Q_Q+) . (I11.1.5)

ll amados operadores de apareamiento de cuasispfn. ﬁ es el operador
numero de part{culas. Los operadores (111.1.4) satisfacen
nuevamente un élgebra de SU(2), vy ademés, todo operador 6 conmuta
con cualquier operador 3, conformando por consiguiente un élgebra

Ca

de SU(2)xSU(2). Q+ (Q_) crea (destruye) dos part{culas acopladas a

J 0. De este modo, los operadores @ se comportan formalmente
como los operadores de apareamiento de la teoria de
superconductividad nuclear. Denotaremos con Qo los autovalores de

~

Qz y Q(Q+1) los de @®’. Este modelo de Lipkin ampliado

(SU(2)xSU(2)) posee una dimension total?’®

a0
D = I (I111.1.8&)

correspondiente a N partfculas a ser distribuidas en 40 estados de
p.i.. Los estados multiparticulares pueden ser caracterizados por

los autovalores J,Q,H,Q° en la forma

19,8,M,@ > = cw "™ w@ ) *%)13,0,-3,-0> , (I11.1.7)



con

c = {(J-M)!(Q—Qo)!/[(2J)!(J+M)!(20)!(Q+Q°)!]}1/Z . (I11.1.8)

De este modo, los estados (I11.1.7) son ortonaormales. No
obstante, existe una simetria adicional a tener en cuenta, ya que
todo operador 3 o 6 conmuta con cualquiera de los (2Q)'! operadores
de pernutacién que :intercambian los indices p. Esta simetria
adicional dara origén a una cierta multiplicidad Y(J,A) de un
estado (III.1.7). Para caracterizar unfvocamente al estado, es
necesario anadir un numero cuantico adicional Oty 1 < a=<Y(J,0),
que identifica a los miembros de la representacién irreducible del

grupo de permutaciones § al cual pertenece el estado (I111.1.7).

20

No obstante, dado que 1los hamiltonianos y abservables a ser
estudiados en este capftulo seran funciones solo de los operadores
(III.1.1) y (III.1.4), niguna magnitud fisica dependeré de oa.

En el apéndice A se demuestra que la multiplicidad mencionada

14
es

[} ]
Y, = (20+2) ' (200 ! (2J+1) (2G8+1) , (III.1.9)

(QHJ+Q+2) ! (I -A+1) ! (O-J+@+1) ' (O-J-Q) !

donde los valores de J y Q satisfacen las relaciones

<3 =<a- @,
e i<eas<a-s, (111.1.10)

6+ @) sJ+a=aq.

6 denota la parte fraccionaria de (N/2). Los rangos de variacion

dados por (III.1.10) generalizan tratamientos anteriores'’ donde



solo la ‘banda’ (J+Q) = QO es considerada. Esto es en general
suficiente para estudios realizados a T=0 concernientes al estado
fundamental. Sin embargo, en tratamientos estadisticos los estados
pertenecientes a otras bandas son accesibles, vy deben ser
incluidos en el correspondiente conjunto estadistico.

Qo queda determinado por el numero de partfculas presentes N.

Los valores extremos * Q) corresponden a N 4Q) (sistema saturado)
y N=20 (vacio) respectivamente. Para G fijo, N puede fluctuar
entre 2{({r0Q) y 2(+Q). Un concepto utilizado es el de senioridad

. s 17
de cuasispin

s =2(Q0 - &) , (I11.1.11)

que indica el maximo numero posible de partfculas no apareadas
compatibles con un valor dado de Q. E1l numero real de partfculas
no apareadas depende ademas del indice a.

8i J=Q, Q=0, {|J,0,-J,0> es simplemente el estado con 2Q
partfculas situadas en el primer nivel. Los estados con J o @
maximos son completamente simetricos en el indice P Y generan la
correspondiente representacién irreducible completamente
simetrica. Ademés, Y(J,Q) =1 solosi J=0Qo0@-= Q, por 1lo que
son las unicas representaciones no degeneradas.

Las consideraciones generales de las secciones siguientes
seran validas para cualquier hamiltoniano que sea funcion de 1los
operadores 3 4 E. No obstante, el hamiltoniano especifico a ser

estudiado es de la fc)r'ma‘7

(I1I1.1.12)



el cual conmuta con 32, B’ y Eo. El primer termino < 32 representa
el hamiltoniano no perturbado. El segundo termino representa una
interaccion de apareamiento entre estados separados por la energ{a
£, mientras que el tercero corresponde a una interaccién
monopolar, la cual éimula una fuerza de largo alcance.

Si V = 0, ﬁ conmuta ademas con 32. Sus autoestados son
directamente los estados (I1II.1.7), con autovaiores

t

EWJ,Q,M,B) = M- 36 IA@+1) - Q (& -1 . (I11.1.13)
o 2 (<] (<]

Para G=0, el estado fundamental corresponde al estado con el

maximo valor posible de J, con M = -J vy
E =-¢ (- @), (111.1.14)
o [
tomando @ el valor minimo. Si N = 20 (Iﬂol = 0), se obtiene 1la

energia mas baja ,. vy 4 =Q. Por el contrario, el termino ‘de
apareamiento favorece estados con altos valores de Q@ (baja
senioridad) y bajos valores de J. La energfa del estado

superconductor (@ = O) esta dada por

E = -6 o) - Q@ -1)1 . (111.1.15)
s 2 - -

donde hemos supuesto un numero par de part{culas. Este estado es
el de energfa mas baja si

20 - @ Pe
o

G > (I11.1.16)

]
Q

c

Q(ar1) 02— Q|
o o
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Si 6 < Gc, el sistema prefiere el estado ‘normal”’ (I11.1.14).
Estados “intermedios” de 1la banda J + Q@ = Q, corresponden a
estados excitados, al igual que aquellos con J + & < Q. De este
modo, el estado fundamental sufre una transicion de fase (de
primer orden) desde el estado normal al superconductor en G = Gc.

Si 6 =0y V = 0, el modelo se reduce al caso original de
Lipkine-p. La solucion exacta se obtiene por diagonalizacién en el

|

multiplete de dimension 2J+1 determinado por J, & vy Qo, no
dependiendu los autovalores del valor de @. El1 estado fundamental
se encuentra siempre en 1la representacién con el mayor valor
posible de J, y su energfa es independiente del signo de V, y mas
baja que la del estado normal (III1.1.14). No se registran cambios
abruptos en la solucion al aumentar el valor de vV, aunque en la
zona alrededor de V = &/N, la derivada segunda de 1la energ{a
fundamental respecto de V registra un méximo, al mismo tiempo que
la energfa del primer estado excitado se ap}oxima a la del
fundamental y la componente con M=-J deja de ser la principal ‘en
el estado fundamental. Estos cambios se hacen mas notorios al
aumentar N, existiendo en el limite termodinamico Q -» o (y N
proporcional a ) una transicion de fase de segundo orden, como se
vera mas adelante.

Si ambas constantes de acoplamiento V y G son no nulas, 1los
autovalores dependen ademas de Q Yy Go . Las dos interacciones
compiten entre s{, favoreciendo la fuerza de apareamiento estados
con J=0, @=Q, vy la interaccion monopolar aquellos con el maximo
valor posible de J. El estado fundamental del sistema sufre una

, ‘s,
transicion de fase desde el estado con J maximo al estado

superconductor, para un valor de 6 mas alto®” que en el caso V=0.
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I11.2 ENERGIAS LIBRES EXACTAS

Consideraremos en esta seccién el célculo de energ{as
libres exactas de sistemas descriptos por hamiltonianos que sean
funciones de los operadores (III.1.1) vy (I11.1.4). El1 operador

I rd
estadistico exacto en el conjunto canonico es

o)

donde /3 es la inversa de la temperatura 7T. La correspondiente
energfa libre exacta F (vease (I.2.12)) puede escribirse en la

14
forma

F=T lo = -Tln{Triexp (-3 H) 1>

=Tln{ ¥ Y(J,Q) Tr’lexp(-f3 ﬁ)]} s (I11.2.2)
J,a

donde Tr’ denota la traza sobre el subespacio de dimension 2J+1

caracterizado por valores fijos de J y G. La traza en (I1I.2.2) ha

sido tomada en el espacio completo de dimension (III.1.&6), siendo

la suma en J y @ sobre los valores que satisfacen (III.1.10).

El limite termodinamico de (III.2.2) para 20Q -» w, puede ser
hallado analiticamente. Este tipo de limites ha sido estudiado en
la ref.é6, pero solo con referencia a un modelo SU(2), sin incluir
terminos de apareamiento. Es conveniente introducir las cantidades

intensivas

q = Q/2Q,
(I11.2.3)

~
H

3720,
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que pueden ser consideradas como variables continuas en el limite

termodinémico, y sujetas a las restricciones (vease (II1.1.10))

1

1
< <z
q,=q =, (I111.2.4)
q =r +q = : »
° 2
donde q, = |Q°|/20. Introduciendo las #unciones (v, v*> = *£1)
1
pv’v,(r,q) = (; + vr + 2’qQ) , (I11.2.5)

y utilizando 1la aproximacién de Stirling para el factorial, es

posible encontrar el limite intensivo de la multiplicidad,

Infy(J,Q)1

s(r,q) = 1lim = ¥ pvv,(r,q)ln{pvv,(r,q)}. (I11.2.6)
200 20 vy v’
Emplearemos a continuacion el formalismo de estados

atomicos coherentes (ver apéndice B). Para ello, utilizaremos la
cota inferior de la desigualdad (II1I.B.15), que en el presente

contexto se traduce a

1

Tr’lexp(-g 01 2 }m J exp{—f3 <JAQ’ H|JAQ’* > dQ* , (I11.2.7)
2J+1

donde |J,8,0> es el estado atomico coherente (respecto de 1los
operadores J) en el espacio extendido de SU(2)xS5U(2) (omitiremos
para abreviar el indice 00), y la integral es sobre toda 1la
esfera de Bloch. Mediante (I1I.2.7), paodemos escribir

23+1 I .
F = -Tin{ § YW, - exp [—-A&KJAM” H{JA” > d»rXY. (I1I1.2.8)
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En el limite termodinémico, la iqgualdad rige en (111.2.8)
{(ver apéndice B) para los terminos de orden Q, y las sumas scbre J
y B8 pueden reemplazarse por integrales sobre r vy q, de moda que

utilizando (I11.2.4) se abtiene

£ =1lim F/20
200200
) 1n(I)
= -T 1lim ( ) (111.2.9)
' 209w 20
donde
(20 ?
I = 5—— | exp(-2088(r,q,0’)}d¥ rdrdq , (111.2.10)

3 (r,q,0") = <JAY | H/2Q | JA’> — Ts(r,q). (III.2.11)

Para hallar el limite (111.2.9), es conveniente utilizar el

metodo de Laplace. Para integrales del tipo
I(N) = jexp{-NF(?)}d? . (I11.2.12)

la contribucion mas grande a I(N) proviene de 1la vecindad del
punto donde F(X) asume su valor minimo. De esta manera, para N

grande,

- 1nCI(N)I/N = min FGD + o<1_"é% . (I11.2.13)

Por lo tanto, utilizando (II1.2.13) se obtiene

£ = min {thir,q, ) ~ Ts(r,q), (I11.2.14)
rsqQ, 0’

donde

h(r,g,) = 1lim <JAQ’ | ﬁ/20 jJaq’ > . (I111.2.15)
200
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Para Q finito, los terminos despreciados tanto en (III1.2.6) como
en (III1.2.14) son de orden 1n () /<L

La obtencion de h(r,q,”) no ofrece dificultad pues las
operadores intensivos 3( = 3(/20 ({ = x,Y,2z) conmutan en el limite
termodinémico, (por ej., [3+,3_] = 32/20) y el valor medio de un
producto de ellos es igual al producto de valores medios en este
I{mite. Los términos despreciados en estas consideraciones son de
orden 1/20. El limite termodinamico constituye pues el limite
clasico en este modelo.

De este modo, si O = (8,¢), se obtiene a partir de

(I11.B.2b),

<32> = —rcos(® , (111.2.16a)
<3> = rsen(me'¥?, (I11.2.16b)
<q%> = q2 , (I111.2.16cC)
<Gz> =a_, (111.2.16d)

donde (11I.2.16c) corresponde al limite termodinamico. Para .el

hamiltoniano (11I.1.12) se obtiene en este lfmite,
hi(r,q,’) = —-ercaos(9) + vr¥sen®(® - zg(qz—q:) . (111.2.17)

donde

6 = 9/202,
(111.2.18)

V = v/ (20-1) .

Por consigquiente, para que el limite exista, las constantes
de acoplamiento deben ser de la forma (111.2.18) con g y v finitos
e independientes de Q. (I1I.2.18B) equivale a (III.B.17).

Se ha supuesto hasta ahora que la temperatura T es positiva.

No abstante, en el presente modelo finito, 1la temperatura puede
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obviamente ser negativa. En tal caso, se debe maximizar la
expresién (IIl.2.14). El sistema parte para T + 0 del estado de
mayor energia.

Hasta aquf hemos considerado el conjunto canénico, pues la
situacion fisica real corresponde a un numero fijo de partfculas.
En el conjunto gran canénico, debemaos agregar el termino H ﬁ en el
exponente de 2 y extender la suma en (I11.2.2) sobre Go con

!
N =< Go < Q. E1 nﬁmero total de estados accesibles es ahora

a0
D = ¢ [43] = 2% (111.2.19)
N=0

Para obtener el limite termodinamico en este caso se deben
utilizar estados coherentes respecto de J y A, reemplazaﬁdo de
esta manera las sumas scbre M y Qo por integrales sobre éngulos
sdlidos y ’. El resto del procedimiento es exactamente igual

que en el caso anterior, obteniéndose, para el gran potencial

intensivo
£’ = 1im {L<H — N> — TS1/2( = min R’ (r,g, 2" ,r’) — Ts(r,q)2,
2C-0 ry G, >Q°°
(111.2.20)
donde

h’(r,q, 0 ,?”) = 1im <KJAX O " | (H—-AN) /20 [JAQ D’ * >, (111.2.21)
2020

lLLas relaciones (I11.2.16a-b) permanecen igual, pero las

(111.2.146c—d) deben reemplazarse ahora por

—qcos(y) , (I11.2.22a)

A
iu)

N
v
i

qsen(y)elvw . (111.2.22b)

A
e
'
]
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El estado |JAQOY’ O’ > se construye en forma anéloga a (I11.B.2)
e involucra una suma sobre estados con distinto ndmero de
part{culas. No abstante 1los valores medios intensivos de
operadores que conservan el nimero de partfculas coinciden en
ambos conjuntos en el limite termodinamico. Para ello se debe

expresar y en terminos de <qz> a traves de (III.2.22a). Por €5y

<q+q_> = qzsenzy = qz(1—<qz>z/qz)

= g% - qi ; (111.2.23)

El ultimo valor coincide con el propaorcionado por las relaciones
(111.2.146). Cabe destacar sin embargo gque los valores medios de

~
operadores que no conmutan con N no coinciden en ambos conjuntos.
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I111.3 LA DESCRIPCION DE CUASIPARTICULA INDEPENDIENTE

El operador estadistico mas general de cuasipartfcula
independiente que puede ser construido con los operadores

colectivos (111.1.1,4) es de la forma

~ . ~ ~ ’ ~ ~ ”~ ‘A
e = »expxko + A Jz + T J+ + 17 J_+ o Qz +nQ +n7 Q_2
i
= N +ip Mz (I11.3.1)
= exp ° ; z p p ] s=e
P
+ + +
donde Zp = (cp+,cp_,cp+,cp_) V4
(A+0) /2 T (o] n
= (N2 -y o
M = 0 _nt — (o) /2 _Tt « (III.3.2)
n‘ 0 -7t (A-0o)/2

El operador (I11.3.1) es farmalmente igual a un operador de
rotacion de SU(2)xSU(2) pero con ‘éngulos solidos’ imaginarios. La
diagonalizacién de la matriz M puede obtenerse en este caso por
medio de dos transformaciones de Bogol iubov sucesivas (y

conmutantes) de 2x2,

a++ cos® —el¢éen8 c++
sl B 1o A IS § § P -9
a e sen® cosd c
P p-
c’+ cosy -eiwgenr a+
p+| _ iv Pl . (ar11.3.4
’ e sen cos a
c p— Y Y p—
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fLa transformacién (I11.3.3) (de Hartree-Fock) deja invariante

al operador 0‘ = ofi_ + n0+ + n‘ﬂ_ s Y permite escribir en forma

diagonal a O, = &J_ + 7J, + 7'J_. La transformacién (II1.3.4) (de

~

BCS) deja invarignte a 0z y permite diaqonalizar D; tos

I
operadores de cuasispin primados son de la forma

J; = J_cos(28 - 3 (J+sen(2o)e"‘¢ + 3 senizere’®
i
3 = sten(zs)e‘¢ + J,cos®® - J_e*?sen* ,
(111.3.5)
Q; = @_cos(2y) - i @, sen2p)e ¥ + B_senzpe'®) ,
G; = sten(Zy)elw + Q+cosz(r) - Q_e21wsenz(r) -

De este modo, es posible escribir (II1.3.1) en la forma diagonal

- ,A, ,A’
o exp{ko + A Jz + o Qz}
+

expiA -o’Q+ ¥ e’ >3, (111.3.6)
o p,vz v pv pv

donde €, = ANy +0°, vy AN, © laos autovalores de las matrices

A2 T o/2 7

M, =2[ % ] , Mz =2{ % ] s respectivamente,
T =A/2 n -—o/2
A2 =%+ ar)?
(I11.3.7)
% =0+ 4|n|z
Por lo tanto,
<c’ C,, ,>=6 ,6 ,{ ]
pv p'v pp’ v’ v
(I111.3.8)
<c'+c’, > =0,
pvr p v
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donde

£, = c1+expc—§<x’v+a’>n}“ . (111.3.9)

habiendose tomado la traza en el conjunto gran canonico.

Utilizando (1II.3.3-9) se obtiene,
Ao =o'0+ 20 F 1n(1—fv) .
v
A = ANcos(2® , i
t = Ssenczore 'Y, (111.3.10)
o = o’cas(2y) ,

n = ia’sen(2y)e-lw ’

<J_> = KJ2>cas(28) = (A/A7)LKJ2> ,
r4 4 r4

<J > = —<J;>sen(20)el¢ = (21*/A’)<J;> .
(I11.3.11)

A
o

N
v
]

<Q;>cos(2y) = (a/a)’(ﬂ;) s

£, > = —<G;>sen(2y)elw = (2n‘/a’)<0;> »
donde

I> = 2006, — £_)/2,
(I11.3.12)
Q2> =20, + £ - 1)/2 .
z + -

El sistema exhibe en la descripcién de c.i. tres fases bien
definidas: a) Fase *normal’, caracterizada por <3v> = <6v> =0 (o
sea, y = & =0); b) Fase “deformada’, con <3b> = O, <6v> =0
(& = 0, y = 0);5 c) Fase ‘superconductora’, con <3v> = 0, <6v> = O

(y 2 0, 9 = 0), Puede darse aobviamente tambien el caso de una fase
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*mixta’ deformada superconductora.

Las relaciones explfcitas- (I11.3.11) (equivalentes a
(I1.2.15)) establecen la °“proporcionalidad’ entre cada valaor medio
y el conjugado del correspondiente multiplicador. De este modo, la
inferencia estadfstica resulta trivial, anul andose el valor medio
si se anula el correspondiente multiplicador. Para hallar 1la
relacion inversa, solo es necesario expresar f+ Y f_ s O Dbien,

~ -~ , i
<J;> Yy <Q;>, en terminos de los valores medios (111.3.11),

A’ 2 - ~ 2 ~ 2
<a3>* =<3 >% + I >1*,

(111.3.13)
<@> <@, >* + e, >1?* .

<J;> Y <Q;> son pues iguales al valor medio clasico de 1los
. 2 ~2 . <2 z
Casimires J y " (es decir <J™> = <T>.<I>. La entropia depende

solo de los escalares (111.3.13),

172 1/2

n
I

_ » ~ 2 ”~ 2 ’ ~ 2 ”~ 2
[J\o + A (<Jz> + |<J+>| ) + o (<Qz> + |<Gl+>l)

=2Q L Lf 1n(f ) + (1—f )1ln(1—f )1 . (I111.3.14)
> v v v v

Cuanto menor sea el valor de 1los “Casimires’ (111.3.13),

mayor sera la entropfa, llegando al valor maximo Sm = 4Qln2 para

£ = ;,‘o sea, <J;> = <Q;> = 0. Estados puros corresponden a

f = 0,1, es decir, <J;> =+ Q) <Q;> O, o bien, <J;> = 0,
<Q;> = %+ ), en cuyo caso (vease (I1.1.7)) p= |yw<gl . El1 primer

caso corresponde a

20
lw> = a_ _Il0> . (I111.3.15)
p=1 P
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El estado (111.3.13) coincide con el estado atémico coherente
jd, >, con Jd =0, O = (8,¢) y N = 20 (ver ap. B). El segundo

corresponde a un estado de BCS con O o 40 cuasipartfculas,

20 —-i + _+
ly> = § (cosy + e 'Yaeny a a5 10> 5, (III.3.16)
p=1

con c;v|w> = 0. Fl1 estado (111.3.18) coincide con el estado

coherente |@,0°>, 'con @ = Qy O = (y, ).
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I111.4 LA APROXIMACION DE CUASIPARTICULA INDEPENDIENTE Y

LA EQUIVALENCIA EN EL LIMITE TERMODINAMICO

La aproximacién térmica de campo medio consiste en este
contexto en minimizar el gran potencial respecto de operadores
estadisticos del tipo (II1.3.1), y las ecuaciones resultantes son
las de HFBT (ver seccion 1I1.5). El exponente de (I1I1.3.1) coincide
en este caso con el hamiltoniano efectivo de campo medio .

Utilizando los resultados de la seccion anterior, vy el
teorema de Wick, puede calcularse el valor medio de calquier
operador funcion de los operadores 3 y 6 respecto de (III.3.1).
Para valores grandes de Q, el termino mas importante del valor
medio de un producto de m operadores 3, 6, es el termino directo,
es decir, el producto de los valores medios. Su magnitud es de
orden (ZQ)m, mientras que los terminos restantes son de orden
menor , (ZQ)k, 1<k<m. En el limite termodinémico, el valor medio
intensivo, obtenido al dividir el valor medio total por (zo)m,

sera igual al termino directo.

’
Con la sustitucion

r=-<J’320=% +_-% ,
z 2 - +
(I1I.4.1)
= — ¢h> - 1 £ _
q = <Qz>/20 P (1 f+ £_) ,
las férmulas (111.3.11) coinciden exactamente con las

(III.2.16a-b), (II1.2.22), obtenidas con el formalismo de estados
atomicos coherentes. Esto implica que valores medios de operadores
de un cuerpo proporcionados por un estado puro coherente, pueden

ser ajustados por un operador densidad de c.i. aunque de entropfa
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no necesariamente nula. Como se muestra en el Ap. B, 1los estados
coherentes con J = O son exactamente igual a un D.S.. Los estados
con J < QQ pueden ser simulados en cambio por un operador
estadistico de P.i. construido con 1los operadores colectivos
correspondientes. En forma similar, 1los estados con Q=0
equivalen a un estado de BCS, mientras que aquellos con Q< Q
corresponden a operadores estad{sticos de c{i.. So0lo los estados
pertenecientes a representaciones irreducibles completamente
simetricas corresponden a estados puros de c.i..

Los valores medios de operadores de m cuerpos respecto de
estados |J.8,0°,0°7> tambien coinciden con los proporcionados por
(III.3.1) al efectuar la sustitucion (III.4.1), en el limite
termudinémico, debido a la preeminencia del termino directo en
este limite. Para operadores que conmutan con ﬁ, tambien
coincidira su valor medio de p-i. con el tomado respecto al estado
|J,Q,n’,Q°>. Esto implica por ej.. que la energ{a por part{cula
del estado fundamental de hamiltonianos construidos con los
operadores 3, 6, coinciden con 1los propo;cionados por la
aproximacién de c.i.(HFB) en el limite termodinamico. No obstante,
la descripcién de p.i. no es necesariamente pura, existiendo 1la
posibilidad de ocupacién anormal (fv # 0,1) atn a T = 0.

Finalmente, es importante destacar que la expresién (III.2.6)
para la entrop{a por partfcula tambien coincide con 1la expresién
de c.i. (III.3.14) al efectuar la sustitucion (III.4.1). La
expresién usual de c.i. para la entropfa es pues el limite del
factor de multiplicidad de la representacién irreducible

determinada por los fv, al identificar estos con los Casimires

intensivos por medio de (IlIl.4.1).
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Por consiguiente, la aproximacién de HBFT (y en general, la
descripcién estadistica de C.i.) provee la energ{a libre intensiva
exacta (y valores medios intensivos exactos) en el limite
termodinémico, para cualquier hamiltoniano funcion de 3 V4 8, Y
equivale a la minimizacion (II1I.2.14). No obstante, no ocurre 1lo
mismo con las fluctuaciones, las cuales dependen de los terminos
de orden 1/Q despreciados (vease seccion 111.10). Notemos que la
sustitucion (II1.4.1) es si;mpre factible, dado que los fv pueden
ser confinados al intervalo O =< f++f_ <1 sin pérdida de

generalidad, y elegir f_ > f+, de modo que las restricciones

(111.2.4) son nuevamente satisfechas.
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III.S LA SOLUCION DE BCS TERMICO

Consideraremos en esta seccion especfficamente el
hamiltoniano (III.1.12) con V = O. La interaccion es puramente de

apareamiento. Utilizando el teorema de Wick, la energfa media y el

n&mero medio de partfculas respecto de (III.3.1) son**

Sl 0y _ 1 ~ ~ 1, "2 T o 2_% -~
<H> = 2Q {s<Jz> 39 [<q+><q_> + (;<n> <Jz> <J+><J_>)/(20)J},

= 20 {-ercos(29) - zg tg®sen®(2y) + (§<n>’—<jz>’—<j+><j_>)/(20)J},
(I11.5.1)

<ND>

20(2<qz>+1) = 2Q(—-2qcos (2y) +1)

200¢_+f_ + 2sen” () (1—F )1, (I11.5.2)

~

donde n = N/2Q0 . Despejando y de (1I11.5.2),

cos(22y) = (n—l)/(f++f_—1) ’ (I11.5.3)

donde n = <N>/2Q0 = 2(q°+1). Por 1lo tanto, reemplazando en

(I111.5.1), se obtiene

20t-£ rcos(28 - g 13 - 1tn-11%1 + 49 tr? + n2/81/200

<H>
= -1 - -1 —f - -n—f - 4
204 3€ (f_—f_ )cos(28) 39 (n—f _—f ) {(2-n—F _—f 12 , (I111.5.4)

donde en la Gltima expresién hemos despreciado, de 1la manera
usual, los terminos de orden 1720, que representan la contribucion
de la interaccién de apareamiento al potencial de Hartree—-Fock (lo

que equivale a una renormalizacién de las energ{as de p.i.). De
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este modo, la energfa media intensiva resulta independiente de O,
cuando se escribe en terminos de g (111.2.18).
Las ecuaciones autoconsistentes se obtienen al wminimizar 1la

energfa libre

F=<H> - Q2T L Lf 1Inf ) + (1-Ff )1ln(1-f 21 , (111.5.93)
> v v v v

respecto de fv y & (la conservacion de <§> vya ha sido; incorporada
en (III.S.3)). La minimizacion respecto de ©® es inmediata vy
conduce a cos(2® = 1. La transformacion general de Bogoliubov
(I1I1.3.3-4) se reduce pues a la de BCS, y la apraximacién de c.i.
a BCS termico (BCST). Notemos que el éngulo ¥ no aparece en la
expresién de <ﬁ>, y puede ser arbitrario. Esta dageneracién
continua corresponde a la vialacién de la conservacion del nimero
de part{culas hecha por la transformacion (III.3.4).

Reemplazando la expresién (I111.5.4) en (I11.5.5) y derivando

con respecto a fv’ se obtiene

£ = £1+exp(sv/T)J“ . (I111.5.6)

donde

e = ; (ve + gq) . (111.5.7)

es la energ{a de c.i.. El gap A es dentro de este contexto

”~
A= 242§1-==§g asen(2y) = g (1-f, —F_)sen(2y) . (111.5.8)

a (Q+>

Las relaciones (II11.5.6-7) conducen a la ecuacién"

1 - 2q = {1+expl(e+qq)/2T13 % + (1+expl (—£+qq)/2T137*, (111.5.9)
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que constituye la ecuacion del gap dentro de este contexto. Esta
debe resolverse en el intervalo |q°| = ; In-1} £ g = 2. Si N = 20
(q° = 0), el rango de variacion de q es el maximo posible. De aqu{
en més, consideraremos este caso. (I11.5.9) no depende de n, por
lo que la solucion de BCS resulta independiente del nimero de
particulas para q = (n—1)/2.

Si N=2Q, cos(2)) =0 VT, y el gap es directamente

proporcional a q,

b
I
Niw

Qq = (1-f+—f_)A° s (II1.5.10)

donde A° denota el gqap a T=0.

En primer lugar, notemos que q = 0 constituye siempre una
solucion de la ecuacion (III.S.9). Mas aﬁn, la restriccion
(I11.5.2) queda automaticamente satisfecha si f+ + f_ =1, en cuyo
caso la contribucién de la fuerza de apareamiento se anula

(A = 0). Esta solucion es la mas baja a toda temperatura si
g < 4¢ = 9, - (I111.5.11)

4 d
Los numeros de ocupacion son en este caso,

£ =1[1+ exp(iw:/'rn'1 . (111.5.12)

o sea, 1la distribucion usual de Fermi con el espectro del
hamiltoniano no perturbado. Esta solucion constituye desde el
punto de vista de BCS una solucién anormal, pues fvel y no a O
para T-0.

Para g > 2¢&, la ecuacion (III.5.9) exhibe otras soluciones,
las que deben ser comparadas con la solucion anterior. Notemos que

si g < 2&, 1la salucién superconductora es altamente inestable a
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=0, pues en este caso f_ tiende a 1 cuando qqi. En otras
palabras, aparece como solucion de las ecuaciones de BCST recien
para g>2e, Yy solo para g>4¢ es esta solucion 1la que provee la
energfa mas baja a T=0.

Al aumentar la temperatura, q (y por 1lo tanto el gap?
decrece, anulandose al llegar a una cierta temperatura critica Tc.
ﬁara T>Tc, nuevamente permanece q=0 como la Gnica solucion de la

ecuacion del gap. Expandiendo (111.5.9) alrededor de- q=0, se

concluye que Tc satisface la ecuacion®*
(8T _/q)cosh®(e/4T ) = 1 . (I11.5.13)

La expresién {I11.5.10) se reduce para £=0 al resultado para el
modelo degenerado‘. El presente modelo representa la
generalizacién de aquél, permitiendo que exista una diferencia. de
energ{a £ entre los estados apareados.

No obstante, nuevos fenomenos pueden aparecer debido a que
£ # 0., Surgen dos situaciones diferentes, de acuerdo a si g es
mayor O menor que g; = 4,46468¢e:

i) g>g;. Existen en este caso dos soluciones para Tc,
carrespondiendo la primera de ellas a la desaparicién de un punto
de ensilladura de 1la energ{a libre. SOlo la seqgunda posee
significado fisico. Esta corresponde a una transicion de fase de
sequndo orden del sistema, con fv continuo (pero derivada
discontinua) en T=Tc.

ii) 4c<g<g;. No existe en este caso solucion real de la ecuacion
(II1.5.9), lo que implica que el gap se anulara repentinamente a

una temperatura determinada, que no satisface (II11.5.13). Ocurre
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en este punto una transi;ién de fase no local de primer orden, Yy
el sistema sufre un “salto’ hacia el estado no superconductor, con
A= 0. Esta transicién refleja la transicién de primer orden que
ocurre a T = 0 en g=4¢£, en la cual el estaqo fundamental pasa de
la fase normal a la fase superconductora. A temperatura finita, el
orden de la transicion se mantiene solo para g<g;, *suavizandose’
para valores mayores.

En el caso i), puede most(arse, prosiguiendo el desarrollo en
serie de (111.5.10), que el gap tiende a 0 en forma proporcional a
(Tc—T)i/z, lo que implica una pendiente infinita en T = Tc.

En ambas casos i) y ii), para T>Tc todas 1las funciones de
estado se comportan como en el caso no perturbado, dejando de ser
visible la interaccion para T>Tc. Para T -+ o, el sistema se acerca
al estado de entrop{a méxima, con valores nulos de r vy q.

El comportamiento anterior corresponde al tratamiento de BCS,
es decir, al limite termodinamico. Si el nimero de partfculas es
finito, todas las discontinuidades se suavizan. A medida que N
aumenta, los resultados exactos se aproximan monotonamente a los
de BCS termico. Las mayores diferencias ocurren en las regiones
cercanas a la transicion de fase.

Se muestra en la fig. 1 la evolucion del gap en funcion de la
temperatura, para distintos valores de g. La fig. 2 muestra el
comportamiento del gap para distintos valores de N. Para N finito,
se identifica al gap con §g<0>/20, utilizando (III.5.10) vy
(1I1.4.1). E1 comportamiento de 1la energfa media intensiva
E(T) = <ﬁ/2n> es mostrado en la fiqg. 3, para distintos valores de
9y Yy del nﬁmero de particulas N=20Q. Se ha utilizado la

escalizacion G = g/ (2¢x+1), de modo de hacer coincidir la energ{a



para T = 0. Las figquras corroboran los comentarios anteriores.

Los resultados exactos paran N finito han sido computados en
el conjunto canodnico completo de acuerdo a (1I1.2.2). Es notable
el incremento del numero total de estados accesibles (II1I.1.4) con
N. Para N = 10 existen 185.736 estados, y para N = 50 , 1.26x1030.

Conviene remarcar que en el limite termodinémico, el estado
del sistemé se encuentra en este caso unfvocamente determinado por

qyr (o sea por f f_ )y funciones de 1la temperatura. La

+°?
evolucion de sistema al aumentar T puede ser seguida pues en el
plano "q-r", donde describe una trayectoria. La transicion de fase
ocurre cuando la trayectoria llega a la recta q=0.

Cabe destacar que el potencial qufmico es siempre nulo si
N = 20. En efecto, la minimizacion del gran potencial F - y<§>
respecto de » (vease (II11.5.1-2)) da como resultado dos posibles

soluciones: a) sen(2y) = 0 (fase normal) y b) cos(2)y) = —2u/(gq)

(fase superconductora), de modo que

<N> = 20 (f +f_ ), sen(2y) = O, (II1.S.14a)

<N> = 20 (4u/qg + 1), cos(2y) = —2u/(qq). (I111.5.14b)

Por lo tanto, si N = 20, g = 0 tanto en la fase superconductora
como en la normal.

Para N = 2Q, las soluciones difieren de las del caso anterior
solo cuando q<|q°|. La transicion a la fase °normal’ con qQq = |q°|
tiene lugar a una temperatura menor (es decir, cuando q 1llega al
valor |q°|), vy en esta fase, las energ{as de p.i. estan dadas por-
€, = ; ey — u. Los nimeros de ocupacién difieren pues de

(II1I.S.12), debieéndose despejar pu de (111.5.14a).
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AT-=0, fv = E[n - v(1-jn-11Y1 en 1la fase normal. Por 1lo
tanto, la solucion converge para T-0 a un estado de entrop{a no
nula si N # 2Q (exceptuando los casos triviales N =0 y 40 vy
g < 9, = 45/(1+2|q°|), lo que refleja la degeneracién del estado
fundamental en la fase normal si N = 2Q. Si g > 9_» el estado base
es superconductor a T = 0 (y no degenerado). El presente valor de

g_es equivalente a (111.1.16) en el limite termodinamico.




I11.6 APAREAMIENTO MAS FUERZA MONOPOLAR

Estudiaremos en esta seccion el hamiltoniano completo.
Existen ahora tres elementos que compiten entre si: interaccion de
apareamiento, interaccion monopolar, y temperatura. El1 valor medio

de ﬁ es

~ ~ 1 T2 2 1 ~ ~
<H> = 2Q {£<Jz> 3 V(<J+> + <3_>7) - 3 g[<q+><q_> +

+ Gend®=< >% <5 > >/ 2m 1 (111.6.1a)

=20 {~c r cos(28) -~ v rZ sen>(28) - ig tq? - 5(n—1)’3} .

(III.6.1b)

donde en (I1l.4.1b) se han despreciado los terminos de orden 1/
y se ha tenido en cuenta la conéervacién del numero de partfculas
(IT11.5.2).

Las ecuaciones de HFBT se aobtienen al minimizar 1la energ{a
libre (II1.5.3) (utilizando la expresién (II1.6.1b)) respecto de
Oy o ¥ fv. El éngulo & juega en este caso un rol preponderante.
El éngulo ¢ se ajusta de modo que v cas(2¢) < 0, por 1lo que el
valor minimo es independiente del signo de v. En 1lo sucesivo
supondremos v > 0. La minimizacion respecto de 9 implica por su

parte,

cas(28) =1, r < r.= &el2v (I111.6.2a)

cos(28) = g/(2vr) , r > r_ . (III.6.2b)

-]

La solucion (III.&.2a) corresponde a la fase normal, y (IIl.&.2.b)

a la fase deformada, la cual es posible solo en el caso v > £y
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pues r =< 2. Esta fase es degenerada, pues el signo de & (y por
ende el de <3v>) queda indeterminado, lo cual refleja la violacién
de la paridad exp{i{ n 32} (que conmuta en este caso con ﬁ) por
parte de la transformacion (II1.3.3). Reemplazando (III.&.2) en

(I11.6.1) se abtiene la energ{a media como funcion de r Yy q

Gnicamente:
H> . —er - 3 g [qz - E(n—l)z] . r<r
20 ¢ (I11.6.3)
= ~(vr? + £%78v) - ; g [q® - i(n—i)zn . r>r_.

Igualando a 0 las derivadas respecto de fv’ se obtiene

£ = [1+exp(¢,~v/7)3"1 . (I11.6.4)

can

v 2
(I11.6.5)
= pvr + - gq . r > rc s
lo que implica el sistema de ecuaciones

1-29q= ¢ [1+exp(sv/T)J" . (I11.4.6a)

124
2r = T ut1+exp<sv/7)3“ . (II1.6.6b)

v

que constituyen las ecuaciones de HFBT para el presente caso.
Supondremos N = 2Q. Para r < r.s el sistema se reduce a 1la
ecuacion (I1I1.6.6a) para g, siendo r determinado directamente por
(I11.6.6b). Por el contrario, si g = 0, la ecuacion (IIl.b&.ba) se
satisface autométicamente, quedando para Eesolver solo la ecuacion

(II1.6.6b).
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i) Interaccion puramente monopolar:

Consideremos primero el caso en que g=0. HFBT se reduce
entonces a la aproximacién de HFT al modelo original de Lipkin. La
ec. (I11.6.6a) se resuelve trivialmente, dando como resultado gq=0
(gap nulo). Para r<r°, la ec. (I11.6.6b) se resuelve tambien

trivialmente, obteniendose

r o= 2 tgh(s/aT) ., r < r_, x (111.6.7)
que equivale a (III.S5.12). La expresién (I111.6.7) conduce

inmediatamente a la temperatura critica (para r=r°)

T = 3 g , (111.6.8)

€ 1n{{v+e) / (v—£)3

o sea,

v = e/tgh(e/4Tc) . (I11.6.7)

de modo que para T > Tc, r £ res Y la influencia de la interaccion
monopolar desaparece. A T=0, el sistema prefiere el estado con el
1

mayor valor posible de r, es decir, r = 3°* Y Ppor .10 tanto se

. 1
encuentra en el estado normal si r. > 3* O sea,

v<v =g, (I111.6.10)

8i v > Vs entonces r'c < ;, y el sistema prefiere el estado
‘deformado’. La transicion de fase al aumentar v es de 2° orden.
lLa temperatura disminuye el efecto de la interaccién, por 1lo
que si v < v._s el sistema seguiré en el estado normal para todo T.
Por el contrario, si v > Ve el sistema sufre una transicién de
2° orden en T = Tc, a partir del cual el sistema vuelve al estado

normal. La transicion a temperatura finita es en este caso del

mismo orden que la que ocurre a T = O.
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En la fig. 7 (vease seccion III.B) se muestra la evolucion
de la energfa media, de acuerdo a 1os resultados de HFT (N = o0 Yy
exactos para N = 10 y 50. Nuevamente, los valores para N finito se
aproximan a los de HFT a medida que N aumenta. La trayectoria en
el plano q,r se encuentra sobre el ejer y la transicion ocurre
cuando r cruza el valor critico rc. Notemos que <§z> es constante
en la fase deformada, en virtud de (III.&6.2b).

ii) Competencia entre ambas interacciones!

Volviendo al hamiltoniano completo, se deben resolver las
ecuaciones (III.4.6) simultaneamente. El principal resulfado que se
obtiene es que si q=0, entonces r<rc (a=0) , Yy, recfprocamente, si
r>rc, entonces q=0, de modo que el sistema no se encuentra nunca
en una fase mixta deformada superconductora. Para T
suficientemente alto, ambas interacciones s0on cancel adas,
volviendo el sistema al estado normal. La competencia entre ambas
interacciones es mostrada en la fig. 4.

A T=0, el estado fundamental del sistema es superconductor
para v>vc si

9 >qg = 2(vi1-2|q |* + szlv}/{1-4|q°|2}
o

=2¢(v + £/vy , siq =0, (III.6.11)

mientras que para v<vc rige obviamente 1la condicion g > 9. El
valor de 9., dado por (111.46.11) es mayor que el anterior, siendo
necesaria una fuerza de apareamiento mayor si v>vc para que el
sistema sea superconductor. Para g<gcz, el sistema es deformado.
Finalmente, si v<vc Y g<g°, el sistema puede ser descripto como
normal. (III.&6.11) coincide con el valor critico exacto en el

z ., .7 .
limite termodinamico.
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Para T=0, la situacion permanece cualitativamente igual. Sin
embargo, los valores criticos cambian al aumentar T, ¥ ademés, q<§
en la regién superconductora mientras que §>r>rc en 1la regién
deformada. La separatriz entre ambas regiones tiene un ligero
desplazamiento hacia la fase deformada, a temperaturas finitas,
indicando que en este modelo, 1la interaccion monopolar es mas
afectada por la temperatura que la de apareamiento. Esto puede
deducirse de las formulas para las temperaturas criticas. Los
valores de v y g dados por (111.5.13) y (111.6.8) corresponden a
las lineas punteadas que delimitan la zona normal, determinando el
punto inicial de la separatriz a la temperatura dada. No obstante,
el punto asi determinado vyace por debajo del correspondiente a
T=0, dado por (III.6.11), dando asi origen al corrimiento
mencionado. Sin embargo, este efecto no se agrava a temperaturas
altas, dado que el comportamiento asintotico de (III.S.13) 4

(111.6.8) es
g ~8TC1 + (e/4aT)%1 , (111.46.12)

v =~ 4T , (111.6.13)

de modo que la relacion (II1.46.11) se vuelve a cumplir. Esto
implica que a muy altas temperaturas, ambas interacciones son
afectadas por igual, y la separatriz vuelve a acercarse a 1la de
T=0. '

51 los parémetros g ¥ v son tales que vyacen en la 'pequeﬁa
regién entre las separatrices, el sistema comienza a T=0 en 1la
fase deformada, pero antes de pasar al estado normal, el sistema

4
pasa al estado superconductor, teniendo lugar una transicion de
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fase de primer orden. A temperaturas superiores, el sistema sufre
una seqgunda transicién, pasando al estado normal. Con excepcién de
estos casos, la evolucion del sistema al aumentar 1la temperatura
es similar a los casos anteriores.

Para las energfas de c.i., se obtiene en el caso general,

e = pe + u, sen(22y) =0 ,
ro (111.56.18)

®
[

ve_ + gq/2 , cos(2y) = -2u/(gq) ,

£ = £/2 4, sen(28) = 0 ,
(111.6.153)

e = vr , cos(29) = &/(2vr) ,

las que deben reemplazarse en (III.&.4). Nuevamente, si N = 2Q,
&+ = 0 en cualquier fase.

La fig. 5 muestra el comportamiento de las energfas de c.i.
para diferentes situaciones, en el caso N=20. A T =0 son
iguales a #* 3 v en la fase deformada y a = ¢ + ig en la fase
superconductora.

Desde &1 punto de vista estadistico generalizado del Cap. I,
es posible obtener aproximaciones de campo medio basadas en un
conjunto reducido de observables. Si restringimos los observables
relevantes a los operadores 32 Yy Ez, s0lo es visualizada la fase
normal. Es necesario romper simetrias presentes en el
hamiltoniano, e incluir los ‘observables’ 3v Yy Bv en el exponente
de S, con el objeto de obtener una descripcién correcta del

sistema.
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111.7 ESTADISTICAS RESTRINGIDAS PARA HAMILTONIANOS MONOPOLARES

Consideraremos en esta seccion ciertos aspectos especfficos
concernientes a tratamientos estadisticos para hamiltonianos
puramente monopolares (es decir aquellos que sean funcion
unicamente de los operadores 3). Nos restringiremos al caso
N = 20. La energfa libre exacta de estos sistemas;s puede calcularse

|
directamente en la forma“

Q ~
F = -T 1n{ Z'Ym(J) Tr’lexp (-3 H12 , (I11.7.1)
J=0
donde
a-J 20 )2 20 2
Ym(J) = 2;0 Y(J,) = o3l = a-J—1 s J = 0,...4021,
= 1, J=0n, (I11.7.2)

es el numero total de estados con un valor dado de J y M (vease
Ap. A). El1 valor (I11.7.2) de Ym(J) puede hallarse tambien en
forma directa. E1 numero total de estados caracterizados por

2

2
) 1 N N .
= - - < <
M K zN (0O = K = zN) es [ K ] s de los cuales [k 1] provienen

de multipletes con J > |M].
En el limite termodinémico, la minimizacion respecto de q en
hamiltonianos monopolares implica g = 0. Por 1lo tanto, la

expresién (111.2.14) se reemplaza dentro de este contexto por

£f = min h(r, Q) - Ts(r)? , (111.7.3)
r.Y

s(r) = —2{<§+r)1n(§+r) + (z—r)ln(g-r)} . (111.7.4)

Notemos que
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In¢Y_(N,J))
m

lim €
N- N

1 = s(r) . (I111.7.9)

por lo que (I11.7.3) puede derivarse directamente, prescindiendo
de la integral sobre q en (III.2.10). La aproximacién de HFBT se

4 . 4
reduce en este caso a HFT, y 1los numeros medios de ocupacion

satisfacen la condicion f++f_ = 1, de modo que
5/2Q = -2 ¥ f 1n(f )
v v
v
= s(r) . (I11.7.6)

Se corrobora obviamente la equivalencia entre HFT y el limite
termodinamica.

Las formulas anteriores han sido calculadas teniendo en
cuenta el espacio completo de SU(2)xSU(2), donde el. numero total
de estados accesibles esta dado por (III.1.&6). No obstante, existe

la posibilidad de considerar accesibles solo aquellos estados sin

+

Id P
particulas apareadas, o sea, que sean autoestados de n_ = Y cvapv

]

v
con autovalor 1. El algebra correspondiente se reduce a SU(2), vy
el valor de Q es siempre nulo. El nimero total de estados

accesibles es menor que (I11.1.6),

D =2 (I11.7.7)

que corresponde al subespacio sin partfculas apareadas (espacio
restringido). El numero total de estados con un valor dado de J

(denotado por Y;(J)) es ahora menor que (III.7.2),

20 20
Yald? = aa) " | aa-1)

N!(2J+1)/t(§N—J)!<§+J+1)53 . (I11.7.8)
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dado que en el espacio restringido existen 5610 [ z ] estados con

M= K—%N. La relacion entre ambas multiplicidades esta dada por
Ym(J) = [Y;(J)]z(N+1)/(23+1). (111.7.9)

La energfa libre en el subespacio debe calcularse pues
utilizando (II1.7.8) en lugar de (III.7.2) en (III.7.1). En el

’ ’ i
limite termodinamico, notemos gque

1n(Y? (N, J))
m

s’(r) = 1lim € 1 = gs(r) . (111.7.10)
N-xo N
Ys
£ = min (h(r,Q") - Ts*(r)2Y . (I11.7.11)
r,r

De (III.7.10-11) se extrae la conclusion que para N-x, la
temperatura necesaria para alcanzar una cierta energfa libre se
duplica en el espacio restringido, es decir, f(T) = f>(2T). En
particular, se duplican las temperaturas criticas. Este hecho
refleja la disminucion del nimero de estados accesibles. Para
sistemas finitos, 1la reduccion del espacio produce efectos
similares, aunque 2n 1o que respecta a temperaturas el factor no
es exactamente 2. La energ{a libre en el espacio restringido es
entonces menor en valor absoluto que en el espacio completo a una
temperatura dada.

Los valores de J para 1los cuales se obtiene 1la maxima

multiplicidad son respectivamente,

max

LIN+2) 7 %/21 ,
(111.7.12)

[}
]

[(N+2) 7 (BN+12) * 721
max



donde el corchete denota la parte entera. Ambas cantidades se
comportan como x N*72 para N suficientemente grande, por 1lo que
los limites intensivos son nulos.

Para N finito, el comportamiento asintotico de la energfa

libre es

F? ~~T N 1n(2) , (111.7.13)
F ~-T In [2: ] . (I11.7.14)

en los espacios restrinqgqido y completo respectivamente. Para

N »> o, se verifica F = 2F’.
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I111.8 LA APROXIMACION DE HARTREE FOCK TERMICO EN UN CONJUNTO

CANONICO

La aproximacién usual de campo medio esta basada en el
conjunto gran canénico, es decir, en la utilizacion de 1la
distribucion de Fermi Dirac. En el modelo del presente capftulo,
la aproximacién coincide en el 1limite termodinamico con el
trata%ienta exacto (canonica) en el espacio completo de
SU(2)xSU(2) (para magnitudes intensivas). No obstante, en el caso
de tratamientos estadisticos en el espacio restringido de SuU(2),
es posible utilizar la aproximacién de HFT directamente en el
conjunto canonico exacto.

Para ello consideraremos como estados accesibles unicamente
los 2N estados sin part{culas apareadas, con N fijo. Trabajaremos
por consiguiente en un conjunto canénico restringido, vy las
formulas (III.3.9) y (I11.3.14) para los numeros de ocupacién y la
entrop{a no seran ya validos. El operador densidad de p.i. es ' en
el presente contexto una funcion de los operadores 3 solamente, vy

en la base diagonal puede escribirse en la forma

- — 1 ’+ 2
P = exp{ko + ¥ ;vk cpvcpv}
PV
= expi{A + AJ23 . (111.8.1)
(-] 4

Al calcular la traza en el espacio restringido se obtiene,

ko = —=NlnLexp{(A/2) + exp(—-A/2)1 , (111.8.2)
+

£<c>? c?’, ,> = & .6 f7 , (I111.8.3)
pvy p v pp’ vv* v
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con
f; = exp(vA/2)/Lexp(A/2) + exp(-A/2)1

[1-exp(-A) 1~ * . (111.8.4)

La expresion (III1.8.4) difiere de la distribucion de Fermi
original (III.3.9) por un factor 2 en el exponente. La entropfa de
p-1. es ahora

S = ~-Tripln(pl = —5 fvln(fv)

s’(r) , (I11.8.95)

por lo que se recobra el resultado (111.7.46), con 1la misma
sustitucion (II1.4.1).
El operador estadistico (II1.8.1) puede escribirse en este
espacio como el producto de N = 20 factores independientes,
P = Qexpt L i ciler 3, (111.8.6)
p v
en lugar de la forma usual (II.1.15). La validez del teorema de
Wick para el calculo de valores medios en el espacio restringido
sufre entonces ciertas restricciones. Este sigue siendo valido

solo con respecto al producto de operadores elementales con

distinto p. Para operadores de dos cuerpos se obtiene por ej.,

<erterter et > = 6 .6 FF -6 6 65 f F_, (I11.8.7a)
pv qo qo® pv oo’ vV o pq vo’ ov’ v o

certerter e oyt = (1-6 06 L6 L F7 #7 (I11.8.7b)
cpv quqa’cpv’ pg oo’ v v o °Te

en los espacios completo y restringido respectivamente. Por

consiguiente, las expresiones para valores medios de operadores



tales como ﬁz Y 3: sufren modificaciones, aunque en particulér,
<3i> (y por lo tanto el valor medio del hamiltoniano puramente
monopolar) permanece igual en terminos de los respectivos numeros
de ocupacién. No obstante, dado que las correcciones a los valores
medios de productos de operadores colectivos son al menos de un
orden menor gque el termino directo, en el limite termodinémico_ la
coincidencia con los valores medios exactos sigue siendo valida.
La aproximacién de HFT en el espacio restringido (HFTR) sigue pués
siendo exacta en el limite termodinémico, con resultados a una
cierta temperatura T identicos a los del espacio completo para
T/2.

Finalmente, notemos que utilizando (I111.8.4), f++f_ =1, de
modo que las condiciones <;p> = i, <§> = 20 quedan satisfechas
autométicamente. Se puede verificar utilizando 1la correccién al

teorema de Wick (III.8.5b) que el niumero de partfculas no fluctua,

“
1

2
NIN-1) (f _+f_ )" + N(f++f_)

= NZ% . (111.8.8)

La aproximacién de HFTR representa pues una cota superior a
la energ{a libre exacta en el espacio restringido (y no al gran
potencial), como se muestra en la fig. 6. En el espacio completo,
existe en cambio un punto de cruce en 1la regién cercana a la
temperatura critica. Se observa que a pesar de la fluctuacion no
nula del nﬁmero de partfculas, los resultados en el espacio
completo son comparables al tratamiento restringido. No obstante,
HFTR proporciona la expresién asintotica exacta (III.7.13) para

T 5 o . 10 que no sucede en el espacio completo.



La energ{a media intensiva es mostrada en la fiqg. 7, vy
comparada con los resultados exactos en ambos conjuntos. HFT
proporciona mejores resultados en el espacio completo que en el
restringido. Lo mismo sucede en qgeneral con otras magnitudes
termodinamicas. lLa razon es que la distribucion exacta se
encuentra mas concentrada en un dado multiplete J en el espacio
completo que en el restringido, 1o que compensa la fluctuacion no

’ Id !
nula del numero de particulas.
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I11.9 LA APROXIMACION DE ESTADOS COHERENTES

Con el objeto de poseer otra aproximacién que sirva de
referencia a HFT, introduciremos 1la aproximacién de estados
coherentes , ampliada al espacio extendido de SU(2)xSU(2). Todo
operador funcion de los operadores 3 puede escribirse en forma
diajonal utilizando la representacién P (ver ap. B). Aplicando

esta propiedad al operador estadistico exacto, se obtiene

e = ¢ I PJ'Q(Q’)IJQa0'><JﬂaQ’Idn’. (I111.9.1)
J,Q,a

Jy

El calculo exacto de P Q(Q’) (que no depende de o) puede

realizarse utilizando 1las formulas (II1.B.10) del ap. B. No
aobstante, la forma (111.9.1) del operador estadistico sugiere 1la
siguiente aproximac16n= seleccionar un solo termino (J,2,0Q2°) en

(I111.9.1), construyendo asi un ‘operador aproximado de la forma

’~

P,,(3:a, ) = d L [J0oer ><IQaer | , (111.9.2)
[ §

’
con d una constante de normalizacion,

d = 1/7v(,Q) . (111.9.3)

Los valores éptimos de J,3,° son aquellos que minimizan 1la

energfa libre,

F = TrtpaP(H + Tln(pap)]

= Min {<JQAY | HIJAY > — TIn(Y(J,@)3. (I11.9.4)
J3,8,0

’
Esta aproximacion constituye siempre una cota superior a F.
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Al derivar (I11.9.4), hemos utilizado el resultado trivial

In(p_ ) = §F [1n(d) |JQxY ><JGY” |1, valido en virtud de la
ap p~

ortonormalidad <JQO” aldJ’ o® > = éaa"

Para hamiltonianos estrictamente monopolares, @=0, pero 1la
aproximacién puede mejorarse incluyendo a & directamente en 1la
suma (111.9.2). De este modo, 1las formulas (III.9.1-4) se

reemplazan por

1

e = X J-PJ(Q)lJGaQ’><JQaQ’|dQ’ ’ (111.92.9)
J, 8, a
e (J,Q°) = d ¥ |I8cY ><JBY | , (I11.9.6)
ap
o, @
d = /Y _ (I , (I11.9.7)
m

F < Min (IO | HPO > — TInLY_(HI13. (I11.9.8)
J,

Finalmente, en el espacio restringido de SU(2), G es siempre
nulo, por lo que la suma sobre @ en (II1.9.5-7) queda suprimida.
En lugar de (111.9.8) se aobtiene

F = Min KJO’ | HIJQ’> - Tln[Y;(J)]). (I11.9.9)

La aproximacién posee la ventaja de proveer una cota superior
a la energfa libre exacta en el caso de tratamientos en el espacio
completo. Ademés, permite definir el concepto de transicion de
fase para un numero finito de partfculas, al escager una unica
componente *J,{’", la cual puede sufrir cambios abruptos. No
abstante, la energ{a libre pravista por 1la aproximacién as una
sucesion de segmentas, y los resultados son en general comparables
o inferiores a los de de HFT (vease fig. 8), que constituye el

limite termodinamico de la aproximacién de estados coherentes.
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111.10 FLUCTUACIONES

La aproximacién de campo medio, si bien esta bien adaptada
para proporcionar valores medios precisos de operadores de un
cuerpo, no predice adecuadamente el valor de las correspondientes
fluctuaciones®®. Con respecto al niumera de part{culas, cabe
destacar gue las fluctuaciones poseen un origen termico (si se
trabaja en el conjunto gran canonico) v ademas un origen cuantico
en la fase superconductora (matriz V # 0 en (I1.2.9)).

En un tratamiento exacto en el conjunto gran canénico,
<N™> = <N>" = o (I111.10.1)
puede ser identificado con 1la magnitud (vease (I.3.11))

2 d <N>

=T . (111.10.2)
N
a u

. .’ . 2 2
No obstante, en la aproximacion de campo medio, aN y a; no
. ’ s . . .
coinciden necesariamente, aun en el 1limite termodinamico. En

general, en un tratamiento exacto,

o> = <0.%> - <0.>%, (111.10.3)
O" 1 1
coincide con
. 3 <0.>
%=1 , (111.10.4)
o,
i d u

donde Hy es el potencial qufmica asociado a 0i (vease (1I.2.11)),y

~

Di un operador que conmuta con p. Esta identidad no es

rd rd .
necesariamente valida en la aproximacion de campo medio (ver
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seccion 1.4). a: es el valor de 1la fluctuacion dado por el
i
operador densidad aproximado, pero puede ocurrir que ozz este mas
i
cerca del valor exacto.

Consideremos en primer lugar las fluctuaciones del numero de
partfculas, las cuales son ilustradas en la fig. 2 como funcion de
la temperatura y para fases diferentes. Utilizando el teorema de

|
Wick se obtiane,

2 2z

o = 2M2n - n” - (¥ _+f -2Ff f )3 , (I111.10.5)
N + -_— 3+ -

donde n = <N>/2Q, expresién que se reduce a

2

o, = 20 E fv(l—fv) s (I111.10.&)
cuando ¥ _ + f_ = N/2Q (fase normal o deformada). Los resultados

muestran cambios significativos en la magnitud de o: s dependiendo
de la fase para una temperatura baja fija T, vy tambien cambios
considerables en oi al aumentar T dentro de una misma fase,
particularmente para T cercano a Tc.

ta 1linea suave con v =g = 0 representa el caso no
perturbado, el cual se comporta como un “*atractor’” para las
soluciones perturbadas para temperaturas suficientemente altas. La
aproximacién coincide en este caso con un tratamiento exacto en el
conjunto gran canénico, teniendo 1las fluctuaciones un origen
puramente térmico. En el caso de una interaccion monopolar, las
fluctuaciones disminuyen en la fase deformada (T<Tc), dado que 1la
interaccion favorece un mayor grado de orden a bajas temperaturas.

En el caso g=35, v=0, las fluctuaciones del numero de partfculas
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poseen un origen cuantico a =0, Yy dado que 1la temperatura
disminuye los efectos de 1la interaccién, las fiuctuaciones
decrecen al aproximarse T a Tc.

2 . . 2
aN coincide con o; tanto en 1la fase normal como en 1la

deformada (para N = 2Q), pero no en la superconductora, en la cual

(vease (I1I11.5.14b))

o2 = 712N _onwat/g) L TT . (111.10.7)
N P u c

a;z difiere apreciablemente de oi s Y posee el comportamientao
opuestao, anulandose a T = 0. Para T = Tc, la expresién (II1.10.7)
coincide con (II1I.10.6), de modo que no existe discontinuidad en
la transicion de fase. En el limite termodinamico, (II1I.10.7) debe
ser interpretado como 1la fluctuacion exacta del numero de
part{culas en el conjuntq gran canénico, dando una mejor
estimacion gue oi para N finito.

La fig. 10 muestra el valor medio intensivo <32> en funcién
de T, para el hamiltoniano de apareamiento (v=0), con g > g;. L.os
valores exactos para N finito han sido computados en el conjunto
canonico coﬁpleto, y se encuentran muy préximas a los de BCST
excepto en la regién de transicion.

La fig. 11 muestra la correspondiente fluctuacién, que de

acuerdo al teorema de Wick, puede ser expresada en BCST como

o2 /20= T £ (1-f )/4 , (111.10.8)
Z v v v

es decir, proporcional a o;zl2n en la fase normal. Los valores
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dados por BCST difieren de los exactos especialmente para N grande
(por ej. N=350) en la regién crftica, lo cual sugiere que las
correcciones al teorema de Wick no pueden ser despreciadas aun
cuando N crece, al calcular fluctuaciones. La magnitud

a <Jz>

a;’/zn = T —, (111.10.9)
. >

coincide con la fluctuacion en el tratamiento exacto, de acuerdo a
(I.3.11), y debe coincidir con (111.10.8) en 1la fase normal.

Utilizando (111.5.9) se obtiene

T2 = fpwR 0 + gda/oe) , (I11.10.10)
(. ] v
t29 _ L R (v + gsqsoe) , (I11.10.11)
(. > v
donde
2,
R, = - —— = f (1-f) . (111.10.12)
e /T) v
v
Por 1o tanto,
29 - ! (puwR /TIC1-(g/4TIL R 17%, (111.10.13)
+ (4 (4
4 =« v v
y
2220 = 1 2L
4
a9 &

LR, + (/16T (L vR D *(1-(g/4THIE R * 5 T<T_ (1I1.10.14a)
v v

v

aln

R, s T (I11.10.14b)

i
ain
o

s 2

de modo que la diferencia a; - o, na se anula para T<Tc. La

correccion al teorema de Wick dado por el segundo termino en el
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miembro derecho de (I11.10.14a), depende explfcitamente de g,
posee un fuerte maximo en T = Tc s Y S@ origina en l1a dependencia
de £, con q. Las expresiones (I111.10.14) proporcionan la
fluctuacion exacta en el limite termodinémica, y exhiben una
discontinuidad en el punto critico. Los resultados numericos
muestran que (I111.10.14) refleja mejor el comportamiento exacto
qué (II1.10.9) para valores no muy pequeﬁos de N.

El calor especffico 8<ﬁ>/0(T) tambien difiere de aﬁ /Tz, para
T<Tc - En la +fase normal, 1l1la igualdad rige solo cuando se
desprecian terminos que se anulan (en magnitudes intensivas) para

2
N > o (o
H

/2Q) depende del nimero de part{culas en la aproximacién
de campo medio si H posee terminos de dos o mas cuerpos, Yy puede
ser no nula aun a T = O). Siguiendo el procedimiento anterior, se

obhtiene el resultado

3<H> _ _as

=717 2=

T T

= 20{—£d(r)/8(T) - g9qd(q}/a(T)3 , (III.10.13)

con
29 - ¢ (3R & /THI[1-(q/4TIL R T * , (111.10.16)
T v v
ar 1 2
= = L (3R e /T") - (g/4T)(L vR )3q/8T , (111.10.17)
aT v v

Tanto (II1.10.16) como (II1.10.17) divergen para T = Tc. Sin
embargo el calor especffico (I11.10.15) permanece finito si
g > 9_- Divergencias en el calor espec{fico y otros tipos de
fluctuaciones ocurren en el intervalo 4 < g < g; en BCST, donde

la transicion de fase es no local, divergiendo 1las derivadas
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(I11.10.9) y (I111.10.159).
En el caso de una interaccion puramente moneopolar, (g=0), el
calor espec{{ico puede ser evaluado con ayuda de las ecuaciones

(II1.6.3) (en lo sucesivo supondremos v>0),

a <H>

= -20{2vr &r)/8(T)> , T<T (I111.10.18)
aT © =
H
= 20(((L R )s/T* , TOT_ (I11.10.19)
v
con
2r = L (pRvr/THII-EWDER Y . (111.10.20)
2 v 2 v
T v v

La dependencia de €, con 1la temperatura origina el
denaminador de (I11.10.20). Del mismo modo que en la situacion

anterior, a: % 0% = T2 &H>/3(T) en la fase deformada. La fig. 12

H
ilustra resultados para oﬁ (calculados en el limite termodinémico)
Y o;z .Tambien es mostrada la fluctuacion exacta de la energfa

(calculada en el conjunto canonico completo) para diferentes

valores de N.
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APENDICE A

EL FACTOR DE MULTIPLICIDAD

Con el objeto de derivar 1la igualdad (III.1.9)%%,

introducimos los operadores

+

c (I11.A.1)
PH PH

N o= rec
T
t

que cuentan el numero de part{culas con un valor dado de p. Si P
denota el numero de pares de pértfcula (o sea, con autovalor np=2)
vy R el numero de pares de aguijero (np=0), el valor de Q vy Qo
quedaré determinado por 1la configuracién de los P+R estados
‘apareados’, mientras que el valor deJ y M por los restantes
2-P-R estados con np=1.

El maximo valor posible de J sera 3 . = (20-P-R)/2. Para Py

J
max

K -K, de 1los cuales

R fijos, existen [2 ] estados con M| = J

max

J
[%KT?X] provienen de multipletes con J > |M], perteneciendo laos

restantes al multiplete J = Jmax—K' Del mismo modo, el maximo

max

L ] estados

valor posible de G seré Qmax = (P+R) /2, y existen [2

J
con lQol = @ -L, de los cuales [szix] provienen de multipletes

max

con @ > IGOI. Asf, escribiendo a J vy Q@ de la forma (K y L € N)

J = (20P-R)/2 - K, & < J < (20-P-R)/2 ,
(I11.A.2)

IA
2]
A

Q = ((P+tR)/2 - L, |Q°| < (P+tR) /72 ,

donde & es la parte fraccionaria de N/2, el numero total de

estados con un valor dado de J, @ y P+R es
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waaen = (o) [ (7] - G T) - (5]

(20 ! (2J+1) (2G+1)
[(2C-P-R)/2-31!' [ (2C-P-R) /2+J+11'[ (P+R) /2-Q1'[ (P+R) /2+G+11"!

(I11.A.3)
Dado que [N-20Q| < P+R < 2(0-&), entonces
|Q°| =e=Q-6,
&§=<JdJ =Q - |Q°| . (II1.A. 4
| i+s6=<J+a=<aq,

donde QO = N/2 — QQ. Para valores fijos de J y G, P+R se encuentra

en el intervalo

20

v
T

+ R 22(Q0 - J) . (I1I.A.0)

Sumando entonces la expresién (III.A.3) respecto de P+R sobre
el intervalo (I11.A.S), se abtiene el resultado final (I11.1.9).

Se verifican las igqualdades

-6 aa a0 a0
T T  (20+1)Y(J,8) = = . (II1.A.6)
G=1a_| 3=6 2(@_+0 N
a-& 20 12 20 2
é;lo IY(J,Q) = oal = | acg-11 - (I11.A.7)
[ ]
= Y (D . (111.A.7)

La cantidad Ym(J) puede hallarse directamente‘a, y representa

el nﬁmero total de estados con un valor dado de J.
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APENDICE B

ESTADOS ATOMICOS COHERENTES

El estado atomico coherente'® {J.Q> se obtiene al aplicar la

rotacion de SU(2) de éngulo solido O al estado |[Js—T>2

g, = W |3,-3> ,

UG = expt g ("1 I, - el® 3 )3

= exp{7J+}exp{1n(1+|T|2)Jz}exp{-T‘J_} . (II1.B.1)

donde Q = (3,¢) vy T = e—1¢ tg9(8/2). Los estados coherentes existen
por lo tanto en correspondencia biunfvoca con puntos en la esfera
de Bloch. Utilizando la dltima expresion de (III.B.1) se obtiene

la forma mas explfcita

9.0 = A+ |57’ exp{r3+}|a,—a> (III.B.2a)
g 23 1/2
= sen”"™(9/2ycos” Moy VUM 13, M5, (111.B.2b)
L Lmed ;

’ . . ’
Resumiremos a continuacion las propiedades mas relevantes de

los estados |J.0>. Estos estados forman una base no ortogonal vy

sobrecompleta,
X ,.2
<J,Q3,> = ‘1+: ) - 17, ((1I11.B.®
(a+t 1> a+ 15
K3, a3, >12 = cos*(er2) , (III.B.4)
Z%%l I [J.0¥<Jd,0] da = I, (I11.B.S)
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donde € es el éngulo entre las direcciones especificadas por Q vy
o,
cos(8) = cos(8cos(d®) + sen(d)sen(d lcos(ep — ¢") , (II1.B.&)
y dQ = sen(9)déd¢. La integral es sobre toda la esfera de Bloch.
Las formulas (I111.B.3-5) se derivan directamente a partir de 1la
expresion (III.B.2).
Los estados |[|J.0> son paquetes de minima incerteza,

satisfaciendo

<32 - <3 >%3¢3% - 3 > = <3 >*ra (III.B.7)
X X y Yy z

y demas permutaciones ciclicas, para valores medios tomados

~

respecto de (III.B.1). Los operadores (Jx’Jy’Jz) pueden ser
tambien operadores rotados (J’,Jd?,d’) = U(J_,d ,J )U+.
x'y' 2z x? "y’ 2z

Conviene remarcar que si |J,-J> es un D.S., [|J,> tambien 1lo
es, pues la expresién (I11.B.2a) coincide por 1la dada por el
teorema de Thouless (ver apéndiceII.A) para un D.S. cualquiera no
ortogonal a |Jy—-J>. De este modo, en el contexto del presente
capftulo, |3, 0 sera un D.S. solo si J = Qc (degeneracién de 1la
capal.

>~ ~

~ ’ ~
Todo operador O funcion de los operadores J+, J_, Jz’ puede

ser expandido en forma *diagonal”’ en los estados |[J,{>:
o = I I 13, P (0, W<J, 0] dO . (III.B.8)

La funcion Pj(D,Q) determina a O, v puede desarrollarse en

4 ’
armonicos esfericos

Pj(D,Q) = ¥ Dlelm(Q) ’ (II1.B.9?)
1.m
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donde sdlo los primeros (23+1)% terminos contribuyen en (II1I.B.8),
los que quedan determinados por los 2J+1 elementos <J,M|0]|J,M*>.
Para hallar Pj(D,Q) es conveniente expandir 0O en terminos de 1los

operadores tensoriales irreducibles YLu(j), para los cuales’6

LS 1
Py D, = (2J+1+L’L
3 (2J+1) 12

Y, () . (I11.B.10)
lm

Pj(D,Q) es denominada usualmente representacién P del
operador. Anélogamente, se define una representacién Qj(O,Q) igual

al valor medio,

a,@,» = <3,01013,0 . (III.B.11)
n.&w(i’),m = 53"—”__-Lvlm(m ) (III.B.12)
J (23-L) ' 2

La traza del operador 0 en el espacio de dimension 2J+1 puede

expresarse en terminos de P o Q:

~ _2J+1J‘ ~
Tr [0l = S | 8,(0,0 da

_ 23+1 I pa
== J P;©0. da, (ITI.B.13)

y la de un producto de operadores en la forma simetrica

TrjEDD 1 = e Pj(O,Q) Qj(D,Q) dqQ . (I1II.B.14)

Las representaciones P y @ pueden utilizarse para abtener
cotas®® a 1la traza de operadores hermiticos exp{0) en el espacio

de dimension 2J+1, por medio de las desigualdades

- 149 -



~ ”~ ”~
Z%Z—IIexp{Glj(O,Q)} do < Triexp(0}1 < 2%;—1 exptP (0,0 do

(II1.B.1%5)

La cota inferior es una generalizacién de 1la conocida
desigualdad para valores medios de funciones concavas hacia
arriba. La deduccion de la cata superior es mas compleja y se debe

a Li eb“.

En el limite termodinémico, conviene trabajar con los
~ _LA
operadores intensivos YLM(ij) = N YLu(j) para los cuales

lim Q.(YL_(J’/N),m = rt Y,
N-w
= 1lim P_(Y (37N),0) ’ (I11.B.168)
J Lm
N-x
donde r = lim J/N . Por consiguiente, para cualquier operador 0O,
N-xo

el limite termodinamico de las representaciones P y O existe si

~ -1, ~
0 =Y A _N*'Y &, (111.B.17)
LM LM
L,M

con los coeficientes ALu = A:_u independientes de N. De este mado
se aobtiene la expresién general

lim P (0, = lim Q (D,

Noo 2 Noo 2

=L A, r Yo . (I11.B.18)
l,m

La igualdad (111.B.16) implica que ambas cotas en (I11.B.15)

convergen al mismo valor en el limite termadinémico, obteniendose

lim {Tr .[exp(0)1/(2J+1)} = %ﬁ J.expflim Q.0,0) d. (111I.B.19)
N-xo 3 N-xo J
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Figqura 1. El Gap (III.S5.10) como funcion de la temperatura, para
distintos valores de g. En todas las figuras, las constantes de
acoplamiento y la temperatura se expresan en unidades de £ vy el
nimero de part{culas es N = 2Q.

Figura 2. 6Gap en funcion de 1la temperatura, de acuerdo a
resultados exactos (vease seccion I1I.5), para distintos valores
del nimero de partfculas N, y de BCST, para el caso g/&£ = 5.0.
Figura 3. Energ{a media por partfcula E(T) como funcion de 1la
temperatura para el hamiltoniano de apareamiento, para distintos
valores de las canstantes de acoplamiento. Las lineas de trazos
corresponden a resultados exactos, y las lineas llenas a BCST.
Figura 4. Fases normal, superconductora y deformada, en el plano
"g,v", a T=0 y a temperatura finita.

Figqura 5. Energ{as de c.i. (I1I1.64.14—-15) para diferentes valores
de las constantes de acoplamiento (la constante no indicada es
nula).

Figqura 6. Energfa libre intensiva como funcién de la temperatura
relativa para el hamiltoniano monopolar., en el espacio restringido
(a) y completo (b), de acuerdo a resultados de HFT, y resultados
exactos para diferentes valores de N. La constante de acoplamiento
es v/e = S.

Figura 7. Energ{a media intensiva como funcion de la temperatura
relativa para el caso de la fiqg. é. Las lineas llenas corresponden
a resultados exactos en el espacio completo, vy las lineas
punteadas al tratamiento restringido. HFT coincide en ambos

conjuntos como funcion de T/Tc.

- 153 -



Figura 8. Energ{a librg intensiva de acuerdo a resultados exactos
(lineas llenas), ﬁFT (lineas punteadas) y aproximacién de estados
coherentes (lineas de trazos), en funcion de 1la temperatura
absoluta. (a) corresponde al espacio restringido y (b) al espacio
completo. El nimero de partfculas es N= 50, y 1la constante de
acoplamiento v/&£ = 3S.

Figura 9. Fluctuacion intensiva del numero de partfculas como
funcion de la temperatura, en diferentes fases, para distintos
valores de las constantes de acoplamiento. Se indican las
temperaturas criticas. La linea de trazos rgpresenta la correccién
(I111.10.7) en la fase superconductora.

FaS L) ’
Figura 10. Valor medio de jz = Jz/N en funcion de la temperatura,

para el hamiltoniano de apareamiento, con g/£ = 3, de acuerdo a
resul tados exactas para N = 10 (a) y N = 350 (b) y BCST (c).

Figura 11. La fluctuacion intensiva de ;z en funcion de T, para
los mismos parémetros de 1la <fig. 10. Las I{neas llenas
corresponden a resultados exactos para N = 10 (a) y N =50 (b),
las de trazos a BCST. (c) indica la evaluacion directa (II11.10.8)
y ((d) 1la expresién correqgida (I1I1.10.14a), que muestra el
comportamiento correcto para valores grandes de N. La lfnea
punteada indica la discontinuidad en T = Tc.

Figura 12. Fluctuacion intensiva de 1la energfa para el
hamiltoniano puramente monopolar, con v/& = 3. Los resultados
exactos (lfneas llenas) corresponden a N = 10 (a) y N = 50 (b).
(c) indica la evaluacion directa de HFT, (d) la correccion

(I11.10.20).
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CAPITULO IV

SISTEMAS BOSONICOS MONODIMENSIONALES




INTRODUCCION

Abordaremos en este capftulo el estudio estadistico de
sistemas bosonicos monodi mensionales, en los cuales existe un solo
estado bosonico (de una partfcula) accesible. Por 1o tanto, a
diferencia de los sistemas tratados en el capftulo anterior, el

1
espacio completo de estados accesibles posee dimension infinita,
debido a la posibilidad de un numero de ocugacién arbitrario de
este Unico estado.

En la representacién de coordenadas e impulsos, tal sistema
corresponde al de una partfcula en una dimension. A traves del uso
de la representacién bosénica, es posible pues aplicar tecnicas
propias de problemas de muchos cuerpos para obtener soluciones
aproximadas de la ecuacion de Schrédinger unidimensional vy de 1la
correspondiente funcion de particién.

En particular, tales sistemas involucran 1los osciladores
anarménicos cuanticos. El oscilador anarmonico plantea un problema
de permanente interes por una gran variedad de motivos, entre
ellos su relevancia en el estudio de vibraciones moleculares, y el
rol que juega en modelos equivalentes de 1la teoria cuantica de
campos. Como consecuencia de ello, existe una basta 1literatura
sobre el tema. Una pequeﬁa muestra de trabajos relevantes vy
recientes se da en las referencias 1-10.

El correspondiente problema que se plantea cuando este
sistema se encuentra a temperatura finita ha recibido menor
atencion (vease por ej., ref. 11-13). Dado que el espacio de

Hilbert correspondiente posee dimensién infinita, el calculo
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exacto de trazas, (que requiere la determinacion de todos los
autovalores del operador estadfstico), resulta en general
complicado. Es por lo tanto deseable poseer un esquema aproximado
general apropiado.

Dentro de este contexto, el prapésito de este capftulo es
introducir y examinar la aproximacién autoconsistente bosénica,
desarrollada en general en 1la seccion I1.6, en el problemna
monodimensional“ﬂs, generalizando a temperatura finita
tratamientos recientes (por ej. ref. 16—-19) realizados a T = 0. Se
desarrollan tambien otras aproximaciones alternativas con el

aobjeto de compararlas con 1la aproximacién de campo medio. E1l

cap{tulo esta basado en los trabajos 14-15.
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IV.1 LA APROXIMACION TERMICA DE CAMPO MEDIO EN POTENCIALES

SIMETRICOS

Consideremos un sistema monodimensional descripto por el

hamiltonianoc

Niw

P? + v
i

= —3{—¢(b - by /2% vewt+ bys2*7% (IV.1.1)

donde V() es el potencial, el cual supondremos que admite un

-~
desarrollo en serie de potencias de G, y b, b+, los operadores

’ 4 ’
bosonicos de creacion y aniquilacion usuales,

+

b = (@ - ¢ PY/ (D)%,

b=(@+4¢iPy7(2)*2%, (IV.1.2)

en forma similar a (II.3.57). La energfa libre exacta del sistema

es (véase (I.2.12))
~ o~
F=Min {TrLp (H+ Tln(p)) 13>

- T 1n{Trlexp(-3 HY1> , (IV.1.3)

donde el operador densidad exacto que minimiza (IV.1.3) es

(vease (1.2.8))

Pa

= exp{ko - 3 H> (IV.1.4)

LR

@x

con ko = 3 F, vy f#la inversa de la temperatura T.
Consideraremos en esta seccion el caso en que el potencial
V(@) es simetrico respecto a un punto, y posee un solo m{nimo, el

cual supondremos situado en el origen. De este moda, V(Q) sera una
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’
funcion par de 1la coordenada. El1 operador densidad en la
. _l . . 4 . . .l
aproximacion autoconsistente de c.i. sera, siguiendo la seccion

(11.6), de la forma'*

p=expix_ - pw b *bry , (IV.1.5)

donde b’+, b’ son operadores bosénicos relacionados con 1los

ariginales (IV.1.2) por medio de wuna transformacion 6ptimé de
i

Bogoliubov. En este caso, a los efectos de minimizar 1la energ{a

libre es suficiente una transformacion real del tipo “

b? cosh(z) -senh(z) b
2] - | ) (3] e

b* -senh(z) cosh(z) b
es decir, con X e Y reales, en la notacién de la seccién (I1.3).
Tanto z como w deben ser determinados por 1la condicion de
minimo (IV.1.3). vy son dependientes de la temperatura. Dado que el
potencial es simetrico alrededor de su uUnico mfnimo, no es
necesario incluir traslaciones, pues el valor medio de la
coordenada (y del impulso) se anulan. Ademés, dado que ﬁ no
contiene productos de 3 Y 6, NnoO es necesario mezclarlos en 1la
transformacion (el caso general puede verse en el apéndice A). En

estas condiciones, (IV.1.6) constituye una escalizacién en las

coordenadas e impulsos,

>~

@ = exp(-z) @ , P’ = exp(z)P , (IV.1.7)

donde Q*, P’ se construyen a partir de b?, b’+ en forma similar a

(IV.1.2). Utilizando las férmulas (I11.3.41-42) se obtiene
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b’ %> =< H% = o, (IV.1.8)

§F =<b’"b’> = trip b* b3 (IV.1.9)
= [exp(w/T)-11"%, (IV.1.10)
<@%> = exp(-2z)<@’ 3>
= h(f+§) . (IV.1.11),
<P2> = exp(22)<P’ 3>

(43 /h , (IV.1.12)
2

donde hemos definido h = exp(-2z).

Valares medios de operadores de n cuerpos pueden hallarse
mediante el teorema de Wick, y es facil verificar que este puede
aplicarse directamente a coordenadas e impulsos. Utilizando el
conocido teorema saobre orden normalzo ({los dos puntos indican en

4
el presente caso todos los operadores de creacion corridos a 1la

derecha)
Cn/21 . ,
w* + " = st "2, n , (IV.1.13)
5=0 (n-23)127 5!

se obtiene

ths2)"¢ (bt +pr 2>

A
g
v

I

(h/2)"(++§P(2n)!/n! . (IV.1.14)
donde en el ultimo renglon de (IV.1.14) hemos utilizado

<: bt ) 2> = (2 #"/n0 (IV.1.15)

lo cual se cbtiene facilmente por medio del teorema de Wick. Por
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consiguiente,

~D
<@ty - o,

~2n ~2.n (2n)!

87> = <a"> - (IV.1.168)
2™n

El factor (2n)'/(2"n!) es precisamente el numero total de
posibles contracciones <«@®»" a partir de 2n operadores a.

Anélogamente, se obtiene

~s
<P, - o,

~2n ~2.n (2n)'!

<PT > = <KP > . (IV.1.17)
n
2 n!

Utilizando la férmula

2
1/2

©
— [ exp (—x2/26)xMdx = /20" 2m t/n! (IV.1.18)
(2mt) o

puede obtenerse el resultado general

~ © (2n) ~ © (2n) ~
> =5 O g%y - g YL ___O %N

n=0 (2! n=0 2"n!

2 ® 2
= —— J exp(=x"/2t)V(x)dx
(2mt) o

©
= ——-1-——?72 I Cexp (-s/2t)V(s*”
(2rt) o

%y/s*"*1ds (IV.1.19)

donde t = <@%> . El valor medio de cualquier funcion V(@) puede

expresarse entonces como la transformada de Laplace de

2 1/2
)

vis* % /s . Una formula anéloga a (IVv.1.19) rige para operadores
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”~ ”~
que sean funciones del impulso P, con el reemplazo t=<pP>>.

La entropfa adquiere la expresién (vease (II.3.17))
S = -Trip 1n(p)1

= (f+1)1n(f+1) - fln(f) . (IV.1.20)

Estamos ahora en condiciones de evaluar F y realizar 1la
correspondiente minimizacion respecto de h vy . Utilizando

F = §<3’> + <V D> - TEHE+DINGF+1) — f1n(FH)I .  (IV.1.21)

o=2F- (42 € 95¥§913 - 1721, (IV.1.22a)
3 h xa*>
aF

0 =27 = TInCf/(1+§)1 + 1/h . (IV.1.22b)
3 f

La ecuacion (IV.1.22b) vincula a h (z) con f (W), dando como

resul tado

w=1/h , (IV.1.23a)

O sea,
£ = {expCLi/(hT)-11"1* . (IV.1.23b)
Por 1o tanto, queda para resolver una unica ecuacion

unidimensional en h (o f),

1/(2h? - 20> _ 6, (1V.1.24a)

a <a*>
o sea,

w? = 25V (1V.1.24b)

a3 <a*>

Niw

- 174 -



(ecuacion de dispersién) donde <6’> se vincula con h y f a traves
de (IV.1.11). La ecuacion (IV.1.23) expresa la condicion general
de autoconsistencia (I.4.8). El1 exponente de z debe coincidir (a
menos de una constante) con f3 G, donde G es el hamiltoniaho de

campo medio,

~

h = a <H: 02 + a <Hz Pz
9 <a > I <P > ]

pz + 33V > G2 (IV.1.25)

& <a*>

NiI®

Por consiguiente, (IV.1.3) y (IV.1.25) conducen a

;u(P’z + @’ = gu(hpz + @%/n)
=1pr . 2000 @7, (IV.1.26)

2 <@®>
lo que implica 1las ecuaciones (IV.1.23-24). La base 6ptima

(IV.1.68) minimiza F vy diagonaliza h.

El calor espec{fico es

c =798 _ o<
v aT aT
= TinCL(§+1) /74> 9f (IV.1.27)
ar

vy puede calcularse a partir de las relaciones

2 P 2 ”~
o =g cam® - L Y2ty o 2 VB2 KT
2 <@*> 2 <a*>
af 2 dh
3 -+ ( - - 8)
= £/ TH - TER Iv.1.2
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que se aobtienen directamente de (IV.1.23-24).

lim w(T)
T0 T

formulas de la ref. 18, que dan una cota superior a la energfa del

AT=0, f se anula, (o sea, = o y Se recuperan las

estado fundamental. La propiedad f 2 0 para T - O puede derivarse
en general de (IV.1.12), que puede reescribirse en 1la forma
<P2> = (++§)2/<62>. Dado que <V(@)> depende solo de <@2>, la
minimizacion de <ﬁ> implica f = 0. Se suponen potenéiales v«ﬁ) que
conducen a valores finitos no nulos de <62>.

En virtud de la' transformacion (IV.1.6), la presente
aproximacién autoconsistente sera denominada de aquf en mas como
Hartree Bogoliubov termico (HBT) . La aproximacién provee
claramente una cota superior a 1la energfa libre exacta, pues
equivale a una minimizacion respecto del conjunto reducido de
operadores densidad de la forma (IV.1.39). La expresién (IV.1.19)
para los valores de expectacién de funciones arbitrarias de 1la
coordenada, equivale al valor medio proporcionado por funciones de
onda bGaussianas, aunque con una dispersién t dependiente de 1la

temperatura.
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IV.2 EL CASO d-DIMENSIONAL

La generalizacién de 1las formulas anteriores al caso
multidimensional, con un potencial que solo dependa del radio al

origen, es inmediata. Si H es de la forma

H=gPiszm, + v(gad , (IV.2.1)
: .

1
|

el correspondiente operador estadistico en la aproximacién de HBT

es

A.— - ’+’

p = exp{x° PE] ? wibi bi} s (IV.2.2)
donde los operadores primados se definen en forma anéloga a
(IV.1.6). Las sumas sobre i son desde 1 hasta d, siendo d el
numero de dimensiones. A partir de (I1V.2.2) se obtiene,

<t bi> =F.8. .,
i3 i%ij

f, = cexp(wi/T)—1J"‘ ,
(IV.2.3)

n n _ .&n ~n
<Q"----Qdd> - <Q"->--.<Qdd> L]

S =YL L. +D1In(F.+1) = £.1In(£.)] .
i i i i i

Las expresiones para <G:>, <Pf>, son identicas a (IV.1.11) Yy

(IV.1.12). E1 valor medio del potencial esta dado por

o
-~ —-41,/2 2 2
V(r) > = (n 2ﬂti) J; exp{—F xi/2ti}V(F xi)dxi...dxd, (IV.2.4)
1

donde r = (¢ 8;)"2 yt, = <Q:>. La minimizacion de F conduce a

1
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w, = 1/hi, y a las d ecuaciones de dispersién

17¢2m. h?) - CARS AL DAY (IV.2.5)
at.
i
O sea, hizm1 = h;mj. En el caso en que m, =m Vi, entonces
fi = fj = f Vi,j, vy el valor medio (IV.2.4) puede escribirse en
la forma
~ C(d) ® 2 a
VP> = 1,2 [ expi-r®/2evir e ar
(2t) )
©
= C‘d’d/2 [ exp-s/2t)viis) * %4727 ag | (av.z.6
(Z2nt) o

donde C(d) es la integral del éngulo solido en d dimensiones,
cid) = 2 Y2/rd/2), vy t = <r3>/d = h(f+§). La entropia es d

veces la del caso unidimensional,
S =d L(f+1)In(f+1) — Fln(f)1 . (IV.2.7)

4 4 4
Se obtiene entonces una unica ecuacion de dispersion

1/¢(2zh%) - 2&VI>/d _ 5, (IV.2.8)

at

(hemos supuesta m = 1), por lo gue el tratamiento es anéloga al

caso unidimensional, con un potencial efectivo {par)
v, (r) = virmrd icidy st2¢2at)y ‘9471272, La aproximacion es
obviamente exacta en el caso V(r ) = a r2 (ax > 0).
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IV.3 COTAS SUPERIORES ALTERNATIVAS

Introduciremos en esta seccién ciertas cotas superiores (no
perturbativas) a la energfa 1ibre1‘, con el objeto de situar la
aproximacién de HBT dentro de una perspectiva mas clara. Partiendo
de la desigualdad21

i

<njexp(-3 H) |n> 2 exp(—-HB <nH|In>) , (IV.3.1)

que es valida para cualquier estado normalizado |n>, y en general,

Fa

’ ’
para cualquier funcion de H concava hacia arriba, es posible

obtener una cota superior inmediata si sustituimos

’+ n
in> = 8822 05, (IV.3.2)
1/2
(n!)
de modo que
w ”~
Fox £ -TIn{ § expl—Xn|H|n>13 (IV.3.3)
n=0

Una posibilidad consiste en elegir el vacio 10> v el operador
b’+ como aquellos correspondientes a la solucion de HB para T=0.
Sin embargo, esta aproximacién provee buenos resul tados solo para
temperaturas pequeﬁas. No obstante, el metodo puede ser mejorado
si se utiliza la base de EEI_para la correspondiente temperatura.
En realidad, la base de HBT se encuentra muy préximg a la base
6ptima de c.i. que minimiza (IV.3.3). La cota superior asi
obtenida resulta en general mejor que la de HBT, aunque requiere
mucho mayor trabajo numérico, debido a la evaluacién de
<n|V(a)|n>. Es necesario en general desarrollar el potencial en

’
serie de potencias y hacer uso de la relacion
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<n18*™n> = t2m t/m ™2 " ¢ 2"[‘; ] [fj] s, (IV.3.4)
0

gue puede obtenerse directamente a partir de (IV.1.13).
Las cotas anteriores (incluso la de HBT) son mejores que las
cotas del tipo clasicas. La aproximacién clasica se obtiene al

suponer que la interaccion V(&) conmuta con Pz,

<0 lexp{—H> |Q> =~ ekp{—ﬁvm)xmexp{—% s PHa>

1

T /2

7’/ 7’/ 7’/ 7’/
La aproximacion clasica es valida si la variacion de V(Q) en

“1s2 (en unidades corrientes, AQ = hl(ka)t/z) es pequeﬁa,

MM =T
es decir, a temperaturas suficientemente altas. La apraximacién
(IV.3.5) puede ser mejorada dentro de los lineamientos anteriores,
utilizando en (IV.3.1) los estados coherentes (vease Ap. II.B) en

lugar de |[n>. En 1la representacién de Bargmann, el operador

identidad puede escribirse como

w
I =% [n>Xnj|
n=0
w
= [ lz><z| dz/n , (IV.3.6)
-
donde dz = dxdy v |z> el estado coherente normalizado (vease
(I11.B.14-15))
1 2, & z"
jz> = exp(—-; iz1™ ¢ ———‘/2|n>
n=0 (n!)
= exp{i(pou - qcP)}|0> . (IV.3.7)
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donde z = (q° + ¢ polw)/C, con C=(2/w)‘/z, siendo w un parémetro
variacional a determinar. |z> es el estado +fundamental de un
oscilador armonico desplazado, en las coordenadas e impulsos, de
frecuencia w (0> es el vacio correspondiente a P, = Q= 0). Para

esta eleccion de estados, la desigualdad (IV.3.3) se traduce en

+00
F = -Tln[J'J;xp{—ﬂ<z|H|z>} dqodp°/(2n)3 =
—o
+m
—Tln[j j exp{—ﬁ(p:/Z - w/4)}exp{—ﬁ<0|V(Q+q°)|0>} dqodp°/(2n)] =
—
+mw
T 1172 ~
_TI“[[TZE] exp{—fw/4% J;zrp{—ﬂ<0|V(Q+q°)|0>} dqol. (IV.3.8)

L.a cota (IV.3.8) coincide formalmente con el tratamientao

clasica (IV.3.5), con el reemplazo de V(@) por el potencial

efectivo
+oo
~ W]t 2 2
Vof = w/4 + <0|V(Q+q°)|0> = w/4 + {?] J;cfxp{—wx ;V(x+q°)dx.

(IV.3.9)

iLLa expresién (IV.3.8) debe a su vez ser minimizada respecto

de w para obtener la cota minima. No obstante, la cota (IV.3.8) no
es exacta aun para el oscilador arménico, qQue es el caso °‘no
perturbado’® de la aproximacién de HBT y de (IV.3.3). La energfé

libre exacta es en este caso (w es la frecuencia del oscilador)

F = F = Tinfl-exp(—-HAw)1 + w/2 , (IV.3.10)

y las aproximaciones (IV.3.95) y (IV.3.8) son respectivamente
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F = -TIn{(T/w) , (IV.3.11)

“TIn{(T/w) + w/2 . (IV.3.12)

m
i

Ambas formulas (IV.3.11-12) constituyen expresiones

asintoticas para T - o de la solucion exacta (IV.3.10).



IV.4 E1 POTENCIAL A@%"

’
Examinaremos en esta seccion el caso en que

~2

V@ = 3y @* + aa*" , (IV.4.1)

Nin

donde por el momento elegiremaos y > 0, A > O, de maodo que el
potencial posea un solo minimo en el origen. El1 hamiltoniano
(IV.1.1) representa en este caso un oscilador armonico cuantico
con una ‘perturbacién’ Aﬁzn. Aplicando las formul as

(IV.1.11-146) se aobtiene

F = §(<P2> + 2<@8%») + 27<@®»" - 718

= §(f+§) (1/h + yh) + A7 (h/2)"(f+§)" “TL(F+1) In(F+1)—f1ln () 1,

(IV.4.2)

donde A’ = A(2n)!/n'. La ecuacion (IV.1.24a) se convierte en este
caso en

-1/h% + 4 + n)\’[%h(f+§)](n—1) =0, (IV.4.3)

donde ¥ depende de h a traves de (IV.1.23b). Para T -» o s f o> o,

’
mientras que h » 0 si n>1l. Se obtienen las expresiones asintoticas

(4-ro/(2m
h=cT .

(IV.4.4)

1 (N+4)/7(2Zn)
f+; = hT =c¢ T N

[€ g o }) 1/2

donde c = [(2A’n) /21" . Utilizando (IV.4.4) se obtienen los

’ ’
limites asintoticos
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<2 P%* =12,

(IV.4.5)
@%* = 2", <@®™ = 1/2an ,
S =1+ 1n(f) = (N+1)/(2n) 1In(T) ,

(IV.4.6)

C = (n+1)/(2n) .
v

La$ expresiones anteriores coinciden con 1los resultados
asintoticos exactos (obtenidos, por ej., con la funcion de
particién clésica), corroborando que HBT es exacto en el limite
clasico. Cabe mencionar que las formulas (IV.4.5-6) son tambien
validas para cualquier v(ﬁ) que sea un polinomio de grado Zn, dado
que el caomportamiento a altas temperaturas es dominado por el
termino de grado mas alto.

A bajas temperaturas, el numero de ocupacién tiende a O en la

forma

f = exp{—ll(hoT)} . (IV.4.7)
y el calor especffico coma

C_ = exp{-1/(h T)3/(h T ? , (IV.4.8)
v o o

donde h° es el valor de h correspondiente a T = 0. Las dos
formulas anteriores corresponden a un sistema de dos niveles
separados por energfa w = 1/h°.

La aplicacién de la cota (IV.3.3) al presente caso da caomo

resul tado

2

F < —Tln[ xp{—pt<n| P*2/(2h) + v(h*”

3P18

e Q’)ln)]}], (IV.4.9)
0]
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donde <n|P’z|n> = <n|Q’z|n> = n+§. fPara el potencial (IV.4.1), con

n=4 y » = 1, se obtiene

o o]

F < —Tln[ T exp{—gﬁt§(1/h+h+3xhz) + n(h+1/h+60h%) + n(n—1)37\hz]}]-
=0

(IV.4.10)

La cota (IV.4.10) corresponde a 1la de un operadar

estadistico que si bien es diagonal en la base de c.i. (IV.3.2),
incluye terminos de dos o mas cuerpos en el exponente. El1 valor de
h es en principio el que minimiza (IV.4.10), aunque se encuentra
muy préximo al valor dado por HBT.

Por su parte, las cotas clasicas (IV.3.5,8) son aun mas
dificiles de evaluar para el potencial (IV.4.1), a pesar de que
poseen una exactitud menor que HBT y (IV.4.9).

Es importante remarcar que no existe ninguna restriccién para
los valores de A en la aproximacién de HBT (y también en (IV.3.3))
a diferencia de la que ocurre en los metodos perturbativos. Por

ej., en el caso AQ‘, los tratamientos perturbativos divergen para

Resultados numericos son presentados en las tablas I vy 1I1
para los casos Aa‘ Y Aaé, donde 1los resultados de HBT para
diversas magnitudes termodinamicas se comparan can las cotas
alternativas de la seccion IV.3 y con 1los resultados exactos
(vease seccion IV.9). En el caso n=2, los resultados han sido
comparados tambien con aquellos de 1la ref. 11, en 1la cual se
utilizan los autovalores de Hioe y Montrall’, obtenidos en base a
la representacién de Bargmann de 1la ecuacion de Schradinger
(metodo vélido sclo para A £ 2, y en el caso xﬁ‘). No obstante,

los resultados obtenidos de este modo no constituyen una cota



superior a la energfa libre.

Los resultados proporcionados por HBT pueden considerarse muy
satisfactorios (vease fig. 1), especialmente en lo que respecta a
E = <ﬁ> y Cv. La cota (IV.3.3) utilizando la base de HB a T=0
es levemente superior solo a muy bajas temperaturas. No obstante,
al utilizarse la base de HBT para la correspondiente temperatura,
la cota mejora de marera considerable. Obviamente, a T=0 las tres

1
’
cotas anteriores coinciden con la aproximacion de HB.
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IV.5 APLICACION A POTENCIALES ASIMETRICOS GENERALES

En las secciones anteriores, la aproximacién autoconsistente
de HBT ha sido aplicada a potenciales v(B) simetricos alrededor de
su unico minimo. En estos casos, el valor medio de la coordenada 8
se anula, y el campo medio de Hartree—-Bogoliubov es gobernado por
un Gnico parémetro, la &ispersién <62> dependiente de la
temperatura. Cambios en lasconstantes de acoplamiento o en 1la
temperatura inducen una respuesta ‘suave’ del campo de HBT, vy no
son de esperar fenomenos criticos dentro de la aproximacién.

En esta seccion consideraremos potenciales v<6) que exhiban
dos o mas extremos, y que no posean necesariamente un centro de
simetria. El problema fisico correspondiente se torna més
atrayente, convirtiendose el valor medio de la coordenada <6> en
un nuevo parémetro variacional‘s. Ademés, el campo autoconsistente
de Hartree puede exhibir diferentes comportamientos en los
distintos extremos del potencial, lo que puede dar lugar a varias
soluciones simultaneas de campo medio Y correspondientes
transiciones de fase. Este hecho no ha sido estudi ado, aﬁn‘ a
T = 0, en las ref. 1619,

La generalizacién del formalismo de 1la seccién IV.1l es
inmediata. El1 operador densidad es nuevamente de 1la forma
(IV.1.5), pero la transformacion de Bogoliubov debe incluir ahora

. 15
traslaciones 7,

b? cosh(z) senh(z) b d
+1 = + + s (IV.S5.1)
b? senh(z) cosh(z) b d
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. . 4 4
donde la constante real d incorpora una traslacion solo en 1la

coordenada. Se obtiene, en lugar de (IV.1.7),
@ =e “(B-q ,

P’ =e" P, (IV.5.2)

<@> = q , <@*> = h(f+§) +q°,

~n [n/21 (n-2m) ,2m m (1V:5.3)
<@"> = ¢ n!qg £/t (n-2m) 'm12™1 ,
m=0
w@> = @)™ [ exp-x-q) */2t3veodx (IV.5.4)
—Q

donde hemos definido la fluctuacion t = <@2> — <@>2 = he£+2), en
forma similar a (IV.1.19). (IV.5.4) representa una distribucion
Gaussiana centrada en x=q, y constituye la transformada de Poisson
de V(x). Las expresiones para los valores medios de funciones del
impulso permanecen obviamente iguales.

La traslacion q es un nuevo parémetro variacional en adicion
ah (ot) v . La minimizacion respecto de f da como resultado 1la
misma expresién (IV.1.23). La condicion de minimo sobre t Yy q

conduce por su parte al sistema de ecuaciones

a <V(d) >

—17(z2h% + L2207 = o, (IV.5.5a)
at
avV@m> _ o . (IV.S.Sb)

9 q
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Las ecuaciones (IV.5.3) se encuentran acopladas debhido a que
<V(@) > depende conjuntamente de t vy gq. Nuevamente pueden
verificarse las condiciones de autoconsistencia. E1 hamiltoniano

de campo media posee en el presente caso terminos lineales en a,

o 9<H> 52 8 <H: 02 . 2 <H> &
a <P%*> a <a*> 3 <a>
i ”~ ”~ ~
o~ ”~ ”~
_ % Pz, AXV@I> a2 aV@D> & 2 V@
at 3q 3t
(IV.S.&)
Por su parte, (IV.1.3) y (IV.5.2) conducen a
h = g @2 + pr% = g (hP% + (@-q)%/m) (IV.5.7)

1/h y el sistema (IV.S5.5). La ecuacion

lo que implica w
(IV.5.5b) implica que no existen terminos lineales en 6 ~ qs es
decir, que g no conecta el nuevo vacio con el estado de un boson.
La adicion de qQ como parémetro variacional equivale a 1la
inclusion del ‘observable’ 6 en el exponente de ;, O sea, a una
ampliacién de la descripcién, en la filosoffa de la seccién 1.4.
Tal inclusién, que rompe con la simetria de paridad, es
imprescindible para detectar la presencia de terminos impares en

4 . s .
el potencial, asi tambien como posibles minimos no centrados en el

origen.
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IV.6 EL POTENCIAL ANARMONICO GENERAL

7’
En esta seccion estudiaremos el caso de un potencial

vy = iy e® + s @% + @* . (IV.6.1)

de modo que el hamiltoniano del sistema puede escribirse en 1la

forma

H=2x*"?¢ E(P’z +2°0°% + 5@°°% +@°* 3, (IV.6.2)

donde P> = A% p, @7 =AY @, & =r1"° &, » =27, ro.

Las coordenadas Q, @’, corresponden a un sistema con el origen
situado en uno de 1los extremos del potencial. El1 potencial
(IV.6.1) exhibe tres extremos para y < 95%/16N (dos minimos Yy un
maximo) Y en caso contrario un solo minimo. E1 empleo de las

ecuaciones (IV.35.3-5) conduce a

<H> = gc(ﬂ;)zlt + 2 (t+q2)1 + &7 +3tg) + A (q*+65%t+3t%)  (IV.6.3)

2F - yq + 35(q%+t) + ax(q®+3qt) = O,
9 q
(IV.6.4)
OF =t 45 2/4%7 + 38q + 6X(g3+t) = O ,
at 2 2

1

donde hemos empleado como parémetro variacional a t en lugar de h
con el objeto de simplificar las expresiones. Utilizando (IV.6.4)
se obtiene

t = —(pq + a0g® + 389%5) /7 (12)0g + 38, (IV.6.5a)

$+52 = 2 + 1220% + 68q) + 12at?, (IV.6.5b)
2
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RN R
de modo que queda por resolver una unica ecuacion,

£ - {expc(f+§)/(tr)3—1}" =0, (IV.6.6)
donde tanto f como t se expresan en funcion de q por medio de
(IV.6.3). De acuerdo a los valores relativos de A, &, ¥y », varias
raices pueden emerger de (IV.6.46). Consideraremos en las secciones
siguientes dos situaciones espec{ficas. i

Al igual que en el caso de la seccién Iv.1, 1la aprnximacién
de HBT proporciona los correctos primeros terminos asintoticos de
magni tudes termodinamicas en el limite clasico T - a« Dado que a
altas temperaturas el comportamiento del sistema esta gobernado
por el termino cuértico, las expresiones asintoticas de la seccion
IV.4 permanecen validas en el presente contexto, salvo para 1la

traslacion q, cuyo compartamiento asintotico esta dado por
q =~ gr -1 + (p=&%/20/702xm* %1 (IV.6.7)

Dado que A@* + 8@ =A@ + 5/40* mas terminos de menor

grado, el valor limite de q es-&/4.
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Iv.7 EL POTENCIAL BIESTABLE

Consideraremos en detalle el caso en que el potencial exhibe
dos minimos de igual profundidad. Esto sucedera cuando a) <0 vy
&=0, o b) y = 5°/2\. En ambos casos se trata de un potencial
simetrico (alrededor del origen o de -&6/4\ respectivamente). Para

el caso a), las ecuaciones (IV.5.5) se reducen a
i

qfy + 4x(g%+3t)1 = 0 , (Iv.7.1)
1.2 2 2 -
(F42)" — tC12X(t+q") + 21 = O. (IV.7.2)

Notemos que una solucion simetrica (gq=0) existe siempre. Sin
embargo, una solucion desplazada (degenerada), que rompe con la

simetria del potencial es tambien posible para
q = *(—p/8x -3t) 172 | (IV.7.3)

con t ra{z de
1.2 2
(f+;) + 2t7(12At + ) = 0 (IV.7.4)

Para un dado f real, soluciones reales positivas de (IV.7.3)
existen solo si - > (486)"’[(f+§)xf’332. Asi, a T=0, 1a solucion

desplazada es posible si

y < —(283/2)70\2%7 =, , (IV.7.5)

(=]

En este caso, existen cinco soluciones estacionarias de HBT:
4 . -
dos minimos degenerados centrados en la proximidad de cada uno de
4
los pozos, un minimo en g=0, y dos puntos de ensilladura

intermedios. Para y» > v, solo permanece el minimo en el origen. E1l
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campo medio de la aproximacién de HBT como funcion de qQ es pues
mas complejo que el potencial original para y<y° . Y mas simple
para y>y°, exhibiendo en ambos casos un m{nimo en el origen. La
situacion es pues semejante al modelo de Landau Ghinzburg para
transiciones de primer orden 22.

Al comparar la solucion desplazada con 1la simétrica, la
primera posee una energfa libre mas baja para y < y;
= 1.0847%04 v, Existe por 1o tanto un pequeﬁo rango de valores de
> para los cuales ambas soluciones existen pero donde la simetrica
es la mas baja. En y = y; tiene lugar una transicion de fase de
primer orden con cambios abruptos en t y q (o sea,. no 1local) de
acuerdo a la convencion de Maxwell. Esta transicion refleja el
hecho de que en el estado fundamental exacto el pico de 1la
densidad p(R) = <QISNJQ> cambia de O a un maximo degenerado en el
intervalo 1.37° < r <L 0.7570. Sin embargo, la solucion exacta no
sufre ningﬁn cambio abrupto. Dado que 1la densidad de HBT es
simplemente una Gaussiana apropiadamente centrada, solo puede
ajustar la densidad exacta en uno de los minimos.

Para valores fijos de y < yo, se aobserva un comportamiento
similar al variar la temperatura. La solucion desplazada existe
para T<Tc(y) (o bien, ¥y < yc(T) < yo) y es la que posee la energia
libre mas baja para T < T;(y) < Tc(y) (o r < y;(T) < yc(T)). El
sistema sufre una transicion no local de primer orden desde 1la
solucion desplazada a la solucion simetrica en T = T; al aumentar
la temperatura. Sin embargo, esta transicién no corresponde a un
cambio en el pico de la densidad exacfa 5ino a un achatamiento de
esta densidad. La densidad clasica es proporcional a exp{-pVv) 7,

y el comportamiento clasico prevalece para temperaturas
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sufticientemente elevadas. Este incremento del achatamiento es
ajustado por una vuelta a la solucion simetrica en la temperatura
critica, dentro de HBT.

Resul tados t{picos son mostrados en la tabla III para el caso
Yy = 1.5 r, (y A=1}. Se observa que la solucion desplazada es muy
buena en lo que respecta a 1la energfa media. En 1la regién
‘metaestable’ (T; < TK Tc) la 5?1ucién desplazada provee mejores
resultados para <ﬁ> que la simetrica. No obstante, dado que esta
ultima aproxima mucho mejor a la entrop{a exacta, su energ{a libre
es menor. El1 caracter asimetrico de la solucion desplazada
involucra un mayor grado de orden (menor dispersién) lo que
explica la baja entropfa. Una mejor (mas alta) entropfa puede ser
obtenida al restaurar la simetria con un operador densidad de 1la
forma 2§= E [zd(q) + zd(—q)J, debido a la propiedad de concavidad
de 1la entropfa (vease (I.3.14)), el cual provee los mismos valores
medios de observables pares que ;a(iq) (zh denota 1la densidad
desplazada de HBT).

El valor medio de 1la coordenada q correspondiente a 1la
solucion desplazada permanece casi constante frente a variaciones
de la temperatura, siendo menor en modul o que la posicién del
minimo del potencial. La aproximacién de HBT no predice el
comportamiento apropiado del calor espec{fico a bajas temperaturas
(que esta asociado a la cuasi degeneracién entre los dos primeros

estados exactos), pero la situacién mejora a temperaturas medias y

altas.
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Iv.8 EFECTOS DE UN TERMINO CUBICO

Si se anade un término cubico (pequeﬁo) al potencial
biestable precedente, los dos minimos cesan de exhibir iqual
profundidad, desapareciendo 1la degeneracién de 1las soluciones
desplazadas, al mismo tiempo que el minimo que existia en el
origen sufre un pequeﬁo desplazamiento. No obstgnte, si el
parémetro $ se incrementa, nuevos fenomenos criticos ;curren.

Concentraremos la atencion sobre el caso Yy = 1.5 r,- Para &

-~ ’
suficientemente pequeno, el cuadro general es similar a la seccion

anterior. Correciones de primer orden en & en la cordenada q son,

q = =36t /{12t +p)
° ° ° (IV.8.1)

A q, = —36(td+y/16k)/(7+12ktd) ,
donde el subindice o (d) se refiere a la solucion simétrica
(desplazada).

De 1los cinco puntos estacionarios anteriores, los tres
minimos se desplazan en la direccion del minimo mas profundo del
potencial, mientras que los puntos de ensilladura se desplazan en
direccién opuesta. No obstante, a T=0, cuando & = *0.375 uno de
los minimos desaparece junto con el punto de ensilladura mas
préximo, quedando solamente dos minimos (localizados en las
proximidades de los minimos de v(Q)) y un punto de ensilladura. En
& = $0.9095 desaparecen las dos soluciones menos profundas,
permaneciendo un Unico minimo localizado en la regién del pozo mas

profundo del potencial (para este valor de &, el cociente entre
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las profundidades de los pozos es de 0.264).

El comportamiento del sistema para valores fijos de & y » al
aumentar la temperatura, es ilustrado en la tabla IV y Fig. 2,
para el caso 6 = -0.1. Una caracteristica notable es el hecho de
que soluciones inexistentes a T=0, pueden reaparecer a temperatura
finita. Por ejemplo, una solucion ‘cuasi simetrica’ (c.s.), nNoO
presente a T=0, aparece en T = T“.z 0.675 (junto con un puntp de
ensilladura), y se transforma en la solucion de energfa libré mas
baja para T > Tcz ~ 1.704. Todas las soluciones restantes
desaparecen para T suficientemente alto. Esta solu:ién c.s. exhibe
un grado de orden mas bajo que las soluciones desplazadas, o sea,
una fluctuacion mayor y una entropfa mas elevada, lo cual explica
la menor energfa libre, aungue su prediccién de la energ{a media
sea pobre.

Si tratamos de interpretar el significado de estas
transiciones, puede resultar util observar la evolucion exacta de
<6>, el cual partiendo a T=0 de un valor cercano al de HBT,
decrece répidamente a bajas temperaturas. La fluctuacion exacta
<82> - <6>’ tambien registra un répido aumento en la misma regién
de temperaturas, acercandose al valor de HBT dado por la solucion
C.S., mientras que el de la solucion desplazada es précticamente
constante.

El comportamiento anterior de las soluciones de HBT, ocurre
en la regién 0.0375 =< |&6) £ 1.02. Para valores mas altos de S, 1la
solucion c.s. no reaparece a temperatura finita, vy 1la evolucion
del sistema se torna suave en la descripcién de HBT.

La solucion metaestable correspohdiente al minimo menos

profundo del potencial, puede ser considerada a T=0 como una

- 196 -



aproximacién al pFimer estado excitado de ﬁ. A temperatura finita,
HBT describe aproximadamente la evolucion de esta configuracién
metaestable, que desaparece para T > Tcs'

La prediccién de HBT del calor especffico es en general pobre
a bajas temperaturas, pero los resultados mejoran al aumentar T.

Desde el punto de vista de los cap. I-1I, resulta interesante
considerar el problema inverso, en el cual se parte de un valor
medio dado de la energfa: La aproximacién de HBT proporciona en
este caso una cota inferior a la entropfa exacta. De todas 1las
spoluciones de HBT, la correcta es en principio la de mayor
entropfa. No obstante, informacion adicional (por ej., el valor
medio de la coordenada) puede inducir a 1la eleccion de otra
snlucién, que brinde una descripcién mas apropiada. En este
sentido, si ademés del conocimiento de <ﬁ>, se dispone de <6>, el
valor medio de la coordenada deja obviamente de ser un parémetro
variacional, y la minimizacion se restringe a la eleccion de la
fluctuacion éptima. lLas constantes de acoplamiento del potencial
(6. 7. A) pueden interpretarse en el contexto estadistico general
del cap. I, como parémetros de Lagrange asociados a <62/2>, <6’> Yy
<E‘> respectivamente, aunque en la aproximacién de campo medio
solo se dispone de dos grados de libertad (el valor medio g y 1la
fluctuacion).

Cabe destacar que la temperatura efectiva de HBT (TOR, es
decir, aquella para la cual HBT provee la misma energfa media que
la solucion exacta, puede ser menor o mayor que 1la temperatura
exacta, vy depende ademas de la solucion de HBT eleqgida.

Obviamente, la temperatura efectiva puede definirse sélo en el

4 7
caso en que exista una solucion de HBT con ese valor de la energia
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media, o sea, para <H>°x mayor que el valor minimo de HB a T=0. A
temperaturas suficientemente bajas, T.f< T.x, pues la energ{a

aproximada es mayor que la energfa exacta a T = O.



IV.? CALCULDO DE LA SOLUCION EXACTA

El calculo de los niveles de energ{a exactos se basa en los
procedimientos de 1las ref. 16-17. El metodo consiste en la
diagonalizacién del hamiltoniano en una base (truncada) de
Hartree—-Bogoliubov (IV.3.2), que sea solucion de las ecuaciones de
HB para T=0. De este modo, la dimensién de la baée necesaria para

|
obtener la precisién deseada es mucho menor de la que resultaria
de utilizar la base original no perturbada. Utilizando el teorema
de Wick (para T=0), el hamiltoniano puede reescribirse en la farma

H=H +h+ :v(@z: , (IV.9.1)

[=]

donde Ho = <0} ﬁ—g [0>. siendo (0> el vacio de los operadores
bosénicos b’ correspondientes a la salucién de HB a T=0, h el
hamiltoniano efectivo de campo medio (IV.1.25) vy (IV.5.4), vy
:V(G): la interaccion residual. Las ecuaciones de HB (IV.1.24) vy
(IV.5.5) a T=0, 1implican 1la anulacion de los terminos no
diagonales de G (incluyendo los terminos lineales en b, b+), lo
cual, sumado al hecho que :V(ﬁ): no conecta el vacio con estados
de uno y dos bosones, explica el aumento en la rapidez de 1la
convergencia. Son estas propiedades las que hacen ventajosa 1la
utilizacion de la base de HB para la diagonalizacién del
hamiltoniano en espacios finitos.

De este modo, en el ejemplo de la tabla I, una
diagonalizacién utilizando los primeros 19 estados proporciona los
tres primeros niveles con precisién de 7 dfgitos, y vya con 30

4
estados, se logra la misma precision para los primeros & niveles.
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Existen varios metodos a;ternativos para calcular los niveles de
energ{a de osciladores anarménicos, aunque como ya hemos
mencionado, los metodos perturbativos pueden diverger para valores
no muy grandes de las constantes de acoplamiento. El metodo
presente en cambio no exhibe divergencias.

La aplicacién del metodo no ofrece dificultad alguna para los
hamiltonianos }e la seccion Iv.1, donde solo existe un minimo de

i
HB a T=0. No abstante, para los casos de las secciones IV.5-8,
donde varias soluciones de HB pueden existir simul taneamente a
T=0, surge la cuestion sobre cual es la que brinda la convergencia
mas répida, lo que no ha sido discutido en las ref. 16—-17.

La solucion de HB mas baja es la mejor en lo que respecta al
estado fundamental, aunque esto no es necesariamente cierto para
los niveles excitados. En el caso cubico de la tabla IV, una
diagonalizacién de 20x20 utilizando la base correspondiente a 1la
solucion mas baja, da una muy buena estimacion para el estado
fundamental, pero al mismo tiempo .una pobre. estimacién de 1la
energ{a del primer estado excitado. La utilizacion de la base
centrada en el minimo menos profundo brinda el resultado contrario
4 ademés, los valores proporcionados de 1los restantes cinco
pr}meros niveles son algo mejores que en el primer caso. Cuando la
dimension de la base aumenta, 1las diferencias tienden a
desaparecer. Con una diagonalizacién de 40x40 por ej., ambas bases
proporcionan resultados exactos para los primeros nueve niveles
hasta ocho dfgitos significativos. Los resultados son ilustrados
en la tabla V.

En el caso biestable, la base desplazada (y degenerada) debe

7’ rd
ser comparada con la solucion simetrica centrada en el origen.
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Para pequeﬁas dimensiones, en el ejemplo de 1la tabla I1I, 1la
solucion simetrica brinda mejores resultados para los niveles mas
bajos de energfa. No obstante, para matrices de mayores
dimensiones, los resultados provistos por la solucion desplazada
son levemente mejores. La solucion de HB mas profunda puede
encontrarse demasiado desplazada como para proporcionar buenos
resul tados, si la dimension de la b;se utilizada es pequeﬁa, ya
i

que las autofunciones exactas son obviamente pares o impares

respecto del origen.



APENDICE A

EL OPERADOR ESTADISTICO BOSONICO GENERAL MONODIMENSIONAL

Examinaremos en detalle el caso en que existe un solo estado

bosonico (de una partfcula) accesible. El1 operador densidad mas

general de c.i., es de la forma

b ¢

I

expin_ + abth + 2 obZ3 et o+ ot o+ ¥

Nin

fo)

exp{K; + Aa+a + ;(yaz + yxa+2)} .

donde (vease (II.3.30-32))

a=b+d, a =b +d ,
con

d = Ou-rTnhr/a?,

I = A% - 121512 = det ) .
y AL =A- X|d|2-§<yd*2+y*d2). La matriz M (I1.3.27) es
caso de 2x2,
A yt
M= .
Yy A
y los autovalores de I[I M son precisamente 7.

convergente corresponde a A’ real y menor que cero,

implica

frl € Xl A< O .

(IV.A. 1)

(IV.A.2)

(IV.A.3)

(IV.A. 4)

en este

(IV.A.5)

El caso

lo que

(IV.A.6)

En este caso, mediante una transformacién general de Bogoliubov



b? X Y a
= | . (IV.A.7)
bt v¥ x¥ at

X1~ - 1y = 1, (IV.A.8)
podemos llevar p a la forma diagonal,
p = expniT+ b b3, (IV.A.9)

donde sg(A\?} = sg(A), si

2 2

IX1= + 1YY" = AN,
(IV.A. 1O
ZK’Y*X =9y,
2 1 » 2 1 » .
o sea, [X| = ;(lk/k I + 13, Y] = ;(lk/k ] - 1). Solo una de 1las

fases de X e Y queda determinada.

Utilizando (I1.3.44) vy definienda el numero medio de

1

Dcupacién f = <b’+b’> = [exp(—A>)—-11 ~ se abtiene,

c <a+a> —<a®> A yx -1
DIl = +2 + = exp |- - s (IV.A.11)
<a "> —<aa > -y =X
o sea,
cata> = /A (F4d) - 2,
(IV.A.12)
<a®> = —(y*/x’)(f+§) = <at»¥ |

Finalmente, en terminos de los operadores originales se obtiene,

. . a
<b’b> =<a"a> + |d|? = ——° |
a
P (IV.A.13)
<b%> = <a%*> + d%? = ——° ,
ar
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s (IV.A.14)

A = =ln(1+f) + O-N)/2 + NI + a*inta®isz L aviaas)
Las formulas (IV.A.12-14) vinculan los valores medios con los
correspondientes multiplicadores de Lagrange. La inferencia
estadistica resulta trivial, asignando el valor O a <az>, <b>, si
Yy =0, n =0, respectivamente. Para obtener los multiplicadores a
partir de los valores medios, pueden emplearse nuevamente 1las
formulas anteriores, pero expresando f y A’ = 1lnlf/(f+1)1 en

4
terminos de los valores medios,

(£+3) 2
2

-+
(<a a>+§)2 - Iazl2

{(<b+b>—|d|z+§)z - (<bZ>=1d1®?% . (IV.A.16)

Por consiguiente, dado que f > O, solo es posible construir

el operador estadistico si
(<a+a>+§)2 - ka*>* 2 &, (IV.A.17)

La desigualdad (V.A.17) constituye la expresién del
prinicipio de incerteza en terminos de los operadores de creacion
Yy aniquilacién. La informacion fisicamente coherente corresponde
pues a operadores densidad convergentes. (IV.A.17) constituye
tambien 1la condicion para que la matriz DN (IV.A.11) sea
diagonalizable. Las expresiones (IV.A.16-17) son invariantes
frente a transformaciones de Bogoliubov.

La entropfa (11.3.54) puede expresarse tambien en la forma

S = A’ + tx’/<f+§)JC(<a+a>+;)2 - ka%> %31 ., (IV.A.18)
o



y no depende de 7n, es decir, decb:
4 4 4
Con el objeto de poseer una vision mas clara de las formulas
4
anteriores, es conveniente utilizar la representacion de

coordenadas evimpulsos. El operador (IV.A.1) puede escribirse como

o = expt J\1+a02+ﬁP2+6L+(Q+ZP} s, (IV.A.19)

donde hemos introducido

FaTal

L = @GP + P@ = -ib3-b'%) , (IV.A.20)
Ys

+ & = (2%,

'l

=[x * Re(p)1/2 ,

a
()
A

(IV.1.21)
S =

A, = A= ler@ /2 .

(IV.A.19) es el operador densidad mas general que puede
construirse a partir de formas cuadraticas hermiticas en el
exponente. Al igual que en (IV.A.1) los terminos lineales pueden

4
eliminarse por medio de una traslacion apropiada,

p=expd \* +aB + P2+ s85L 3, (IV.A.22)
41 c c c
donde los operadores *centrados’ Qc =6 - q, Pc =P — p,
Lc = L - 2pqg corresponden a los operadores a, a+, con
g = —gtn(-éz)/x’z = —Re(d) /2% ,
(IV.A.23)
p = —2(0&2’—6()/)\’2 = —Im(d)s2*7% ,



y poseen valor medio nulo, Y k: = N + aqz + ﬁpz + 2yqp.
o
Utilizando (IV.A.11-13), se obtiene la relacion entre los nuevos

multiplicadores Y los correspondientes valores medios,

<@> = q, <P> = p,

<@%> - <@>? = -2n(f+§)/|x’|
= <a:> .
<P3> - P32 = —2atF+3) 7 00 | (IV.A.28)
= <32> . |

L > = —45(f+§)/|x’| .

Los autovalores A° y f pueden expresarse en terminos de las

nuevas variables,
AN = 2(a3~&7) . (IV.A.25)

(f+§) = [<Qc2><Pc2> - §<Lc>23"2 . (IV.A.26)

El caso convergente corresponde pues a a< 0, < 0, y

8% < o3 , (IV.A.27)
o sea,
(F+2)2% = <@ %><P %> - %L %1 2 % . (IV.A.28)
2 c c 4 c <4

Por lo tanto, si los valores medios disponibles satisfacen
el principio de incerteza, es posible diagonalizar 1la matriz
densidad de un cuerpo por medio de una transformacion (IV.A.7) y
construir el correspondiente operador estadfstico convergente. Las
desigualdades (IV.A.6,27) expresan el principio de incerteza en

terminos de 1los multiplicadores de Lagrange. El1 caso puro



corresponde a f = 0 e incerteza m{nima, [<ch><Pcz> - £<Lc>2] = 3.

La transformacion (IV.A.7) corresponde en la representacién

4 4
de coordenadas a una transformacion canonica general,

@ = G_[Re(x+V)1 + P_[ Im(y-X)1 ,
(IV.A.29)
a’r = Qc[Im(X+Y)] + Pc[ Re(X-Y>1 ,
Eligiendo las | fases de modo que Im(X-Y) = 0O, La
transformacion (IV.A.29) puede reducirse a
@’ = [2(a=&2/D 7 |n7 1172 a_,
(IV.A.30)
A, . 1/2 " ~
P> = [28/ (X (1] (Pc + & Qc/ﬁ) .
de modo gque o % + I£] P2+ s L = Sv@erd.
c c c 2
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Tabla I : Energfa libre (F), energ{a media (E) y calor espec{fico
(Cv), para el caso A 6‘, con A = 1. Las cotas 1 y 2 se refieren a
(IV.3.3), utilizando 1la base de HB a T=0 (1), y 1la base 6ptima
(2). La aproximacién restante utiliza 1los autovalores de 1la

ref. 1.

Tabla II : Las mismas cantidades de la Tabla I, para el potencial
~ I
A 06, con A = 1.

Tabla III : Cantidades de interes para el potencial biestable,
como funcion de la temperatura T. (a) Resultados exactosg (b)
solucion desplazada; (c) solucion simétrica; Los parémetros del
potencial son A = 1.0, » = 1.5 v, La solucion (c) es mas baja que
(b) para T > T’ =1.398. Para T =T_=2.008, 1la solucion

desplazada deja de existir.

Tabla IV : Las mismas cantidades gque en la tabla I1II, pero para el
potencial (IV.6.1), con A =1.0, &= -0.1, y » = 1.5 7, (a)
Resul tados exactos. (b) solucion desplazada; (c) solucion ‘cuasi
simétrica’; (d) solucion desplazada correspondiente al minimo
menos profundo. A T=0, (e) denota el primer estadeo excitado

(exacto).

Tabla V : Los primeros niveles del hamiltoniano de 1a tabla 1V,

para distintas dimensiones de 1las correspondientes matrices de
energfa y diferentes bases de HB. (b) indica la base
correspondiente a la solucion de HB mas profunda a T=0, vy (d)

la base centrada alrededor del minimo menos profundo.



Figura 1: Energfa libre en funcion de 1la temperatura, para el
potencial de 1la Tabla I, de acuerdo a HBT (linea llena),
resultados exactos (linea de trazos) y cotas 1 y 2 (1ineas

punteadas).

Figura 2: Energfas libres correspondientes a 1las distintas
soluciones de HBT (lineas llenas), y resultados exactos, para el
potencial (IV.46.1). Los parémetros utilizados son los mismos que
en la tabla 1V, asi tambien como el significado de (b)), (c), (d).

I
Se indican las temperaturas criticas.

Figura 3: Valor medio de 1la coordenada como funcion de 1la
temperatura, de acuerdo a las soluciones (b) y (c), vy resultados
exactos, para el mismo caso de la Fig. 2. Las lineas de trazos
verticales indican “transiciones de fase’, de acuerdo a los
criterios de maxima entrnpfa (1), minima energfa libre (2) vy

Id ’
minima energia (3).



TABLA 1

T F E Cv
HBT 0.80343845 0.84854623 0.28662594
Cota 1 0.80338825 0.84881945 0.28913342
0.5 Cota 2 0.00332245 0.84927208 0.29127481
Ref. 1 0.79244559 0.84311195 0.31189355
Exacta 0.79335295 0.84403666 0.31172643
HBT 0.67788976 1.0897591 0.60595757
Cota 1 0.67774886 1.0868876 0.58445857
1.0 Cota 2 0.67427448 1,0968148 0.,59845737
Ref. 1 0.65606008 1,0976758 0. 62900901
Exacta 0.65710488 1.0980034 0.62705064
HBT -0.,47086906 2.1366460 0.73584156
Cota 1 -0.42961468 2 ,0390796 0.64293420
2.5 Cota 2 -0,49920994 2.1878289 0.69532142
Ref. 1 -0,54971611 2.1622275 0.74127561
Exacta -0,54626465 2.1606959 0.74104967
HBT -6.2942336 5.1408776 0.75642309
Cota 1 -5.7736375 4.5271774 0.600488674
6.5 Cota 2 -6.3987348 5.2209465 0.70127688
Ref. 1 -6.5471669 5.1758211 0.75770974
Exacta -6.5365213 5.1764607 0.75843893



TABLA I1

F E Cv

HBT 0.83280399 0.86047737 0.20478461

Cota 1 0.83275096 0.86085895 0.20989786
0.5 '

Cota 2 0.8326676G7 0.86151128 0.213539429

Exacta 0.79703880 0.83765964 0.26914624

HBT 0.74184963 1.0567151 0.51572382

Cota 1 0.74041402 1.0567714 0.49327733
1.0

Cota 2 0.73390558 1.0795902 0.51531124

Exacta 0.67975329 1.0675203 0.57297008

HBT -0.19024249 1.9682712 0.64501009

Cota 1 -0.14089292 1.8269212 0.49928327
2.5

Cota 2 -0.26415773 - 2 .0693646 0.58248305

Exacta -0.39315689 2.0251444 0.66082578

HBT -5.0940339 4.6089268 0.66590719

Cota 1 -4,3354241 3.6566445 0.42885820
6.5

Cota 2 -5.3794041 4.6030839 0.57317669

Exacta -5,7340146 4,6943943 0.66947754



(a)
(b)
(c)

(a)
(b)
(o)

(a)
(b)
(c)

(a)
(b)
()

(a)
(b)

(c)

(a)

(b)

(c)

(a)
(b)
(c)

(a)
(b)
(c)

TABLA .III

A hz A

T F <> S Cy <Q°> <Q>
-1,76138 ~1.76138 0. 1.44111 0.

0. -1.63700 -1.63700 'O. 0. 1.55968 1.18779
-0.95561 -0.95561 . 0. 0.66607 0.
-1.97277 -1.69808 0.68675 0.08428 1.52528 O.

0.4 -1.63709 -1.63624 0.00212 0.03166 1.55952 1.18769
-1.00886 -0.85824 0.37655 0.81687 0.68659 0.
-2.27094 -1.61558 0.81920 0.33876 1.52254 O.

0.8 -1.64924 -1.58467 0.08072 0.48269 1.54855 1.18074
-1.23741 -0.65121 0.73276 0.80071 0,72579 O.
-2.63358 -1.44070 0.99406 0.51409 1,50803 O.

1.2 -1.71528 -1.40375 0.25960 0.77430 1.50805 1.15474
-1.57821 -0,42898 0.95769 0.76773 0.76301 0.
-2.84079 -1.33284- 1,07711 0.56120 1.50185 O.

1.4 -1.77764 -1.26651 0.36510 0.82458 1.47487 1,13298
-1,77875 -0.31482 1.04567 0,75599 0.78067 O.
-3.30206 -1.09680 1.22514 0.61188 1,49441 O,

1.8 -1.96895 -0.89286 0.59783 0.86272 1.36836 1.06013
-2,22737 -0.08204 1.19185 0.73909 0.81429 0.
-3.55369 -0.97302 1.29034 0.62499 1.49319 O.

2.0 -2.10315 -0.57261 0.76527 0.91323 1.23696 0.96269
-2.47206 -0.03619 1.25413 0,73295 0.83032 0.
-4.09352 -0.71974 1.40574 0.63947 1.49508 O.

2.4 - - - - - -
-2.99615 0.27571 1.36327 0.72372 0.86106 0.




(a)
(b)
(c)
(d)
(e)

(a)
(b)
(c)
(d)

(a)
(b)
(c)
(d)

(a)
(b)
(c)
(d)

(a)
(b)
(c)
(d)

(a)
(b)
(c)
(d)

(a)
(b)
(c)
(@

TABLA 1V

A -~ Az ~
T F <H> S Cy Q®—<Q> <Q>
-1.92727 =1.92727 0. 0.28299 1.15474
-1.86802  -1.86802 . 0. 0.14526 1.23408
00 - - - - - -
-1.42625  -1.42625 . . 0.15262 -1.14185
-1.47047  -1.47047 . 0.37098 -1.05192
-2.16342 -1.75558 0.67974 0.31435 1.36550 0.44920
0.6 -1.86993 -1.85682 0.02191 0.20616 0.14636 1.23272
-1.42882 -1.41213 0.02782 0.24483 0.15422 -1.13976
-2.39047  -1.64084  0.83292  0.45010 1.44589 0.31758
0.9 -1.88818°  -1.78913 0.11006 0.56645 0.15315 1.22438
-1.33202 -0.62553 0.78499 0.79951 0.71750 0.17249
-1.45072  -1.33437  0.12928  0.61009 0.16322 -1.12793
-2.97506  -1.31696  1.10540  0.60023  1.47491 0.20346
1.5 -2.03596 -1.44345. 0.39501 0.83225 0.19071 1.17713
-1.89918  -0.27722  1.08131  0.75467  0.78272  0.11836
-1.61984 -0.94352 0.45088 0.84501 0.21532 -1.05681
-3.32389  -1.13234  1.21753  0.58623  1.47814 0.17429°
1.8 -2.17837 ~1.17756 0.55600 0.85534 0.22412 1.13350
-2.24018  -0.10003  1.18897  0.74183  0.80960 0.10565
-1.78578 -0.56234 0.67969 0.89404 0.28941 -0.94616
-3.70415 -0.94177 1.31542 0.64138 1.48154 0.15349
2.1 -2.37149 -0.81993 0.73884 0.88040 0.27992 1.05671
-2.61102 0.07922 1.28107 0.73246 0.83465 0.09650
-4.11196 -0.74819 1.40160 0.64839 1.48619 0.13798
2.4 - - ” - ) -
. -3.00768  -0.26036  1.36168  0.72546  0.85832  0.08954




TABLAYV

10 x 10
(b) (d)
-1.9200907 -1.4921396
0.3088737 0.0771951
1.8780254 1.8434449
4.7476714 4.6221944
8.2154376 7.9918896
30 x 30
(b) (d)
-1.9272677 -1.9272671
-1.4704705 -1.4704708
0.6399225 0.6399237
2.0421451 2.0421468
4.1501208 4,1501192

20 x 20

(b)

-1.9269317
-1.4409766
0.6694388
2.1519007

4.3881601

(@)

-1.9212578
-1.4700670
0.6550543
2.0824597

4,2637932

40 x 40

(b) , (d)

-1.9272677
-1.4704708
0.6399220
2.6421422

4.1501058



0.5

0.0

-0.5

N\
v\
\ g
v
R
1

1.0

FIGURA 1

20




] 11 | | |

0.0 T, 107, T.T,20T, 30T

FIGURA 2



0.0

FIGURA 3

3.0



CAPITULO V

TRATAMIENTOS AUTOCONSISTENTES EN LA EVOLUCION TEMPORAL

DEL OPERADOR ESTADISTICO




INTRODUCCION

Hasta ahora nos hemos ocupado de los aspectos estaticos de 1la
generalizacién estadistica de aproximaciones autoconsistentes. En
este capftulo pasaremos a estudiar problemas dependientes del
tiempo, concentr;ndonos en la evolucion temporal de operadores
estad{sticos, en especial aquellos de Coi.y, y en las
aproximaciones que conservan tal carécter, ;ales como Hartree—Fock
dependiente del tiempo y otras generalizaciones introducidas en
esta Tesis.

La aproximacién de Hartree—-Fock dependiente del tiempo (HFDT)
ha  sido ampliamente empleada durante 1los ultimos anos para
describir varios fenomenos nucleares‘, y exhibe por cierto
diversas ventajas. El metodo permite dar una vision unificada de
varios tipos de fenomenos colectivos, partiendo de excitaciones
vibracionales y rotacionales, hasta procesos tales como fisién,
fusién, formacion de nicleos compuestos, reacciones profundamente
inelésticas, etc, los cuales estan caracterizados por moavimientos
colectivos de gran amplitud ‘. Siendo esencialmente una
aproximacién de part{cula independiente, el metodo incluye ademas
los grados de libertad de p.i., y la competencia de estos con los
modos colectivos.

Los estudios tedricos sobre la apraximacién de HFDT se bhan
centrado generalmente en la evolucion temporal de un Determinante
de Slater (D.S.) inicialz_a, lo que equivale a suponer que el
estado inicial del sistema a ser estudiado puede ser descripto
apropiadamente por una matriz densidad de un cuerpo idempotente,

la cual evoluciona luego en el tiempo conservando su idempotencia.



Tal condicion puede resultar muy restrictiva.

En este capftulo nos ocuparemos de la generalizacién
estadistica del formalismo anterior. en espacios finitos7,
abandonando la restriccion de idempotencia. Ciertas caracteristcas
de tal extension pueden apreciarse en forma inmediata, como ser la
posibilidad de estudiar 1la evolucion temporal de un sistema
partiendo de condiciones iniciales mucho mas generales que
aquella; que la aproximacién pura puede ajustar. El1 tratamiento
estadistico de la aproximacién de p.i. dependiente del tiempo, ha
sido abordado recientemente en 1la 1iteratura°-1°, aungue con
referencia a aspectos diferentes a los tratados en esta Tesis.

Nosotros centralizaremos la atencion sobre un aspecto
particular que el tratamiento estadistico generalizado es capaz de
ofrecer: el de realizar predicciones basadas en 1la inferencia
estadistica. Es posible asi estudiar la evolucion temporal de
sistemas de los cuales se posee un conocimiento inicial parcial, vy
no necesariamente compuesta de valores medios de operadores de un
cuerpo. Ademés, el contexto estadistico permite desarrollar un
metodo de truncamiento sistematico del numero de ‘ecuaciones
resultantes7, considerando solo los grados de libertad relevantes.

El formalismo es presentado en forma totalmente general en

este capftulo, basado en parte en la ref. 7, e ilustrado en el

capftulo VI en un modelo de simetria U(n).



V.1 EVOLUCION TEMPORAL EXACTA DE OPERADORES ESTADISTICOS

La ecuacién de Liouville-Von Neumann

a

D2

&

= [H,p] , (V.1.1)

Q@
+

gobierna la evolucion temporal de un sistema descripto por el

”~

operador estadistico o, siendo H el hamiltoniano del sistema.

Supondremos que la situacién inicial esté determinada por el

”~

conocimiento de m valores medios de observables Oi’ i=1,...,m, los

cuales no dependen explfcitamente del tiempo. El operador
estadistico inicial sera entonces de la forma (1.2.3),
”~ m Pl
p(t=0) = exp{k° + ; xioi}
i=1
E po - (v- 1.2)

A partir de (V.1.1) se deduce inmediatamente el teorema de

Ehrenfest (en lo sucesivo supondremos i = 1),
a 0. ~ A
—t —1 =722 0,1
at at
= <[H,0i]> ’ V.1.3)

que describe la evolucion temporal de los valores medios oi=<0i>’
y en el cual nos basaremos para desarrollar métodos aproximados

que describan la evolucion temporal del sistema. La ecuacion

(V.1.3) puede ser resuelta inmediatamente si los m operadores Oi

Pl
pertenecen a un conjunto {Oi, i=l,.ecymMyaeey,qly, que cierra una

.2 . . 7 44-42
semialgebra bajo conmutacion con H »
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AN A

q ~
[H,0.1 = ¢ §=oqjioj . (V.1.4)

donde Oo representa el operador identidad, y qji las ‘constantes

de estructura’ de 1la semiélgebra. Utilizando (V.1.4), (V.1.3)

puede reescribirse en la forma

g Oi q
— z q.io. F] (V-I-S)
at j=0 I 2

i

lo cual constituye un sistema cerrado de ecuaciones lineales.
Junto con las condiciones iniciales Oi(t=0) = O:, i=l,.a0a4m,
suplementadas con las adicionales hi = 0, i=m+l,...,9, €1 sistema
(V.1.3) determina completamente los valores de expectacién 0i para
todo tiempo posterior. La dindmica del problema queda determinada
solamente por las constantes qji al restringir 1la atencion al
conjunto {Bi, i=1,...,92. El operador estadistico para cualquier

tiempo t esta dado por®'™*?

olt) = U(t)p°U+(t) (V.1.6a)
q ~
= exp{A (t) + F A, ()03 , (V.1.6b)
© i=g 1 1
donde U(t) es el operador unitario de evolucion W(t) = exp{—{Ht>

Cal

si H no depende explicitamente del tiempo). A partir de (V.1.6a)

se muestra facilmente que § = <X1ln(p)>, o en general, el valor
medio de cualquier funcion F(p) desarrollable en serie de

potencias (que no dependa explfcitamente del tiempa), se conserva

en la evolucién exacta:
~ ~ ~ & ~ +
TrLp(B)F(p(t))1 = Tr[Ung UF(FQ)U 1

= Tr[poF(po)J. (V.1.7)
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Resulta obvio ademas que el valor medio de cualquier operador
que conmuta con H es constante en el tiempo. La situacion usual de
equilibrio corresponde al caso en que todos 1los operadores 0i

conmutan con H y por lo tanto, [H,p]l = 0. Situaciones particulares

de equilibrio pueden ocurrir para parémetros Xi iniciales tales

que [H,p;] = 0 (es decir, [H,ln(p;)] = 0), en cuyo caso
<[H,DiJ>t=o = 0 (lo que no implica [H,DiJ=0).
La conservacion de 1la entrop{a puede utilizarse*™? para

derivar la ecuacion de movimiento de los multiplicadores xi 3

0 = dS/dt
q
= - ¥ Oi[dki/dt - qi.k.] . (V.1.8)
i,3=0 )
Por lo tanto,
q
dxi/dt = §;1qijxj - (V.1.9)

La matriz de “estructura’ para los xi es pues el negativo de 1la
traspuesta de la matriz correspondiente a los operadores. Notemos
que en virtud de 1la definicion (V.1.4), 9, = 0. Ademés,
dkoldt = 0, pues al ser U(t) unitaria, no cambia la traza de B(t).

No aobstante, en la mayoria de los casos de interes f{sico, Y
aun en sistemas finitos, el valor de q es muy grande, y el esquema
(V.1.5) es dificil de aplicar. Si el hamiltoniano ﬁ contiene
terminos de m cuerpos, su conmutador con un gperador de n cuerpos
es en general un operador de n+m—-1 cuerpos, por lo que en terminos
de operadores el élgebra puede cerrarse en principio solo para m=1

(hamiltonianos de un cuerpo). Si m>1, la semiélgebra se cierra en

espacios finitos recien en términos de valores medios (el valor
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medio de un operador de m cuerpos es nulo si m>N, siendo N el
numero de partfculas presentes). Por consiguiente, en estos casos
el valor de q puede ser extremadamente grande. La diagonalizacién
de ﬁ Yy 2, vy la utilizacion del operador U(t) para describir 1la
evoluéién temporal plantea en general problemas semejantes, pues
en un tratamiento estadistico son requeridos todos los autoestados
de ﬁ, lo cual exige un extraordinario trabajo numérico i el
numero de estados accesibles es elevado, resultando ademas dificil
extraer la informacion deseada.

Es necesario entonces desarrollar metodos aproximados que

4 4
conduzcan a ecuaciones cuya solucion numerica sea posible, vy

ademés, que concentren la atencion sobre los operadores relevantes

del sistema, es decir, aquellos schre 1los que se desea poseer
informacion. Estos metodos pueden basarse en desarrollos
perturbativosp, por ej., alrededor de una evolucion temporal
simple generada por un hamiltoniano no perturbado‘s, o bien, en
soluciones autoconsistentes7, sobre las cuales nos ocuparemos en

el resto de este capftulo.
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V.2 LA APROXIMACION GENERAL AUTOCONSISTENTE

Es posible obtener siempre una solucion aproximada de 1la
ecuacion (V.1.1) si se restringe p(t), para todo tiempo t, a un
operador de la forma®

Kk

p(t) =exp{A (t) + F A (£)O.2 , m =k < q, ((V.2.1)
o i=1 1 1 .
i
es decir, imponiendo ki(t) =0 s5i i>k. De este modo, la

semiélgebra con H en (V.1.3) es cerrada en forma no lineal,

a 0, ~ ~ A~
—t _1 = Tr[p(t)[H,D. JJ L] i=1,---,k, (v'2-2)
3t .

donde los valores de expectacién de aquellos operadores Dj, J>k,

que aparecen en [H,DiJ ¥y no pertenecen al conjunto de operadores

relevantes {Di, i=1,...5k2 san obtenidos por inferencia

estadfstica, y son funciones de los 0i=

~

<0.> = Trip(t)0.1]
J J

= F(0_,...,0) , 3>k - (V.2.3)

De este modo, el esquema autoconsistente  proporciona 1la
derivada temporal inicial correcta de todos los valores medios. En
general, los operadores relevantes son aquellos cuyos valores
medios son conocidos a t = 0, en cuyo caso k = m, Yy el operador
estadfstico es restringido a la misma forma funcional inicial. No
obstante, pueden incorporarse otros grados de libertad al incluir
algunos de los operadores que aparecen en el cierre (V.1.4). Es

importante remarcar que la entropfa S = <X1ln{p(t)}> sigue siendo
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I'd
una constante de movimiento dentro de esta aproximacion:

dS/dt

I

|
& .3
] ™

A, (t)dO,_ /dt
g 1 i

k

=~ LF A, (£)<[H,0 1>
i=g * *

~ ~
=4 <[H,1n(p)1>

= o . (V. 2- 4)

donde se ha utilizado la relacion (1.3.7). La informacion queda
por lo tanto restringida al subespacio de observables relevantes,
evitando que fluya hacia los operadores considerados irrelevantes.

La correspondiente ecuacion de movimiento para los Ai es en

general mas compleja, y puede obtenerse haciendo uso de (I.3.11),

k AtA
—L dx,/dt<0,0,>
j=0

d0. /7dt
1

A A
4 <[H,Oi]> ’ (V.2.9)

~ ”~
donde O: es la transformada de Kubo de Di introducida en 1la

seccion (I.3). Por lo tanto,

k N
di./dt = { T K, <[H,0.1> , (V.2.6)
i - ij J
j=1
donde hemos definido la matriz
K.. =<0.0.>=<0.0.>. (V.2.7)
1) J 1 1)
K puede interpretarseo como el producto escalar de 1los

ij
observables Di Yy Dj. 8i el conjunto {Oi, i=1,...,k» es abelianao,
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A A

entonces K, . = <0,0_>.
ij i~ j
Puede demostrarse que 1la solucion autoconsistente hace
estacionaria una cierta accién, en analogfa al caso purao, donde

las ecuaciones autoconsistentes pueden derivarse de*
& I <ylld - H [y>dt = 0 , v.2.8)
It

donde 1las funciones ly> san restringidas a un conjunto
particular (por ej. D.S. en el caso de HFDT). Si las funciones de
onda |y> son arbitrarias, entonces (V.2.8) conduce obviamente a la
ecuacion de Schradinger.

En el presente contexto estadfstico, (Vv.2.8) debe

. 7 - o44
reemplazarse por la expresion mas general

Y1 e b A~ ~ oA
& { I Trip(t) ( + {[H,0(t) 1) 1dt + TrIodt )ptt )J} =0
o at ° °

(V.2.9a)

lo que équivale (mediante una integracién por partes) a

t ~
‘ ”~ A A ” >~
& {}J. Trede) (222D 4+ i, p) D dt + TrIdt Dptt 21} = 0

o Jt
(V.2.9b)

donde z(t) es un operador densidad vy a(t) un observable. Las
variaciones de z(t) guedan condicionadas por g(t=0) = 2; siendo 2&
el operador estadistico inicial del sistema, y las de th) por la
condicion B(t‘) = Bi, donde Bi es el ohservable cuyo valor medio
se desea averiguar para t = ti. De esta manera, (V.2.9) canduce a
la ecuacion de Liouville para ;(t), y a la ecuacion de Heisenberg
(con el signo del tiempo invertido) para a(t). Pero si se

restringe ;(t) a la forma particular (V.2.1) vy 0O(t) a 1la forma
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p ai(t)Ui(t), la variacion conduce a las ecuaciones
i=1
autoconsistentes, tanto para Oi(t) como ki(t), como puede

apreciarse de (V.2.9a) y (V.2.9b) respectivamente.
Cabe remarcar finalmente que si se proyecta 1la evalucion
exacta sobre el subespacio formado por los observables

relevantes, puede construirse un operador estad{stico efectivo

b k ~
P, (B = expIr’(t) + ;,_,;lxi(t)oi} . (V.2.10)

con multiplicadores k; tales que reproduzcan los valores medios

exactos O;x(t), i=1l,...,k. La correspondiente entropia efectiva

K
8 (t) = —(A’ () + T AT @®own
of o S 1 1
i=1
2 S(t=0) , (V.2.11)

-~

no es constante en el tiempo. Dado que pgftt) se construye
descartando la informacion correpondiente a D;x(t), j>k, su
entrop{a es mayor o igual que la inicial, que es la del operador

densidad exacto. Es en este punto donde nace 1la irreversibilidad

4 ’ ’
de una evolucion, es decir, al conservar informacion solo sobre un

conjunto reducido de observables, descartando agquella
correspondiente a 1los operadores faltantes para cerrar la
semiélgebra.

No obstante, S.ftt) no es una funcion monotonamente creciente,
presentando oscilaciones por encima del valor inicial. Existe en
realidad, un intercambio de informacion entre 1los observables
relevantes y los descartados, que origina las oscilaciones. La

derivada temporal de S.f esta dada por
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k A
dS /dt = =i §F Al (2)<IH,0.]3> (V.2.12)
of i=1 b 1 ox

donde el valor medio del conmutador es tomado respecto del

operador densidad exacto. Notemos que la derivada temporal inicial

de S
[ ]

; ©S nula, pues x;(t=0) = Ai(t=0) Y pzf(t=0) = p(t=0)}, de

modo que se cumple (V.2.4). La variacion de S"f es entonces un
efecto de segundo orden, que solo puede ser detectado por

aproximaciones que involucren al menos la derivada segunda inicial

correcta de los observables relevantes.



V.3 LA APROXIMACION ESTADISTICA DE HFDT EN SISTEMAS FERMIONICOS Y

BOSONICOS

Las ecuaciones de movimiento autoconsistentes, si bien
permiten aproximar la evolucion exacta por un sistema cerrado de
ecuaciones no liﬁéales, son aun dificiles de resolver en el caso
general. La relacion (V.2.3) de inferenﬁia estadfstica es
usualmente dificil de hallar 2 asi tambien como 1la vinculacién
entre multiplicadores y valores medios del conjunto de operadores
relevantes.

No obstante, si todos 1los observables relevantes son
operadores de un cuerpo, las dificultades anteriores se
simplifican. En el capftulo I1 se han dado 1las relaciones
generales entre valores medios y multiplicadores para estos
operadores. Ademés, el teorema de Wick permite evaluar facilmente
el segundo miembro de (V.2.2) para un hamiltoniano general de m
cuerpos.

Si el conjunto de operadores {Gi, i=1,...,k? abarca todos los
operadores de un cuerpo cuyos valores medios aparecen en (V.2.2),
las ecuaciones se reducen a las de HFDT (si se incluyen operadores
+ ~

a.a.,, o sea, combinaciones 1lineales de 1los B

. +
del tipo aiaJ i ij

(I1.1.1b), las ecuaciones resultantes son en realidad 1las de
Hartree—-Fock Bogoliubov dependiente del tiempo). No obstante, el

contexto es estadfstico, por lo cual 1la matriz densidad de un

cuerpo resultante no sera idempotente. Las ecuaciones de HFDT

pueden escribirse en la forma



do. /7dt
i

{ <[H,0.1>
i " "p.i

L <Lh,0,3> , i=1,...,k, (V.3. 1)

donde G es el hamiltoniano efectivo de campo medio utilizado en
{1.5.24), y el valor medio es tomado respecto de un operador
densidad general de p.i.{(o c.i.). k es el nimero total de
operadores de un cuerpo necesarios para cerrar el sistema (que}
debe incluir aquellos operadores que aparecen en la expresién de
<ﬁ>p.i). La igualdad (V.3.1) puede deducirse a partir del teorema
de Wick (ver apéndice (11.C)), al desarrollar el hamiltoniano en
la forma (II1I.C.3) y utilizar 1la propiedad <=61...8n=8i> =0 si
n22. El1 hamiltoniano efectivo es el mismo que interviene en 1la
aproximacién estatica.

El efecto neto de restringir 1los observables relevantes a
operadores de un cuerpo, es entonces el de reemplazar ﬁ por un
hamiltoniano efectivo de un cuerpo, con el cual si es posible

cerrar una semiélgebra. Esta propiedad permite mostrar facilmente

que las ecuaciones (V.3.1) conservan la energfa media:

Ul

ad <H>

d<Hi>/dt = ¢ do, /dt
i 80,
1
=g 22 <rh,0, 35
i & 0.
1
= ¢ [h,h)
=0, (V.3.2)

’ - - 3
lo cual no es siempre valido en aproximaciones autoconsistentes.

Ademés, el valor medio de cualquier operador de un cuerpo que
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conmute con ﬁ se conserva obviamente, aunque no ocurre lo mismo
con operadores de dos o mas cuerpos. En estos casos, el valor
medio se conserva solo si el operador efectivo correspondiente
conmuta con H (vease (V.3.2)), o al menos, es nulo el valor medio
del conmutador V t. La entropfa pérmanece tambien invariante en
virtud de las consideraciones generales de la seccion anterior.

El sistema (V.3.1) es no .lineal, pues <[H,6i3> es un
polinomio de grado n en 1los valores medios relevantes si ﬁ
contiene terminos de n cuerpos. Obviamente, si g es de un cuerpo,
ﬁ = ﬁ, y la aproximacién es exacta.

Consideremos a cgntinuacién un sistema fermionico. Eligiendo

”~

los observables 0i como 1los operadores elementales Aij’ Bij’
(11.1.1), 1la ecuacion (V.1.1) puede reescribirse directamente en

la forma matricial
dbsdt = -¢ Lh,D] , (V.3.3)

donde D es la matriz densidad de un cuerpo generalizada (11.2.6) Y
h la matriz que representa a h (la cual depende a su vez de D).
Para un operador de un cuerpo Di = §Z+DIZ arbitrario, utilizando

(I1.2.21), (IT1.A.25-28) y (V.3.1) se obtiene

trr92 o

dt

do. /dt
i

{ trCDCh,0" 31 , (V.3.4)

lo cual puede emplearse para demostrar ((V.3.3). En efecto,
trIDCh,0'11 = —trro*rh.D13, y dado que 61 es arbitrario, se
obtiene (V.3.3). Notemos que esta ecuacion es formalmente similar

a la ecuacion de Liouville (V.1.1), en el espacio de una



partfcula.

La sola forma de (V.3.3) implica 1la conservacion de laos
autovalores de D. La apraximacién no solo conserva la entropfa
sino tambien todos los numeros de ocupacién fi (autovalores de D)
de los que es funcion. (Si D es de mxm, (m=2L), sus autovalares

guedan determinados por la traza de D(k), 1<k<m, y a partir de

(V.3.3), dTr[D(k)J/dt= 0). Esto implica que D(t) es (e 1a forma

D(t) = utH)DOU (v , (V.3.5)

donde D(0) es la matriz densidad inicial vy U una transformacion
general de Bogoliubov (11.2.9) dependiente del tiempo, tal que
du/dt = - (DU. La aproximacién es pues equivalente a encontrar
una transformacion 6ptima de c.i. dependiente del tiempo gque haga
estacionaria la accion (V.2.9).

A partir de ((V.3.3) vy 1la relacion (II.2.15) se obtiene

inmediatamente la ecuacion de movimiento para los parémetros de

Lagrange7=
M(t) = ~1n{D(t) * - I°3

= uIMOIUT (v) (V.3.6)
de donde,

dM(t)/dt = —¢ Ch,M] . V.3.7)

+
L1 >
De este moda, xij se comporta como <cjci> y yij como

<c;c:>. Desarrollando (V.3.3) explfcitamente, se obtienen las

ecuaciones

dAsdt = ¢ {LA,h**1 + Bh2° - (2% %B%: , (v.3.8a)

b

dB/sdt = { -Ah2° — B(h*H ¥ - r**B + 29 ¥ a-a%2 , (.3.8M)



donde hemos empleado la notacién empleada en la seccion II.S5. Una
expresién anéloga a (V.3.8) es valida para Ay . S9i se excluyen
las contracciones de apareamiento Bij’ (V.3.3) y ((V.3.7) se

reducen obviamente a

dAsdt = —-¢ Ch**,A1 , (V.3.%9a)
dA/dt = —¢ [h*',A1 , (V.3.9b)
Q, explfcitamente,
d<cic.>/dt = —¢ ¥ thii<clc, > - <clc.>h?**1, (v.3.10a)
i3 1 jl1 i1 17537 1i
dx, ./dt = —{ T Chiin, . - a. hil] (V.3.10b)
ij i i1713j il 13" ° =T

En un sistema bosonico las,férmulas anteriores sufren ligeras
modificaciones. Si no existen traslaciones ({Z> = 0), para un
operador Di = 2 Z+DIZ arbitrario, se obtiene (vease (11.3.56),

(II.B.32) y (V.3.1))

tre9l pi;

dDi/dt
dt

L trIDChno*-o'nh 3

¢ trro® (DhO-NhD) 3 , (V.3.11)
de modo que (V.3.3) se reemplaza por
(dD/dt)1I1 = —{ C[Nh,DN3J , (V.3.12)

donde D es la matriz densidad de un cuerpo generalizada bosénica
(I1.3.43). La ecuacion (V.3.12) conserva los autovalores de DI
(iguales en modulo a los numeros de ocupacién). D(t) es entonces

de la forma

- 235 -



D(t) = U)IDOIU" (t) s (V.3.13)

1 . s ’ .
s donde U es una transformacion optima

es decir, D(t)I1 = UD(OYTIU™
de Bogoliubov (11.3.34) dependiente del tiempo, tal que
du/dt = —dIh(D)U. Para la matriz de multiplicadores de lLagrange,

se obtiene a partir de (V.3.13),

E |

-1n¢CD(t)m1" * + 1°3° %

M)

utYMoIu *cty (V.3.14)

o sea, M(t) = (U H Mo)U™L. Por 1o tanto,

NdM/dt = —¢ [Mh,IIM] . (V.3.15)

El desarrollo explfcito de (V.3.12) conduce nuevamente al
sistema (V.3.8) con el Jdnico reemplazo (h2°)t(—I—A:) en la
ecuacion para dB/dt. En caso de no existir contracciones Bij’
(V.3.12) yv (V.3.13) se reducen nuevamente a las formul as (V.3.9),
sin existir diferencia formal entre el caso_fermiénico Yy bosonico.

Si existen ademas cantraccianes <b+>, <b>, no nulas, el

~

s
hamiltoniano de campo medio h contiene terminos adicionales

proporcionales a b+, b. La ecuacion de movimiento para <Z> es

d<bi>/dt = ¢ <[h,bi]>

'<b;>3 +h;3, (V.3.16)

-4 { T h1%<b > + (h%2)
) 13 J 1)

lo que puede resumirse en la forma (vease (II.3.56) y (II.B.33))

Nd<2>/dt = -4 {h<Z> + h3 , (V.3.17)

donde
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”~ >~
h = 3 <H> _ 8 <H> . - (V.3.18)

a<b’> oa<b.>
) § 1

—+ X X
th ) = (h‘,...,hL,h‘,...,hL) . (V.3.19)
La ecuacion de movimiento de la matriz D tambien se modifica,
quedando acoplada a 1la de <Z>. No obstante, escribiendo 1las
ecuaciones de movimiento en terminos de la dispersién

D¢ =p - <Z><Z+>, estas se desacoplan formalmente, satisfaciendo

D° la ecuacion (V.3.12). Sin embargo, las ecuaciones (V.3.12) vy
(V.3.17) se encuentran ahora acopladas a traves del hamiltoniano
de campo medio, que depende tanto de D como de Z: h(D,<Z>),
h(D,<Z>).

La matriz M depende solo de D°, por lo que (V.3.15) sigue
siendo valida. Los restantes multiplicadores v satisfacen una

ecuacién similar a ((V.3.17).
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V.4 SOLUCIONES ESTACIONARIAS Y ECUACIONES LINEALIZADAS

~

Valores medios estacionarios corresponden a operadores p
o

tales que

<th,0.1> = TrcEg:E,BiJJ

=0, i=1,...,k, (V.4.1)

r'd
lo que equivale en el caso fermionico a

Ch,D 1 =0, V.4.2)

donde D° es la matriz densidad de un cuerpo correspondiente a P~
El operador estadistico P, describe pues, una configuracién de

equilibrio dentro de la aproximacién de campo medio. Notemos que

operadores estadisticos de la forma

P, = exp{x° - fhr , (V.4.3)
son estacionarios, pues conmutan con h. Tambien lo es
P, = exp{x° - £h - uN} si son nulas las contracciones <a;a;>, pues
en este caso [h,N]l] = 0., Por consiguiente, las soluciones de

4
Hartree-Fock termico son soluciones estacionarias. En general, las
4
soluciones autoconsistentes estadisticas generales son
estacionarias si 1los correspondientes operadores efectivos
. .
conmutan con h.
L4 ’ 4
Mas genericamente, la ecuacion (V.4.2) puede derivarse a
Cal
partir de hacer estacionario <{H> respecto de variaciones éDi. que

J

conserven los autovalores de D, es decir, del tipo

SD « CW,DI , (V.4.4)
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&H> « £ h_.[W,D1. .
roulRR | § 13
i,J

L W .[D,h1._.
i,_j 1] J1

= triWwiD,h13 , (V.4.5)

donde hji = 0<ﬁ>/0<Dij> es el correspondiente elemento de la
matriz que representa a g. La condicion 6<ﬁ> = 0 para variaciones
arbitrarias W implica [D,h]l = 0. En el caso bosénico, para
traslaciones nulas, las variaciones son del tipo &DI1 = [W,DN], de
modo que é<a> = triWlMh,DN11, obteniendose en el caso
estacionario, O = [fnh,DNl.

Para obtener una idea aproximada del comportamiento de 1las
soluciones de HFDT, es posible linealizar el sistema (V.3.3) o

(V.3.10) alrededor de una solucién estacionaria. Las ecuaciones

resultantes,
k a <[h,Oi]>
d(s0,)/dt = § = &0, , (V.4.6)
i=1 & 0% J
J
donde Di = 0; + 501, siendo 0; el valor medio estacionario, y 60i

pequeﬁos desplazamientos a partir de la posicién de equilibrio,
forman un sistema de ecuaciones lineales, cuyas autofrecuencias
son las frecuencias de RPA® (aproximacién de fases al azar) del
sistema. A diferencia del caso puro, donde estas eran funciones
unicamente de las constantes de acoplamiento del sistema, dentro
del presente contexto estadistico dependerén ademas de los valores
estacionarios D; « 1l0s cuales no quedan completamente determinados
por las constantes de acoplamiento. Existe un “continuo’® de
soluciones estacionarias (vease por ej., cap. VI), adn para un

mismo valor de la entrop{a b4 parémetros del potencial, de modo que



las frecuencias dependen de los valores iniciales, a traves de la
eleccion de la solucion estacionaria mas préxima.

Una solucion estacionaria es estable, si las correspondientes
frecuencias propias del sistema (V.4.46) son todas reales. Asf,
para pequeﬁos desplazamientos a partir de 1a configuracién de
equilibrio, el comportamiento sera aproximadamente oscilante. No
obstante, si al menos una de las frecuencias propias es compleja,
la correspondiente solucion estacionaria no es estable para
desplazamientos 60i que involucren esta frecuencia {las
frecuencias propias de (V.4.46) aparecen en pares * w). Solo puede
ocurrir estabilidad en este casoc para valores iniciales de los 50i
muy particulares en los cuales solo los modos proporcionales a
{—|Im(aﬁ)|t} son excitados, experimentando 1los apartamientos

iniciales un decaimiento exponencial.
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V.5 INFERENCIA ESTADISTICA Y TRUNCAMIENTO EN HFDT

Para resolver las ecuaciones (V.3.1), es necesario en

principio conocer 1los valores medios iniciales de todos 1los

operadores de un cuerpo que entran en 1la clausura de la
semiélgebra con ;. Sin embargo, dentro del presente contexto
estadistico general, es posible obtener resul tados aun en el caso
de informacion incompleta, apelando a la inferencia estadistica Y
a la maximizacion de la entropfa. Asignando 1los valores Aj =\0
para aquellos observables cuyos valores medios Dj sean
desconocidos inicialmente, es posible construir el operador
densidad inicial, y obtener de este modo 1los valores medios
faltantes, en forma similar a la seccion (II.4).

Inclusive, es posible obtener resultados adn en el caso en
que la informacién inicial disponible no provenga &nicamente de
observables de un cuerpo. Si el conocimiento inicial sobre el

sistema se compone de los valores medios de m observables

’~
arbitrarios P., no necesariamente de un cuerpo, el operador
i

- - - - - s 4 - c’
densidad inicial en la aproximacion de cuasiparticula

independiente puede ser determinado en la forma discutida en las

secciones (1.4) y (11.5-6), o sea,

~ m ’~
ptt=0) = exp{A + ¥ f£.p.} , (V.5.1)

donde p; es el operador efectivo (1.4.9),

~ &KP.> ~
= v- -
P :;; i’ a, . (V.5.2)
J 3 0.
1

Mediante el operador (V.S5.1), puede obtenerse 1la matriz
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densidad de un cuerpo inicial completa con 1la cual resolver el
sistema (V.3.1). En princdpio, el conjunto de operadores de un
cuerpo 81 que son utilizados en la suma en (V.5.2), debe incluir
todo operador disponible en el sistema en cuestién, para que la
aproximacién sea lo mas amplia y precisa posible, aunque en muchos
casos una aproximacién razonable puede ser obtenida utilizando un

conjunto reducido de observables relevantes de un cuerpo.

Volviendo al problema de la evolucion temporal, hasta ah;ra
hemos supuesto que todos los operadores que aparecen en el miembro
derecho de (V.3.1) son incluidos en el exponente del operador
estadistico para todo tiempo t>0, cerrando asi la semiélgebra con
g(D). El nimero de ecuaciones resultantes puede sin embargo,
llegar a ser auin muy elevado.

No obstante, dentro del presente contexto estadfstico, es
posible truncar las ecuaciones de HFDT de una manera
autoconsistente7, adoptando la filosofia de la seccion V.2. Es
posible reducir a todo tiempo t el numero de operadores de un
cuerpo que aparecen en el exponente de ; s conservando solo
aquellos observables que se consideren relevantes. Asf, para un

conjunto reducido de operadores relevantes de un cuerpo

{Di, i=1,....k?, la aproxima:ién restringida de HFDT implica

~ k ~
pit) = exp{A(t) + L A ()02, (V.5.3)
i=1

do. /dt
i

i
A
I
I
(w]
-
v

trDCh,0.11 , i = 1,...,k, (V.5.4)
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Los valores de expectacién de aquellos operadores de un
cuerpo removidos del exponente se expresan por medio de (V.2.3), y
dejan de ser variables independientes, siendo determinados por los
valores medios relevantes. Desde luego, estos valores inferidos no
satisfaran en general el teorema de Ehrenfest, como ocurre en 1la
aproximacién completa de HFDT con los operadores de dos o mas

cCuerpos. :
|
~

Dado que en la aproximacidh restringida el operador Oi en
{(V.3.4) no es arbitrario, la matriz densidad D no satisfara en
general la ecuacion (V.3.3). Por lo tanto, es importante remarcar
que la conservacion de los autovalores de D dejaré en general de
ser valida en la aproximacién restringida. Sin embargo, 1la
entropfa seguiré siendo una constante de movimiento en virtud de
la autoconsistencia de la aproximacién.

Las ecuaciones de HFDT restringidas no son pues equivalentes
a una transformacion éptima de Bogoliubov. Mas aﬁn, el valor medio
de ﬁ (o, en general, un operador 3 conservado en HFDT) se
conservara solo si los operadores removidos no aparecen en 1la
expresién de ﬁ (3). Resulta obvio que operadores que jueguen un
rol preponderante en el hamiltoniano no pueden ser considerados
irrelevantes.

Los operadores excluidos pueden ser por ej., un subconjunto
de operadores elementales correspondientes a estados de una
partfcula inaccesibles en 1la préctica, o a transiciones
improbables. Si los operadores removidos son tales que 1la
correspondiente matriz de multiplicadores M queda bloqueada en
submatrices sin elementos nulos ®a priori’ en 1la diagonal, vy

restantes elementos nulos, la inferencia estadistica resulta
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trivial, asignando el valor O a los operadores removidos. En caso
contrario, el valor inferido sera en general una funcion no lineal
de los valores medios relevantes.

Del mismo modo que en la seccion (V.2), podemos construir un

operador estadistico reducido efectivo

~ k ~
p_ () = expAT(t) + ¢ Al«ro.3 , (V.5.5)
r - i=1 1 1

que reproduzca los valores medios correspondientes al tratamiento
completo de HFDT de los observables relevantes. De este modo, 1la

magni tud

k
-T@wy + ¢ AT, (V.5.6)
- i=1 1 1

S (&)
r

provee una medida de la bondad de 1la aproximacién restringida
respecta de la evolucion completa de HFDT. En la medida en que la
diferencia Sr(t)—S$0) sea pequeﬁa, la trayectoria de HFDT
permaneceré préxima a la correspondiente a 1la aproximacién
restringida. De la misma manera que en (V.2), puede verse qgue
Sr(t) 2 Sr(O), dSP(t)/dtlt=o = 0, si el operador restringido

(V.53.3) coincide con el de HFDT a t=0.

- 244 -



Referencias:

10-

11.

P. Ring and P. Schuck, “The Nuclear Many Body Problem’
(Springer Verlaq, N.Y., 1980).

A. de Shalit and H. Feshbach, *Theoretical Nuclear Physics’
(Wiley, N.Y., 19743).

J. W. Negele, Rev. Mod. Phys. S4, 913 (1982).

S. Krieger, Nucl. Phys. A 276, 12 (1977).

K. K. Kan, P. C. Lichtner, M. Dworzecka and J. Griffin, Phys.
Rev. C 21, 1098 (1980).
K. K. Kan, P. €. Lichtner, M. Dworzecka, N. Phys. A 334, 198
(1980) .
A. Blin, B. Hiller, J. Griffin and M. Dworzecka, Nucl. Phys. A
440, 62 (1985).
F. Villars, Nucl. Phys. A 285, 269 (1977).
P. Kramer and M. Saraceno, *Geametry of the Time Dependent
Variational Principle in Guantum Mechanics?’ (Springer Verlagq,
Berlin, 1981).
N. Canosa, A. Lopez, A. Plastino and R. Rossignoli, Phys. Rev.
C (en prensa).

R. Rossignoli and A. Plastino, Phys. Rev. C (en prensa).

R. Balian, Y. Alhassid and H. Reinhardt, Phys. Rep. 131, 1 & 2
(1986).

H. Reinhardt, R. Balian and Y. Alhassid, Nucl. Phys. A 413, 475
(1984).

P. Buck and H. Feldmeier, Phys. Lett. 129 B, 172 (1983).

D. Otero, A. Plastino, A. Proto and G. Zannoli, Phys. Rev. A

26, 1209 (1982).

- 245 -



12.

13.

14.

Y. Alhassid and R. D. Levine, Phys. Rev. A 18 (1978).
N. Canosa, A. Lopez, D. Otero, A. Plastino and A. Proto, <.
Phys. A 32, 195 (1987).

R. Balian and M. Veneroni, Phys. Rev. Lett. 47, 1353, 1765

(1981).



CAPITULO VI

APLICACION A UN MODELO U(N)




INTRODUCCION

En este cap{tuln, basado en la ref. 1, ilustraremos las ideas
presentadas en el cap. precedente en un modelo fermionico
exactamente soluble de simetria U¢n), que constituye la extension
a n niveles del modelo utilizado en el cap. I11. Este modelo ha
sido utilizado en diversos estudios teoricos sobre la validez de
distintas aproximacionesz—‘, en situaciones donde se pretende
trabajar con un mayor grado de complejidad. En nuestro caso
particular, la necesidad de ilustrar ciertos aspectos no triviales
relacionados con la inferencia estadistica exige considerar el
caso n > 2.

La descripcién del modelo 4 el tratamiento general
estadistico son realizadas en las secciones (VI.1-4), incluyendo
la evolucion exacta del sistema y la dada por HFDT. Se examina
ademas la posibilidad de trabajar directamente en un conjunto
estadistico del tipo canénico, es decir, con un nﬁmer6 fijo de
partfculas. La inferencia estadistica Yy la aproximacién
restringida de HFDT son consideradas en la secc. (VI.5),

4 4
discutiendose resultados numericos para el cason = 3 en la secc.

(VI.6).
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vI.1 DESCRIPCION DEL MODELO

El modelo representa un sistema de N fermiones distribuidos
en n niveles de p.i., cada uno 20 veces degenerado. Los estados de
una partfcula seran denotados por |p,i>, pP=l,.0.520 i=1;.0.,N, Y

la energia de cada nivel por €;» con & S,sj si i<j. En este
contexto, se definen los nZ operadores colectivos

|
t

~ 2Q +
Gij = E;lcpicpj s (VI.1.1)

donde c;i (cpi) crea (destruye) un fermion en el estado p,i>.
Estos operadores poseen relaciones de conmutacion caracteristicas

de un élgebra de lLie,

o, o,

EGij,lel = b -6, .5 ’ (VI.1.2)

i1%3 ~ Ski%i1
y representan los generadores del grupo U{(n) (grupo de matrices

unitarias de nxn). Si se excluye el operador numero
N = ? Gii . (VI.1.3)

el élgebra correspondiente se reduce a SU(n) (grupo\ de matrices
unitarias de determinante +1).

Tanto el hamiltoniano como 1los observables considerados
relevantes se suponen que san funciones de los operadores
(VI.1.1), los que juegan el rol, en este contexto, de 1los

o,

operadores ‘elementales’ Aij del cap. II. De este modo,
definiremos una matriz 6 (de nxn) de elementos Gji = <Gij>’

relacionada con la matriz densidad de un cuerpo por
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A . . =<Xc .c_.>2=6_06../720
qi,pi piqj pPq Jji
=6 .. (Vi.1.4
pq9ii ° I )
donde gji = Gji/2n representa el valor medio intensivo de

~

Gij' El operador estadistico mas general de p.i. sera de la forma®

p = expir_ + ? jxijsij} , (VI.1.5)
L

con multiplicadores independientes del indice P
Trabajaremos en un conjunto de tipo canénico, considerando

como estados accesibles solo aguellos en 1los cuales 1leos 2Q

operadores
N =% c .c_ . , (V1.1.6)
P j=g P P1

toman el valor 1. Esta eleccion corresponde al caso en que se
posee la informacion certera de que el sistema no se encuentra en
un estado ‘“apareado’ ( es decir, con Np = 0,2,3,...5n). Notemos
que los operadores (VI.1.6) conmutan con todos 1los operadares
(VI.1.1), de modo que la"ocupacién de estos estados no sera

estimdlada por funciones de estos operadores. El1 subespacio de

. . . . < N
estados accesibles posee en consecuencia dimension n , donde

n
N=Y 6.. =20, (VI.1.7)
i=

es el numero total de partfculas presentes (La dimensién total
para N fijo es :Q] ).
En este tipo de conjunto, es posible realizar un tratamiento

estadistico de P.i. sin dificultad. En el apéndice A, se muestra
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que la relacion general entre 1los multiplicadores Xij y los

valores medios Gij esta dada por

G = Nexp{A} . (VI.1.8)
donde A es la matriz de multiplicadores. La restriccion TrIGl = N
impone la condicion Trlexp{A3] = 1, lo que conduce a su vez a

Ko = 0. Para los numeros medios de ochpacién 9 (autovalores de g)

i
se obtiene por consiguiente,

g. = EXPO\i)/Z exp()\j)
J

G, /N , (VI.1.9)

donde xi denota los autovalores de la matriz A. Las expresiones
(V1.1.8-9) generalizan a n niveles las expresiones (111.8.3-4), vy
difieren obviamente de aquellas que corresponderfan a un conjuto

7’
gran canonico,

G = NCI + exp{-A21 %, (V1.1.10)

en virtud del subespacio de estados accesibles considerado. En el
apéndice A se muestra tambien la forma explfcita de 1la relacién
(V1.1.8) para el cason = 3, v se establecen 1las restricciones
correspondientes a la validez del teorema de Wick para el caleculo
de valores medios de operadores de m cuerpos respecto del operador
(VI.1.3) en el espacio restringido.

La entropfa adopta la expresién

§=-F A 6, = —trLAG]

-Ntrigln(g>1 , (Vi.1.11)
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que en terminos de autovalores puede escribirse en la forma
8 = —F Giki = -N F giln(gi) s (VI.1.12)
la cual no coincide con la forma usual de p.i. (II.1.168). En
realidad, (VI.1.12) se asemeja a una situacion equivalente con 2Q
estados °“p’ (de una partfcula) que pueden ocuparse de ‘varias’ (n)
m%neras diferentes (fraccionarias), en lugar de 1las dos usuales
(vacio o ocupado).
La entropfa queda determinada unicamente por los valores de
expectacién de los n operadores de Casimir (aquellos que conmutan

con todos los operadores (VI.1.1))

~ n ~ .
C =% 6, =N,
i=

4 1 11

C,=f 6,6, » (VI.1.13)
ig3 J J

C.=. L 6 654653 » 1 =r=n,
1’.,..-’].!‘ 14 2 2 3 r 1

cuyos valores medios quedan determinados a su vez por las n
cantidades

r = triG'l ¢« r = 1,...,n, (VI.1.14)

que fijan obviamente el valor de los autovalores Gi' La entropfa
es, pues,claramente un escalar, invariante frente a
transformaciones unitarias de un cuerpo. S adquiere el valor
maximo cuando Gi = N/n, que corresponde a una distribucién

4 -
uniforme de particulas sobre n niveles, en cuyo caso,

§ =8 = Nln{(n) . (VI.1.13)



La matriz G es en este caso siempre diagonal.
Por el contrario, estados puros ocurren si Gi = N 6ij’ para

un dado nivel j completamente ocupado. En este caso, § = 0, y

o= I >pD | , (VI.1.16)

donde |w(?)> es un D.S. arbitrario en la representaCién
irreduc}ble completamente simetrica de U(n) (vease apéndice B). La
matriz g resulta en este caso idempotente.

El hamiltoniano espec{fico que estudiaremos en este modelo es

de la $arma2"5
H=L & ;i i *:L Vi L ©piaiSqiC j
inp P i< o.q PiaiTai’p
r &; Gii + ; Vlj(G + G 1)
1 1,
=H +V, (VI.1.17)

~

donde ﬁo es el hamiltoniano no perturbado, V 1la interaccion
monopolar entre los niveles, con vij = vji (reales). (VI.1.17)
constituye la extension a n niveies del hamiltoniano monopolar
definido en (IIX.1.12) (con G = Q). Debido a 1la forma de 1la
interaccién, el teorema de Wick usual puede aplicarse sin
restricciones para el calculo de la energfa media. En el apéndice
B, se dan 1las soluciones de HF a =0 para alqunos casos
particulares.

El modelo presente puede interpretarse5 como un sistema
nuclear de n niveles, donde el estado fundamental no perturbado es

un estado de capa cerrada (202 es la degeneracién de 1la capa). A

diferencia del modelo U(2), el sistema posee en este caso, varios



(n—1) modos de excitacién, los cuales interaccionan entre si y con
el estado fundamental a traves del hamiltoniano monopolar. Para
n=3, el modelo es pues no trivial, con dos modos de excitacion
interactuantes; En el caso vij = V(l—éij), se muestran en el
apéndice B, 13 soluciones diferentes de HF que el sistema posee a

T

0, siendo ademas algunas degeneradas.

Notemo% que el modelo presenta otra caracterfstica comun a
|

casos realistas, que es 1la del répido incremento de estados
accesibles al aumentar N. Asf, para n = 3, el sistema posee 81

estadaos accesibles si N = 4, y 6561 si N = 8.



vi.2 LA EVOLUCION TEMPORAL EXACTA

El calculo de la evolucion temporal exacta del operador
densidad® puede ser realizado mediante la diagunalizacién de ﬁ 4 ;
dentro del subespacio de estados accesibles. Todo operador que es
funcion de los aij puede ser diagonalizado descomponiendo los nN
estados accesibles en las correspondientes representaciones
irreducibles de U(n) (vease ap. €C). De este modo, 1los estados
pueden ser clasificados en la forma |r,L>, donde r denota 1la
representacién irreducible a la cual pertenece el estado y L
identifica un estado en esa representacién.

EL indice r es una abreviatura para (r‘,...,rn), con ry 2 rj
si 1 =3 (nimeros cuanticos de particién), y L para (ns,...,nn,m),

siendo ni el nimero de partfculas gque ocupa el nivel i

n .
19N n, = N). El indice m es empleado con el fin de distinguir
i=1

estados con iguales valores de los n,- En 1la representacién
iréeducible completamente simetrica (rs,...,rn) = (NyOgeoasgO), m
no es necesario, pues N secesn bastan para identificar
univocamente al estado. Otras formas alternativas de clasificar
los estados accesibles, par ej., basadas en subgrupaos
particulares, son por supuesto tambien posibles.

Cada representacién caracterizada por el indice r, posee a su
vez una cierta multiplicidad M(r), gue indica el namero de veces
que esta contenida dentro del subespacio de estados accesibles.
Por lo tanto se necesita un tercer indice Oy 1 £ a = MUIr), para
caracterizar univocamente a un estado. Esta multiplicidad se

Id ~
origina en una simetria adicional: todo operador Gij conmuta con

los 20! operadores de permutacién que intercambian el indice p. El

- 2585 -



indice a denota pues los miembros de la representacién irreducible
de S20 a la que pertenece ei estado |r,L>. No abstante, ningﬁn
observable basado en los operadores gij sera sensible a oy por lo
que el Unico efecto visible es la multiplicidad M(r) (para mas
detalles vease apéndice Cyref. 6,7).

Tanto B como ﬁ son diagonales en r vy o, y deben pues, ser
diagonalizados dentro de cada multiplete d2 U(n). A t =0, el

|
operador densidad puede escribirse en la forma

pt0) = [ |r,1,a>exp(x;)<:r,1,a| . (VI.2.1)
rsI,a )
~
donde |r,1,o> denota los elementos de la base de autoestados de o,
vinculada con 1la base no perturbada |r,L,c®> mediante una

transformacién unitaria
IryI,o> = § A;L(O) IrsL,c0 , (VI.2.2)
L
r
Y A

valida para cualquier tipo de operador densidad inicial que sea

el correspondiente autovalor de ln(p). La forma (V1.2.1) es

funcion de los operadaores (VI.1.1)..Para el calculo de valores

medios de estos operadores, (VI.2.1) tiene el mismo efecto que

270 = T M |r,I>exp\<r, 1] . (VI.2.3)

re,l I

Del mismo modo, si |r,J,a> denota los elementos de 1la base de

autoestados de H, podemas escribir

Irydsa> = T BSLlr,L,oO . (VI.2.4)
L

La evolucion temporal exacta de p esta dada por
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p(t) = exp(—4¢ Ht)p(O)exp ({ Ht)

= ¥ |r,I,a>texp(7\;)<r,I,alt . (VI.2.5)
rsI,a
donde
IryI,0>, = L A’I'L(t) Irol, o , (VI.2.8)
L
y
r = r - r
AT, (B) §BJLexp( lE;t)CJI . (VI.2.7)
i
. =<r,d,alr,I,a> = T BT, %" (o) (V1.2.8)

a1 au’ Pttt

L

~ ” ~
El valor medio de un operador 0O, funcion de 1los Gij’ puede

expresarse como

0>, = Trip(t)0l

t
r r

=fLTMr) T Lo, ., (VI.2.9)

- LL,pLL L°L

donde

p[L, (t) = <r,L,ajp(t) jryL%, o0

=¥ A’I'L(t)exp(x'l') (A’I'L, an¥®, wi.z.10
I

OEL, = <r,L,a|0|r,L,a> - (VI.2.11)

La entrnpfa exacta
S = -Trlp(t)lnp(t)1

= -y mr)x’l'ln(x';) , (VI.2.12)
rsl

es por su puesto, una constante de movimiento, al igual que todos
los autovalores A; s Y Ccoincide con (VI.1.11) si p es inicialmente

un operador de la forma (VI.1.95).
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VI.3 LA APROXIMACION ESTADISTICA DE HFDT

Como se ha visto en el Cap. V, en esta aproximacién el
operador densidad es restringido a la forma (VI1.1.3) para todo
tiempo t. El1 valor medio del hamiltoniano (VI.1.17) respecto de

(V1.1.35) es, utilizando el teorema de Wick,

<H> = N{ ¥}, g 9; *

NIw

2 2
P jvij(gij + gji)}, (V1.3.1)
L

y el correspondiente hamiltoniano efectivo de campo medio

o~ ~ ~
h = : & Gii + : (vij/N)(GjiGij) ’ (VI.3.2)
i i=j
donde vij = (N-l)Vij. Las ecuaciones de HFDT son en este cas&‘,
dgji
-— 4 .- . .. -+ . .. . . .
4 . (sl sJ)ng inglj(gJJ gil)

) (VI.3.3)

+ E (1=6,;1 A=6, ) (Vp 9495k ~ Vik%%i%

’
existiendo un sistema de ecuaciones similar para 1la evolucion

temporal de los A, (vease (V.3.9b)),

= (ci—c.)k.i + v. A..)

319152554

A

+ E (16, ) (1=6, I (v, 9. A = VX ), (VI.3.4)

Kk ki j

Y dkoldt = Q0. Conviene remarcar que las ecuaciones (VI.3.3) vy
(VI.3.4) son validas tanto en el conjunto canonico como en el gran
:anénico, dada la forma de 1la interaccion. Los invariantes
dinamicos del sistema (VI.3.3) son las cantidades (VI.1.14). Las

correspondientes ecuaciones para los kij conservan las cantidades
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anélogas tr[A@], m=1,...,n. Obviamente, lo anterior equivale a

la conservacion de los autovalores gi, A La energfa medi a

i°
(VI.3.1) es tambien conservada.

Las ecuaciones (VI.3.3) son independientes de N para vij
fijo. Constituyen el limite clasico de la solucion exacta, que
ocurre en este tipo de modelos cuando N -» @ (0 sea, 0 > ao. Los

~ ~ P
operadores intensivos gij = Gij/N s Conmutan en este limite,

o~ ~ _ 1 o~ _ o~

y por lo tanto (VI.3.3) constituye el limite termodinamico de 1la
evolucion exacta para las magnitudes intensivas gij'

Esta equivalencia para N = ® ocurre tambien para la
aproximacién termica o, en general, estadfstica estatica de p.i.

El factor de multiplicidad posee la importante propiedad

1ntM(r)1

lim ———— = -§ filn(fi) » (VI.3.6)
N-xo N i
donde f. = lim r_/N. (VI.3.4) coincide con la expresién de p.i.

N0

(VI.1.12) al identificar el numero cuantico de particién intensivo
ri/N con el nimero medio de ocupacién (VI.1.9). Valen por
consiguiente las consideraciones del Cap. I11 sobre 1la exactitud
de la aproximacién de p.i. en el limite termodinamico. Las trazas
pueden reemplazarse en este limite por integrales sobre fi y el
correspondiente éngulo solido de Uin), y la integral evaluarse por
medio del metodo de Laplace. El1 resultado para valores medios
intensivas coincide con el propaorciaonado por las aproximaciones

estadisticas de Pei..
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vIi.4 ECUACIONES LINEALIZADAS Y SOLUCIONES ESTACIONARIAS

La forma de las soluciones del sistema (V1.3.3) depende
fuertemente de los valores iniciales y del valor de las constantes
de acoplamiento. Con el objeto de poseer una idea aproximada del
comportamiento de las soluciones, el sistema (VI1.3.3) puede ser

linealizado en 1la forma (V.4.4) alrededor de una . solucién

estacionaria, representada por g° ([h,g°]=0). Escribiendo

gij = g;j + égij, y conservando el primer orden en &g, se obtiene

d(égji) o o
— = (73695 * L vy 995,95k Y 911595
dt k
o o
Vi (89, 00, + ap; e, Y - (VI.4.1)

. o . - -’ . .
La matriz g debe satisfacer la condicion estacionaria

(g?.—

0 = (e.-£.79°. + v. .q°.
i~ %5'9;4 93359535

°H
ij 9i

) . (V1.4.2)

(-] (-] (=] (=]
+ E (1=6,; Y 3-8, 7 V195195~ VikIki Vi

para todo i,Jj. Las ecuaciones linealizadas (VI.4.1) conservan las
correspondientes expresiones linealizadas de la energfa, entropfa
y “Casimires’ (VI.1.14), dependiendo las frecuencias propias tanto
de vij como de la solucion estacionaria empl eada.

A diferencia del caso puro tratado en el Ap. B, donde existe
un numero finito de soluciones egtacionarias, en un contexto
estadistico existe un continuo de soluciones de (Vi.4.2), pues los
elementos de g9 no estan restringidos por 1la condicion (VI.B.4).
Estas pueden clasificarse de acuerdo al nimero de elementos no

diagonales no nulos, o sea, el nimero de niveles que participan de

- 260 -



la dinamica. En primer lugar, se obtienen las soluciones ‘no

perturbadas’® (o de U(1)),

97 = Or i®j, (VI.4.3)

con g;i arbitrario. Estas soluciones constituyen la generalizacién
estadistica de las soluciones (VI.B.19), correspondiendo a
matrices g diagonales pero no necesariamente idempotentes.

Reemplazando (VI.4.3) en (V1.4.1), se obtienen 1las soluciones

oscilatorias

égij(t) = Aexp{M%jt} + B{—M%jt} . (V1.4.4)
donde1
_ _ 2z _ 2 o __o ,2.1/2
“ﬁj = [(si sj) vij(gii gjj) 1 . (V1.4.5)

son las frecuencias propias de (VI.4.1) (frecuencias de RPA)
respecto de (VI.4.3). Los elementos diaqgonales permanecen

constantes (uﬁi=0)' Para vij fijo, la menor frecuencia es abtenida

o o
13795 |

en el caso puro (|gli gjj

= 1).

La solucion (VI.4.3) puede emplearse si la matriz g inicial
posee elementos no diagonales pequeﬁos comparados con los
diagonales. En este sentido, las frecuencias (VI.4.5) dependen de

las condiciones iniciales, debiendo elegirse 1la matriz g° mas

o

préxima ag (por ej. g.,. =g..(0)). La solucion (VI.4.3) es

estable si “ﬁj es real para todo i,Jj., es decir,

°
ji

o
|vi.| < Isi—s.lllgii—g

V.. . (VI.4.6)
13

Cuanto mayor sea la entropfa (menor valor de lgii—gjj') mayar
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sera el rango de aplicabilidad de (VI.4.3). La influencia de 1la

interaccion disminuye por consiguiente al aumentar la entropfa. Si

| > v w,. se hace imaginaria, y ((VI.4.3) se torna

V. . Y
ij ij i)
inestable. Puede ocurrir sin embargo, un tipo muy particular de

estabilidad para condiciones iniciales.

Re(6q; (0)) = (L(g —s )-v,

lj(gjj—gii)]/e&j}lm(égij(O)), (VI.4.7)

i
en cuyo caso la matriz densidad g = g° + &6g(0) posee la misma

entropfa y energfa (linealizadas) que g° . De este modo,

eliminéndose las componentes exponencialmente crecientes. La
solucion demora en este caso un tiempo infinito para 1llegar al
punto de equilibrio.

Las soluciones estacionarias de U(2) corresponden al caso en
que existe un solo elemento no diagonal no nulo. Para i=j, las
ecuaciones (VI.4.2) se satisfacen si g; = % g:i, v i=k, (o sea

k

g:i real o imaginario puro), cualquiera sea el valor de 1los vij'

o

Por lo tanto, si el Unico elemento no diagonal no nulo es el gij

(i=j), los elementos diagonales deben satisfacer

- = <+ - .
(g, . g .) + (si cj)/vi s (VI.4.9)

J
siendo g;k (im=k»j) arbitrario. El signo + (—-) corresponde a g;j
real ({imaginario). {(VI.4.9) constituye 1la generalizacién de
(VI.B.20) al caso estadfstica. Notemos que 1la solucion (VI.4.9)

anula la frecuencia (VI.4.5). Esta solucion aparece pues, cuando

(V1I.4.S) se torna inestable. La nueva frecuencia de oscilacién
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para los niveles acoplados es

S w27 . ‘ (VI.4.10)

w’
iJ N

ij = Vi;9

Para vincular mas estrechamente (VI.4.10) y (V1I.4.5), ambas pueden

reescribirse en terminos de los Casimires de uez2y,

. =[le.~e )% = (2v. .. )22, v < V&,
1) 1 J 1) 1) 1)
| (VI.4.11)
w .= {20-(e.—e )% + (2v. J2 2132, v > VS,
1) 1 J 13 1) 1)

o o 2 2 _ i o
(91379557 » Ji5 = 3¢9

1 - 2 o ]
= =g . + R =
2 11 gJJ) (gl_lgjl

Y 6gjj oscilan con 1la frecuencia ((VI.4.10). Las

2
donde Jij = } . Tanto 6gij

caomo égii

frecuencias correspondientes a los restantes elementos tambien se
s rs . - = _ o

modifican. Por ej., en el caso n=3 y vij v(l 6ij)’ para g£z = 0

4
6929 04 69;9 son combinaciones lineales de terminos que oscilan con

las frecuencias

w, = O a+a) 2 LA A% + 4B B 1% wi1L4a12)
= 2 S 2 S 2 1 2
con
- _ 2 _ .2 o __o 2
Ai = (::9 si) v (g89 gii) .

(VI.4.13)

= o - - O_O
B. 2v|921|((c8 ci) vig 93

ss )1,

donde se ha supuesto que la primera inestabilidad ocurre para @ -

Al igual que en el caso puro, si el numero de elementos no
diagonales no nulos es 2 3, existen diversos tipos de soluciones
estacionarias, de acuerdo a las fases de 1los g:j = 0, 1i=®j, 1los
cuales deben ser reales o imaginarios puros. Por ej., en el caso
V.. = v(l—éij), si todos los elementos no diagonales no nulos

1)

poseen la misma fase, (V1.4.2) se satisface si

- 263 -



(g;’i - g;j) =t (g;-£)/v , (VI.4.9)

para taodo par i=j tal que g;j # 0. Nuevamente, el signo + (=)
corresponde a elementos g;j reales (imaqginarios). Si n=3, en el
caso real, las formulas (VI.B.1&) siguen siendo validas para los
elementos diagonales, pero los g;j, i#j, son arbitrarios.

Ademés, nuevos tipos (o ramas) de soluciones estacionarias
aparecen en el caso estadistico. Por ej.. s posible elegir ahora .

o

(gij)

2c<o0v i=j, lo cual no es posible en el caso puro en virtud

de (VI.B.4). Para n=3, este tipo de solucion se agrega a las

‘prolongaciones’ estadfsticas de las soluciones (VI.B.16) Y

(VI.B.22).
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VI.S INFERENCIA ESTADISTICA Y LA APROXIMACION RESTRINGIDA DE HFDT

Para resolver el sistema de ecuaciones (VI.3.1), es5 necesario
en principio conocer los valores iniciales g;j vYi, j. En esta
seccién, consideraremos el caso en que la matriz densidad inicial
es conocida solo parcialmente. Por ej., supongamos una situacion
en U(3) en la que g no es conocido a t=0. En tal caso,

29 |

Xyg = O = A, vy utilizando (VI.A.14) se obtiene®,

0=, =Blg (Ag ) +g g 1, (VI.S. 1)
0 sea,

Q,, = 9,,9,,7%9,,~ A - (VI.5.2)

LLa cantidad A depende de 1los autovalores de g, lo gue
transforma (VI.S.2) en una ecuacion no lineal. El1 valor de g92
dado por (V1.5.2) depende de los restantes elementos de la matriz
g (que se suponen conocidos), y con este valor se puede proceder a
resolver el sistema (VI.3.1). El1 valor inicial ha sido asi
obtenido por inferencia estadfstica, y posee el significado de
maximizar la entrup{a para valores dados de 1los restantes
elementos. El valor inferido es giempre menor que el valor puro
= g,9,,/9, (vease (VI.B.4)).

Se muestra en la fig. 1-a la variacion de 9,, €on respecto a
9,,» Para distintos valores (fijos) de los restantes elementos. La
variacion de los elementos no diagonales esta limitada por los

1/2

valores puros (VI.B.4), o sea, lgijl =< [g..q9..13 (si superan

iiv3)
este valor, la matriz densidad comienza a poseer autovalores

negativos). Notemos gque la variacion de 9,, €on g9, ©O 9, es

précticamente lineal., excepto en los extremos, donde se observa un
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marcado incremento.
En la fig. 2-b se muestra la variacion con respecto a 9,,°

Suponiendo 9,, =9 el valor de 9,. esta restringido por la

3”
condicion (pura) ; g“(l—g“) 2 lgalz. Se observa una variacion
précticamente nula para valores no muy pequeﬁos de 9, Y por el
contrario, un répido incremento del valor inferido al acercarse
g“'a su valor minimo.

Si ademas resulta desconocido ‘a priori? otro elemento no
diagonal, la inferencia estadistica se torna trivial, reduciéndase
el problema a U(2). Por ej., si 9, ©s desconocido, 1la condicion
)\31 = ksz = 0 implica a su vez, gy = 9gp = O.

Otra posibilidad que surge en el tratamiento estadistico es,
coma hemos dicho, la de excluir de 2 ¥V t ciertos operadores
considerados irrelevantes, de los cuales se deconocen inicialmente
sus valores de expectacién. Dé este modo, es posible reducir el
nimero de ecuaciones no lineales a ser resuel tas, obteniendose

distintas aproximaciones autoconsistentes restringidas de HFDT. En

el ejemplo considerado anteriormente, la exclusion de G92 implica

A__(t) = A__(t) =0, (VI.S5.3)
a2 zs

es decir,

g (t)g (&)
9, (t) = 31 12 . (VI.S.48)

k- }
9,,(t) - AW

La entropfa restringida

S = —-N [.E kiigii +
i=1

(A .g

iy 9 01, (VI.5.5)

13

[ )
Jrae

.Y
Ja Ja

’
sigue siendo una constante de movimiento en 1la aproximacion
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restringida. No obstante, los Casimires Yy Tgs Y los autovalores
de g adoptan un comportamiento oscilatorio, pero conservando

N=%¥6., v 5. La energfa media se conserva solo si V.= 0.
ral 28

Resulta claro que para st suficientemente grande, la <aproximaci6n
restringida no proveeré buenos resul tados, pues el rol de Esz sera
importante en la dinamica del sistema. Sin embargo, para valores
pequeﬁos de Vsz y de los elementos no diagonales, 1los resul tados
deben ser satisfactorios.

Conviene remarcar que en virtud de las fig. 1-a y 1-b, el
valor inferido puede reemplazarse directamente por C g”(t)ga(t),
siendo C una constanté de proporcionalidad, para valores no muy
pequeﬁos de g“ Y no muy elevados de 934 Y gu, lo que simplifica
la relacion de inferencia estadistica. Ademés, se gbtiene en este
caso, para un hamiltoniano no perturbado, 1la evolucion temporal
exacta, pues el valor inferido satisface entonces (VI.3.1) (para
vij = 0). La trayectoria exacta (que coincide en este caso con
HFDT) se aparta pues muy poco del tratamiento restringidao.

La proyeccién de los resultados de HFDT (completo) sobre el
conjunto reducido de observables, implica construir un operador
estadistico con haﬁt) = 0, pero que reproduzca los valores medios
de HFDT para los observables relevantes. La entropfa efectiva,
construida con este operador, posee una expresién similar a
(VI.5.5), pero evaluada en los valores de HFDT. La diferencia
Sof - §(0) 2 O provee una medida global de 1la exactitud de la
aproximacién restringida. Si la variacion de S.f es pequeﬁa, la
exclusion de gsz del exponente no afecta mayormente 1la evolucion

temporal de 1los restantes operadores, significando que la

’ 3 N - 3
informacion se mantiene aproximadamente confinada dentro del
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conjunto restringido de observables, en cuyo caso puede decirse
que posee un buen grado de colectividad. En caso contrario, 1la
inclusion de gsz resulta esencial.

Finalmente, mencionamos que si se excluye ademas am del
~exponente de ;, las ecuaciones restringidas se reducen a las de
HFDT para U(2), pues la inferencia estadistica resulta trivial, vy
el tercer nivel desaparece de la dinémica del protflema. Parail el
hamiltoniano (VI.1.17), la aproximacién restringida coincide con

la de HFDT, pues en este caso Q,, Y 9,, Permanecen nulos para todo

tiempo t (vease (VI.3.1)) si se anulan inicialmente.
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V1.6 DISCUSION Y RESULTADOS

En las Fig. 2-4, se muestran resultados numericos para la
evolucion temporal de distintos observables para el caso n =3
(U(3)). En todos los ejemplos, hemos elegido s = 0o, s, = 1 {sin

pérdida de generalidad) y £, = 2. El1 tiempo se mide en unidades de

h/7(2ne), con £ = £, = £, Por ej., para € = 0.5 Mev, la unidad e%
de 1.3x10”%* seg., es decir, 13 veces el tiempo de recorrido
transversal de un nucleén, 10”22 seqg.

Los resultados de la fig. 2 corresponden al caso
vij = v(l-éij), con v = 1.,0. Los valores iniciales de 1los
elementos de g son g:‘ = 0.6, g:z = g:s = 0.2, g:‘ = g:‘ = 0.1

(reales). El1 valor de 9,, ©s *a priori’ desconocido. La inferencia
estadistica (VI.S5.1) proporciona el valor g, = 0.01148 y una
entropfa intensiva S/N = 0.8944 = 0.814 S s’ donde Sk In(3)
= 1.0895 (VI.1.15).

La evolucion temporal de 9, Y 9, ©s aproximadamente
sinusoidal, debido a la proximidad de 1las condiciones iniciales
con la solucion estacionaria (VI.4.3). Las frecuencias de
oscilacion aproximadas se encuentran dadas por (VI.4.35). Por el
contrario, el comportamiento de gii(t) es puramente no lineal,
pues o, . = O, v las ecuaciones linealizadas predicen una evolucion
constante de 9%i-

Se puede apreciar en este caso que el acuerdo entre HFDT y la
evolucion exacta (que involucra para N=8 trazas sobre 6561 estados
accesibles, exigiendo la diagonalizacién de Z \'% ﬁ en las distintas

representaciones irreducibles intervinientes) es mejor para 1los

elementos no diagonales que para los diagonales, debido
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precisamente al comportamiento altamente no 1lineal de estos
Gltimos. Si predominan los efectos 1lineales (°ﬁj grande), el
acuerdo es bueno, al menos para tiempos cortos. De todos modos,
para tiempos grandes, los valores de HFDT quedan fuera de fase, vy
no reproducen el caracter amortiquado de la solucion exacta, el
cual se debe a un neto efecto de dispersién de informacion sobre
correlaciones. .

La aproximacién de HFDT mejora al aumeAtar el numero de
partfculas, y proporciona como hemos mencionado, 1la evolucién
exacta de magnitudes intensivas en el limite N-oo Ademés, cabe
destacar que HFDT da buenos resultados para los perfodos de
oscilacion.

La entrnp{a de p.i. construida con los resultados exactos es
mostrada en 1la fig. 2-d, V' exhibe inicialmente fuertes
oscilaciones, especialmente para N pequeﬁo, indicando un flujo de
informacion en ambos sentidos entre los grados de libertad de p.i.
y las correlaciones. La pérdida de informacion no crece pues
monotonamente al aumentar t. El primer minimo profundo de S
corresponde a los puntos de cruce, es decir, aquellos donde 1los
resul tados exactos coinciden aproximadamente con los de HFDT.
Ademés, los minimos suaves de S aparecen donde solo algqunos de los
valores medios relevantes coinciden. Notemos ademas que si bien la
tendencia inicial de S es 1la de aumentar en promedio, S se
estabiliza para tiempos grandes, desarrollando oscilaciones
estables de poca amplitud.

El acuerdao entre 1las versiones completa vy restringida
(excluyendo g del operador estad{stico) de HFDT es

82

extremadamente bueno en este caso. Los resultados de HFDT
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restringido son indistinguibles en la escala de la figura de 1los
del tratamiento completo. La magnitud A(t) en (VI.5.4) permanece
précticamente constante, simplificando el proceso de inferencia
estadistica.

La proyeccién de los valores medios de HFDT sobre el conjunto
restringido, da como resultado una entrapfa efectiva que se
mantiene siempre menor que 0.895 para el intervalo de tiempo de la
figura. Sin embargo, si se la examina en detalle, exhibe una
evolucion bastante compleja, con un comportamiento menos
disipativo que el correspondiente a la fig. 2-d.

En la fig. 3 se muestra otro caso, con un valor mayor de 1la
constante de acoplamiento (v = 2.0) y de 1los elementos no
diagonales (g:‘ = g:‘ = 0.2), permaneciendo igual 1los elementos
diagonales. El valor inicial inferido es ahora g:z = 0,0490, V4
S/N = 0.7149 = 0.4651 S ax” Aparecen en este caso anarmonicidades
en la evolucion de 9,0 dado que las condiciones iniciales se
apartan ahora considerablemente del equilibrio. Este es el
elemento mas afectado, pues es el que posee la menor frecuencia.
La evolucion de 9, es todavia oscilatoria. No obstante, las
frecuencias de oscilacion son algo mayores de las que
corresponderfan segﬁn RPA (VI.A4.05).

Aparece ahora una diferencia de fase en la evolucion de gs‘ Y
g“.entre los tratamientos de HFDT completo y restringido. Dado
que los elementos no diagonales, y la constante de acoplamiento v
son mayores en este caso, el rol de 9,, N el hamiltoniano y en la
dinamica del sistema es mas importante. Sin embargo, la
aproximacién restringida es sensible a las anarmonicidades en el
comportamiento de 9, v al comportamiento no 1lineal de g ,

11
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reproduciendo todos los extremaos.

En la fig. 3-d, se muestra 1la evolucion de la entropfa
efectiva §* (VI.3.5), utilizando resultados de HFDT completo. La
evolucion presenta un comportamiento oscilatorio mas acentuado que
el mostrado en 1 , indicando obviamente que la colectividad del
conjunto restrinqgido de observables relevantes es menor que la del
conjunto completo. Nuevamente, puede apreciarse la semejanza con
la evolucion de los valores medios, correspondiendo los minimos a
los puntos de cruce.

En la fig. 4 se muestra la evolucion de Re(gsz) en detalle
para los dos casos considerados, de acuerdo a resultados exactos y
HFDT completo y restringido. Si bien la amplitud de 1la variacion
global es pequeﬁa, la evolucion es compleja y aparecen diferencias
entre los tratamientos completo y restringido. No abstante, este
ultimo reproduce todos los extremos de la evolucion de HFDT,
encontrandose incluso mas cerca de los resultados exactos en
algunos intervalos. La evolucion de HFDT se encuentra pues muy
préxima ala aproximacién autoconsistente restringida. La razon
del apartamiento de gsz(t) del comportamiento oscilatorio radica
en que Igszl es un orden mas pequeﬁo que Igz;' Yy |gs‘h y por
consiguiente, g:‘ es comparable a Qgq” La linealizacion exige que
los desplazamientos égij sean todos pequeﬁns y ademés, de igual

orden.
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APENDICE A

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE Y VALORES DE EXPECTACION EN EL. MODELO

U(n) RESTRINGIDO

Para hallar la relacion entre los multiplicadorés de Lagrange
y los correspondientes valores medios, podemos seguir los

lineamientos del Cap.ll. Mediante una transformacion de la forma
i

cpi = ;‘.:Uijcpj . (VI.A. 1)
podemos llevar el operador (VI.1.5) a la forma diagonal,

P n P

p=exp{A + ¥ xiG;i} ’ (VI.A.2)

° i=1

donde ki denota los autovalores de A, y

6. =vcler. =y v u. .G (VI.A.3)

ij“f':picpj“flikjl K1 ° -A-

’ 4

. . . .2 N
Consideremos las trazas tomadas en el subespacio de dimension n .

La normalizacion Trfpl = 1 implica
n
A = -N1n{ ¥ exp(A. )2}
-] . 1
i=1
= =N In{triexp(A’)13 , (VI.A.4)

donde A;j =\, 6. . = UAU+. De este modo, se obtiene

115
- LS
P> = =5, .
<6} ; 8 —
i
= 6, NexpO\)/Dexpr) , (VI.A.S)

1

lo que puede resumirse en
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G’ = exp(A’)/triexp(A®)] , (VI.A. &)

donde G;j = <G;i>. Dado que & = U+G’U s A= U+A’U, en una base

general se ubtiene‘,
G = N exp(A)/triexp(A)] . (VI.A.7)

Si trfexptA)]1 = 1, entonces Ko =0, y se abtiene 1la relacion
(vi.1.8).
Para n = 3, el desarrollo explfcito de (V1.A.7) conduce a

(i, j,k, denotan tres indices diferentes)

AN 9
6y - e th
I an o,
1]
= O AN D RN 3B, (VI.A.8)
axn_ o
o .
®ii T 1 X O
1 ij

(kiih + kjjkkk - Ajkxkj}a + C, (VI.A. D)

donde A, B, C son magnitudes que dependen solamente de los

autovalores A . Introduciendo
i

Py =20
a i
= (N, =R AN,=N) (VI.A.10)
i 3 ik
Zi = exp(xi)lz exp(ki) . (VI.A.11)
i

se obtiene,
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w
i

F 2, /PN

A = {} XiZi/P(Xi)}/B ’ (VI.A.12)
i

— z—
C = P Zi(Xi Kitr[A])/P(Xi) .

Las relaciones (VI.A.8-7?) se obtienen inmediatamente a partir de

’
la ecuacion de autovalores

0 = -X.
? (A J)

= x; —x: trLAl + ; xi{(tr[xz)z - triA%

CtriAD® + 2trtaA?] - 3trrAlertaA®3y . (VILAL13D)

1
G
Para la relacién inversa A = 1n(qg) se obtiene anélogamente,

)
Ji

| 4
{gji(A gkk) + gjkgki}B ’ (VI.A.14)

A, = {g..A° 3B* + C* , (VI.A.13)
11

ii * 955%K T 95k%

donde A’, B’, C” poseen las mismas expresiones (VI.A.12) pero con
el reemplazo Zi - Zi = ln(gi), xi »9;-

Para valores medios tomados en un conjunto gran canénico,
solo se altera la relacion entre los autovalores Ai Yy 9;- Las
relaciones (VI.A.8-9) (VI.A.14-135) siguen entonces siendo validas

1

con el reemplazo Zi = [1+exp(ki)]— ’ Z; = ln[g;‘—ll -

Para n = 2, las formulas anteriores se reducen a

6 =ax_,
21 12

G —G = a (X "X ) » (VI-A- 16)
11 22 14 22

o = Eexp(x‘)—exp(xz)]/{[eip(x‘)+exp(k2)][x{-kz]},
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las cuales son equivalentes a las (III.3.11). No es posible
apreciar en U(2) efectos no triviales de inferencia estadfstica,
pues los valores medios son directamente propaorcionales a 1los
correspondientes multiplicadores.

Notemos que dentro del espacio restringido, el operador
(VI.1.3) puede escribirse como el producto de N factores

independientes

~ N n
o= g exp{ Eilkijcpicpj} . (VI.A.17)

de modo que la validez del tearema de Wick para el calculo de
valores medios respecto de (VI.A.17) queda restringida a productos
de operadores elementales con distinto indice P. Asf, para un

operador de dos cuerpos se obtiene,

+ .+ - _
<c p1cq3ch pl> (1 6pq)(¢$kJ¢S1 gj) s (VI.A.18)

con g, dado por 1la expresién (Qf;1.9), mientras que para valores

’
medios en un conjunto gran canonico,

+ L+ - _
<c plchch pl> ékJéllflfJ épqélkéjlflf s (VI.A.19)

donde ahora fi esta dado por la expresién de Fermi Dirac
(I1I1.1.14). Al utilizar (VI.A.18), los valores medios de operadores
tales como G2 i? Giisij se modifican. Se obtiene, por ej., una

fluctuacion nula del numero de partfculas. No obstante, el valor

. <2 s s . .2 .
medio de Gij’ i=j, posee la misma expresion en ambos conjuntos.
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APENDICE B

SOLUCIONES DE HARTREE FOCK A 7 = O

En el modelo descripto en la seccion (VI.1), cualquier D.S.
perteneciente a 1la representacién irreducible completamente
simétrica, puede expresarse, utilizando el teorema de Thouless

(I1.A.14), en la forma®

n

> = x" expC T h;6;,7 Iw©@> (VI.B. 1a)
i=2
n 172 n n
= L «NvpgonD [ x0M n eoopn >3, (VILB.1bB)
ﬂ’,--.,ﬂn 1=1 1=21

N
donde [y(0)> = 1 c; ]O0> es el estado fundamental no perturbado vy
p=1 "1

hi = xi/x’. La suma sobre los ny esta restringida por la condicion
n ‘ - -
¥ n, = N. La normalizacion <y(x) jy(x)> = 1 exige

i=2

fx.

F=1. (VI.B.2)

‘MO
My

1

Dado que el exponente en (VI.B.l1la) conmuta con los operadores
de Casimir de U(n), |w(?)> pertenece a 1la misma representacién
irreducible a la que pertenece |[y(0)>, ¥y es identico al estado
coherente obtenido al aplicar una transformacion de SU(n) al
estado |jy(0)> . Las expresiones (VI.B.1) generalizan las formulas
(I11.B.2) para n > 2. Los estados lw(?)> son por lo tanto no

ortogonales y sobrecompletos,

> - n 3 N
<) jp(x)> = ( § x; x.) . (VI.B.3)

ry 1
1=4
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Utilizando (VI.B.1) pueden calcularse los elementos de 1la

matriz densidad de un cuerpos

]
O
X
X

<p(D | c; c ; lw>

ip Pg i

= 9 ;6 (VI.B.4)

La cantidad Ixil2 representa phes la fraccion del numerao
total de part{culas ocupando el nivel i. Utilizando el tegrema de
Wick podemos calcular facilmente el valor medio del hamiltoniano

(VI.1.17), respecto de un estado (VI.B.1):

~ n
<YGH I H [wD>=NEYT e Ix |Z+2 v. Ix2xH % 2 ¥
~ T1'71 24 ijg7i T3 J 1
i=4 idj
n 2 2 2
=N { ;L eilxil + g .vij'xi' lle cns[2(¢&—¢3)l},
i=s i<j
= E . (VI.B.9)
HF
donde
v. . = V. (N-1) (real) , (V1.B. &)
ij ij
y %; = |xi|e1¢. La fase de uno de 1los x; es arbitraria (vease

(VI.B.1)). El1 valor medio intensivo EHF /N es independiente de N
al escribirlo en terminos de las constantes vij’ por lo que las
soluciones de HF son independientes de N para vij fijo.

Estudiaremaos en primer lugar el caso general en n niveles con

v.,. = -v(1-6_.) , v >0 . (VI.B.7)
1) 1)

Las soluciones de HF se obtienen al hacer estacionaria 1la

expresién (VI.B.3) respecto de los X5 No obstante, no todas 1las
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saoluciones corresponden a minimos de Eur' Concentraremos primero

la atencién en las soluciaones de energ{a mas bajaa con el objeto

de poseer una idea aproximada del comportamiento del estado

fundamental. Para el caso (VI.B.7) la minima energ{a se obtiene

para elementos gij reales (cos[2(¢§-¢3)] = 1) por lo que

supondremos en lo sigquiente xi real. Incorporando 1la restrﬁccién
l

(VI.B.2) por medio de un multiplicador de Lagrange A, la cartidad

a minimizar es

n
E /N-AX=F £ x> -v ¥y x2x% , (VI.B.B)
BF ... 1 1 puRU SN |
1=3s i<J

donde s; = si—k y 0 £ x: < 1. La minimizacion de (VI.B.8) conduce

a

A=AS - vin-1)2/n , (VI.B.?)

xi’ = {1 + (S - ng)/v3/n , (VI.B.10)

n
donde S = ¥, £ - La restriccion 0 < x: <1 1implica, para todo
i=a

nivel i, las condiciones

v > (8 - nci)/(n—l) . (VI.B.11a)

siendo la més fuerte

v>ne -8= vt . (VI.B.12)

T n .
Para v mayor que el valar critico Vs cada nivel es ocupado

4 s 2 . n .’
con una “prababilidad’ Xie Si v £ Ve s X, se anula, y la solucion

- 279 -



mas baja es la del sistema de n-1 niveles. Del mismo modo, es
facil ver que el sistema posee (n—-1) transiciones de fase en 1los

F 9
valores criticos

1
vi=ie, - F e£. , i=24...,n . (VI.B.13)
j=

i
Para v < vc

i 4
s €1 n1v?1 i y los situados por encima de el se
, .
: . . i
encuentran vacios, comenzando a ser ocupado el nivel i en v = Ver

La energfa de HF en el *modo” U(n) (n niveles ocupados) es

n
E:r/N = -2 {v(n-1)/n + § (g, ~S/m*/v} + S/n .  (VI.B.14)
i=s

s < - [ <
Las transiciones de fase mencionadas son de 2 orden, siendo

constantes tanto Enr como dEar/dv en v = v:. lLas soluciones son

altamente degeneradas, pues Env es independiente del signo de X;-

ns . <
soluciones diferentes que

Por consiquiente, existen 2
proporcionan la energfa (VI.B.14). En el limite termodinamico HF
proporciona la energfa intensiva exacta, por 1lo que (VI.B.14)
coincide con el resultado exacto para N -» oo La demostracién es
similar a la del Cap. II1I, y se basa en la generalizacién de 1la
desigualdad (111.B.10) al caso U(n).

Para n = 3, se puede suponer sin pérdida de generalidad
£ =0, . =1, £ = £, en cuyo caso las transiciones ocurren en

1 2 - ]

v, = 1. vy v, = 2e~1. Si v < v, la solucion es el estado

fundamental no perturbado. Para v, v < v se obtienen las

2’

soluciones de U(2)
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X
N

I

»

(1+1/v)

1 2 ’

(VI.B.15)

N
Ni®

(1-1/v) .

Finalmente, si v > v, se obtiene la solucion de us) .,

N
wir

€1 + (e+1)/vy ,

X
il
win

{1 + (e-2)/v} , (VI.B.1&)

X
i
win

{1 - (2e-1)/vy .

4
Las correspondientes energias son

EHF/N = —2 Cv/2 + 1/(2v)1 , 1 = v £ 2¢-1 (VI.B.17)

—; v + (e2—e+1)/v1 + 3(1+s) . V2 2e-1 .

Si la interaccion entre los niveles mas distantes es menor,
la transicion a la solucion completa de U(3) se retarda. Por ej.

. 4
en el caso v._ = v = Ve V = av, 0 £ a X1, se aobtiene
12 23 ¥ Ta9 ;

x = [e(2/a-1) + v+11/r ,

x, = fe-2 + v(2-01/r (V1.B.18)
x: = [-2&e/a + v+11/r ,
donde r = v{4-a), siendo el nuevo valor critico vV, = 2¢/a - 1.

Para 1 = v = Vs la solucion mas baja corresponde a (V1.B.15).

Ademas de las soluciones consideradas hasta ahora, HF exhibe
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otras soluciones estacionarias, que corresponden tanto a extremos
como puntos de ensilladura. Notemos que (VI.B.53) es estacionario
en las fases si sen{2(¢§—¢3)} = 0, lo que implica, para X, real,
X4 real o imaginario puro. Por ej., para n =3, las soluciones
pueden ser clasificadas en tres grupos:

a) soluciones de U(l): corresponden a las tres soluciones con un

nivel completamente ocupado:

g1 =1, Ix;1 =0, 5 =i . (VI.B.19)

b) soluciones de U(2): corresponden al caso de dos niveles

ocupados. Las soluciones son de la forma

2 4
= o + —_
lxil z(1 + (ci cj)/vij) ’
(VI.B.20)
2 _ s - _
Ile = z(1 ¥ (si sj)/vij) ’
con energf as
E_/N = %2¢0v. . + (e.—e)2/v. 3, (VI.B.21)
HF 4. 1) 1 J 1)

donde i, j (i#j) son los niveles ocupados, y e = Osi i =k # j.
El signo superior (inferior) corresponde a gij real (imaginario).
Este tipo de soluciones puede existir solamente si
'vijl > lsi—sjl. Por consiguiente, existen en total seis
soluciones diferentes de U(2), dos por cada eleccion de niveles,
siendo cada una doblemente degenerada. Notemos que la energfa mas
baja del sistema de dos niveles es independiente del signo de v.

c) Soluciones de U(3): Existen muchas soluciones posibles, de
acuerdo a las fases relativas de los X5 En particular, si 1las

constantes de acoplamiento son de la forma (VI.B.7), ademas de 1la
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solucion real (VI.B.14), existen soluciones con un elemento, por

ej. el gij (i=j), real y los restantes imaginarios, en cuyo caso,

2 . ¢ - —2¢. -
|xi| s {1 (Zsj Zsi sk)/v} ’
lle2 = g {1 - (3si—2cj-ak)/v} s (VI.B.22)

2— —-—
|xk| {3 + (ai+cj Zsk)/v} .

Ain

. 2 - . {a s
De la restriccion O =< lxil <1, Vi, se deriva el valor critico

V. Para que la solucion (VI.B.22) sea factible.
Existen en total tres soluciones diferentes de este tipo, de
acuerdo a la eleccion del elemento real, cada una con degeneracién

4 asociada a la indeterminacién del signo de los X,
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APENDICE C

REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES Y ELEMENTOS DE MATRIZ EN U(n)

Las representaciones irreducibles de udn) pueden ser
. 4 ‘L. N - L 4
caracterizadas por 1los numeros cuanticos de particion
r 2r_2...2r ,r, € N, en la forma (r ,...,r_?’, 1lo cual
4 2 n i 4 n

representa un diagrama de Young. La dimension del correspondiente
i

multiplete es®

D(I" ,---,I" ) = " (l".—i-l" .+j)/(j—i) - (vI-C-l)
* " u<i<izn ! ]

En 1la representacién del grupo dada por el modelo del presente
cap{tulo, los nN estados accesibles del sistema pueden ser
caracterizados por r = (rt,...,rn) s L = (nt,...,nn,m) y o (ver

N

seccion VI.3). mediante la descomposicién de (1,0;...,0) en sus

n
representaciones irreducibles. Por consiguiente, ¥ r. = N en las
i=a

representaciones intervinientes.
Consideremos con mas detalle el caso particular de U(3). La

expresién (VI.C.1) se reduce en este caso a

D(r or 4r ) = (r -r )(r —r +2)(r -r +1)/2 . (VI.C.2)
2 27 2 1 2 1 3 2 3

Se dan a continuacion las representaciones intervinientes
para N =2, 4, v 8, utilizadas en 1los ejemplos numericos. Las
multiplicidades M(r) de la correspondiente representacién estan

dadas por los coeficientes en las siguientes expansiones:

(1,0,00% = (2,0,00 + (1,1,00 ,

(1,0,00*

(4,0,0) + 3(3,1,0) + 2(2,2,0) + 3(2,1,1) ,



(1,0,00% = (8,0,0) + 7(7,1,0) + 20(6,2,0) + 28(5,3,0) + 14(4,4,0)
+ 21(86,1,1) + 64(5,2,1) + 70(4,3,1) + 56(4,2,2)

+ 42(3,3,2) . (VI.C.3)

Las expansiones (VI.C.3) se obtienen al acomodar los
(N)djagramas ‘elementales’ (1.,0,0) en todas las formas posibles.
El primer termino en los desarrollos ‘anteriores es la
representacién irreducible completamente simetrica (N;Oj3...50),
la cual no posee degeneracién.

Dado que 1los operadores (VI.1.1) permanecen invariantes
frente a las N! permutaciones del indice pPs las representaciones
irreducibles de U{(n) pueden ser caracterizadas de la misma manera
que las del grupo de permutaciones de N elementos SN. De este
modo, la aplicacién de gij a un estado del multiplete modifica
solo el indice L, mientras que la aplicacién de una permutacién
modifica el indice a, permaneciendo r invariante en ambos casos.

En la representacién completamente simétrica, los estados del

multiplete pueden generarse directamente en la forma

ni! 1/2 n -~ n
Ini,---,nn> = [N!n !..-n !] (Bnﬂ) Nasse (621) 2'N,0,...,0> ]
1 n
(VI.C.4)
con
IN;Os...,0> = [J . 10> , (VI.C.S)
[=F 3
p
<n1,--.,nn'n:,..I,n:‘> = 6" n’-Iﬂén n’ (vI-CIb)
1 4 nn
n ’ 4
y ¥ n;, = N. Esta representacion es la unica usualmente estudiada,
i=s

va que el estado fundamental de hamiltonianos del tipo (V1.1.17)

pertenece a esta representacién ((VI.C.S5) es el estado fundamental
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no perturbado). El calculo de elementos de matriz en esta
representacién se simplifica considerablemente pues el indice m en

L no es necesario. A partir de la definicion (VI.C.4) se abtiene,

~

Gii'nz""ni""’nn> = niln‘,...ni...,nn> . (VI.C.7)

1/2

Fad
Gijln‘,...ni...nj...,nn> = [nj(ni+1)] ln‘,...ni+1...nj~1...,nh>.

(VI.C.8)

Dado que uno de los indices n, es redundante, en U(3) se

utiliza frecuentemente la notacién5

(N-p-)!1*"% ~ p,2 .q
Ip,q> = |—1-— (G_ )" «(G_ )" ]0,0>, (VI.C.9)
N'p'q! 24 83

donde p = N 9 =N, v 0o = n2~+ns < N.

En otras representaciones irreducibles, la generacién de una
base ortonormal es mas compleja. Pueden utilizarse diversos
procedimientos, muchos de ellos basados en el aprovechamiento de
distintos subgrupos. No obstante, emplearemos aquf un metodo
recursivo.

Resulta claro que representaciones correspondientes a

diagramas de Young que difieren solamente en el numero de columnas

totalmente llenas, son completamente similares, siendo distinto

n

unicamente el valor de N = § Gii' Tanto 1la dimension (VI.C.1)
i=1

como los elementos de matriz de Gij’ i=j, dependen unicamente de

e n’ (k=1,...4,n—-1). Por consiguiente supondremos n = 0. E1

grupo SuU{n) ge deriva de U{(n) al extraer precisamente el operador

n .
N=Y% Gii’ y sus representaciones irreducibles son entonces las
i=1

mismas que las de U(n) con A = 0. De aquf en més, nos
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concentraremos en el caso n = 3. Los estadas

~ 8 ~ qA p
Ip,q,s> = (Gaz) (bss) (ng) jO>
= lnz,n’,s> . (VI.C.10)
con

n=p-s+r_, n_ = q+s ,
2 2 s (VI.C.11)

i jo> = |n2=r2,ns=0,0>

< < pFr — < < - < < = —p-
y O <p = oo 0 £ g = ror, P 0 g = ras N, r.~P-q, farman
en general una base no ortonormal del multiplete. |0O> es el estado
mas *bajo® del multiplete (el que proporciona la menor energfa no
perturbada) para el cual Gij ]J0O> = 0 si i < j. El1 nimero total de

part{culas presentes es N = rz+r‘. La cantidad de estados con un

mismo valor de n,vyng esta dada por

K(nz,ns) = Min(r‘—rz,rz,n‘,nz,ns,r‘-n‘,r‘—nz,r‘-ns) ’ (VI.C.12)

s Sy pueden ser restringidos a

y por 1o tanto, las fndices ns ng

los valares

2 2 a9 1 2

M(n) £s5 £ Mn) + K{in_,n ) - 1
2 » 2 2’ 's

donde M(n_ ) = Max(O,r -n ).
2 2 2

. - _ 1-2
El calculo de <nznss’|nznss> = éh n’én n’on n puede
22 ss 23

obtenerse a mediante las férmulas (que se deducen inmediatamente a

partir de (VI.C.10))
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<p;0,0|p,0,0> = p(rt—rz—p+1)<p—1,0,0|p—1,0,0>,
(VI.C.14)
<Psqs;0Ipsq9,0> = q(r —-p-q+1)<p,q-1,0|p,q-1,0>,
<n_n s’ |nn s> = s{n—n +s+1)<n +1,n ~1,s-1|n +1,n -1,57-1>
2 3 23 2 9 2 9 2 ]

+ <n _+1,n -1,8°~-1|n _+1i,n _ ~-1,s>(n_-s). (VI.C.15)
2 9 2 9 3

La base ortonormal puede entonces construirse como

Innt>=xct st H»*%nns>,  wI.C.18)
2 9 n_n n 2 8
s 2 a F
con <nn t’|nn t> = 6_,, donde
2'a 239 tt
y o5 ¢t =t st (VI.C.17)
L, n_Nn_ n_n n_Nn_n.n
s 23 2 9 s 2 3
Kﬁ n denota los autovalores del overlap, y Citn las componentes
2 39 2 3

de la autofuncion correspondiente. A partir de 1la definicion

(VI.C.10) se obtienen las relaciones

o~

Gmlnz,ns,s> = lnz,ns+1,s> s

~ N

G _In ,n _,s> = |n —-1.n _+1,5+1> , (Vvi.C.18)
a2’ 2’ s 2 ]

o~

Gzilnz,ns,s)« = |n2+1,ns,s> - s|n2+1,ns,s—1> .

las que, junto con las formulas (VI.C.14) determinan los elementos

<n’,n>,s’ |G, .|n_,n ,5> . En la base ortonormal se obtiene
2% s ijh 2 'a

<n2,n9,t IGijlnz,nsyt> =

Py s’t?’ st t’ t 1,2
r ’<nz,na,s IGijlnz’ns’5>cn’n’cn n /(Kn,n, nn )
S,5 2 9 2 13 23 2 a
(Vi.C.19)



Notemos que a partir de la definicion (Vi.C.10),

- _ _ ~ Ss—4 ~ q ~ p.h
Ip,q,s> plp-1,9+1,s-1> + (Gsz) (Gat) (Gzz) 692|0> {(VI.C.20)
de modo que si r2=0, lnz,na,s> es linealmente dependiente de
lnz,ns,0>, por lo que el indice s resulta innecesario.
Para una representacién irreducible (rt,rz,ra) con r = 0, se

debe efectuar el reemplazor’ =r —rr , r? = r —r N> = N-nr_, Y
1 1 8 2 2 8

a’
utilizar las formulas anteriores con las magnitudes primadas. Solo
deben modificarse los elementos de matriz diagonales, a los cuales
debe sumarse el termino ra

En el caso de 2 niveles, (VI.C.1) se reduce a D(r‘,rz) = 2J+1

con J = ; (r‘—rz). Las distintas representaciones irreducibles

intervinientes difieren sélamente en el valor de J.
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Figura 1. a: Valor inferido de g,, en funcion de 9,,- Las licneas
llenas corresponden a 9, = 0.3 = (a), 0,6 Q. (b)) v 0.9 =1 (c),

con g = 0.6, ygo =1[g g1 *“2 = 0.3464. Las lineas punteadas a

9, = 0,7 =1 (d) y 0,9 =1 (e), con g“ = 0.2, ¥y g, = 0,2828.

b: Valor inferido de 9,, en funcion de g“, para gn = 931 =0,1
ta), 0,2 (b) y 0,3 (c). En todos los casos, 9,, T 9,4 T (1—9“)/2.
Se suponen elementos no diagonales reales.

Figura 2. a — c: Evolucion temporal de Re(gn), Re(gs‘) Y 9, de

acuerdo a resul tados de HFDT completo 4 restringido,
indistinguibles en la escala de 1la figura (lfneas llenas), vy
resultados exactos (lineas de trazos), para v = 1.0 vy valores
iniciales indicados (ver seccion VI.&). El tiempo esta expresado
en unidades de ﬁ/(sz—o:‘). Los resultados exactos corresponden al
caso N = 8, con 6561 estados accesibles. La fig. 2-d muestra 1la
entropfa efectiva de p.i., construida con resultados exactos, para

N = 4 (linea de trazos) vy N=8 (l{nea llena).

Figura 3. a - c: Las mismas cantidades de la Fiq. 1, para el caso
v = 2.0, y distintos valores iniciales de 1los elementos no
diagonales. Las lineas llenas corresponden al tratamiento completo
de HFDT, y las de trazos al tratamiento restringido. La evolucién
exacta es aproximadamente de la misma forma que en la fig. 1. La
fig. 4-d muestra la entropfa en el espacio restringido (IV.5.5),

utilizando los resultados del tratamiento completo.
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Figura 4. Evolucion tempqral de Re(gmg para las condiciaones de la
fig. 2 (a), y fig. 3 (b). Las lineas llenas indican la evolucion
segﬁn HFDT, y las de trazos el valor inferido en 1la aproximacién
restringida. La linea punteada en (a) corresponde a la evalucién

exacta.
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CONCLUSION

El objetivo primordial de esta tesis ha sido analizar vy
extender las teorias cuanticas de cémpo medio, enmarcandol as en un
contexto estadistico completamente general.

Nuestro formalismo ha sido presentado en los capftulos I yV,
donde se extiende el tratamiento usual de campo medio a
descripciones basadas en un conjunto arbitrario de observables, no
necesariamente de un cuerpo, tanto en el caso estatico como
dinamico.

La situacion particular en que los observables relevantes son
operadores de un cuerpo es presentada en el capftulo II. Se
desarrollan en este caso originales relaciones qenerales entre
multiplicadores de Lagrange y los correspondientes valores medios,
las que permiten abordar el caso de matrices densidad conocidas en
forma parcial, en base al principio de maxima entropfa. Se derivan
tambien en forma original y general, las ecuaciones estadisticas
autoconsistentes de campo medio (Hartree-Fock vy Hartree-Fock
Bogoliubov) en sistemas fermionicos vy la correspondiente extension
a sistemas bosonicos. Debido al contexto estadistico general, el
formalismo es igualmente aplicable a situaciones fuera del
equilibrio, proporcionando una descripcién aproximada instantanea
basada en observables de un cuerpo.

En el Capftulo I11, se analizan efectas termicos sobre 1la
competencia entre interacciones monopolares y de apareamiento,
dentro del marco de un modelo exactamente soluble, con la idea de

examinar, a la luz de los resultados exactos., el comportamiento de
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las aproximaciones de cqasipartfcula independiente a temperatura
finita.

El modelo exhibe, a pesar de su simplicidad, una gran
variedad de transiciones de fase. Estas corresponden a T=0 a
cambios abruptos en el estado fundamental del sistema, que surgen
como consecuencia de variaciones en las constantes de acoplamiento
de las interacciones presentes. A su vez, para valores fijés de
las constantes, estos cambios se reflejan de distinta manera en

respectivas transiciones que sufre el sistema al incrementarse 1la

temperatura.
Un resultado importante es que en este contexto, las
aproximaciones de cuasipart{cula independiente a temperatura

finita son exactas en el limite termodinémico, en distintos
conjuntos estadfsticos, tanto para la energfa libre y la entrapfa,
como para valores medios intensivos de observables arbitrarios
construidos con los operadores colectivos, cualquiera sea el
hamiltoniano. lLos valores medios intensivos de los operadores de
Casimir, q, r, son identificados en este limite con combinaciones
lineales de los numeros medios de ocupacién fv (autovalores de 1la
matriz densidad de un cuerpo).

La aproximacién térmica, o en general, estad{stica, puede ser
util aun a T = O, pues en muchos casos los fv no tienden a O en
este limite. Esto ocurre cuando el estado fundamental es
degenerado, proporcionando asi el tratamiento estadfstico una
matriz densidad de un cuerpo con la simetria correcta.

La aproximacién de estados coherentes ha sido generalizada
con el objeto de incorporar fuerzas de apareamiento, y se muestra

’ 4 . . ’
que coincide en el limite termodinamico con 1la aproximacion
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térmica de cuasipartfcula independiente.

Finalmente, hemos abordado el problema de la determinacion de
las fluctuaciones de los observables colectivos. Las fluctuaciones
de observables escogidos son evaluadas en diferentes fases
(normal, superconductora y deformada). Se discute el problema de
como extraer esta informacion a partir de las soluciones de campo
medio, obteniendose imp@rtantes correcciones al teorema de Wick en

l
las regiones cr{ticas. Las expresiones corregidas proporcionan 1la
fluctuacion exacta en el lfmite termodinémico, Yy Son capaces de
predecir los pronunciados maximos que las fluctuaciones de algunos
observables poseen en 1la regién cr{tica para valores no muy
pequeﬁas del numero de part{culas.

En el capftulo IV, el formalismo estadistico de
cuasipart{cula independiente es aplicado a potenciales
monodimensionales, y en particular, al problema del oscilador
anarménico a temperatura finita, utilizando 1la representacién
bosénica. La aproximacién provee una cota superior a la energfa
libre, y es aplicable en forma simple y elegante al caso de un
potencial general, proporcionando en el limite T » o expresiones
asintoticas exactas de magni tudes termodinémicas. Se desarrollan
tambien otras cotas superiores alternativas.

Se examinan en primer lugar potenciales pares con un solo
minimo. La aproximacién posee en este caso un solo parémetro
variacional, siendao los resultados ampliamente satisfactorios.

Se considera tambien la aplicacién del formalismo a
potenciales generales asimétricos y con varios mfnimos, siendo
necesaria en gste caso la inclusion de la traslacion como un

rd . . ’
seqgundo parametro variacional. Esto corresponde a una ampliacion



de 'la descripcién en la aproximacién de campo medio,
incorporéndose un nuevo observable en el exponente del operador
densidad.

La aproximacién puede exhibir en este caso ‘transiciones de
fase’, que corresponden a cambios significativos (pero no
abruptos) de 1la solucion exacta. En el caso del potencial
biestable por ejemplao, puede darse la existencia simultanea de una
solucion simetrica autoconsistente centrada en el origen, y una
solucion desplazada degenerada, que rompe con la simetria de
paridad, lo que aorigina fenomenos criticos en la aproximacién
autoconsistente.

Existe tambien la posibilidad de que soluciones
autoconsistentes no presentes a T = 0 aparezcan a temperatura
finita. Se ilustra como ejemplo el caso del potencial anarmonico
con un termino cﬁbico, donde una solucion ‘cuasi-simetrica’ es
posible recien a partir de una determinada temperatura, para

ciertos valores de las constantes de acoplamiento. En este caso,

las soluciones presentes a T = 0 desaparecen a altas temperaturas.

Se discute finalmente el calculo de 1la energfa exacta,
utilizandose para ello la diagonalizacién en una base (truncada)
autoconsistente (que incluye traslaciones), 1o cual mejora la
convergencia.

En el capftulo V., 1los tratamientos autoconsistentes son
aplicados al problema de 1la evolucion temporal de operadores
estadfsticos, examinandose una situacion general, en la que 1los
observables relevantes no cierran un élgebra con el hamiltoniano.
La caracteristica comﬁn.a todos los tratamientos autoconsistentes

4 ’ . R
es la conservacion de la entropia, y un cierre no lineal del



élgebra con el hamiltoniano. Se discute tambien el caso particular
de las ecuaciones de HFDT estad{sticas, en sistemas fermionicos Y.
bosénicos, ¥y las correspondientes ecuaciones linealizadas.

El principal objetivo es el de ampliar la gama de
posibilidades de HFDT. Situaciones iniciales de un caracter mucho
mas general que las exigidas por un tratamiento puro pueden ser
consideradas, iﬂclusive el caso particular en que 1la matriz
densidad inicia; es conocida solo en forma parcial.

Otra positilidad gque surge en el tratamiento estadfstico, es
la de realizar un truncamiento sistematico de las ecuaciones de
campo medio resultantes, excluyendo aquellos operadores de un
cuerpo que por alguna razon no son de interes. De este modo,
distintos tratamientos aproximados de HFDT pueden ser formulados,
y su exactitud puede ser medida en base a entropfas
proyectadas.

Finalmente, en el capftulo V1 se ilustran las consideraciones
anteriores en un modelo exactamente soluble de simetria U(n), con
resultados numéricos para el caso n = Z. La evolucion temporal
exacta se construye wutilizando todas las representaciones
irreducibles intervinientes. Cabe destacar, gque el tratamiento
estadistico de p.i. se realiza en un conjunto de tipo canénico,
evitando asi fluctuaciones en el nimero de partfculas- Al igual
que en el cap{tulo III, 1la descripcién de p.i. es exacta (para

4 '
momentos intensivos de primer orden) en el limite termodinamico.
' '
Como conclusion final, creemos que el rango de aplicacion vy
' ' . .
la interpretacion de las teorias de campo medio ha sido extendido,

’ ' .
tanto en los aspectos estaticos como dinamicos. Se han realizado

- 301 -



estudios detallados de 1a aproximacién en diversos sistemas, los
cuales, a pesar de poseer solucion exacta accesible, no pueden ser
considerados como triviales, pues exhiben complejas propiedades
que los convierten en autenticos paradigmas del problema cuantico
de muchos cuerpos.

La filosofia basica que inspira esta Tesis es la de la Teoria
de la Informacion: introducir un marco estadistico muy general que
permite extraer conclusiones no triviales a partir de un 6ptimo
procesamiento de la informacion disponible, mediante el principio

4 A ’
de maxima entropia.
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