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Introduccion

Determinar la estructura, densidad, porosidad, propiedades elasticas, meca-
nicas y electromagnéticas entre otras caracteristicas del subsuelo terrestre es
un objetivo perseguido por investigadores en diversas ramas de la ciencia.
Debido a la imposibilidad de acceder en forma directa al objeto de estudio,
muchas de las propiedades mencionadas deben determinarse indirectamente
midiendo en la superficie terrestre cantidades que estdn en relacion con ellas.
En particular, la estimacion de la distribuciéon de conductividades eléctricas
de una determinada regién del interior de la Tierra se realiza través de medi-
das de los campos electromagnéticos en la superficie, ya que éstos contienen
informacién de la propiedad en cuestion. Esta tarea implica la resolucién
de un problema inverso, que involucra dos etapas; en una primera, llama-
da modelado 6 problema directo -que motiva nuestro interés- se calculan los
campos electromagnéticos en la superficie asumiendo un modelo que incluye
una determinada geometria y una dada distribuciéon de conductividades en
el subsuelo. Luego, en una segunda etapa, ciertos pardmetros del modelo se
ajustan comparando los valores de los campos predichos con los observados
en superficie. Debe notarse que el modelo utilizado en la primer etapa no es
independiente de la técnica utilizada para obtener los datos que se utilizan
en la segunda.

Tanto la resolucién del problema directo, que implica el manejo de varios
millones de incognitas en problemas tridimensionales, como el ajuste de
pardmetros en la segunda etapa son tareas dificultosas, que necesitan de

herramientas computacionales sofisticadas si se aspira a atacar problemas en



2 Introduccion

donde existan estructuras geoldgicas realistas. Por otra parte, las técnicas de
prospeccién han evolucionado en los ultimos tiempos y actualmente existen
sistemas que permiten la obtenciéon de datos que requieren interpretacion
tridimensional. Sin embargo, los algoritmos que auxilian en el andlisis de
estos datos no han seguido este progreso y no existen al momento suficientes
métodos utiles para tal fin.

Con el objetivo de contribuir a mejorar esta situacion, en esta Tesis analiza-
mos e implementamos algoritmos numéricos para resolver el problema directo
en magnetotelirica en dos y tres dimensiones, utilizando métodos de elemen-
tos finitos y técnicas iterativas de descomposicién de dominio. Los métodos
en cuestién estan especialmente disenados para trabajar en computadoras
paralelas cuyo uso, importante en el modelado bidimensional, es esencial si
el modelado tridimensional ha de ser plausible.

El comportamiento de estos algoritmos es analizado aplicandolos a la re-

solucién de problemas de interés en exploracién geofisica y comparando los
resultados obtenidos con los de otros métodos existentes; para realizar estos
testeos se utilizan computadoras de arquitectura paralela.

La estructura de la Tesis es la siguiente: En el Capitulo 1 describimos el
marco tedrico del método magnetotelirico, mostrando ejemplos de modelos
caracteristicos uni- y bidimensionales con solucién analitica; algunos de estos
modelos se utilizan usualmente como tests de algoritmos numéricos. Fina-
liza el capitulo una breve resena de los métodos numéricos utilizados para
resolver distintos modelos. El Capitulo 2 introduce brevemente la teoria de
elementos finitos y detalla los algoritmos empleados en los problemas es-
pecificos planteados en esta Tesis. También describimos aqui los conceptos
més relevantes del cdlculo distribuido. En los Capitulos 3 y 4 los algoritmos
descriptos se aplican a problemas bi- y tridimensionales, respectivamente.
Finalizamos esta Tesis con las Conclusiones, en donde discutimos nuestros

resultados y evaluamos perspectivas futuras.



Capitulo 1
Magnetotelirica

En este capitulo hacemos una resena del método magnetotelirico, una de las
varias técnicas electromagnéticas de prospeccién geofisica, mostrando ejem-
plos de su aplicacién a algunas estructuras simples. A continuacién describi-
mos algunos de los métodos numéricos comtunmente utilizados para modelar
la respuesta de la Tierra cuando una onda electromagnética incide sobre su

superficie.

1.1 Introduccion

En el método magnetotelirico (MT), que surgié como tal a partir de los
trabajos pioneros de Tikhonov (1950) y Cagniard (1953), se utilizan medi-
das de campos electromagnéticos naturales para estudiar la estructura de
la conductividad del subsuelo terrestre. El interés en este conocimiento no
es sélo académico; es sabido (Katz y Thompson, 1987) que a través de la
relacion entre la conductividad y la porosidad de las rocas es posible deter-
minar la presencia de petréleo y el método magnetotelirico es adecuado para
tal fin en ambientes protegidos o en areas volcénicas, donde otros métodos
de prospeccion -como sismica de reflexiéon- son inviables debido a los danos
ambientales que generan, o fallan por las caracteristicas morfolégicas del sub-

suelo. Las fuentes naturales de campos MT con frecuencias por sobre 1 Hz



4 Capitulo 1. Magnetotelurica

son las tormentas eléctricas alrededor del planeta, en las cuales los reldmpagos
radian campos que se propagan a grandes distancias. A frecuencias menores
que 1 Hz, la mayor contribucién proviene de corrientes generadas en la mag-
netoésfera por su interaccién con el viento solar. En ambos casos en modelado
magnetotelirico se asume que los campos electromagnéticos en la superficie
terrestre pueden ser tratados como ondas planas (Madden y Nelson, 1986).
La mayor parte de la energia de estas ondas incidentes es reflejada, pero
un pequeno porcentaje se propaga hacia el interior de la Tierra. El campo
eléctrico incidente, debido a la conductividad no nula del subsuelo, induce
corrientes eléctricas, fuentes de campo magnético. Por su parte, la variacion
temporal del campo magnético genera un campo eléctrico a través de la ley
de Faraday. La idea fundamental del método es que estos campos electro-
magnéticos, respuesta de la Tierra a los campos incidentes, proveen informa-
cion indirecta sobre las propiedades eléctricas de la misma a profundidades
entre decenas de metros y varios cientos de kilémetros (Spies, 1989), pues
dependen de la distribucién de conductividades del subsuelo.

En la superficie los campos medidos contienen también la contribucién de los
campos incidentes, lo que presenta un problema, puesto que en principio se
ignora su magnitud. Es posible, sin embargo, de la informaciéon completa de
los campos en superficie definir una cantidad denominada impedancia Z, que
detallaremos en la seccién 1.4, que depende de las propiedades del subsuelo
y nos libera en parte de este inconveniente.

Los equipos para llevar a cabo las mediciones son pares de electrodos en
contacto con la Tierra, ubicados perpendicularmente entre si con los que se
miden caidas de potencial, a partir del cual se obtiene el campo eléctrico,
y magnetémetros para medir las componentes del campo magnético. Como
las senales a medir son de muy baja intensidad, el proceso de adquisicién de
datos no es una tarea sencilla. Los datos adquiridos son procesados e inter-
pretados en término de la distribucién espacial de conductividades eléctricas,
para lo cual se utilizan modelos numéricos uni-, bi- y tridimensionales. Como

en general la informacién no es completa, es usual utilizar datos provenientes



1.2. El Modelo 5

de otros métodos para ayudar en este proceso, realizando la llamada inver-
sién conjunta.

En la descripcién del método MT detallaremos el modelo, las fuentes y la
interaccién entre los campos y el subsuelo. Cada uno de esos tépicos es
suficientemente complejo como para ser discutido separadamente. En par-
ticular, el interés de esta Tesis se centra en los métodos numeéricos utilizados
para modelar la respuesta de la Tierra; en la ultima seccién se describen al-
gunos frecuentemente usados, y en el préximo capitulo introducimos los que

implementaremos.

1.2 El Modelo

Recordemos que los fenémenos electromagnéticos estdn descriptos por las

ecuaciones de Maxwell (Stratton, 1941)

0D
H-— = 1.1
V x By J, (1.1a)
0B
E+— = 1.1
VxE+ 5 0, (1.1b)
V-D = p, (1.1¢)
V-B = 0, (1.1d)

donde

E = intensidad de campo eléctrico (V/m)
D = desplazamiento eléctrico (C/m?)

H = intensidad de campo magnético (A/m)
B = induccién magnética (Wb/m)

J = densidad de corriente eléctrica (A/m?)

o = densidad de carga eléctrica (C/m?)

Juntamente con las Ecs. (1.1) debemos considerar la ecuacién de continuidad

dp
V-J+ 2= 1.2
ot 0 (12)
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que establece la ley de conservacién de la carga eléctrica. Sélo tres de estas
cinco ecuaciones son independientes, de modo tal que para hacer al sistema
definido debemos introducir las relaciones constitutivas que pueden ser es-
critas, siempre que la magnitud de los campos E y H y la de sus derivadas

temporales no sean muy grandes -como es nuestro caso- como:

D =¢E, (1.30)
B =uH, (1.3b)
J=0E. (1.3¢)

A través de las Ecs. (1.3) el medio es caracterizado desde el punto de vista
electromagnético por la permitividad eléctrica ¢ (F/m), la permeabilidad
magnética 1 (H/m) y la conductividad eléctrica o (S/m); estas cantidades son

tensores en caso de ser el medio anisétropo, y escalares en caso de isotropia.

€9, 02, U2

(2)

Finalmente, las condiciones de borde que
determinan la relacién de los campos electro-
magnéticos en la interfase de medios con dife-
rentes valores de los pardmetros ¢, o, u, ver

Fig.1.1, son las siguientes:

V'(BQ—Bl):O, VX(HQ—Hl):JS,
S vx (Ey—E,)=0, v-(Dy— D;) =g,
0q;
Jo—Jy) = —
v (Jo=d) ot

Figura 1.1: El vector normal
donde ¢, la densidad superficial de carga y J

v es positivo de (1) a (2).
es la densidad superficial de corriente, que es
nula cuando la conductividad en ambos medios

es finita.

Podemos enumerar ahora una serie de suposiciones que suelen hacerse al

utilizar el método magnetotelirico, que permiten simplificar las ecuaciones

que hemos escrito hasta aqui :

e La permeabilidad magnética del suelo es del orden de la del vacio en la
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mayoria de los casos, se considera entonces p = pg = 47 x 1077 H/m, excepto
en presencia de magnetitas donde esta hipdtesis no es vélida (Keller, 1987).
e Por simplicidad, los medios se consideran isétropos, pero no necesariamente
homogéneos.

e Se asume una dependencia temporal armoénica de los campos, puesto que
siendo las ecuaciones a resolver lineales, toda otra dependencia temporal
puede considerarse como una superposiciéon de ondas arménicas.

e En el rango de conductividades encontradas en la Tierra, de 1073 a 1 S/m,
y considerando que las frecuencias de interés varian entre 10~2 y 10* Hz, vale
siempre que

we
— k1,
o

con lo que podemos despreciar las corrientes de desplazamiento frente a las
de conduccién y el problema que nos ocupa ya no es de propagacién de ondas
en el subsuelo, sino de su difusién al interior de la Tierra.

e Por nuestra parte consideramos por simplicidad € y ¢ reales e independien-
tes de la frecuencia.

Con estas suposiciones, y asumiendo ademds que en la regién del subsuelo
considerada no hay inicialmente cargas libres ni fuente alguna, las Ecs. (1.1)

se reducen a las de Maxwell armoénicas

VxH = oE, (1.4a)
VxE = —iwuH, (1.4b)
V-E = 0, (1.4¢)
V-H = 0. (1.4d)

Siendo las dos ultimas ecuaciones consecuencia de las dos primeras, en nues-
tro andlisis numérico nos ocuparemos, como es usual (Ward y Hohmann,
1987) de las Ecs. (1.4a) y (1.4b). La onda plana incidente en superficie es
considerada como una condicion de borde en los casos mas simples o bien,
en los casos mas complejos, todo el problema puede ser reformulado como

veremos en el Capitulo 3.
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1.3 Fuentes

Las senales electromagnéticas naturales provienen de una enorme variedad de
procesos, origindndose ya sea en el centro de la Tierra o en distantes galaxias.
En el rango de interés del método M'T, hay sélo dos fuentes importantes, la
atmésfera y la magnetdsfera. Las tormentas eléctricas en la parte baja de
la primera son la causa dominante de campos con frecuencias entre 1 y 10
kHz. Un rayo generalmente consiste de una secuencia de descargas, llamada
“flash”. La primer descarga en esta secuencia es nube-nube, se llama “lider”
y abre el camino para otras 2 o 3 descargas del mismo tipo; finalmente se pro-
duce la descarga a tierra, que es la mayor fuente de energia electromagnética.
Los campos E y B generados decaen con la distancia de forma muy similar a
los de un dipolo eléctrico, hasta unos 50 km de producidos. Mas alla de esta
distancia, la forma de decaimiento de las senales, llamadas “atmosféricas”,
depende de la frecuencia, siendo las componentes de mayor frecuencia ate-
nuadas y las de menor preservadas por un efecto de guia de onda entre la
superficie de la Tierra y las capas de aire ionizadas en la ionésfera (Vozoff,
1991).

Los campos con frecuencias por debajo de 1 Hz son originados primordial-
mente en la compleja interaccién entre el campo magnético permanente de
la Tierra y el flujo de plasma solar que tiene lugar en la magnetdsfera (Kauf-
man y Keller, 1981). El campo magnético terrestre varia muy lentamente
en el tiempo con relacion al periodo de las fuentes consideradas, asi que no
es importante en aplicaciones magnetoteliricas. Pero su existencia causa
fluctuaciones moderadamente rapidas en un campo magnético secundario:
cuando las particulas que componen el viento solar encuentran a su paso al
campo magnético terrestre los electrones y protones son desviados en direc-
ciones opuestas, dando lugar a un efecto de corriente eléctrica e induciendo
un campo magnético. En su viaje hacia la Tierra desde la magnetésfera
estos campos atraviesan la iondsfera dando origen a ondas hidromagnéticas
(Orr, 1984). Al ser observadas en la superficie son clasificadas como mi-

cropulsaciones segin su periodo e intensidad. Las de frecuencias ultra bajas
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(ULF) son las utilizadas como fuente en el método MT, suponiendo que se
comportan como ondas planas (Madden y Nelson, 1986; Vozoff, 1991). Es-
ta simplificacién es generalmente aceptada y con ella trabajaremos en esta
Tesis, pero se han reportado casos (Hékkinen y Pirjola, 1986) en los que no

es valida.

1.4 Interaccién con la Tierra

Para ver por qué los campos MT transportan informacién sobre la distribu-
cion espacial de conductividad eléctrica de la Tierra tenemos que observar la
forma en que los campos interactian con el suelo.
Comencemos con el caso mas simple, unidimensional, donde una onda plana
con amplitud para el campo eléctrico A y frecuencia angular w incide sobre
un semiespacio de conductividad o, ver Fig. 1.2.

La solucién de las Ecs. (1.4a) y (1.4b) es E, =
Ae %z H, = Af—“e_ikz, donde k = (—iwua)%:@.

La cantidad E,

5= ] (1.5) -
~ Vwpo '

es la longitud de penetracion de la onda, que dismi-

1 tar la f ia de 1 da incident
nuye al aumentar la frecuencia de la onda incidente Figura 1.2: Onda

y la conductividad del medio. Para desprendernos de o
plana incidente so-

la dependencia con la amplitud del campo incidente, .
bre una Tierra ho-

definimos la tmpedancia Z como ) )
mogénea. El eje z es

E o PR
7z =2_1 hadld positivo hacia a 238
=g = 1+ 0y/5, bi)
o de forma equivalente para puede definirse la resistividad p
_ ZayZny

wp

donde la barra indica complejo conjugado. Para el presente ejemplo p,, se

Py (1.7)

reduce a la relacién p = 1/o.
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En general las medidas de los campos en superficie se interpretan en términos
de la resisitividad y de la fase v de Z, que es la diferencia de fases entre E
y H. En medios no homogéneos no es posible desprenderse totalmente de la
dependencia con el campo incidente y la resistividad, que se denomina ahora
resistividad aparente p® dependerd de la frecuencia del mismo.

En nuestro ejemplo, de la Ec. (1.6) se ve que la fase v es . Si el campo
eléctrico esta en el eje y y el magnético en el eje x, obtenemos para p,, igual
comportamiento que para pg,, con la diferencia que la fase de Z,, difiere
de la de Z,, en 7. Puede también observarse de la misma ecuacién que la
fase v es constante para el caso del semiespacio homogéneo, mientras que
el médulo de la impedancia decrece con la conductividad y aumenta con la
frecuencia. Esto es claro si lo pensamos en término de los campos, ya que al
ser éstos cuasi-estacionarios, el campo magnético es originado por corrientes
eléctricas y aumenta al aumentar o; el campo eléctrico tiene caracter rota-
cional, surgiendo como resultado de la variaciéon temporal de la intensidad
del campo magnético. A causa de esto, el campo eléctrico disminuye al dis-
minuir la frecuencia.

Consideramos ahora, como segundo ejemplo de la interaccién de los campos
con la Tierra, que ésta estda constituida por capas horizontales de distintos
espesores y conductividades. En cada capa tenemos para los campos E y

H, resolviendo Ecs. las (1.4), expresiones de la forma
Ae'*? 1 Bemk? (1.8)

donde el primer término es para la energia ascendente y el segundo para la
descendente. La capa mas profunda en este modelo es siempre infinita, de
modo que en ella el coeficiente A es nulo. Veamos algunos casos particu-
lares para comprender intuitivamante el comportamiento de la resistividad
aparente p® y la fase . Comencemos con los modelos de la Fig. (1.3). La ca-
pa superior es la misma en ambos modelos, pero gy = %01 en el primer caso,
y 03 = 1007 en el segundo. Vemos que cuando la frecuencia es lo suficien-
temente grande como para que la profundidad de penetraciéon § sea mucho

menor que el espesor h de la primer capa, p® = Uil, y cuando la frecuencia
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Modelo A Modelo B
A
1 km y o =1S/m o1 =1S/m
0'2:0.1 S/m 02:108/111
Resistividad Aparente Fase
90
10t b
Modelo A By Modelo B ]
60 | PN ]
100 F 45 | e
0| V
Modelo B 5l Modelo A ]
1ot S

‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
108 10°  10*  10° 102 100  10° 10 10° 10° 10* 10° 102 1007  1® 10
Frecuencia[Hz] Frecuencia[Hz]

Figura 1.3: Resistividades aparentes en Ohm-m y fases en grados en funcién de
la frecuencia en Hz, para modelos de dos capas. El modelo A corresponde a un

basamento resistivo, el modelo B a uno conductivo.
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h1 o1 =0.1 S/m

hg 09 = 103 S/m
Y

Resistividad Aparente [Ohm-m]

oy h,= 10km
PP .
10° ¢
h;=1km
10t}
10°  10°  10*  10° 10 10t 10° 10t

Frecuencia[Hz]

Figura 1.4: Cambios en la respuesta en la resistividad aparente con el espesor de

la segunda capa en un modelo de tres.

disminuye al punto que 6 > h, p® = Uiz,y alli permanece cuando w — 0.
Debe notarse que la respuesta en la fase v se da a mayores frecuencias que
la de la resistividad aparente p%, y que tiende a 7, la fase del semiespacio
homogéneo, tanto para frecuencias altas como bajas.

En ambos modelos, si incrementamos el espesor de la capa superficial, la
frecuencia tiene que disminuir de manera que los campos incidentes penetren
lo suficiente para que la respuesta en p® involucre a la capa inferior. En un
modelo de tres capas, ver Fig.1.4, p* — 0—11 a frecuencias altas, pero p® — a%
para frecuencias bajas. Para valores de frecuencia intermedios se acerca a
0—12. Cudn cerca llega a estar depende de los espesores y conductividades de
las capas 1y 2. Es claro que la capacidad de inferir la presencia de distintas

capas depende de sus conductividades, espesores y del rango de frecuencias
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presente.

Consideremos ahora el modelo bidimensional de la Fig.1.5, llamado contac-
to, que representa un semiespacio con dos conductividades diferentes o1 y
09. Este problema es soluble analiticamente (d’Erceville y Kunetz, 1962); el
andlisis de geometrias de esta clase es importante puesto que, a diferencia
de los modelos anteriores, en este caso se presentan discontinuidades en los
campos al atravesar la interfase.

Sea en este ejemplo o7 > 0y y la direccion de simetria el eje y. Analicemos
en primer término el modo T'M, de modo que el campo magnético de la onda
plana incidente apunta en la direccion de simetria. A distancias del orden de
dos veces la longitud de penetracién 6 en ambas direcciones desde el contacto
en z = ( la presencia del contacto no es distinguible, el campo magnético
H, es constante y toma el mismo valor, ya que el problema es esencialmente
unidimensional y puede mostrarse que en este caso el campo magnético en la

superficie es independiente de la conductividad del medio (Kaufman y Keller,
1981).

Mas atn, el requerimiento de continuidad de la
componente normal de corriente eléctrica .J, impli-
ca, debido a la ley de Ampére, que el campo H, es
constante a través del contacto. De esta manera,
Figura 1.5: Modelo de medir esta componente en superficie no es util para
detectar la presencia de la inhomogeneidad.

contacto de longitud in-
Por el contrario, el campo eléctrico E, varia a través

finita.
del contacto, ya que suficientemente alejados de él
., 1,2 144 . .
en cada regién vale Z1? = % = (Jff;f) respectivamente, estando suficien-
Yy

temente alejados del contacto, pero H, = H; siempre. Ademds, como la
densidad de corriente J, no es funcién de x (McNeill y Labson, 1991), y a
cada lado de la interfase la conductividad o es constante, debe ser el cam-
po eléctrico E, también independiente de xz. También debe verificarse que
01E} = 09F2, de modo que el campo eléctrico varfa de modo discontinuo.

Esta situacion se origina en la acumulacién de cargas en la interfase. En
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el ejemplo que tomamos, donde o, > 05, inmediatamente a la izquierda del
contacto, F, disminuye por la presencia de estas cargas, mientras que a su
derecha aumenta. La impedancia, y por ende la resistividad aparente tienen
el mismo comportamiento, haciendo que el medio conductor lo parezca ain
mas, y que la regién de menor conductividad se observe atin mas resistiva,
como se ve en la Fig.1.6. También podemos observar que al alejarnos de
la discontinuidad, la resistividad aparente toma los valores del semi-espacio
homogéneo. La fase tiene una variacién relativamente pequena sobre z = 0;
pero requiere distancias mayores a ambos lados para tomar el valor del semi-
espacio homogéneo.

Analicemos ahora el modo TE, considerando que es el campo eléctrico de la
onda plana incidente el que apunta en direccién y. La condicién de borde
requiere que £, sea continua en x = 0, y asi en el pasaje de la regién conduc-
tora a la resistiva el campo eléctrico aumentara su magnitud y profundidad
de penetracion, no presentandose en este caso acumulacion de cargas en la
interfase. Para analizar el comportamiento del campo magnético H, es nece-
sario primero ver qué sucede con Jy, que varia discontinuamente al pasar de
una region a la otra. Adyacente al contacto, del lado resistivo, la disminucién
del campo eléctrico hace que localmente la densidad de corriente disminuya.
En el lado conductivo, en las inmediaciones del borde se va a ver brusca-
mente aumentada por un mayor coeficiente de conductividad. Entonces, H,
aumenta en la cercania del contacto del lado conductivo, y disminuye del lado
resistivo. Sin embargo, este comportamiento se ve parcialmente compensado
ya que del lado resistivo la profundidad de penetraciéon de la corriente es
mayor que en conductivo, de modo que a distancias suficientemente grandes
H, es el mismo a ambos lados del contacto. La variacién en x de la densi-
dad de corriente J, establece una componente en la direccién del eje z del
campo magnético H,, que tiende a cero al alejarnos del borde, y lo hace mas
rapidamente del lado conductivo, porque alli las corrientes decaen antes. El
comportamiento descripto para los campos se ve reflejado en la resistividad

aparente y su fase, como puede observarse en la Fig.1.6. Finalmente, agre-



1.4. Interaccién con la Tierra 15

gamos que es usual en tareas de interpretaciéon de datos, utilizar la relacién
H,=1T,H,+1T,H,, donde las T; son cantidades complejas, para ayudar a
determinar la existencia de una direccién de simetria. Dada una estructura
bidimensional en la que z' es la direccién de simetria, la relacién anterior en

este sistema se reduce a H, = T)y Hy. Si el modelo que estamos tratando

90

Fase [Grados]

15 1

Resistividad Aparente [Ohm-m]

10—1 . . . . .
x [km]

Figura 1.6: Comportamiento de la resistividad aparente y fase a través del con-
tacto -situado en z = 0- mostrado en la Fig. 1.5, para el caso en que o; = 0.5,

o9 = 1072, y la frecuencia es 0.1 Hz, para los modos TM y TE.

esta cubierto por una capa homogénea, denominada sobrecarga, sus efectos se
ven suavizados en alguna medida. Cudn importante es este proceso depende

del espesor y conductividad de la capa, y de la frecuencia a la que se mide.
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Para frecuencias suficientemente grandes, la profundidad de penetracién es
menor que el espesor de la carga en cuestién, y el contacto no serd detectado,
mientras que si las frecuencias son bajas, la capa es casi invisible.

Existen otros ejemplos de modelos bidimensionales resueltos analiticamente,
como el de una secuencia de dos contactos, geometria denominada dique
(Rankin, 1962) o cilindros de seccién transversal circular o eliptica inmer-
sos en semiespacios homogéneos (Kaufman y Keller, 1981). Posteriormente
fueron presentadas soluciones (Weaver et al., 1985; Weaver et al., 1986) con
modelos que extendian los de Rankin; que se utilizan frecuentemente como
control de los métodos numéricos en sus aplicaciones bidimensionales. No
existen al presente soluciones analiticas a problemas tridimensionales, lo que
hace evidente la necesidad de contar con métodos computacionales capaces
de resolver problemas de modo aproximado, si se desean modelar cabalmente
las respuestas generadas por las diversas y complejas estructuras del subsuelo.
En la préxima seccién haremos un breve repaso sobre los distintos algoritmos

que existen en la literatura para modelado bi- y tridimensional.

1.5 Meétodos numéricos en magnetotelurica

La bibliografia existente en el campo del modelado numérico de problemas
electromagnéticos es muy amplia, ya que existen distintos métodos de re-
solucion -cada uno de ellos con variantes- y es posible escribir las ecuaciones
que modelan el problema geofisico de varias maneras. Brevemente, podemos
agrupar los diferentes métodos en tres clases. Por un lado tenemos métodos
de ecuaciones integrales (IE), que incluyen a su vez métodos de ecuaciones
integrales de volumen y de superficie; y por otro existen métodos que parten
del tratamiendo de las ecuaciones en forma diferencial, como son los métodos
de diferencias finitas (DE) y métodos de elementos finitos (FE). Hay actual-
mente un acuerdo generalizado en que los IE son adecuados para calcular la
respuesta de unos pocos cuerpos, mientras que los DE tuvieron en principio

mucha aceptacién, y la siguen teniendo en el modelado en el dominio del
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tiempo por su simplicidad en la implementacién, pero tienen la desventaja
de necesitar el uso de grillas rigidas. Por su parte, los FE tienen mucha
aceptacién por su versatilidad para modelar estructuras complejas, pero en
general han tenido problemas por los requerimientos de memoria y almace-
namiento.

Ciertamente, las referencias enumeradas abajo no engloban la totalidad de
la literatura disponible acerca de métodos numéricos en magnetotelurica.
Existen ademas métodos que siendo variantes de algunos de los menciona-
dos, permiten tratar problemas con fuentes modeladas por dipolos eléctricos
y/o magnéticos entre otros, tanto en el dominio del tiempo como de las
frecuencias, y son utilizados en los distintos métodos de prospeccion electro-

magnética en geofisica.

Las primeras soluciones numéricas a problemas de magnetotelirica bidimen-
sionales en el dominio de la frecuencia aparecieron a comienzos de los anos
setenta. Jones y Price (1971) presentaron una solucién de diferencias fini-
tas, y en el mismo ano Coggon (1971) discutié una solucién de elementos
finitos usando una formulacién variacional. Por su parte Hohmann (1971)
y Parry y Ward (1971) desarrollaron soluciones de ecuaciones integrales de
volumen y superficie respectivamente. Posteriormente Rodi (1976) introdu-
jo una version de elementos finitos para resolver las ecuaciones de Maxwell
como ecuaciones de segundo orden, hallando el campo paralelo a la direc-
cion de simetria, y a partir de éste, utilizando un esquema de diferenciacion
numérica, el campo transversal. En el mismo afio (Brewitt-Taylor y Weaver,
1976) fue también introducida una técnica de diferencias finitas para resolver
el problema bidimensional en magnetotelirica, siendo las condiciones de bor-
de utilizadas mejoradas en un trabajo posterior (Brewitt-Taylor y Weaver,
1978) para el caso particular del modo TM. En un trabajo cldsico (Wanna-
maker et al., 1987) las ecuaciones de Maxwell fueron tratadas, como usual-
mente, como ecuaciones elipticas de segundo orden, pero planteadas en esta
ocasién en término de los campos secundarios, lo que mejoré la exactitud

de la aproximacién. Dos afios mds tarde, Travis y Chave (1989) presentaron
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un algoritmo de elementos finitos adaptivo para atacar el problema bidimen-
sional. Ya en los 90, Pu et al. (1993) y Weaver et al. (1996) utilizaron
diferencias finitas para obtener el campo magnético en el modo TM, una
aproximacién no muy frecuente, ya que en general se obtiene la tinica com-
ponente del campo eléctrico, y a partir de ésta, las del campo magnético.
Posteriormente, también utilizando DE, se incluy6 el efecto de la topografia
(Aprea et al., 1997), es decir, la interfase Tierra-aire considerada en este caso
no es una linea horizontal.

Finalmente mencionamos que Everett y Schultz (1996) y Martinec (1997)
utilizaron FE para atacar el problema considerando la Tierra esférica con

simetria azimutal, y no plana con simetria en una direccién como es usual.

El problema tridimensional comenzo a ser tratado numéricamente a-posterio-
ri del problema bidimensional. Wannamaker y otros (1984a; 1984b; 1991)
modelaron inhomogeneidades tridimensionales en una Tierra estratificada
horizontalmente y resolvieron el problema utilizando ecuaciones integrales.
Existen también otras contribuciones realizadas con variantes del mismo
método (Weidelt, 1975; Ting y Hohmann, 1981; Xiong, 1992a; Zhdanov
y Fang, 1996a), las diferencias entre las distintas contribuciones en general
radican en la forma de aproximar el tensor de Green que aparece en las ecua-
ciones.

Entre los aportes desde las diferencias finitas, podemos mencionar a Zhdanov
et al. (1982), quien utiliz6 condiciones de borde asintéticas, y a Mackie et al.
(1993), quienes discretizaron la versién integral de las ecuaciones de Maxwell
sobre una grilla uniforme, haciendo transformaciones de coordenadas para
pasar a una irregular. En sendos trabajos, Torquil Smith (1996a; 1996b)
presento un algoritmo de DE sobre grillas desplazadas para el campo eléctrico
y magnético, resolviendo el sistema lineal resultante con un método de gra-
diente biconjugado con precondicionamiento. Posteriormente Weaver et al.
(1999) extendieron su trabajo previo (Weaver et al., 1996) a tres dimensiones.
Finalmente mencionamos los FE, que hasta ahora no han sido muy difundi-

dos, precisamente porque tratar a los modelos tridimensionales en la forma
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clasica implica demandas gigantescas de memoria y almacenamiento, como
mencionamos mas arriba. El primer aporte en esta clase lo realizaron Reddy
et al. (1977) discretizando el campo eléctrico total, luego Mogi (1996) utilizé
elementos hexaédricos isoparamétricos con ocho nodos para discretizar las
ecuaciones de segundo orden para el campo eléctrico secundario, y usé tam-
bién condiciones de borde asintéticas. Debe notarse aqui que el uso de este
tipo de elementos impide el modelado de contrastes importantes de conduc-
tividades puesto que implican la continuidad de las componentes tangenciales
y normales de los campos, u obligan a introducir expresiones explicitas de las
componentes normales discontinuas (Rétz, 1999). Sélo recientemente se han
dado a conocer trabajos en la direccién de esta Tesis. Sugeng (1999) presenté
un método que utiliza los llamados “elementos de borde”, donde sdlo es re-

querida la continuidad de las componentes tangenciales de los campos.
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Capitulo 2

Elementos Finitos para las

Ecuaciones de Maxwell

El método de elementos finitos es una técnica general para construir solu-
ciones aproximadas de ecuaciones diferenciales en dominios de forma arbi-
traria y con diversas condiciones de contorno. En cada caso particular involu-
cra la divisién del dominio en un nimero finito de subdominios més simples
y el uso de conceptos variacionales para construir una aproximacion de la
solucién sobre éstos. A causa de la generalidad de las ideas que forman la
base de la teoria del método, ha sido utilizado en resolver una gran variedad

de problemas en virtualmente todas las areas de la fisica matematica.

Estrictamente hablando, el método de elementos finitos es en realidad una
variedad de algoritmos que emplean una representacién subdominio a subdo-
minio de la solucién aproximada; han sido extensamente tratados (Zienkiewicz,
1977; Becker et al., 1981; Carey y Oden, 1983; Jin, 1993) con més énfasis
en aplicaciones y por (Ciarlet, 1978; Oden y Carey, 1986; Brezzi y Fortin,
1991; Brenner y Scott, 1994) con una visién més formal del método. En este
capitulo definiremos en primera instancia algunos conceptos béasicos, y luego
esbozaremos la teoria subyacente a los algoritmos utilizados en los capitulos

siguientes.
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2.1 Aspectos basicos del método

Consideremos el siguiente problema variacional abstracto:

Encontrar v € V' tal que
a(u,v) = f(v) Vv eV, (2.1)

donde el espacio de Hilbert V', la forma bilineal a(-,-) y la forma lineal f
verifican las hipétesis del teorema de Lax-Milgram (Brenner y Scott, 1994),
lo que garantiza la existencia de una unica solucién.

El método de Galerkin para aproximar la soluciéon de problemas como el
enunciado en Ec. (2.1) consiste en definir problemas similares en subespacios
de dimensién finita V" del espacio V. Especificamente, con cualquier V* C V
asociamos el problema discreto

Encontrar u” € V" tal que
a(ul ") = f("), V" e Vh (2.2)

Aplicando el teorema de Lax-Milgram, sabemos que este problema tiene una
tnica solucién u”, a la que llamamos solucion discreta.

En caso que la forma bilineal sea simétrica, la solucién esta también carac-
terizada por la siguiente propiedad:

J") = inf J(@"), (2.3)

vhevh

donde el funcional J estd dado por J(v) = fa(v,v) — f(v) (Carey y Oden,
1983). Esta definicién alternativa de la solucién discreta es conocida como
método de Ritz.

Podemos establecer que en su forma mas simple, el método de elementos fini-
tos es una técnica general para construir subespacios de dimensién finita V"
del espacio V' -que son llamados espacios de elementos finitos- para aplicar el
método de Ritz-Galerkin a un problema variacional. Esta construccion esta
caracterizada por algunos principios bdsicos:

e Particién del dominio 2: El conjunto sobre el que actiian los elementos de V'
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es dividido en un conjunto de subdominios K “simples”, llamados elementos.
Para dominios bidimensionales los elementos son rectdngulos o tridngulos,
siendo estos tltimos los mas adecuados para modelar dominios irregulares,
mientras que en tres dimensiones la subdivisiéon puede hacerse en tetraedros,
prismas triangulares o prismas rectangulares.

Este paso es muy importante porque la forma en que el dominio es subdivi-
dido afecta el tiempo de célculo, la memoria requerida y la exactitud de los
resultados numéricos.

Las funciones del espacio V' definido sobre {2 son luego aproximadas, forman-
dose con las aproximaciones el espacio de elementos finitos V", de dimensién
finita y a partir de éste, se construyen los espacios R = {v"|g;v" € V"},
restricciones a K de las funciones de V",

e Funciones aproximantes: Es usual que los espacios R contengan polinomios
-o funciones obtenidas de polinomios por un cambio de variables- de primer,
segundo o mayor orden. Esta iltima opcién implica en general una formu-
lacion mas complicada; ademas hay que tener en cuenta que no tiene sentido
tomar polinomios de orden mayor, si no esperamos una solucién varias veces
derivable.

e Se considera también importante la existencia de una base del espacio V"
cuyas correspondientes funciones base tengan soportes tan pequenos como sea
posible, estando implicito que las funciones base sean facilmente descritas.
Podemos ahora dar una definicién formal de elementos finitos, que tiene en
cuenta lo antes mencionado (Brezzi y Fortin, 1991; Brenner y Scott, 1994):
Un elemento finito en R" es una tripla (K, R, N) donde

(1) K es un subconjunto cerrado de R™ con un interior no vacio y un borde
Lipschitz-continuo.

(74) R es un espacio de funciones reales sobre K.

(791) N es un conjunto linealmente independiente de formas lineales ®;, 1 <
1 < m definidas sobre un espacio que incluya a R.

Se requiere que el conjunto N sea R-unisolvente, es decir que dados cua-

lesquiera escalares reales a;, 1 < ¢ < m exista una tnica funcién r € R tal
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que

Consecuentemente existen funciones r; € R, 1 < ¢ < m que satisfacen

Como tenemos que
VreR, r= Z@i(r)n, (2.6)
i=1

el espacio R es de dimensién m. Las formas lineales ®; se llaman grados
de libertad del elemento finito, y las r;, funciones base. La R-unisolvencia
de N es equivalente a que las m funciones ®; forman base del espacio du-
al en sentido algebraico de R, y puede verificarse en general si haciendo
®;(r) =0, 1 <i<m implica que r = 0.

Ciertamente la eleccién de grados de libertad no es tnica, dados K y R se
obtienen elementos finitos diferentes si se eligen uno u otro conjunto de gra-
dos de libertad. Como ejemplo supongamos que K es cualquier tridngulo.
Sea R; el conjunto de polinomios en dos variables de grado < 1. Sea N =
{®y, o, P35}, donde los grados de libertad son la evaluacién del polinomio en
los vértices z;, 1 < i < 3 del tridngulo, es decir ®;(r) = r(z;), 1 < i< 3, ver
Fig.2.1a. Sean L;, 1 <1 < 3 las rectas que incluyen a los lados del tridngulo.
Supongamos ahora que 7 € R se anula en z;, i = 2,3. Como 7|, es una
recta de una variable que se anula en 2 puntos, 7|7, = 0. Podemos entonces
escribir r = ¢L; con ¢ constante. Pero r(z1) = cLi(z1) = 0, luego ¢ = 0
ya que Li(z1) # 0. Concluimos que r = 0 y N es R-unisolvente. Las tres
funciones base para esta eleccién de grados de libertad se encuentran usando
Ec. (2.5), tomando r = a + bz + cy. Aplicar los grados de libertad a este
polinomio conduce a un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas, los co-
eficientes a,b y c. Su resolucién usando secuencialmente como lado derecho
las columnas de la matriz I343 nos da la respuesta buscada. En la Fig.2.1b

se elige otro conjunto de grados de libertad ®;(r) = r(m;), 1 <i < 3, donde
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(19}

Figura 2.1: (a) Tridngulo lineal de Lagrange. Observar que “e” significa eva-

luacién en el punto donde estd ubicado el circulo. (b) Tridngulo lineal no-conforme
de Crouzeix-Raviart. (c) Tridngulo de Argyris. Aqui la circunferencia interna
indica evaluacion del gradiente en el vértice, y la externa la evaluacion de las tres
derivadas parciales en el mismo punto, la flecha indica evaluacién de la derivada

normal en el punto medio.

m,; son los puntos medios de los lados del tridangulo. Conectando los puntos
medios con rectas, determinamos un tridngulo en donde r se anula en los
vértices, repitiendo el argumento anterior este conjunto N’ es también uni-
solvente. Como vemos en la Fig.2.1c existen conjuntos de grados de libertad
mas complicados que los anteriores. En este caso son 21, y es unisolvente
sobre el conjunto de polinomios de grado menor o igual que 5.

Dado un elemento finito (K, R, N) en el que N es R-unisolvente, y una

funcién v : K — R definimos al R-interpolante local de v por
m
i=1
o equivalentemente a través de las siguientes condiciones:
HK’U €ER y q)z(HKU) = (bi(’l)), 1 S 1 S m. (28)

Esta definicion implica que I1xv es el dnico elemento de R que toma los

mismos valores que v en los nodos. Por su parte, el interpolante global en el
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dominio Q2 se define por Ik f|x, = Ik, f VK; para f suficientemente regular.
Los interpolantes se utilizan cuando se estudia el error cometido al aproximar
la solucién de manera discreta.

Mencionamos mas arriba que estos aspectos basicos establecen al método de
elementos finitos en su forma més simple; estamos interesados, sin embargo,
en considerar algunas variantes:

e Se puede partir de un problema variacional diferente a (2.1), como en el
caso de los problemas mixtos; con este nombre se denomina a una variedad
de métodos de elementos finitos en el que se tiene més de un espacio aproxi-
mante. Una caracteristica de los métodos de elementos finitos mixtos es que
no todos los espacios aproximantes conducen a soluciones discretas conver-
gentes.

e El espacio V" en el que se busca la solucién discreta puede no ser un sube-
spacio del espacio V. Esto ocurre, por ejemplo, cuando las funciones del
espacio V" no cumplen con las condiciones de continuidad adecuadas entre
elementos adyacentes, dando lugar a los problemas no conformes. En general
estos elementos tienen algunas ventajas -por su simplicidad- sobre los con-
formes pero en algunos casos pueden dar, como en el caso anterior, soluciones
divergentes o converger a la solucién incorrecta.

Son métodos mixtos y mixtos no conformes los que vamos a describir en
las proximas secciones, aplicandolos a la resoluciéon de las ecuaciones de
Maxwell arménicas. No detallaremos en esta instancia los modelos que esta-

mos tratando, tarea a la que nos abocaremos en los préximos capitulos.

2.2 Caso bidimensional

Previo a la formulacién de nuestro problema, vamos a introducir alguna
notacién. Para todo entero no negativo s, (H*(2), || -||s) denota el espacio de
Sobolev usual sobre © (Adams, 1976). En particular H°(2) = L2(Q) y || - |l
es la norma usual en L?, inducida por el producto interno (v, w)q = [, vwdz,

donde la barra indica complejo conjugado. Si I' estd contenida en el borde
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0 del dominio €2, definimos (v, w)r = [ vwds para el producto interno en
1

L*(T), con la norma asociada por | - o = (-, )2.
Para una funcién escalar ¢(z, z) definimos
dp Oy
lp=|—-—=,=— 2.9
cury ( 82”63:)’ (2.9)

y para un vector w = (w,, w,) en el plano zz definimos el escalar

ow, Ow,
curlw = 5 " B (2.10)
Sea también
H(curl, Q) = {p € (L*())? : curl p € (L*(Q))*}, (2.11)

un espacio de Hilbert con producto interno y norma

(P, W) ) = (P, %) + (VX p,V x %) ||pllceurey = (lpll3 + || curl pl|3)>.
(2.12)

2.2.1 El modo TM

Estamos interesados en encontrar una aproximacion discreta a la solucion

(U, v) del problema:

oU —curlvy = —g, en( (2.13a)
curlU +iwpv = 0, en () (2.13b)

(1—i)1/ﬁU-T+v = 0 sobre 0Q =T, (2.13¢)

que es el correspondiente al modo 7'M de las ecuaciones de Maxwell arménicas
para campos secundarios en un dominio bidimensional; veremos en detalle la
formulacion del modelo que conduce a estas ecuaciones en el Capitulo 3. El
dominio €2 es una regién rectangular del plano zz, T es el vector tangente al
borde I' tomado en sentido horario, g = (g,0) y se asume que la conductivi-
dad esta acotada superior- e inferiormente por numeros positivos.

Si testeamos la Ec. (2.13a) usando 9 € H(curl,2) como funcién de prueba
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e integramos por partes haciendo uso de la Ec. (2.13¢) (Girault y Raviart,
1981) y testeamos la Ec. (2.13b) usando a ¢ € L?(§2) como funcién de prueba
obtenemos el siguiente problema variacional mizto:

Encontrar (U,v) € H(curl,Q) x L?(9) tales que

(U, %) = (v, curl ) +((1 =i)aU - 7,4 - 7) = —(9,9),
@ € H(curl, Q), (2.14a)
(curlU, ¢) + (iwpv, ) =0, @€ L*(Q),  (2.14b)

!
donde usamos a = (ﬁ) *. Santos (1998) definié una familia de elementos
finitos para encontrar la solucién discreta a este problema; el desarrollo si-
guiente se basa en sus ideas.

Definimos una particién del dominio () en un conjunto de rectangulos €2;
de didmetros acotados por h, de modo tal que cubran a todo el dominio, y
que la interseccién entre dos subdominios diferentes sea vacia. Existen otras
restricciones usuales para mallas de elementos finitos (Brenner y Scott, 1994)
que la particion asi definida cumple automaticamente. Llamamos ademas I';
al conjunto de cuatro segmentos que forman el borde del elemento €2;.

Definimos también los espacios

Vi ={U" € H(curl, Q) : U"|q, € Poy x Py},
W ={v" € L*(Q) : v"|o, € Poyo} .

P, ; denota los polinomios de grado no mayor que 1 en  y no mayor que 0 en
z. Sean también th =Vhlg, v th = Wh|q, las restricciones de los espacios
Vhy Wh al subdominio Q5. Dado 9 € (H'(Q2))?, definimos ahora los grados

de libertad sobre 25 utilizando los cuatro momentos

Mry(@) = { (-7, f)rss f € B(TY), s=L,RBT}.
(2.15)

Los elementos de la base local se obtienen con esta definicién en [0, 1] -el
llamado elemento de referencia- y luego mediante traslaciones y escaleos se

da la base en cada ;. La base de V" se obtiene extendiendo cada base local,
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P! = (2,0) P = (=1+20)
"pL = (07 1- .’1?) "»bR = (0’ —I)

Tabla 2.1: Funciones base en [0, 1]? para V".

haciéndola nula fuera del dominio correspondiente. Para construir entonces
la base de referencia, tomemos un elemento r = (a+ bz, c+dz) de Py; x Py

y le aplicamos los grados de grados de libertad, obteniendo el sistema

1 1 O 0 a

-1 0 0 O b
(2.16)

0 1 0 c

0 -1 -1 d

Resolver sucesivamente los cuatro sistemas lineales con lado izquierdo dado
por la Ec. (2.16), y cuyos lados derechos son las columnas de la matriz I 4, 0
de forma equivalente tomar las columnas de la matriz inversa de la matriz de
coeficientes en la Ec. (2.16), nos da los coeficientes de los vectores de la base
buscados, que se muestran en la Tabla 2.1. Para el espacio W" la eleccién
de la funcion base es simple, ya que podemos tomar la funcién caracteristica

©(z, z) del cuadrado de referencia,

O(s.7) = 1si (z,2) € [0,1]? (2.17)

0 en todo otro caso.

El elemento finito mixto que queda asi definido es unisolvente y conforme
en H(curl,2), donde esta ultima caracteristica implica que las funciones
de V" tienen componentes tangenciales continuas en los bordes internos I';
(Nédélec, 1980). Si bien estos elementos no son tan usuales como los presen-
tados, por ejemplo, en (Lee y Masden, 1990) donde los grados de libertad
quedan fijados por evaluacién de los polinomios en los vértices del subdo-
minio, tienen la ventaja de poder tratar discontinuidades de las propiedades
del medio de forma transparente (Monk, 1992; Monk, 1993).
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La aproximacién de elementos finitos mixtos de las Ecs. (2.13) estd dada por
la restriccién del sistema (2.14) a los espacios V* x W
Encontrar (U" v") € V? x W" tales que

(OUh7 '(,b) - (Uh7 Curl’lp) + <(1 - i)aUh : T,’lb : T) = _(ga¢)7
PYeVh  (2.18a)
(curl U", @) + (iwp o™, ) =0, @ e Wh (2.18b)

Esta variante, llamada global, conduce a un sistema de ecuaciones lineales
de solucién unica con 3n,n, + n, + n, incégnitas, si n, (n,) es el nimero de
subdominios en direccién z (z) respectivamente.

Estamos interesados en un método que sea apto para procesamiento paralelo
y que nos permita evitar la resolucion de sistemas lineales con un nimero
generalmente elevado de incognitas; para ello se hace necesaria la introduc-

cién de algunos nuevos conceptos.

Hibridizacion: Para obtener un método hibrido a partir del anterior, se
remueve la condicién de continuidad de las componentes tangenciales de los
elementos de V" sobre las fronteras interdominios, y se las acopla indirecta-
mente mediante vinculos validos sobre dichas interfases, cuyo cumplimiento
se fuerza a través de la introduccién de multiplicadores de Lagrange. Como
resultado de esta formulacion, pueden hacerse aproximaciones de la solucion
en el interior de un elemento €); independientes de las aproximaciones so-
bre sus bordes (Carey y Oden, 1983). El planteo hibrido tiene asociado un
problema algebraico mas simple que, en nuestro caso, al correspondiente a
las Ecs. (2.18) (Arnold y Brezzi, 1985), pero se paga el costo de introducir

nuevas variables.

Descomposicién de dominio (DD): La idea general es dividir el do-
minio en el cual se quiere resolver una ecuaciéon diferencial en varios sub-
dominios, lo que conduce a algoritmos naturalmente paralelables. Si bien los

métodos DD surgieron para resolver problemas elipticos, han sido utilizados
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con asiduidad para resolver también otros tipos de ecuaciones diferenciales
parciales (Keyes et al., 1992; Keyes y Xu, 1994), entre ellas las ecuaciones de
Maxwell arménicas (Després et al., 1992). Existen dos tipos de métodos DD,
con y sin superposiciéon de dominios. En general los primeros son méas simples
en el sentido de su implementacién, pero son sensibles a discontinuidades en
los coeficientes del problema, y duplican los calculos en las areas superpues-
tas, lo que es particularmente costoso en el caso de problemas tridimensiona-
les con gran nimero de subdominios. Los segundos, por su parte, resuelven

las desventajas del caso anterior, pero pueden ser computacionalmente caros.

En el caso que estamos tratando la descomposicién del dominio €2 coincide
con la particién asociada con los espacios V* y W", es decir elegimos una,
descomposiciéon donde los dominios no se superponen. Nuestro objetivo es

resolver localmente, en cada (25, las ecuaciones (2.13), es decir

oUj; —curlvyy; = —g;, en € (2.19q)
curlUj +iwpv; = 0,  en (2.190)

(1—14) ZLUj-Tj—l—vj = 0 sobre BY, (2.19¢)
V 2w

donde utilizamos Bf = I' N Tj. Claro que en los bordes internos deben
imponerse condiciones de consistencia, tanto para U; como para v;. Las
condiciones utilizadas son la continuidad de la componente tangencial de U ;
y la continuidad de v; a través de todas las fronteras I';j, tales que I'yNI" = ¢,
es decir en todos los segmentos, que formando parte del borde de los dominios
25 no son también parte del borde externo. Ambas condiciones pueden ser
expresadas equivalentemente mediante las condiciones de borde de Robin
(Douglas et al., 1993b; Kim, 1995)

V5 + /Bijj *T; = —ﬂijk “ Ty + Uk sobre ij, ij C Pj, (220@)
Uk + ﬂijk T = —ﬂijj * T + V5 sobre ij, ij C Fk, (220[))

donde Bk es un pardmetro de relajacién complejo con parte real positiva y

parte imaginaria negativa, que se introduce para acelerar la convergencia.
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Aqui denotamos por (% a los vecinos del dominio 25, y denominamos I'jx
al segmento compartido por los dominios adyacentes {25 y (. Debe tenerse
cuidado al considerar los bordes, puesto que |I'jx| = |I'y;|, pero la direccién
del vector tangente cambia a cada lado de los mismos.

La forma variacional del problema con descomposicién de dominio se obtiene
de las Ecs. (2.19) en forma andloga al caso global, observando en este caso
que en la integracién por partes deben ser tenidas en cuenta también las
interfases internas. Su formulacién es la siguiente: En todo €2; encontrar
(Ujy,v;) tal que

(cUj,¢)q, — (v5,curl9p)q, — Z (v3,% - T3)r, +
U
(Q=0)aU; 15,4 -75)pe = —(9,¥)o;, ¥ € H(curl,Qy), (2.21q)
(curlUj, @)o, + (iwpvs, ©)o, =0, ¢ € L*(Q5).  (2.21b)

Reemplazamos ahora v; en el tercer término del lado izquierdo de la Ec.
(2.21a) por la expresién que se obtiene despejandolo de Ec. (2.20a), y luego
pasamos al lado derecho de (2.21a) todos los términos que involucran a do-
minios vecinos del {2, ya que, como mencionames anteriormente, el obje-
tivo de la técnica de descomposicion de dominio es localizar los calculos
correspondientes a cada subdominio. Es natural en esta instancia sugerir la
construccién de la solucién del problema planteado de esta manera en for-
ma iterativa, asumiendo que los vecinos a 15 -el lado derecho del sistema
de ecuaciones- yacen un nivel atrasados. De esta manera el problema que-
da planteado como sigue: eligiendo arbitrariamente (U?,v?), se computan

(UL, v7*") mediante las ecuaciones
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(U™, ), — (v, curl ),
+ Z (BpUT 15,4 - T5)r,,
k
Ixnl=¢
(1= 0)aUS - 75,4 - Ti) By =
—(g,¢)nj - Z (BUy - T — vy, ¥ - Tj)FJ—k,
k
Txnl=¢
¥ € H(curl,Q;), (2.22q)
(curl UM, p)q, + (lwp it )a, =0, @€ L*(Qy), (2.22b)

j
Antes de dar la versién discreta del sistema de ecuaciones (2.22) es preciso
tener en cuenta que como las funciones del espacio W" pueden ser discon-
tinuas en los bordes I'jx, imponer las condiciones de consistencia (2.20) im-
plicaria que la condiciéon de continuidad de la componente tangencial de U
se violaria a menos que la aproximacién discreta v” sea una constante, caso
que obviamente no nos interesa. Hibridizamos (Douglas et al., 1993a; Beckie
et al., 1993; Mosé et al., 1994) nuestro problema, incorporando entonces un
conjunto de multiplicadores de Lagrange, asociados al valor de vgl sobre los

bordes internos.
A ={\ A p, € B(Tye), TixNT = ¢} (2.23)

Se debe notar aqui que los valores que toman los multiplicadores sobre el
borde quedan disociados de esta manera del valor de v” en el interior del
subdominio, y que sobre el borde I'jx existen dos multiplicadores, asociados
a v? y a vl respectivamente, que tienden al mismo valor cuando el método
converge; las versiones discretas de las condiciones de consistencia (2.20) se
obtienen haciendo los reemplazos pertinentes.

Podemos entonces establecer el algoritmo de elementos finitos mixtos hibrido

. . - B0 k0 yhO yhO
con descomposicién de dominio como sigue: Eligiendo (U, v, A\, A ) €

hatl | hotl yhntl

VI x W x Al x A}, arbitrariamente, se computan (U™, v}
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Vi x W x A%, como la solucién de las ecuaciones

(U™ 4h)oy — (05", curl i),
+ Z (B UY™ - 75,4p - Thr,,
ijfﬁ":(ﬁ
, hn+1
H(1 = 9)aUF™" - 75,0 - T5)pg =
_(g, "’b)QJ —_ Z <ﬁ]kUII{1’n . Tk - 1}1:’/’”’ ,(p . T)ij,
ijﬂkF:(ﬁ

Y eV, (2.24a)

(Curl Ugl,n+17 QD)QJ + (ZWN UJ"L,n+1> (ID)QJ = 07 ZBS tha
(2.24b)

)\?fcnﬂ = )\ﬁjn - ﬂjk(U?’nH T+ UM . 7)) sobre L, FpND =6.
(2.24¢)

Santos (1998) probé que el método iterativo (2.24) converge a la solucién del
problema discreto global, y encontré una cota para el error de este tltimo,
de orden h para el caso de polinomios de primer orden para aproximar U y

funciones constantes a trozos para aproximar v que aqui describimos.

2.2.2 El modo TE

En este caso el problema que queremos aproximar es

curlu +iwpV = 0 en Q, (2.25a)
curlV. = ou+f en Q, (2.25b)
(1-4dau—V -1 = 0 sobrel. (2.25¢)

Si multiplicamos (2.25a) por @ € H(curl,€)) e integramos por partes, y si
testeamos (2.25b) contra ¢ € L?((2), el problema variacional mixto queda

planteado de la siguiente manera: Encontrar (V,u) € H(curl,Q) x L?*(Q)
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tales que
. 1+
(twpV, ) + (u, curlep) + (( " Wr - 1) =0,
1 € H(curl, Q), (2.26a)
(curl V., ) — (ou,0) = (f,¢), ¢ € L*Q). (2.260)

A partir de este estadio se siguen, con pequenas variaciones, los pasos descrip-
tos en la seccién anterior. Cuando aplicamos la descomposicién de dominio
las condiciones de consistencia en las fronteras internas son la continuidad
de u y la de la componente tangencial de V', de modo tal que las condiciones

de Robin son en este caso

u; — BV Ty =ux — BV - T Ty C Ty, (2.27a)

ux — Bx Vi Tk = uj — BV - 75 Ty C Tk (2.270)
Asociando en este caso multiplicadores de Lagrange Ag’k ~ u? en la interfases
internas I'jx, el método mixto de elementos finitos hibrido con descomposicién
de dominio es el siguiente: Se eligen (V?’O, u?’o, /\?1;0) € VI x Wk x Al x Al
arbitrariamente. Luego, se obtienen (V{1 oomH AP+ € Vi wh x Al
como la solucién de las ecuaciones

+ (u?’nﬂ, curl ),

+ Z <)‘?l’cn+11 ’lp : Tj>rjk

k
[Nl=¢

+((

(iwp V™ 4h)q

J

1+

YWV ah 1) g = 0,
Y e V" (2.28)
(curl ng,m—l’ QO)QJ- - (UU?’nHa @)Qj = (f, @)Qj’
e W, (2.28b)
N = A"+ B (V™ - m 5+ V™ - 1) sobre Ty, e N 092 = ¢
(2.28¢)
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2.3 Caso tridimensional

La extension del problema que tratamos a tres dimensiones, si bien las ideas
subyacentes son las mismas, no es inmediata. Antes de avanzar, debemos
redefinir algunos conceptos utilizados en la seccién anterior. Asi el dominio
Q2 es ahora un prisma rectangular, y el borde 02 = I son las seis caras del
prisma. La subdivisién del dominio se realiza en paralelepipedos €25 de volu-
men Ay, - hy, - h;; T's es la frontera del subdominio €25. Por T entenderemos
ahora al rectdngulo comin a los dominios 2; y €%. Nuevamente vale que
II'jx| = ||, pero en el primer caso -lado izquierdo de la igualdad- el vector
normal unitario v apunta desde €); hacia ), y en el segundo, a la inver-
sa. Concomitantemente debemos modificar los espacios H (curl, Q) y L?(),

ahora
H(curl,Q) = {cp € (L*(Q)P:Vxype (LQ(Q))3}. (2.29)

Sin detallar el origen del modelo, de lo que nos encargaremos mas adelante,

establecemos el problema cuya solucién (U, V') queremos aproximar como

oU -V XV =F en €, (2.30a)

iwpV +V xU =0 en €, (2.300)

(1—4)PaU +vxV =0  sobre [, (2.30¢)

donde v es el vector unitario normal aT', y P,¢p = —v X (v X ¢). La prueba

de la existencia y unicidad de la solucién a este problema estd dada en (San-
tos y Sheen, 2000).

Anélogamente al caso bidimensional, para obtener la forma variacional mix-
ta del sistema (2.30), testeamos la Ec. (2.30b) con la funcién de prueba
p € (L*(Q))?, vy la Ec. (2.30a) con ¢ € H(curl, ), e integramos por partes
haciendo uso de la Ec. (2.30¢) (Sheen, 1992). Tenemos entonces que encon-

trar el par (U, V') solucién de
(U, ¢) = (V,V x ) +((1 —i)PraU, Prip) = (F, ¢)
1 € H(curl, Q), (2.31a)
(iwpV, @)+ (VxU,9) =0, @e(L’(Q)°.  (231d)
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La descripcién de los espacios de elementos finitos no conformes que vamos
a utilizar en la discretizacién del problema planteado sigue a (Douglas et al.,
1999; Douglas et al., 2000). Uno de los objetivos de usar este tipo de ele-
mentos finitos es facilitar los cédlculos, relajando la condicién de continuidad
entre las caras de los subdominios restringiéndola al centro del rectdngulo.
Para hacerlo correctamente deben utilizarse espacios aproximantes Y y Z"
de H(curl,Q) y ((L*(2))? respectivamente con caracteristicas distintas a los
descriptos para el caso bidimensional. Para construir estos espacios de ele-
mentos finitos, introducimos los espacios de polinomios Q(K) = QX Qy X Q,

sobre el cubo de referencia K = [—1,1]?, donde

Qw :Span{laya 2 <y2 - ? 4) - <22 - §Z4>}a

)

)y = Span {1,z,x, <z2 - §z4) _ (xz .
5
3

QZ :Span {1axay7 (372 -

w

y S(K) =S x Sy x S, donde

Sy, =S
y = Span 3
10 10
2:S 1, _ 3, _ 3
S pan{ x 33: Y 3y }

Los grados de libertad para Q(K) son la evaluacién en los puntos medios de

las caras de las componentes tangenciales,

O(¢p) = {(Prep)(mi),i = 1...6} (2.32)

donde m; es el centro de la i-ésima cara del cubo K, mientras que para S(K)

estan definidos por los momentos

/cpldxdydz y /curlcpldxdydz, l=u,y, 2, (2.33)
K K
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Funciones base para Q(K) y S(K)
o P” n "
W, G110 (@500 |1 (100
€. (G+5-50 -3 - ("-3"),0,0) | 2 (5 (y-5v°),0,0)
So (1=3+5W =5y = (2" =357")),0,0) |3 (=5 (2= 5%),0,0)
No (G+5+50" -5y — (2 =32'),0,0) |4 (0,5,0)
By (0,5-5—5(@ =50 =(*=57"),0) | 5 (0,—5 (v - 34°),0)
Fy 05+5-50"=52"=(z"=321)),0) | 6 (0,5 (== $2%),0)
W (0,05 =3+5 (@ —32' = (v’ =354"))) | 7 (0,0,5)
€. (0.0, 3+5+5 ("= 32" = ("= 34"))) | 8 (0,0,55 (¢ - 5'a?))
Sy (05 —5+5(@* =528 = (z*=321)),0) |9 (0,0, —55 (v — 3*))
Ny (05 +5+5 (2" =30 = (3= 32")),0)
B. (0,0,5-5-5(" 32" = (v" = 3¢)))
Fo (005455 —52" — (v —5y")))

Tabla 2.2: En las funciones base de Q(K), ¥** significa componente ¢ no nula en
el punto medio de la cara A del cubo de referencia K = [—1,1]3, ver Fig.2.2 por
detalles sobre K. Puede también verse que el espacio S(K) es el curl de Q(K),

una propiedad que deben verificar los espacios de los métodos mixtos.

donde curl debe entenderse bidimensional. Las Ecs. (2.32) y (2.33) proveen
los doce (nueve) grados de libertad para determinar univocamente los ele-
mentos de Q(K) (S(K)) respectivamente. Para obtener la bases de estos
espacios asociadas a los grados de libertad definidos, procedemos de igual
manera que en el caso bidimensional, aplicando los grados de libertad a un
elemento genérico, y obtenemos, para el caso de Q(K) un sistema lineal de
doce ecuaciones, y para S(K) uno de nueve. Las columnas de las matrices
inversas de la matrices de coeficientes nos dan los coeficientes de los vectores
de la bases mostradas en la Tabla 2.2. Para la definicién del espacio Y"

introducimos el siguiente conjunto de vectores constantes bidimensionales

Ab — {j\h : S\hlrjk = Ajx € Py x Py en cada cara [y, de Qj, A + Ay = 0} '
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Figura 2.2: Cubo de referencia. Consideremos por ejemplo a 1"V=. En el pun-
to (0,-1,0), Pryp"= = (1,0,0), mientras que en los restantes puntos medios vale
(0,0,0). Andloga es la situacién con las demds funciones base de Q(K). Esta es
una propiedad importante para la estimacién del error de aproximacién del método

(Douglas et al., 1999)

Ademds usamos ({a,b))r,, para denotar la aproximacién a (-,-)r, mediante
la regla del punto medio sobre Iy, es decir, si mjx es el punto medio de la

cara [y,
<<a7 b»rjk = ‘PJk‘(al_)) (mjk)'
Estamos ahora en condiciones de definir los espacios de elementos finitos que

utilizaremos en nuestra aproximacién del problema (2.30) como

Y= {1& € (L)) : dlo, € Q%) ¥y D (0, Pp)ry, =0, VO€ f\h} :

7" ={p € (L(%))* : pla, € S(©3)} -

La tltima condicién en la definicién del espacio Y” es la que expresa el
relajamiento de la restriccion de continuidad de las componentes tangenciales
de las funciones a través de las caras; ahora sélo se requiere dicha continuidad
en promedio y sélo en los puntos medios de las mismas.

Finalmente el procedimiento de elementos finitos mixtos no conformes es la
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restriccién a los espacios que acabamos de construir de las Ec. (2.31). Por

lo tanto debemos encontrar (U", V") € Y* x Z" que verifiquen

(cU", ) — Z(Vh’ V x @), + (1 — i) PaU", Paphyr = (F, 1)

P €Y (2.34a)
(lwpV", @)+ (VX U" @), =0, ¢ € Z" (2.34b)

J

En (Douglas et al., 2000) se demuestra que el error asociado a este método

es asintéticamente de orden h'/2.

2.3.1 Descomposicion de dominio e hibridizacion

Para obtener la versiéon con descomposicion de dominio, procedemos de ma-
nera andloga al caso bidimensional. Restringimos el problema (2.30) a cada
uno de los subdominios {2; de la descomposicion, que nuevamente hacemos
coincidir con la particion de elementos finitos. Las condiciones de consistencia
entre los bordes internos son la continuidad de las componentes tangenciales

de las funciones, es decir

P.U; = P,Uy sobre T'jy, (2.35a)
v X V_] = —Vx X Vk sobre ij. (235b)

Nuevamente, estas condiciones pueden ser reescritas como condiciones de

transmisién de Robin, que en el presente caso se leen

(Vj X VJ + /BJkPTUJ) = —(Vk X Vk — ﬂjkP’TUk) sobre FJk C FJ,(236G)
(Vk X Vk =+ BjkP’rUk) = —(VJ X V_] — BJkPTU_]) sobre ij C Fk,(236b)

donde ahora (j; es un nimero complejo con parte real positiva y parte ima-
ginaria negativa o nula. Si seguimos los pasos detallados en el caso bidimen-
sional para obtener la Ec.(2.21), y despejamos de la Ec. (2.36a) a v; x V;

en los bordes internos I'jx podemos escribir el problema variacional mixto
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con descomposicion de dominio a nivel diferencial como sigue: Hallar pares
(U;,V5), j=1...J solucién de

(0Uj,9%)a, — (V3,V X 1h)q
+ Y (Bu(PU; — PUy) + v X Vi, Prp)r,,
Lyl=¢
+((1 —i)P,aU;, Pap)r, = (Fj,4)q,, % € H(curl,Q;), (2.37a)
(wpVi, @)a; + (VX Uj, @), =0, @€ (L*())°.  (2.37)

El proceso iterativo motivado por (2.37) se establece pasando como anterior-
mente los términos que involucran a vecinos del subdominio €25 al lado dere-
cho de las ecuaciones, y considerando a este ultimo un nivel atrasado. Ahora,
para obtener la version discreta del método iterativo, debemos hibridizar al
proceso iterativo propuesto, incorporando un conjunto de multiplicadores de
Lagrange asociados con la componente tangencial de V' evaluada en el punto
medio de la interfase -es decir A ~ (v; x V5)(mjx) sobre I'j- para relajar
la condicion de continuidad impuesta por las condiciones de Robin sobre los

elementos de Z",
A" = AP, = Al € Py(Ty) x Po(Ts) } -

Como en el caso bidimensional, existen dos multiplicadores sobre cada inter-
fase, pero recordamos que ahora no son escalares, sino vectores bidimensio-
nales.

Estamos ahora en condiciones de escribir el método iterativo de elementos
finitos mixtos hibrido con descomposicién de dominio DDFE como sigue: Da-
dos valores iniciales arbitrarios (U?’O, V?’O, )\?1’{0, )\1’:30) € Y}h X ZJh X Ajie X Ay,
encontrar (U?’"H,V?’"H,)\?{{"“) € Y] x Z! x Aj como solucién de las

ecuaciones
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(U™ p)a, — (VI V x 9p)q,
+ Y (BuP U P, + ((1 = i) PraU™, Prap)) po

ijﬁkP:¢
= (F5,%)o,+ Y (BuPUL" =N Prp)r,,, €Y, (2.380)
ijr%(I‘:q&
(wpVE" T Q)o, + (V x UM ), =0, ezl (2.380)
Nt = N 4 Bu(P U™ — PUY™ ) (my),  mye € Dy (2.38¢)

En (Douglas et al., 2000) se prueba que el método iterativo converge a la
solucién del problema discreto global, y que el error disminuye un factor
1 — Ch en cada iteracién, donde C' es una constante independiente de h,
el tamano de la grilla. Veremos la implementacién de este algoritmo en el
Capitulo 4, aplicandolo a la resolucién del problema directo tridimensional

en magnetotelirica.



Capitulo 4
Modelado Tridimensional

En este capitulo resentamos la generalizacién a tres dimensiones del método
analizado en el capitulo anterior. Cobra particular importancia en este caso
su comportamiento sobre mduinas paralelas, ya que los algoritmos paralelos
brindan la tnica posibilidad de tratar de modo realista datos que requieren
interpretacién tridimensional (Wilson et al., 1999). Los resultados obte-
nidos, validados por comparacién con los del “Proyecto internacional para
la comparacion de métodos de modelado para induccion electromagnética -
COMMEMTI” * (Zhdanov et al., 1997), estan parcialmente publicados en los
trabajos (Zyserman y Santos, 1998),(Zyserman y Santos, 1999) y (Zyserman
y Santos, 2000).

4.1 El modelo diferencial

Nuevamente, comenzamos con las ecuaciones de Maxwell arménicas para una

determinada frecuencia angular w del campo incidente:

Vx H=0FE, (4.1a)
Vx E=—iwuH, (4.1b)

*Este proyecto, de envergadura mundial, contribuyé a la estandarizacién de resultados
para distintos modelos generados por métodos numéricos utilizados en la estimacién de

parametros electromagnéticos de la Tierra.
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considerandolas en este caso en el dominio tridimensional 2 mostrado en la
Fig.4.1. Como antes, la capa superior representa el aire y las demds capas
sustratos horizontales con distintas conductividades, en los cuales hay inmer-
so un numero cualquiera de inhomogeneidades de volumen total €2; de forma
arbitraria. Estas ultimas no necesariamente yacen enteramente dentro de un

unico sustrato. La distribucién de conductividades esta determinada por:

Figura 4.1: Modelo de Tierra tridimensional.

op(2) en , (capas),

o(z,y,2) = {

op(2) + 05(z,y,2) en Qy (inhomogeneidades). (4.2)

Formulamos, como en el modelado bidimensional, el modelo diferencial en
término de los campos dispersados. Sean EP y HP las soluciones de las
Ecs. (4.1) para el modelo de capas horizontales con o = 0,(z). Luego, sean
E'=FE’ + E°y H' = H? + H? los campos electromagnéticos totales solu-
ci6n de las Ecs. (4.1) en Q con conductividad o dada por (4.2), inducidos
por una onda plana monocromética de frecuencia w que incide sobre la su-

perficie terrestre. Reemplazando estas expresiones en las Ecs. (4.1), puede
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verse que los campos secundarios E° y H? debidos a la presencia de las

inhomogeneidades, satisfacen las ecuaciones

VxH = —0E —o0,E°=F, (4.3q)
VxE = —iwuH?, (4.3b)

Para las Ecs. (4.3) utilizamos las condiciones de borde (3.9) que, desprecian-

do las corrientes de desplazamiento, se escriben
(1—4)PaE°+v x H* =0 sobre T, (4.4)

1
donde a = (ﬁ) *A partir de ahora, para simplificar la notacién, dejamos
de lado los superindices que denotan los campos secundarios.

Como para el modelado bidimensial, también aqui es usual (Mogi, 1996;
Rétz, 1999; Sugeng et al., 1999) manipular las Ecs. (4.3) para obtener una
ecuacion diferencial de segundo orden. Como dijimos anteriormente, esto
trae aparejado mayor complejidad numérica, de modo tal que nos inclinamos
por la resolucién del sistema de ecuaciones (4.3)-(4.4). En el Capitulo 2
mostramos un método de elementos finitos con descomposicién de dominio
adecuado para tratar este problema, cuya forma final estd dada por las Ecs.

(2.38). Determinamos ahora el problema algebraico al que nos conduce.

4.2 Implementacion numérica

Utilizando la misma grilla para la particién de elementos finitos y la descom-
posicion de dominio, dividimos la regién €2, como se ve en la Fig. 4.2, en un
conjunto de prismas rectangulares no superpuestos entre si y no necesaria-
mente de iguales dimensiones, de volumen h;-hy-hy, j =1...n5,k =1...n,,
l =1...n,. Como antes, tomamos h; = Zj41 — Tj, hik,. = Y1 — Y ¥
hi = 2141 — 2z y denotamos I'j; la frontera del subdominio €2;; conformada
por el conjunto de seis rectangulos G = {F,B,W,E,N,S}.

En cada celda €2, aproximamos los campos eléctrico y magnético respec-

tivamente, de acuerdo al método descripto en el Capitulo 2 mediante la
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Figura 4.2: a) Una posible grilla para discretizar nuestro problema. b) Detalle
del subdominio €jz;. A los puntos medios de las caras m estdn asociados los
multiplicadores de Lagrange A, y los correspondientes coeficientes de FE, mientras

que al centro del dominio asociamos -arbitrariamente- los coeficientes de H.

superposicién lineal:
n+1 a n+1
E. § :t]kl (2,9, 2"),
+1 n,n—l—l 11
HY, = Zb (', y', '), (4.5a)

donde los indices a y 1 corren sobre todas las funciones base de los respecivos
espacios aproximantes definidas en la Tabla 2.2 y los coeficientes complejos
t?,;?“ y ;?;;“Ll son los determinados en la iteracién n + 1. De esta manera,
en cada subdominio utilizamos doce funciones base para aproximar al campo
eléctrico, y nueve para hacer lo propio con el campo magnético. Las varia-
bles de las funciones base se encuentran ajustadas de manera que éstas se
mantengan dentro del cubo de referencia. Asi z' = ,21—3” —1, y de igual manera
para y'y 2.

Estas aproximaciones para los campos se introducen en las Ecs. (2.38) que
establecen nuestro algoritmo DDFE. Como las Ecs. (2.38a) y (2.380) deben
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cumplirse para toda la funcién de prueba 1 y ¢ de los espacios de elemen-
tos finitos Y7* y Z¥, requerimos que estas ecuaciones se cumplan para cada
una de las funciones base de los respectivos espacios ¥® y ¢". Por lo tanto
reemplazamos estas funciones, referidas al dominio €24, por las enumeradas
en la Tabla 2.2. Con estas consideraciones, suponiendo que la conductividad
se considera constante en cada subdominio, y aproximando las integrales de
superficie por la regla del punto medio ' reducimos el sistema de ecuaciones
(2.38) a un sistema lineal de 21 incégnitas en cada subdominio y para cada
iteracion. Sin embargo, la dimensiéon de este problema puede ser reducida,
ya que con la eleccion realizada de las funciones base del campo magnético
el primer término de la Ec. (2.38b) resulta diagonal, lo que permite obte-
ner los coeficientes %‘H en término de los t%l“. Reemplazando en la Ec.
(2.38a) obtenemos un sistema lineal de 12 ecuaciones con 12 incégnitas para

los coeficientes del campo eléctrico:
C]'kﬂ?]:il = ;Lkl. (46)

Las matrices de coeficientes no cambian a lo largo del procedimiento iterativo
mientras que los vectores b7, deben ser recalculados en cada iteracion; en el
Apéndice B mostramos el sistema lineal de forma explicita.

Debemos obtener por iltimo la versién discreta de la Ec. (2.38¢), tarea
facilmente realizable a partir de las Ecs. (4.5). Debe notarse aqui que en
realidad la Ec. (2.38¢) son seis ecuaciones vectoriales, ya que por ella estamos
indicando la actualizacién de los multiplicadores de Lagrange bidimensionales
asociados al valor de componente tangencial del campo magnético en los
puntos medios de las seis caras del dominio 2.

Proponemos entonces nuestro algoritmo iterativo de elementos finitos mixtos

no conformes hibrido con descomposicién de dominio como sigue:

1. Elegir valores iniciales (t?,;(l), Aj-;col, s € G) para las incégnitas en todas

las celdas €2;p.

'Es decir, utilizamos [, fgdS ~ |A|fg(m), donde |A| es el drea de la superficie A, y

m es su punto medio.
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2. Para todos los dominios {2z

: : oan+l _ wn
Resolver el sistema lineal Cjpe;" = by,
1
Computar los )\;;;f , s€G.

n
Recalcular bjy,.

3. Chequear convergencia. Si no ha sido alcanzada, ir al paso 2.

Una vez que el algoritmo ha convergido, los coeficientes § del campo magnético
se calculan a partir de los del eléctrico, tal como expresamos mas arriba.

Elegimos el parametro 3 en analogia al caso bidimensional, es decir

1—1
]S'kl = % (ajkz + a(jkl)*) , s €QG, (4.7)

donde el asterisco indica que el coeficiente a esta calculado utilizando valores
de la conductividad del dominio correspondiente (segin el valor de s) de los
adyacentes al (21, es decir si s = F, a(jr)- = a;41,- Los valores iniciales

para todas las incognitas se toman nulos.

Aceleracion de la convergencia

En el modelado tridimensional, como en el bidimensional, relajamos los co-
eficientes del campo eléctrico y los multiplicadores de Lagrange segtin la Ec.
(3.21).

Para la manera de subdividir el dominio {2 mostrada en la Fig. 4.2, llamada
masiva, existen copias de los multiplicadores de Lagrange y de los coeficientes
del campo eléctrico E a ambos lados de la caras de los subdominios, a excep-
cion claro esta, del borde computacional. Es posible disminuir el nimero de
incégnitas modificando la forma de particionar el dominio, generando las lla-
madas tiras 6 papas fritas (Kim, 1995). Esto significa hacer global la particién
de elementos finitos y consecuentemente la descomposiciéon del dominio €2 en
alguna direccién coordenada. De esta manera se determinan, si tomamos el
eje x para construir las tiras, n, - n, dominios globales, elimindndose las in-

terfases F-B entre los dominios en la direccién elegida, de modo que existan
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solo dos coeficientes para el campo eléctrico en cada una de esas interfases, y
desaparecen alli los multiplicadores de Lagrange. Si en el caso masivo para
Ng - Ny - N, dominios existen 12 n, coeficientes de campo eléctrico y 6 n, mul-
tiplicadores A para cada par k, [, con esta nueva forma de particion tenemos
10 n, + 2 coeficientes y 4 n, multiplicadores por tira.

El precio que se paga con esta variante es que ya no se resuelven sistemas li-
neales de 12 x 12, sino que ahora tenemos n, - n, sistemas lineales C&l;™" = lN)Zl
de orden dado por el nimero de coeficientes del campo eléctrico.

Sobre esta nueva formulacién podemos aplicar el método de resoluciéon blanco-
negro, asignando un color diferente a cada tira de forma alternada.

El algoritmo que implementamos es entonces el siguiente:

1. Elegir valores iniciales (t?,;(l), Aj;col, s € G) para las incégnitas en todas

las tiras.
2. Para todas las tiras blancas

Resolver el sistema lineal C,g};" = b7, Relajar los coeficientes
calculados.

Computar los )\;}SH, s € G. Relajar los multiplicadores calculados.

Recalcular b,.

Para todas las tiras negras

Resolver el sistema lineal Cjyiy " = b7, Relajar los coeficientes
calculados.

Computar los Aj;:;“, s € G. Relajar los multiplicadores calculados.

Recalcular b,.

3. Chequear convergencia. Si no ha sido alcanzada, ir al paso 2.

Para resolver los sistemas lineales en el caso masivo, utilizamos descomposi-

cion LU en la versién que aprovecha la estructura simétrica de las matrices de
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coeficientes. En el caso de las tiras, las matrices de coeficientes siguen siendo
simétricas, pero ya no son llenas, sino banda de ancho 31. Es conveniente en
este caso, ya que las matrices de este tipo son poco pobladas, guardarlas en
forma modificada, de modo de utilizar menor cantidad de recurso computa-
cional (Becker et al., 1981). Para resolver los sistemas lineales, utilizamos
una variante del método LU, adecuada para la forma de almacenado utiliza-
da.

Finalmente, paralelamos el algoritmo, siendo el proceso muy similar al caso
bidimensional, con la diferencia de que las “fronteras virtuales” entre proce-
sadores ahora son bidimensionales, lo que aumenta el flujo de informacion
entre procesadores. De todas maneras en el proceso de intercambio de datos
solo participan las tiras adyacentes a las fronteras virtuales. El esquema
mostrado en la Fig.3.4 es valido también en este caso, si se consideran los
graficos como una vista frontal de las tiras. De esta manera puede verse que
las papas fritas que estan involucradas en el intercambio de datos son las que

estan en la zona sombreada.

4.3 Resultados

Presentamos resultados de dos modelos sugeridos en el proyecto COMMEMI
(Zhdanov et al., 1997). En la Fig.4.3 se muestra el primer modelo, que con-
siste de un bloque conductor de 2 S/m inmerso en una Tierra homogénea con
conductividad de 0.01 S/m, las medidas del bloque son 1 km x 2 km x 2 km.
Aunque la estructura del modelo es simple, esta caracterizado por un con-
traste muy grande de conductividades y por la cercania de la inhomogeneidad
a la superficie, lo que dificulta en gran medida los calculos numéricos.

Para la resolucién del Modelo 1 tomamos un dominio cuyas medidas son 16
km x 16 km x 12 km; la capa superior es de aire, mide 1 km y tiene una
conductividad de oy = 1077 S/m. Este dominio fue dividido en una grilla
inhomogénea de 58 x 64 x 32 elementos, siguiendo los criterios del caso bidi-

mensional para su construccion. Se consideraron 2 frecuencias: 10 Hz para
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**************************************

12 lam T \\\\ I 1km

16 km

o1 =0.01S/m

16 km

Figura 4.3: Modelo 1.

observar el comportamiento del método en presencia de campos con fuerte
decaimiento, y 0.1 Hz para chequear la capacidad del algoritmo numérico
para tratar con una solucién cuasi estacionaria; con esta frecuencia también
puede estudiarse el comportamiento de las condiciones de borde. La Fig.4.4
muestra las resistividades aparentes pg, y pj, correspondientes a polariza-
ciones E = (F,0,0), H = (0,H,0) (modo XY, correspondiente al modo
TM para modelado bidimensional) y E = (0, E,0), H = (H,0,0) (modo
YX, correspondiente al modo TE en dos dimensiones) respectivamente. Los
resultados del trabajo de referencia son presentados como barras de error,
tomando como puntos medios el valor medio de los datos luego de haber
eliminado los més alejados de la media original. La longitud de las barras
es 201, es decir, dos veces la desviaciéon standard del conjunto de datos re-
ducido. Los resultados obtenidos estan en general en muy buen acuerdo con
los de referencia. Tomando como origen de coordenadas el punto sobre la

superficie de la Tierra de tal manera que el eje z pase por el centro de la
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Resistividad Aparente [Ohm-m]

100 ¢ = 100

10 E 10
10 Hz - YX 10 Hz - XY
DDFE DDFE
1k s COMMEMI | 1Lk s COMMEMI

100 ¢ 100
10 ¢ 10 F
0.1 Hz - XY 0.1 Hz - YX
- DDFE - DDFE
1 U s COMMEMI 1 1 s COMMEMI
1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2

x [km] y [km]
Figura 4.4: Resultados del Modelo 1.

inhomogeneidad y midiendo los campos sobre la superficie, los graficos a la
izquierda son medidas realizadas a lo largo del eje z con y=0 y los situados
a la derecha muestran medidas a lo largo del eje y para x=0.

Existen en el modelado tridimensional efectos que modifican el compor-
tamiento de los campos electromagnéticos, y por ende la distribucién de
conductividades estimada respecto del modelado bidimensional. Los mas
importantes son la distorsion horizontal y vertical de las corrientes, la induc-
ci6n local y la acumulacién de cargas en los bordes de las anomalias (Vozoff,
1991). El dltimo suele ser relevante a frecuencias muy bajas, mientras que los
primeros disminuyen al aumentar la frecuencia (Ting y Hohmann, 1981). En
cuanto al primer efecto, las corrientes ya no estan constrenidas a fluir sola-
mente en direccion paralela o perpendicular al eje de simetia, de modo tal que
se observan efectos de “atraccién” de corrientes cuando se estd en presencia

de anomalias conductivas en medios resistivos, y también flujo de corrientes
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alrededor de anomalias resistivas en medios méas conductivos. Estos efectos
a su vez se ven influenciados por las conductividades relativas de las capas
en las que se asume estd estratificado el subsuelo (Berdichevsky et al., 1998).

En este trabajo se prueba que estimar estructuras tridimensionales a par-

Resistividad Aparente [Ohm-m]

——— 10Hz3D
ol 10 Hz-2D
10°F 0.1Hz-3D ]

1 1 1 1 1 1 1

X [km]

Figura 4.5: Resistividad aparente para el Modelo 1 y su correspondiente bidimen-

sional, obtenidas para frecuencias de 0.1 Hz y 10 Hz

tir de curvas de la resistividad aparente bidimensionales, practica adecuada
cuando se tiene a-priori informacién de la region en estudio, puede conducir
a gruesos errores en otros casos. Consideremos por ejemplo, las respuestas
para la resistividad aparente p® para el modo YX (TE) a 10 Hz y 0.1 Hz,
para el Modelo 1 y su correspondiente bidimensional, que pueden observarse
en la Fig.4.5. Las medidas se realizan lo largo del eje x, a y = 0. A 10 Hz
las curvas manifiestan un cierto desacuerdo, que se hace muy marcado para
la menor frecuencia considerada, que es cuando el efecto de acumulaciéon de
cargas en las caras perpendiculares al flujo de corriente se torna relevante.
El segundo modelo resuelto, mas complicado que el anterior, consiste en dos
bloques de 20 km x 40 km x 10 km de conductividades ¢ = 1.0 S/m y
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x [km)]

-70.0 -20.0 20.0 70.0
95| 0= 1077 S/m %Z (km]

o= 01 S/m -

12.5
0y =0.01 S/m

32.5
o3 =10.0 S/m

60.0

Figura 4.6: Corte en y = 0 del Modelo 2. En la direccién mencionada los bloques

miden 40 km, y el dominio 120 km.

o =0.01 S/m que yacen en la capa superior de una Tierra con tres sustratos
horizontales de conductividades 0 = 0.1 S/m, 0 = 0.01 S/my 0 = 10.0 S/m,
cuyos espesores son 10 km, 20 km e ilimitado respectivamente.Para nuestro
modelo, que se muestra en la Fig.4.6, adosamos la capa de aire de 2.5 km de
altura y conductividad igual a la del Modelo 1 por encima de los sustratos,
y limitamos la profundidad de la tercer capa a 27.5 km, de modo que la
longitud total de nuestro modelo en z es 60 km. La extension en el eje = es
140 km y en el eje y 120 km.

La dificultad de este modelo reside béasicamente en las grandes variaciones
del campo eléctrico que se esperan observar para la polarizacién XY.

Las Fig.4.7 y Fig.4.8 muestran las resistividades aparentes en superficie, en
cortes para y=0 e y=30 km respectivamente obtenidas para una grilla inho-
mogénea de 54 x 56 x 32 elementos a una frecuencia de 102 Hz. El error

relativo para detener el proceso se fijé en 1074, al igual que en el caso anterior.
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Figura 4.7: Resistividad aparente y fase de la impedancia medidas sobre la su-

perficie, corte en y =0.

El COMMEMI reune varias contribuciones para el Modelo 1 obtenidas con
distintos métodos. Sin embargo, para el Modelo 2 solamente un autor con-
tribuy6 con datos para el mismo, obtenidos con un método integral (Xiong,
1992b; Xiong y Tripp, 1997). No obstante pueden mencionarse otros algo-
ritmos que solucionan el Modelo 2: Mackie et al. (1993) lo hacen implemen-
tando un método de diferencias finitas y Zhdanov y Fang (1996b) tratan el
problema con un métod integral. Al presente, sin embargo, no sabemos de
la existencia de algin otro método de elementos finitos que lo haya resuelto.
En la Tabla 4.1 mostramos el comportamiento de las distintas implementa-
ciones del algoritmo, utilizando el Modelo 1 para una frecuencia de 1 Hz y

una grilla homogénea de 642 elementos, ya que el algoritmo masivo sélo acep-
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Figura 4.8: Igual que en la figura previa, corte en y =30 km.

ta mallas de este tipo. Se observa que el algoritmo mejora sustancialmente
la velocidad de convergencia al utilizar las tiras y ain maés relajando con la
técnica de blanco-negro.

La Tabla 4.2 refleja el comportamiento de nuestro algoritmo paralelo en
la SP/2 para los modelos mencionados, utilizando la implementacién més
eficiente.

En la Fig. 4.9 mostramos la aceleraciéon de la misma versiéon del algorit-
mo para los dos modelos que estamos analizando. Es esperable que para un
tamano dado de problema, si no se presenta el comportamiento anémalo de
superlinealidad, la eficiencia del algoritmo paralelo disminuya. Sin embargo,
para el mayor nimero de procesadores usados en cada modelo, la eficiencia

es relativamente alta, de 70 % y 75 % respectivamente, lo que implica que el
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Algoritmo Modo XY Modo YX
DDFE masivo 2768 2640
DDFE masivo con relajacién 341 223
DDFE tiras 489 286
DDFE tiras con relajaciéon y B-N 175 130

Tabla 4.1: Numero de iteraciones necesarias para la convergencia en las distintas

implementaciones del algoritmo DDFE.

Procesadores Modelo 1l Modelo 2

1 520.6 2008.5
4 158.3 617.08
8 75.39 312.31
16 39.04 149.84
28 — 85.98
32 20.34 —
96 47.44
64 11.65 —

Tabla 4.2: Tiempos de célculo en segundos para los modelos descritos. En ambos

casos resolvemos el modo YX.
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Figura 4.9: Medidas de la aceleracién para el algoritmo descripto.

tiempo de calculo se reduce hasta en un factor 47 en el caso del Modelo 1,
de modoe que para los tamanos de problema dados, es razonable utilizar el
mayor numero posible de procesadores.

Vimos sin embargo que de un algoritmo paralelo debe también esperarse que
sea escaleable, es decir, que no disminuya su eficiencia a medida que aumen-
tan simultdneamente el tamano del problema y el nimero de procesadores.
Para analizar al algoritmo DDFE, resolvimos al Modelo 1 con 8 procesadores
en una grilla de 64 x 64 x 48 elementos, lo que equivale a unas 3.5 - 10°
incognitas, obteniendo una eficiencia ) = 0.85. Posteriormente duplicamos
el nimero de celdas, y por consiguiente el de incognitas, utilizando en este
caso 16 procesadores. La eficiencia obtenida en este caso fue () = 0.87. Si
bien no podemos a partir de estos dos casos afirmar categéricamente que en
todo problema a tratar el algoritmo se comportara de igual modo, es espera-
ble que la perfomance no disminuya significativamente, lo que establece un

resultado muy alentador para el método desarrollado.



Conclusiones

Suponiendo que la Tierra puede modelarse como un cuerpo compuesto de
diferentes capas horizontales de distintos espesores y conductividades, con
anomalias bi- o tridimensionales inmersas en ella, hemos estudiado en el
marco de la magnetotelirica los campos electromagnéticos generados en el
subsuelo, cuando una onda electromagnética plana monocromatica incide so-
bre su superficie.

Para calcular los campos en la superficie terrestre, resolvimos numéricamente
las ecuaciones de Maxwell armoénicas para los campos secundarios expresando-
las como un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden. En
las fronteras computacionales la solucién fue aproximada utilizando condi-
ciones de borde absorbentes de primer orden, lo que reduce en forma sig-
nificativa los tiempos de computo puesto que pueden emplearse dominios
relativamente pequenos sin pérdida de exactitud en la solucion.

Los algoritmos implementados, que emplean elementos finitos mixtos hibridos
conformes -en el caso 2D- y no conformes -en el caso 3D- son iterativos y uti-
lizan la técnica de descomposicién de dominio.

A diferencia de los elementos finitos usuales, los aqui utilizados no exigen
la continuidad de las componentes normales de los campos, lo que permite
modelar sin restricciones contrastes importantes en las conductividades. Por
otra parte, la técnica de descomposiciéon de dominio conduce a sistemas line-
ales de orden reducido, facilmente solubles por métodos usuales.

Nuestros algoritmos son naturalmente paralelables, proveyendo de esta forma

una técnica de resoluciéon rapida, caracteristica particularmente importante
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en el caso del modelado tridimensional.

Hemos aplicado estos algoritmos a modelos bi- y tridimensionales propuestos
en la literatura, obteniendo en todos los casos resultados que acuerdan con
los provistos por métodos alternativos.

En el modelado bidimensional, el algoritmo propuesto presenta en su imple-
mentacién paralela comportamiento superlineal, lo que implica que puede ser
utilizado para resolver estructuras complejas sin pérdida de eficiencia.

En el modelado tridimensional, por primera vez se presenta una solucién
numérica del modelo “3D-2” propuesto en el “Proyecto internacional para
la comparacion de métodos de modelado para induccién electromagnética”
utilizando un método de elementos finitos, disefiado para ser implementa-
do en computadoras de arquitectura paralela, con tiempos de cémputo que
mejoran los de los algoritmos de referencia.

Se observé ademas que el algoritmo paralelo es escaleable, lo que habilita al
método presentado a resolver problemas cada vez mas grandes sin pérdida
de eficiencia.

De esta manera se abre una nueva posibilidad para el modelado de estruc-
turas tridimensionales empleando elementos finitos, ya que habian sido re-
legados por las dificultades aparentemente insalvables que representan sus
requerimientos de memoria y almacenamiento, asi como también relativa-
mente prolongados tiempos de ejecucién que hacian inviable la solucién de
estructuras de interés.

En cuanto a las perspectivas futuras, estos resultados nos inducen a intentar
la generalizacién de los algoritmos aqui descritos a problemas de modelado
electromagnético en donde las corrientes de desplazamiento no sean despre-
ciables frente a las de conduccién, y en los cuales ademas se utilizan fuentes
finitas modeladas como dipolos eléctricos o magnéticos, o combinaciones de
ambos. De esta manera podrian estudiarse fenémenos de propagacion de on-
das electromagnéticas en el subsuelo, problema de interés para la prospeccion

electromagética de alta frecuencia.
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Apéndice A

El modo TE

Mostramos aqui brevemente las ecuaciones a resolver del caso bidimensional
cuando se trata el modo T'E. Recordando que en este caso tenemos un campo
eléctrico E = (0, Ey, 0) y un campo magnético H = (H,,0, H,), obtenemos
a partir de las Ecs. (3.1)

0H, OH,
% o oE,, (A.la)
oE,
a—z = ZCU,LLHm, (Alb)
oF, ,
— = —iwuH,. Al
P iwpH, (A.1¢)

Como hemos mencionado anteriormente, las expresiones para E* = (0, E}(z),0)

y H? = (H?(%),0,0) inducidos por una onda incidente con polarizacién
0 _ 0 0 _ (g0
E" = (0,E,,0), H’ = (H,,0,0), (A.2)

sobre un modelo de Tierra con conductividad o,(z) pueden ser obtenidas
L , . s e . =S
analiticamente. Definamos los campos eléctrico y magnético secundarios E

y H por

S t _ t
E'=E'-E’ = (0,E! - E?,0), (A.3a)
H =H'-H’ = (H!—H?0,H). (A.30)

x

Luego, las ecuaciones para los campos secundarios, tomando para el campo

magético H = (H,, H,) y para el campo eléctrico el escaler E, y suprimiendo
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superindices como hicimos en el modo T'M quedan expresadas como

OF .
e —iwpH,, (Ada)
OF
— = jwpH, A4
5, = Wiy, (A.4b)
y
0H, OH
x o z — o D —
3, 5 oE + (0 —0p)E}) = 0E + f. (A.5)

Resolvemos las Ecs. (A.4) y (A.5) conjuntamente con la condicién de borde

absorbente
a(l—i)E—-H- -T=0, sobre I'. (A.6)

Esta condicion es también derivada de la condicion de borde absorbente
propuesta por Sheen (1997). Utilizando la notacién indicada en el Capitulo

2, el sistema de ecuaciones a resolver puede escribirse como:

curl E +iwpH = 0, en(, (A.7a)
curlH = oE+f, enf(, (A.7D)
(1-49)aE—-—H-17 = 0, sobrel. (A.7¢c)

Estas son las Ecs. (2.25), cuya solucién aproximamos con el oportunamente
descripto método de elementos finitos mixto hibrido con descomposicién de
dominio. Debe notarse aqui que las funciones base a partir de las cuales
construimos las aproximaciones del campo eléctrico en el modo T'M, son en
este caso utilizadas para aproximar al campo magnético, y el campo eléctrico
en el modo TE es aproximado como lo fue el campo magnético en el modo
TM. Por lo tanto, las ecuaciones (3.14), con H en vez de E y E en vez de
H | siendo correspondientemente renombrados los coeficientes, son utilizadas
para obtener la expresién algebraica de las Ecs. (2.28). Ciertamente, los
pasos son totalmente analogos a los del modo T'M, y el algoritmo obtenido

es implementado en la misma forma que la enunciada en el Capitulo 2.



Apéndice B
El sistema lineal en 3D

Mostramos en este apéndice la forma final del sistema lineal 12 x 12 a ser
resuelto en cada uno de los subdominios €2;;; en los que dividimos al do-
minio original €2, es decir, consideramos aqui la particion masiva del do-
minio. Suponemos, como antes, que tenemos ng - n, - n, subdominios. Para
establecer claramente el problema algebraico, continuamos utilizando, como
en la seccion 4.2, tres subindices para individualizar subdominios, y demas
parametros

Consecuentemente, también modificamos la notacién para las caras I'jkl.

Por ejemplo, para la cara frontal F de Q;;, la Ec. (2.38¢) deviene en
Fntl B,
/\jkln+ = _)‘jfnlkl - ﬁz(PrE%I(mﬂz) - PTE?Akz(mﬂz))-

La matriz de coeficientes C, que se obtiene siguiendo los pasos detalla-
dos oportunamente en la seccién 4.2 es simétrica, y tiene la estructura que

mostramos a continuacion.
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(011 iz €13 €4 €15 € 0 0 0 0 0 0
Cog C23 C94 C95 Cog 0 0 0 0 0 0
C33 C34 0 0 0 0 0 0 C311 C312
Cyq4 0 0 0 0 0 0 C411 C412
cs5 Cse 0 0 cs9 510 0 0
c 0 0 c c 0 0
O = 66 69 610
Crr Cg Crg Crio Cri1 Cri2
Cgg Cg9 Cg10 Cg11 Cg12
Cgg C910 O 0
cioro 0 0
C1111 C1112
\ C1212 /
donde
781 1 1036 h;hy h:h h; hy
= ——hihho; J J J
e = gogghi bkl + 5 (Ser (Fpm ) A )+
hj hl(l — 5k1) ;-/]gl + (1 — i)éklhj hl ajkl,
—-59 1 1036 h; hy h; hy h; hy
= —h;hyho; J iy _ 1
¢z = gopghi b o+ 5 (Ser (S =+ =) = 5 0),
269 1 1036 h; hy h; hy
= Zh-hihi o — J j
cs = soqols e hoin = o mer (Cp T )
Cly = (13,
1
cis = —— hy,
Wl
1
cie = — M,
WL
781 1 1036 h; hy h; hy h; hy
= —hh h . J ] 7
e = gopghi bkl + 5 (Ser (S =+ =)+ 5 )
hj hl(l — (5,my) fkl + (1 — z)élmyhj hl afjkl;
Coz3 = (13,

Co4 = Ci4,
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Cas
Co26

C33

C34

C311

C312

Ca4

Cs11
C412

Cs5

Cs56

Cs59
C510

Ce6

C69
C610

Cr7

C78

Cr9

Cr10

Ci6,
C15,
781 1 1036 hihy hih. h:h
soa s i o + - e A
5040 e Fuom + 20 (e (G +hk) )t
hj hi(1 = 611) By + (1 — 1) Gunhy b @,
—59 1 1036 h;h h; h h; h
2 by by o AL by — Lk
50410 3Tk T Tk w,u(784( h T h,k) hy )
_-—hka
W
1
-—hka
Wi
781 1 1036 hihy hihi. h;
b he b g Tk g i ]hk
soa0 4 1w hoiw + o (e (SR m S ) )
hy hi(1 = 81 ) By + (1 = 6)01m. b g g,
C311,
C312,
781 1 1036 h;h hy h hi h
o b j N kT kT
50207 Mo+ o e (o T ) )
hk hl(l — 5]'1) ﬁcl + (1 — i)(Sjlhk hl ajkl,
1 1036 h;h hi h h h
h 3 kU kU
5040 hubuoja+ 2o (e (G )~ )
269 1 1036 h;hy  hih
—h h h o 5 Tk k 4]
5020 e oam = 2o e R )
C59,
781 1 1036 h;h hy h hi h
w00 e o+ - ik TRy R
50207 M o+ S e G T ) T )
hi (1 = &5, ) By + (1 = 6) 8, P hy g,
C59,
C510,
781 1 1036 h;h h h h; h
hhkhlakl ]l+kl A
5040 / ,u(784( Ry hj )+ Ry )+
hj (1 = 0k1) 87 + (1 = 9)0k by hy ajia,
—59 1 1036 h;h hy h h; h
h he by o g 14 k 14 1y 1
50a0" M o+ 5 e G T ) T )
1
_iw,uhj’
1
— hj,
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1 1036 ,h;h;  hyhy
h hi h J
C711 5040 k1 Okl — - iop T84\ hy + h; )s
Cr12 C711,
781 1 1036 hjh;  hghy hj hy
——hjhyh
s = gogoli o+ e (T T T ) )
h,j h,l( — 5kny) fkl + (1 — z')é,myhj hl afjkl;
Cg9 C710,
€810 C79,
Cg11 Cr11,
Cg12 C712,
781 1 1036 h;hy hghy h; hy,
——hjhyh J J
e = gogohihehom+ o (Ger Cpm 5 ) H o)+
hj by (1 — 61) 55 o+ (1= 1)k hi ajp,
—59 1 1036 h;hy  hy by h; hy,
——hjhyh J -
Gt = gFogghi e huoin + 20 (e G+ S ) = )
781 1 1036 h;hy,  hyhy h; hy,
——hjhyh J J
C1010 o107 e lajkl+ (784( I + ; )+ I )+
hy (1 = 610, ) B0y + (1 — )81, by b ajua,
781 1 1036 h;h;  hihy hi hy
——hjhyh J
e = gl e hioin + (e (G =+ h; ) h )+
hkhl( —5 )ﬁgl"—(l_i)érlhkhlajkl;
—-59 1 1036 hjh;  hghy hi by
e = gmshi b+ (S (4 ) = ),
781 1 1036 h;h; hiphy hi hy
——hjhyh J
ciz = gopghi e oia + oo (Ger (G m A S ) F S

e (1 = Gy ) Bigy + (1 = 9)6m, b hu .

La delta de Kronecker se introduce en los coeficientes para incluir en la misma

expresion términos que contribuyen 6 sobre el bosde I', 6 dentro del dominio

). El coeficiente ajy; es el ya definido, evaluando los pardmetros en el dominio

1

. _ T 2
correspondiente, a; = i) -

Para darle valores a ( elegimos la misma idea que en el caso bidimensional,
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es decir que tomando

donde

\

para
para
para
para
para

para

VA

VA

VA

VA

VA

VA

|

I IL

P =jk+1l,
T =jkl+1,
j*=7—-1kl,
=g+ 1kl

las Ecs. (2.38¢) son condiciones de borde absorbentes para las fronteras in-

teriores.

Finalmente, el vector de doce elementos que forma la el término indepen-

diente del sistema lineal, en la iteracién n+1 es el siguiente:

n o _
ikl =

\

1
1

1
1

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(1

1—

[ (1= 600) by b (BResil
1-— 5kny) hj by (ﬂsz‘fjkﬂl - )‘}Al;cﬂz,x)
1—61n) by b (BSe ety —
Oin ) hj by, (ﬂ%lsjfcﬁ—l - )‘}'Skl+1,z)
8i1) by ly (,@jsklgff’lnkl _
Sjng) Pk (ﬁﬁclgfi’?kl - )‘?+1kl,y)
1 — 6k1) by by (5;/1315%’7—111 -
1 — Okn,) hj Iy (ﬁfkﬁ;vlfﬁl - )‘}/\l}c—i—ll,z)

1 —6i)hjhy (ﬂﬁcﬁ;{igﬁl -

Wa,n

J

Sy,
Oin. ) hj hi (5%151%;11 - )‘}Slcl+1,y)
851) P ha (B5365 7T —
— Gjn, ) P Iy (ﬂﬁclgf—szkl - )\?—I—lkl,z) /

Mia) )
Mei-1)
A-1k1)
Mr-11,2)
Aki-1a)

)‘f—lkl,z)

La contribucién del término fuente debe sumarse al vector bj,. Si se supone

una polarizacién XY para la onda incidente, —i h; hi by o EP(z;kl), donde

z;jkl es el centro de €2, se suma a los elementos primero, segundo, tercero y

cuarto. En el caso de una polarizacion YX, la contribucion va a los elementos

quinto, sexto, noveno y décimo.



