Capitulo 5

Introduccion a la teoria de
Chern-Simons

En este capitulo repasaremos algunas propiedades conocidas de la accion de Chern-
Simons en el espacio conmutativo, con el objeto de estudiarlas mas adelante en el
caso no conmutativo. En particular, nos referiremos a la induccion de un término de
Chern-Simons por integracion de fermiones masivos en 2+1 dimensiones, la relacion
de la accion de Chern-Simons definida en una variedad con borde con la accion quiral
de Wess-Zumino-Witten, y la formulacién de la gravedad tridimensional como una
teoria de Chern-Simons. En la tltima seccion, definiremos la accion de Chern-Simons
en espacio no conmutativo.

5.1. La accion de Chern-Simons en espacio conmutati-
VO

Definicion

Cuando definimos una teoria de gauge en tres dimensiones espacio temporales, existe
otra estructura que puede suplementar o reemplazar al término de Maxwell o Yang-Mills
en la accion para los campos de gauge. Esta es el término de Chern-Simons [23], el cual se
define como

SeslA,] = %Tr /M & v (A“c‘),,Ap + §AMAVAP) , (5.1)
donde £ es una constante de acoplamiento o nivel, que es adimensional (cuando los campos
se toman con las dimensiones adecuadas) y que es una medida de la intensidad con la cual el
término de Chern-Simons determina la dinamica de la teoria. Remarcablemente, éste término
no depende de la eleccion de la métrica sobre la variedad espacio temporal M, es decir que
se trata de un término topoldgico, que no dara contribuciones al tensor energia impulso del
sistema.

95



Este término contribuye a la variacion de la accién con

5Scs = % Tr /M dBx P F, 0 A, + % Tr /a . an,e? A5 A, (5.2)

Para garantizar la diferenciabilidad de la accién, debemos anular el término de superficie
en (5.2). Para esto es suficiente imponer la condicién de contorno Ag|gam = 0 (o cualquiera
de las componentes espaciales). De esta manera obtenemos una contribucién adicional en las
ecuaciones de movimiento de valor (x/4m)e"?F,,.

Bajo una transformacién de gauge, que debe ser elegida de manera de respetar las con-
diciones de contorno de las que hablamos en el parrafo anterior, la accién de Chern-Simons
no es invariante, sino que cambia de acuerdo con

0Scs = _ Tr/ d*rn,eé"d,99 A, — . Tr/ dPxe90,97 " 90,9 90,97 "
47 OM 127 M
(5.3)

Mientras que el primer término en (5.3) contiene A, y se anula debido a las condiciones de
contorno Aglagpm = 0, el segundo término es un término de superficie, que es proporcional
al “nimero de enrollamiento” o winding number W (g), esto es al nimero de veces que se
“enrolla” la transformacién gauge en la variedad.

Por lo tanto, tenemos que bajo una transformacién de gauge, la accion cambia segin
6Scs = —2mxW (g). Como en la teorfa cudntica e**¢s debe ser invariante de gauge, vemos
que necesariamente el coeficiente x debe estar cuantizado k € Z.

La anomalia de paridad

Una de las maneras en la que aparece la accién de Chern-Simons en la fisica, es como
acciéon efectiva por correcciones radiativas que resultan de la integracion de fermiones aco-
plados a un campo de gauge en 2 4+ 1 dimensiones, como la parte que viola paridad de la
accién efectiva invariante de gauge para el campo A, [24].

Definamos la accion efectiva I'[A,,] de acuerdo con

eiI‘[Au;m] — /DQZJDZZ eiS[szmm]’ (54)

donde S[¢, A,;; m] es la accién para fermiones de masa m minimamente acoplados al campo
A, en alguna representacién del grupo de gauge.

Al intentar calcular explicitamente por medio de la teoria de perturbaciones los primeros
ordenes de la accion efectiva, nos encontramos con diagramas divergentes, en particular los
diagramas de polarizacion de vacio y del triangulo. Un método invariante de gauge de regular
estas divergencias es el de Pauli-Villars, que consiste en agregar a la teoria nuevos campos
espinoriales bosonicos de masa M, que al final de los calculos se hace tender a infinito. Pero
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en d = 3 dimensiones, la introduccién de una masa, en este caso la del campo regulador,
entrana una violacién de la simetria de paridad, y es por esto que el calculo de los diagramas
regularizados de esta manera lleva a un término de Chern-Simons.

Como resultado, la parte de la accién efectiva invariante de gauge que viola paridad tiene
la forma de una accién de Chern-Simons

1 M

Fimpar [A,uv m = O] = §W

ScslAu] - (5.5)
Si bien el factor 1/2 delante de la accién efectiva harfa pensar que no se respeta la invarianza
de gauge frente a transformaciones de gauge grandes, esto es, con winding number W(g)
diferente de cero, la variacion del término de Chern-Simons bajo estas transformaciones se
cancela con la variacién de la parte de la accién efectiva que preserva paridad.

En el caso de los fermiones masivos, la violacién de paridad esta explicita desde el inicio
a través del término de masa. Pero ademas, podemos calcular la parte que viola paridad de
la accién efectiva invariante de gauge por efectos radiativos, la cual, a baja energia y orden
e3 en teoria de perturbaciones, tiene la forma!

1 M 2

Limpar[Ap; m| = 3 (% + W) ScslAu) + 0(%, e). (5.6)
Notese que en este caso masivo, el resultado es aproximado, ya que recibe correcciones de la
region de altas energias (la forma explicita de estas correcciones, que para el caso abeliano
ha sido estudiada en [28],[29], no corresponde a un término de Chern-Simons), ademds de
correcciones de orden e* en teorfa de perturbaciones. Por otro lado la parte de Chern-Simons
es invariante de gauge ain bajo transformaciones grandes, independientemente de la parte
que preserva paridad.

Otros métodos invariantes de gauge para la regularizacion de las integrales dan idéntica
respuesta. Un sumario de estos resultados se puede encontrar en [27]. Si en lugar de utilizar
un método invariante de gauge para regular las divergencias, hubiéramos utilizado un método
que preserve la simetria de paridad de la accién original, habriamos encontrado que la accién
efectiva resultante viola la simetria de gauge.

En cuanto a las correcciones perturbativas, para el caso abeliano [30] como para el no
abeliano [31],[32] se ha probado que el coeficiente del término de Chern-Simons no se renor-
maliza a todo orden en teoria de perturbaciones.

La accion de Chern-Simons en variedades con borde

Dado que la accion de Chern-Simons tiene un caracter topoldgico, es de interés estudiar
los efectos que tiene sobre esta teoria la topologia de la variedad sobre la cual estan definidos
los campos de gauge [33]-[34].

1S bien tanto en la definicién de la accién de Chern-Simons como en la accién fermiénica no hemos incuido
explicitamente la constante de acoplamiento e, ésta puede introducirse mediante el reescaleo A, — €A,
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Considérese la accion

7

SCS[AO, Az] = fTI‘/ d3$ Eij (AO-Fij — Az aoAj) 3 (57)
M

la cual difiere de la accién de Chern-Simons usual por un término de superficie. Si M no
tiene borde, tal término de superficie es irrelevante, caso contrario el termino se anula cuando
las condiciones de contorno son las mencionadas anteriormente.

Usando la forma (5.7) para la accién, la funcién de particién para la teoria de Chern-
Simons toma la forma

7 = / DADAye st AoAil =
— /DAlpAoeﬁTrjM B eij(AoFij—Ai 00 A; ) 7 (58)

entonces vemos que el campo A actia como un multiplicador de Lagrange forzando la
condicion de conexién plana para las componentes espaciales del campo de gauge. Integrando
sobre Ag nos queda

7 = / DA (9 Fyj)e i I P Aidod; (5.9)

Para seguir adelante con este calculo, debemos resolver la condiciéon de conexién plana
para las componentes espaciales del campo de gauge A;. La solucién de esta ecuacion depende
fuertemente de la topologia de la variedad M, y el resultado final contendra un cierto nimero
de grados de libertad, en la forma de variables o funciones arbitrarias, que constituyen lo
que se suele llamar el espacio de modulos del problema.

Por ejemplo, si elegimos como nuestra variedad espacio temporal M = ¥ x R donde ¥ es
una variedad bidimensional con la topologia del disco, la solucién de la condicién de conexién
plana es simplemente A; = g d;g~ !, con g : M — G. Entonces el espacio de médulos en este
caso consiste en las funciones sobre la variedad que toman valores en el grupo de gauge.
Reinsertando en (5.9) tenemos

7 — /DgeiSszw[g] ’ (5.10)
donde Sowzw|g] es la accién quiral de Wess-Zumino-Witten

K _ B K 5 _ _ _
Sowzwlg] = —4—Tr/ *x 9009~ g 0,97 — —Tr/ Pr e 90,9 90,9 90,97,
T OM 127T M
(5.11)

donde ¢ es una coordenada tangencial que parametriza el borde de M.
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La relacion con la gravitacion en 2+1 dimensiones

La teoria de gravitacién de Einstein en espacio tiempo tridimensional [37]-[41] no posee
grados de libertad que se propaguen. Esto es andlogo a lo que sucede con la teoria de Chern-
Simons, por lo que ya desde el principio se podria suponer alguna relaciéon entre las dos.

La forma explicita de esta relacién, que fue aclarada por primera vez en [35] para el caso
de la supergravedad y estudiada en profundidad en [36], se puede expresar de la siguiente
manera: formulando la teoria de la gravitacion en el formalismo de triadas, existe un cambio
de variables que la mapea en una teoria gauge con accion de Chern-Simons. El grupo de
gauge adecuado depende de la signatura del espacio tiempo y del signo de la constante
cosmoldgica.

En el formalismo de triadas, las variables dinamicas de la gravitacion son la triada o
dreibein €, y la conexion de Ricci o conexion de spin w , las cuales se rela(:lonan con la
métrica y la conexion afin de acuerdo con g, = nae?, e’ y F o = = Npee w? €%, e'Opel,
donde 7,, = diag(1,—1,—1) es la métrica plana de Minkowski y hemos definido el dreibein
inverso e, de modo que e,e’, = 4. Estas relaciones permiten interpretar la triada e,
como la matriz de transformacién que en cada punto lleva del sistema de coordenadas z* al
sistema localmente minkowskiano.

En términos de estas nuevas variables, la accién de Einstein-Hilbert tridimensional se
escribe como

a a v 26
Seule®,,w bu] = /dgx V=g (RW[F]Q“ — l_2) =
— /d3x Eapc”? (R“b ,+ ﬁe el e ) , (5.12)
aqui R“b = 0,w",—0, w“b +w,, we b w“a,wd’u, y hemos escrito la constante cosmolégica

como os/l2 con € = O +1.
Para relacionar la accion de Einstein con la teoria de Chern-Simons, definimos un campo
de gauge A, segin
Ay =e" Py +w",Ta . (5.13)

donde hemos definido w?, = —(1/2)e% w*, y donde J, y P, son generadores de algiin

grupo de gauge a determinar. La accién de Chern-Simons (5.1) para esta conexién de gauge
es idéntica a la forma (5.12) de la accién de Einstein-Hilbert, cuando se imponen sobre los
generadores J, v P, las reglas de conmutacion

Ton ) = T PP = —pedTer TP =P (514)
y la normalizacion
Tr (P Py) = Tr (JuTs) =0, Tr (TaPs) = Nap - (5.15)
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Por lo tanto, la teoria de la gravitacién en 2 4+ 1 dimensiones es equivalente a una teoria de
gauge con accion de Chern-Simons y con grupo de gauge generado por las matrices P, y J,.

De acuerdo con lo que habiamos adelantado, se puede ver que las reglas de conmutacion
(5.14) dependen del signo de la constante cosmoldgica, y por lo tanto lo mismo sucede con
el grupo de gauge de la teoria de Chern-Simons adecuada para la gravitacion.

En el caso de constante cosmoldgica nula € = 0, las reglas de conmutacién corresponden
a las del grupo 150(2,1), es decir que la teoria de gravedad es equivalente a una teorfa de
Chern-Simons cuyo grupo de gauge es el grupo de Poincaré en 2 + 1 dimensiones.

En el caso de constante cosmolédgica negativa ¢ = —1, podemos hacer un cambio de
base {P,, J.} — {J+,J7}, con Jf = (1/2)(J, £ IP,). Entonces el algebra de lie del grupo
es generada con combinaciones lineales con coeficientes reales de seis matrices J=. Estas
matrices cumplen las reglas de conmutacién

[Jaj_? Jlj_] = eabc‘]tj_ﬂ [‘]a_7 ‘]b_] - 6abc‘]_

c

[, J7]=0, (5.16)

que corresponden a dos copias del élgebra de SO(2,1). Por lo tanto el grupo de gauge
adecuado para este caso es localmente isomorfo a SO(2,1) x SO(2, 1), y la accién se desacopla
en dos términos de Chern-Simons independientes para las dos conexiones SO(2, 1).

En el caso restante de constante cosmoldgica positiva € = 1, ndtese que los generadores
se pueden representar como J, = J,, P, = (i/1)J,, donde las matrices J, cumplen reglas
de conmutacién andlogas a las de J,. Por lo tanto podemos decir que el algebra de Lie es
generada con coeficientes reales por el conjunto {J,, (i/l)J,}, o equivalentemente, con coefi-
cientes complejos por el conjunto {J,}. Los generadores J, se pueden representar utilizando
las matrices de Pauli J; = i0y, Jo = —i09,J3 = 103, de donde se deduce que el grupo en
cuestién es SL(2,C).

Para analizar el caso euclideo, necesitamos definir la rotacion de Wick en este contexto.
Dado que la triada en espacio tiempo normal se interpreta como la matriz de transformacién
que lleva al sistema localmente minkowskiano, la definiciéon adecuada para el espacio euclideo
es como la matriz de transformacion que lleva al sistema localmente euclideo. La relacién
minkowskiana g, = e“#ebl,nab se transforma en la correspondiente relaciéon euclidea g,, =
—eaﬂebyéab si hacemos la substitucién e — z'eou. En cuanto a la conexion de spin, notemos
que la relacién minkowskiana I, = nbcea“w“bpecy + et0,e”,, se transforma en la relacién
euclidea I', | = —dyce'w e, +el'dye?,, si ademds cambiamos w'!, — —iw', ,w?, — —iw?,.
Definiremos entonces de esta manera la operacion de pasar al espacio euclideo. Notese que,
a diferencia de la rotacién de Wick utilizada en teoria de campos, esta definicion no afecta
de ninguna forma a la coordenada 2°.

La rotacién de Wick arriba definida genera un factor ¢ que multiplica a la accién de
Einstein para los campos euclideos e, y We  por lo tanto, la accién equivalente para los
campos de gauge serd la accién de Chern-Simons, multiplicada por este factor.

Aplicando esta rotacién en la conexién (5.13), vemos que podemos absorber los coeficien-

tes ¢ en los generadores, haciendo Py — 1Py, J1 — —iJ1, Jo — —iJ2. De esta manera las
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relaciones de conmutacion se transforman en
€
[ja; u7b] - _eabcjc; [Paa Pb] - l_geabcu7cy [jcw Pb] - _eabcpca (517)

Con estos generadores podemos deducir los grupos adecuados al caso euclideo para cada
signo de la constante cosmoldgica. Haciendo consideraciones andlogas a las del caso min-
kowskiano vemos que: para el caso de constante cosmoldgica nula el grupo serd 150(3),
para constante cosmoldgica positiva, hacemos el cambio de base J= = (1/2)(J, & IP,), con
lo cual lo nuevos generadores J' y J, cumplen separadamente reglas de conmutaciéon de
SO(3), por lo tanto el grupo adecuado serd SO(3) x SO(3), para el caso con constante
cosmoldgica negativa, el grupo serda SL(2,C), generado por {J,, (i/1)P.}.

5.2. La accion de Chern-Simons no conmutativa
Definicion

Definiremos la accién de Chern-Simons en espacio no conmutativo en la forma que hemos
explicado en la seccién (4.3) simplemente subtituyendo en la accién de Chern-Simons usual

(5.1) (escrita en forma matricial) los campos A, por sus andlogos no conmutativos A, y los
productos normales por productos estrella. Con esto obtenemos

. 9.
SeslA] = %Tr /M d>x P (Au * 0, A, + gAu x A, * Ap> : (5.18)

férmula que define la accion de Chern-Simons no conmutativa®. Esta accién ha sido estudiada
en [66]-[78].

Obsérvese que, como estudiaremos en detalle mas adelante, tanto la diferenciabilidad
cuanto la invarianza de gauge de esta accion dependen de poder realizar rotaciones ciclicas
de los productos estrella involucrados. Tales rotaciones se pueden realizar supuestas las
adecuadas condiciones de contorno.

Ademas, la presencia de la matriz " en el producto estrella, rompe la invarianza general
de coordenadas de la accién y por lo tanto la accién de Chern-Simons no conmutativa no
es una accion topoldgica, depende de la métrica y del sistema de coordenadas privilegiado
donde se define el producto estrella.

Supongamos que el producto estrella estd definido en el sistema (2%, !, z?). Es siempre
posible encontrar una transformacién de Lorentz que lleve a un nuevo sistema de coordenadas
(2%, 2V, 2*"), donde la direccién 2% es conmutativa, es decir que [z, 2] = [z¥, 2] = 0.
Este sistema de coordenadas nos sera util mas adelante, al estudiar el comportamiento de la
teoria de Chern-Simons no conmutativa en variedades con borde.

0

2A lo largo de todo esta tesis hemos evitado usar la notacién de formas diferenciales A = A,dx*, ya que
puede inducir a confusién en el caso no conmutativo, especialmente al usar el teorema de Stokes

61



Relacion con el efecto Hall

Supongamos la variedad espacio temporal es R? y que los campos de gauge se anulan
lo suficientemente rapido en el infinito, de manera de poder realizar sin riesgo rotaciones
ciclicas en los productos estrella. En tal caso podemos reescribir (5.18) segin

K VAN ~ ~ ~
S8 o[Ao, Al = 2T / B3z € (AO*EJ» _Ai*aoAj> , (5.19)
4 M
El comportamiento que hemos supuesto para los campos en el infinito nos permite omitir
los productos estrella bajo el signo integral, ya que el término de borde se anula. Entonces
nos queda
K .. PUEN ~ ~
SgS[A()’Ai] = —TI‘/ dS.T € (Aoﬂj — AlaoAj) s (520)
47 M
lo que coincide con la accién a la que hemos mencionado al describir el efecto Hall en el
limite continuo. Por lo tanto la accion efectiva para el estudio del efecto Hall desde un punto
de vista fluidodindmico es la accién de Chern-Simons no conmutativa [22].
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