Capitulo 8

Comportamiento de la accion de
Chern-Simons bajo el mapeo de
Seiberg-Witten

En este capitulo estudiaremos el comportamiento de la accion de Chern-Simons no
conmutativa definida en los capitulos anteriores, respecto del mapeo de Seiberg y Wit-
ten, que relaciona teorias de gauge conmutativas y no conmutativas. Como resultado
importante veremos que su imagen bajo este mapeo es la accion de Chern-Simons
usual conmutativa, en contraste con lo que sucede con otras teorias de gauge

8.1. Algunas motivaciones

En el capitulo precedente, hemos encontrado la relacion entre la accién de Chern-Simons
no conmutativa y la accién no conmutativa de Wess-Zumino-Witten quiral.

La teorfa de Wess-Zumino-Witten no conmutativa ha sido estudiada en [83], donde se
encontré un cambio de variables, similar al mapeo de Seiberg y Witten, que relaciona los
campos ¢ de un modelo de Wess-Zumino-Witten no conmutativo con los campos g de un
dado modelo conmutativo. Segin los razonamientos expuestos en ese trabajo, la dinamica de
este tltimo esta regida por la accion de Wess-Zumino-Witten conmutativa. Por lo tanto, en el
caso espacial de la teoria de Wess-Zumino-Witten, el cambio de variables mapea el modelo
no conmutativo en el correspondiente modelo conmutativo. Esto no es automatico en un
modelo general, por ejemplo, al aplicar el mapeo de Seiberg y Witten (4.22) para los campos
de gauge Au a la accion de Yang-Mills no conmutativa, se obtiene una accién complicada
para los campos conmutativos A,, que tiene la forma de un desarrollo en potencias de 6*".
Es decir que el cambio de variables no mapea la accién de Yang-Mills no conmutativa en la
accion de Yang-Mills conmutativa.

El cambio de variables para ¢ definido en [83] se puede aplicar también al modelo quiral de
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Wess-Zumino-Witten no conmutativo, y es razonable suponer que la mencionada conexién se
verificard también para ese modelo, obteniéndose para g una accién quiral de Wess-Zumino-
Witten conmutativa. En ese caso, podemos adelantar una conexién analoga para las teorias
de Chern-Simons. La situacion se puede visualizar en el siguiente esquema

S%WZW[@] — Sgs [121]
! ¢ (8.1)

SQWZW [g] «— Scs [A]

La accion de Chern-Simons conmutativa estd relacionada con el modelo de Wess-Zumino-
Witten quiral conmutativo por integracion del Ay como hemos mencionado en el capitulo 5.
La misma conexion se verifica para los modelos no conmutativos como demostramos en el
capitulo precedente. Por otro lado, el modelo quiral de Wess-Zumino-Witten no conmutativo
se mapea a través del cambio de variables definido en [83] en el modelo conmutativo. Entonces
podemos inferir que lo mismo sucede para las acciones de Chern-Simons.

Pero para estudiar esta ultima conexién, no es necesario recurrir al mapeo definido en
[83] para los campos ¢ del modelo de Wess-Zumino-Witten. Podemos utilizar directamente
el mapeo de Sieberg y Witten (4.22) para los campos de gauge Am e investigar si la accion
de Chern-Simons no conmutativa se mapea en la acciéon de Chern-Simons conmutativa.

Otra evidencia en favor de esta hipdtesis se obtiene al aplicar el mapeo de Seiberg y
Witten a una configuracion clésica de la teoria de Chern-Simons no conmutativa, que cumple
las ecuaciones de movimiento FW = 0. De acuerdo a la regla de transfomacién para FW,
ecuacion 4.23, vemos que la correspondiente teoria conmutativa cumple F,, = 0, con lo que
tenemos el siguiente esquema

A

=0 e Sts[A]

1 17 (8.2

FM,,:O — Scs[A]

Entonces soluciones clasicas de la teoria de Chern-Simons no conmutativa son mapeadas en
soluciones clasicas de la teoria de Chern-Simons conmutativa.

8.2. El mapeo de Seiberg y Witten aplicado a la accién
de Chern-Simons

En lo que sigue aplicaremos el mapeo de Seiberg y Witten a la accién de Chern-Simons
no conmutativa, para comprobar si se verifica la relacion sugerida mas arriba. La teoria de
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Chern-Simons estara definida sobre una variedad arbitraria M y supondremos que se cum-
plen las condiciones de contorno adecuadas para que la accién sea diferenciable e invariante
de gauge.

Notese que quedan descartadas las condiciones de contorno del caso especial que hemos
discutido en el capitulo anterior, donde 6*” no tiene componentes normales al borde, ya que
nos proponemos estudiar el comportamiento de la acciéon de Chern-Simons bajo variaciones
totalmente arbitrarias del parametro antisimétrico 6.

Tomaremos como punto de partida la accién de Chern-Simons en la forma (7.17), en la
cual sacamos el producto estrella en el segundo término, lo que no genera términos de borde
debido a las condiciones de contorno, es decir que tenemos que

7
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Como esta expresion no contiene productos estrella, depende del pardmetro de no conmu-
tatividad 6*” solamente a través de la dependencia de A, dada por el mapeo de Seiberg y
Witten. Entonces, si derivamos con respecto a 6,,, obtenemos
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donde para reescribir el tltimo término hemos integrado por partes, descartando un término
de superficie que se anula con las condiciones de contorno que hemos elegido. En la expresién
precedente, las derivadas de los campos con respecto a 0" se obtienen de las férmulas (4.22)

g’;@; _ E{Apazx Fob
S Y

Reemplazando (8.5) en la expresién (8.4) obtenemos una expresién para la variacién de la
accion bajo un cambio arbitrario de 6#¥.

Mediante un calculo directo, que no vale la pena detallar aqui, en el cual se deben
mantener solamente los términos antisimétricos con respecto a los indices pu,v e 4,5, obtenemos
como resultado final

.
aSaCQ—S(A) —0 = Seg(A) = Ses(A), (8.6)
uv

donde Spg(A) es la accién de Chern-Simons ordinaria conmutativa como se definicién en
el capitulo 5. Los pasos intermedios de este calculo contienen integraciones por partes, las
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cuales generan términos de superficie, que se anulan debido a las condiciones de contorno.
Es interesante notar que en el caso U(1) el mapeo de Seiberg-Witten cancela los términos
cubicos presentes en S'CS(A)

En suma, hemos visto que la transformacion de (8.5) mapea la accién de Chern-Simons
no conmutativa en su contraparte conmutativa

8.3. Alcances y limitaciones del calculo

Detallaremos a continuacion los alcances de nuestro calculo, las posibles derivaciones y
algunas de sus limitaciones

= Si bien entre las motivaciones originales de nuestro calculo se encontraba la relacién de
la accién de Chern-Simons con el modelo quiral de Wess-Zumino-Witten y la conexion
entre las acciones conmutativa y no conmutativa de éste tltimo, nuestra demostracion
es completamente independiente de estas consideraciones, ya que involucra solamente
a la accion de Chern-Simons y al cambio de variables (4.22) de Seiberg y Witten.

= Otra de las motivaciones fue la correspondencia de las soluciones clasicas de las teorias
de Chern-Simons conmutativa y no conmutativa. Sin embargo, debemos senialar que
nuestra demostracion en ningiin punto supone que los campos cumplen las ecuaciones
de movimiento.

» El resultado obtenido es en realidad mas general: la accion de Chern-Simons no con-
mutativa con un valor dado para el pardmetro de no conmutatividad 6*” se mapea por
el mapeo de Seiberg y Witten en la acciéon no conmutativa con un valor diferente de
este parametro.

» Estos resultados pueden ser ttiles al interpretar el esquema 8.1 en la otra direccion,
como un argumento a favor de la hip6tesis de que el mapeo definido en [83] relaciona
también los modelos quirales de Wess-Zumino-Witten conmutativo y no conmutativo.

= Otra posible derivacion de este resultado se infiere a partir del esquema 8.2: seria
interesante estudiar el efecto del mapeo de Seiberg y Witten sobre otras teorias de gauge
no conmutativas cuya ecuacion clasica de movimiento sea FW = 0, como por ejemplo
los modelos BF', asi como también sobre otros modelos topoldgicos mas generales.

= Este calculo tiene aplicacion solamente a la teoria de Chern-Simons cldsica. Un analisis
cuantico requeriria del estudio del cambio bajo el mapeo de Seiberg y Witten de la
medida de integracién DA, con el gauge adecuadamente fijado. Debido a que este
mapeo es no lineal, es dificil definir consistentemente el correspondiente jacobiano.
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8.4. Conclusiones

Resumimos a continuacion las conclusiones de este capitulo

= La principal conclusién de este capitulo es que la accién de Chern-Simons no conmuta-
tiva se mapea por la transformacién de Seiberg y Witten en la accion de Chern-Simons
conmutativa. Esta es una propiedad no trivial de este modelo, que no se verifica en
otras teorias como por ejemplo la de Maxwell o la de Yang-Mills.

= Esta conclusion se puede extender al resultado maés general de que la accién de Chern-
Simons no conmutativa no depende del valor del parametro 6*, cuando se consideran
a los campos de gauge Au como funciones de este pardmetro dadas por el mapeo de
Seiberg y Witten.
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