Capitulo 9

Gravedad no conmutativa en tres
dimensiones

Formulamos una teoria de gravedad en tres dimensiones no conmutativas mediante
el uso de la conexion entre gravedad tridimensional y teoria de Chern-Simons. En el
sector euclideo, consideramos, con constante cosmologica negativa, estudiaremos el
efecto particular de la topologia T? x R y mostramos que el agujero negro tridimen-
sional (BTZ) resuelve las ecuaciones de movimiento no conmutativas.

9.1. Teoria de Chern-Simons no conmutativa

Como hemos explicado con cierto detalle en el capitulo 5, en el caso usual conmutativo,
la gravitacion en espacio euclideo con constante cosmoldgica negativa, es completamente
equivalente a una teoria de gauge, con grupo de gauge SL(2,C), y cuya dindmica estd regida
por la accién de Chern-Simons.

En el caso no conmutativo, definiremos nuestra teoria de gravedad en d = 3 dimensiones
euclideas y con constante cosmologica negativa, como la correspondiente teoria de gauge no
conmutativa [126]. Sin embargo, como hemos mencionado en la seccién 4.2, el algebra de
SL(2,C) no es cerrada cuando los conmutadores se calculan usando el producto de Moyal,
por lo que es necesario ampliarla y considerar el grupo GL(2,C). El dlgebra de Lie de
GL(2,C) esta generada con coeficientes complejos por la base {J,,il}, donde J, son los
generadores que hemos definido en el capitulo 5. Una representacion de estos generadores
esta dada por J; = ioy, Jo = 109, J3 = 103 donde o, son las matrices de Pauli.

El campo de gauge Au € GL(2,C) se puede expandir en esta base de la siguiente manera
A, = AT+ AT =A, +4A,, (9.1)

n =

donde hemos llamado Au = A5 J, ala parte SL(2,C) de la conexién y Au a la parte U(1).
Dado que Au es una conexion compleja, debemos definir un segundo campo independiente
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A, = AaJ,4+A,il = A, +iA,, (9.2)
La acciéon adecuada no conmutativa para estos campos de gauge se define como
Ss[Au Au] = i (SEs[Au] - SEs[4]) | (9.3)

donde el factor ¢ proviene de la rotacion de Wick necesaria para llevar la teoria de gravitacién
a espacio euclideo. Es decir que tenemos dos teorfas de gauge desacopladas, con accion de
Chern-Simons no conmutativa, para los campos de gauge complejos /Al“ y A,

Para asegurar la diferenciabilidad de la accion, debemos imponer alguna de las dos con-
diciones de contorno estudiadas en el capitulo 7. En cualquiera de esos casos, las ecuaciones
de movimiento son

~

F;W[Ap] = Fw/[;lp] =0. (9.4)
Las mismas condiciones de contorno nos garantizan que la acciéon es invariante frente a
transformaciones de gauge no conmutativas. Si en las ecuaciones (9.4) separamos el campo
U(1), A,, del resto de las componentes, obtenemos

F[A

o[ Al

A A 1 abc c T A A STA A
0, A, —0,A, — 56 b {AZ, Avtd, =i[A,, A +i[A A, (9.5)
8A, — A, +i[A, A =iTr[A,, A,)], (9.6)

A

Fou[A,]

y ecuaciones analogas para A El miembro derecho de estas ecuaciones se anula para 6** = 0,
mostrando que A y A se desacoplan en el limite conmutativo. Es importante notar que FW
no son las componentes en J, del tensor de curvatura I3 . de la teorfa de gauge GL(2,C), sino

las que corresponderfan a una teorfa SL(2, C), escrita en componentes. Anélogamente, ]EA“W no
es la componente en la identidad de la curvatura GL(2, C), sino la curvatura correspondiente
a una teorfa U(1) no conmutativa. Para referencia futura, mencionaremos aqui que existen
soluciones “planas en SL(2C)”, es decir con FW = 0 siempre que,

~

A A +[A,A) =0 (9.7)

En el limite * — 0, la teoria de gauge que hemos definido es equivalente a nivel clasico
a la gravitacién en d = 3 dimensiones, mas dos campos. de gauge U(1) libres y con accién

de Chern Simons. En efecto, los campos abelianos Au y A se desacoplan completamente de

A,y A en ese limite, como se puede ver en (9.5-9.6), y pueden elegirse nulos. Si bien los
campos se acoplan no trivialmente en el caso #* finito, existen, como veremos, soluciones

con A# :Au =0.
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9.2. Gravedad tridimensional no conmutativa

Representacion en términos de triada y conexion de Ricci

En la seccién anterior hemos definido una teoria de gauge no conmutativa, en cuyo limite
0" = 0 recuperamos la forma de Chern-Simons de la gravitacién en tres dimensiones, junto
con dos campos de gauge U(1) con accién de Chern-Simons.

Estamos entonces en condiciones de preguntarnos si nuestra teoria puede ser formulada

en términos de variables triada é*, y conexion de spin wabu “no conmutativas”. Si aceptamos

que la relacién entre estas variables y las componentes SL(2,C) de los campos de gauge AZ

y A% es la misma que en el caso conmutativo, obtenemos una generalizacién no conmutativa
natural, es decir

l

éau = 2—2(142 — /_XZ) , (9.8)
~a 1 Aa 1 1 abc,  be
W, = 5(14”—1—142):—56 Pew®, . (9.9)

N ~a

Sumando v restando las ecuaciones de Chern-Simons para A? v A . se prueba directamente
1 o

que e, y w, satisfacen la “ecuaciones de estructura de Cartan no conmutativas”

~

e (R O RaC Ve S EC TR WRERPR A Ry ) JERT)

p 9

o~ .

~.
>
>

~

T, = —= ([Au — Ay )+ [0, A, = A+ A+ Ay, )+ [, A, +,&,]) (9.11)

I

mientras que, para el campo U(1) obtenemos

T . a a 1 a a i a a a a
IFMV = —2@([10 uku]+l_2[6 u’eu]+z([6 u’wV]+[w M’el’]))’ (9'12)
= . a a 1 a a i a a a a
B = =20l 0] + e eh] = (e wt] + et ). (9.13)

~

En estas ecuaciones, la curvatura de gauge U(1), F,, esta definida como en (9.6), y los
tensores de curvatura y de torsion tienen la forma

a ~Q ~Q 1 aoc o ~C 1 aoc [ & SC

R, = 0, — 00", — 3¢ efw®,, 0, + 5 e, e}, (9.14)
a ~Q ~Q 1 abc ~ AC ~ ~C

T%, = 0u¢", — 0, — 3¢ b ({ebu,w b+ {wbu, ée,}) . (9.15)

Se observa inmediatamente que, siempre que esté presente el campo U(1), el espacio
no conmutativo tiene torsiéon no nula. Por otro lado, los campos gravitatorios actiian como
fuente para el campo U(1), por lo que podemos decir que estan cargados frente a ese campo.
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Si se desea simplificar ain més estas ecuaciones, podemos definir el drewein ¢, = %, .J, —

(1/2)(A, — AAM) y la conexién de spin w, = w*,J, + (i/2)(A, + AAM), ambos valuados en
el algebra de GL(2,C) (nétese la cuarta componente en la identidad, ausente en el caso
conmutativo). Entonces las ecuaciones toman la forma
. . A ...
0,y — Oy, + W, W, — l_Q[e“’ é] = 0, (9.16)
8;Léu - al/é,u + [wm éu] - [émwu] = 07 (917>

que, superficialmente, coinciden con las condiciones usuales de torsion y curvatura para la
conexion de spin y el triada valuados en el algebra. Sin embargo, no debe olvidarse que en
estas ecuaciones estén involucrados los campos U(1) que, si bien ocultos por la notacién, se
acoplan a las variables gravitatorias de manera no trivial como puede verse en (9.5-9.6)

Como un procedimiento alternativo, podemos invertir las relaciones (9.9-9.8)
para obtener los campos de gauge y reemplazar en la accién (9.3), con lo que
obtenemos como accién para las nuevas variables

~

SG [wa,w éa,u’ Al“ AH] - S%H [wa,w éau] +Z§CS[A#] _ZSgS[A#] +S§nt[AlM Al“ wa,u’ éa,u,]v

(9.18)
donde S¢g es la acciéon de Chern-Simons no conmutativa U(1) para los campos

A,y A, S%,; esla “accién de Einstein-Hilbert no conmutativa”

~ ~a 2 a ~a 1 abc sa N N
S e L] = j/d?’xewp (Rﬂy*evaﬁebeu*eby*ep),(9.19)

y S mt s el término de interaccion que viene dado por
S?nt = /dgx (Auju‘i‘Auju) ; (9.20)
donde hemos definido las corrientes j, y j, de acuerdo con

N N a a 1 a a Z a a a a
Ju = —di€, (w W~ € e, + Z([e LW ]+ [, e p])) . (9.21)

N - a a ]' a _a 7’ a a a a
Ju = i€, (w W = e, = Z([e LW ]+ [, e p])) . (9.22)
En términos de las variables valuadas en el algebra, w, y €,, que hemos

definido anteriormente, el conjunto completo de ecuaciones (9.16-9.17) se puede
derivar de la “accién no conmutativa de Einstein-Hilbert”,

2 2
SO, 1,) = -5 / APz €1, (RW # e = rzluk by é,,) : (9.23)
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donde R,, = 0J,w, — 0,w, + [Ww,,w,]. La variacién con respecto al la triada
é,, origina (9.16), mientras que la variacién con respecto a la conexién de spin
w,, origina (9.17). La diferenciabilidad de esta accién queda asegurada dadas las
condiciones de contorno discutidas anteriormente.

Se debe insistir en que, mas alla de la similitud entre (9.23) y la accién de

Einstein-Hilbert usual, en la primera los campos abelianos A, y A, estan aco-
’ 1 i

plados a ¢, y @, de manera no trivial, siendo los acoplamientos proporcionales

a potencias positivas de 0",

Si, a manera de anzitz, elegimos anular los campos abelianos, las ecs. (9.16-9.17) (o sus
equivalentes (9.10-9.11)) se transforman en,

~a ~Na 1 aoc ~ ~NC 1 aoc [ & AC
o, — o,u", — 3¢ b {wbu,w o TPk b {ebu, e} =0 (9.24)

1
0ue’, — 0,e", — ie“bc ({ebu, we,} + {wbu, ec,,}) = 0 (9.25)

Teniendo en cuenta a los tensores de torsién y curvatura introducidos en las ecuaciones
(9.10-9.11), la primera ecuacién se puede entender como una condicién de curvatura no
conmutativa contante, escrita en términos de conexiones y la segunda ecuacion es la andloga
a una condicion de torsién nula. Esta ecuacién no implica, por supuesto, que la conexién
afin sea simétrica.

El mismo anzdtz aplicado a las ecuaciones (9.12)-(9.13) implica que deben cumplirse las
igualdades

a a 1 a a
[w /uw 1/] + Z_Q[e y,?e 1/] = 0; (926)
e, w", ] + [w?,,e%] = 0. (9.27)

Encontraremos mas adelante soluciones explicitas que satisfacen esta condicion. Estas ecua-
ciones se satisfacen idénticamente para 6** = 0.

Representacion en términos de métrica:

La ecuaciones (9.24) y (9.25) tienen la misma forma que las ecuaciones de estructura de
Cartan, pero donde todos los productos han sido reemplazados por productos estrella. Es
entonces natural preguntarse si existe una formulacion en términos de métrica para estas
ecuaciones, es decir, si podemos encontrar las correspondientes ecuaciones de Einstein.

Supondremos que los vinculos (9.26-9.27) se satisfacen e intentaremos escribir (9.24-9.25)
en términos de la métrica y de la conexion afin. (Véase [85]-[90] para otras soluciones de este
problema en cuatro dimensiones.)
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Definiremos la métrica y la conexién afin como

v

N ~a ~b
Ju = —Oap€”, %€, (9.28)
L o abcs u ~b ~C A ~a

IH, = €™l xu’, xe\ + e/ x9,e%. (9.29)

En otras palabras, g, y I'¥,, representan, como es usual, la métrica y la conexion en una
base coordenada. Dado é?, y w,, las férmulas escritas arriba determinan completamente

a
I

las ecuaciones diferenciales satisfechas por g, y I'*, .

Guw y I, Si €%, y w®, satisfacen las ecuaciones de Chern-Simons, nos gustaria encontrar

La definicién de la conexién afin se puede motivar en la invarianza de gauge de la accion.

Bajo transformaciones de gauge ¢ la conexién de spin transforma como uA)“bH — @D’“Z =
(g7« ™, % Py + [971]% * 0,95 Si ' = I, es la conexién en un base coordenada,

relacionada con la base tangente a través de la matriz g°, = €, la nueva conexion deviene
(9.29).
La curvatura en una base de coordenadas es

R#

v

oo = O, — 01, + TV T, =T «1€, (9.30)
y se relaciona con R?,, por medio de la formula

be 4 b 5
R, =€ el x R, x e, (9.31)
Esto se sigue de reemplazar directamente (9.29) en (9.30), y expresa el hecho de que la
curvatura es un tensor. Como R?,, satisface (9.24), encontramos la “ecuacién de Einstein
no conmutativa”,

v

1 R R A
R“l/ po _l_g(&ungV - 5#09171/) + Eﬂu po (932)
donde g, se define en (9.28), y
o L * (e w60 — b ke ) xé (9.33)
v opo 2[26 a € [p € o] € [o € o] Epy- .

El primer término en (9.32) es la contribucién usual de la constante cosmolégica a las ecua-
ciones de Einstein. Recuérdese, sin embargo, que en esta teoria la métrica es no simétrica. El
segundo término E“V oo €8 un efecto puramente no conmutativo, dependiendo del conmutador
de Moyal de las triadas, y no se puede expresar solamente en términos de la métrica.
Resumiendo, dados €, y @, que satisfagan las ecuaciones de Chern-Simons, entonces la
métrica (9.28) y la conexién afin (9.29) satisfacen las ecuaciones de Einstein no conmutativas

(9.32). Mostraremos mas abajo una familia de soluciones de estas ecuaciones.
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9.3. Soluciones

Todas las soluciones consideradas aqui viven en la topologia Mz = T2 x R. Las coorde-
nadas locales en T2 son 2,7z y p € R. Las componentes del campo de gauge son entonces
flu — (A, A, Ap). Tomaremos 67 = % = () mientras que las coordenadas no conmutativas
satisfacen,

[z,z] = 6. (9.34)

Se debe notar que esta eleccion de la componentes de 6 y de la variedad M nos situa en
el caso especial estudiado en el capitulo 7.1, es decir cuando 8" no tiene componentes en las
direcciones perpendiculares al borde de la variedad. En tal caso y de acuerdo a lo estudiado
en dicho capitulo, basta con anular una de las componentes del potencial vector sobre la
superficie para tener una accion diferenciable e invariante de gauge. Elegiremos entonces la
condicion de contorno A2|8M =0y /_12|5M =0.

Deberia ser claro que el agujero negro en tres dimensiones [37]-[38] es una solucion de las
ecuaciones completas no conmutativas, simplemente porque este campo tiene dos vectores
de Killing 0, y 03, los cuales efectivamente reducen el producto estrella al producto usual.

Para explorar la estructura no conmutativa, necesitamos buscar soluciones més generales.
Comenzaremos buscando soluciones a las ecuaciones no conmutativas de Chern-Simons.

La solucion quiral

Reescribiremos la ecuacién (9.5) en la forma

Fo.[A] +i[A,, Al +i[A, A] =0,
FpE[A] + i[Apa Ai] + i[Ap7 AE] =0,
Para resolver estas ecuaciones podemos fijar el gauge a
A,=iJy, A,=0. (9.36)
Las dos primeras ecuaciones de (9.35) se transforman en
A, + A, A]=0,
apAg + [Ap, Ag] - O, (937)

aqui, dado que A, es constante, el conmutador no contiene productos de Moyal. La solucién
de estas ecuaciones es

~

A, =d A (2 2)d, A; =d'As(z,2)d, (9.38)
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donde d = €’° y hemos incluido dos matrices arbitrarias A.(z,2) v As(z, Z) que son fun-
ciones de z, Z pero no de p. La condicién de contorno A, loas = 0 implica A; =0, 0sea que
A;=o0.

Reescribiendo ahora la ecuacién (9.6), tenemos que

(9.39)

Usando A; = 0 y la condicién de gauge (9.36), las dos primeras ecuaciones en (9.39) se
escriben

9,h, = 9,A; =0, (9.40)

Se ve entonces que A, y A deben ser independientes de p. Dada la condiciéon de contorno
Az|op = 0, esto implica que A; = 0 en todas partes. La ecuacion que resta en (9.39) es

0:A, =0, (9.41)

y entonces A, = Az(z) es una funcién analitica arbitraria de z. Con esta solucién para el
campo U(1), la dltima ecuacién en (9.35) se simplifica, transforméndose en

d:A, =0, (9.42)

osea A, = A,(z).

Entonces, la solucién general a las ecuaciones (9.5-9.6) con condiciones de contorno
Ag\aM = Ag\aM = 0, la cual estd cercanamente relacionada con el agujero negro en tres
dimensiones, es la siguiente solucién quiral,

A, =d A (x)d, A,

A, =

ZJ 18 d Az - Az(Z> 5

=0, (9.43)

2>l
~ ||

z

donde A (z)+iA.(z) es una funcién arbitraria de z valuada en el dlgebra de Lie de GL(2,C).
Esta configuracion resuelve tanto las ecuaciones conmutativas cuanto las no conmutativas.
Se puede también comprobar que se trata de un punto fijo bajo el mapeo de Seiberg y Witten
[19]. Un anélisis similar para el segundo campo complejo A lleva a una solucién analoga a
(9.43) pero con A, (z )—>A (2), A.(z )—>A (Z2)yd—d.

Una transformacion de gauge (con elemento del grupo d) lleva la solucién a la forma mas
simple

(
A=A, =A.=A,=0. (9.44)



Una propiedad importante de (9.44) es la simetria de Kac-Moody bajo transformaciones
de gauge holomorfas. Para ver esto, especialicemos al caso A, =0 y notemos que la configu-
racién (9.44) es invariante de forma bajo transformaciones de gauge que sélo dependen de
z. Hagamos A = A(z). Actuando con la transformacién no conmutativa (4.10) se encuentra
que,

SA, = OA+A xXN—AxA, =0 N+ AN— A, (9.45)
6A; = 0, (9.46)
A, 0, (9.47)

El producto estrella ha sido eliminado porque la solucién sélo depende de z. Esta simetria
del espacio de soluciones (9.44) es generada por un algebra de Kac-Moody y juega un rol
importante en la comprensién de la entropia del agujero negro en tres dimensiones.

La métrica

En esta seccién construiremos la métrica correspondiente a la solucién quiral de la seccion
anterior. Utilizaremos la ecuacién (9.28) donde la trfada é¢, estard construida de acuerdo a
(9.8).

Utilizando la solucién quiral (9.43) en la definicién de la triada (9.8), nos queda

s I -
20, = —d'A 29, = ——dA,(3)d!
e, Qid .(2)d, éesJ, Qid S(2)d™,

eJ, = LJs. (9.48)

p

Definimos las componentes de las matrices SL(2,C), A, v A; de acuerdo con

- i (A3 AT = 4 A At
Azzg(A— _A3>7 A2:§(A— _A3)' (949)

Entonces la parte simétrica de la métrica, asociada a la longitud de arco ds* = g, datdz",
es
12 2 12
2 _ 252 U (3 +4- 2 v
ds* = 12dp 4(/1 +AA>dz .
2

+ % (2{4°, A%} 4 {A", A }e 2 4 (A%, A }e¥) dzdz

+ i’ A3dzdp — il A3dzdp . (9.50)

(/I?’Q 1 Zﬁ[l‘) 47>

En este punto, estamos interesados en determinar las condiciones que deben ser impuestas
a los campos de gauge para obtener una métrica que sea asintoticamente anti de Sitter.
Con este fin, seguiremos el método de la ref. [40] extendido al caso no conmutativo. Las
componentes no diagonales que contienen p deben ser nulas. Esto se puede asegurar tomando
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A3 = A% =0, lo que extiende al caso no conmutativo la primera condicién de reduccién de
Polyakov. La métrica resultante es

12 2 - 12 _ _
ds* = [PPdp* — Z/ﬁfrdzz — ZAJrA*de + 8 ({AT, A7 }e > + {AT A" }e*) dzdz,

(9.51)
la cual tiene como forma asintética (p — o)
I -
ds? = [*dp* + g{/ﬁ, A Ye*dzdz . (9.52)
Entonces, para tener una forma AdS es necesario imponer
{AT A7} =38. (9.53)

Derivando respecto de z y Z obtenemos las siguientes relaciones (recuérdese que A™ es holo-
morfa y A~ es antiholomorfa)

{0.AT, A"} =0, {AT,0:A7}=0. (9.54)

En el caso usual conmutativo, estas relaciones implican A", A~ constantes. Para comprobar
esto en el caso no conmutativo, obsérvese que, siguiendo [83], se puede escribir

f)x52) = e f(2)3(2),
§(2)  flz) = e 29f(2)i(2), (9.55)
lo cual implica
Sy = (e i) (i) =
2 2
= cosh (gaa) f(2)§(z). (9.56)

Usando esto, la ecuacién (9.54) se puede reescribir como
0, = + oA 0, = ta A—
cosh 508 (0,ATA7) =0, cosh 588 (AT0;A7) =0. (9.57)
Llamando {1y} a un conjunto completo de autofunciones del laplaciano 99 con autova-

lores {A}, se puede escribir cosh((6/2)09) = Y-, cosh((6/2)A)[1hx) (1a]. Esto asegura que
cosh(#/2 99) no tiene modos cero, y entonces de (9.57) se puede deducir

0.ATA” =0, AT9;A” =0, (9.58)
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esto implica que AT, A~ deben ser constantes. Hemos encontrado entonces la segunda con-
dicién de reduccién, que escribiremos como AT =2, A~ = 2.

Concluimos que para tener una métrica asintéticamente AdS en el caso no conmutativo,
es necesario imponer sélo las condiciones usuales de reduccién de Polyakov, discutidas en
[40]. En este caso, la solucién quiral (9.43) toma la forma

i (0 e’ A (0 ZT(2)e*
AZ_Z(%T(Z)@” 0 ), A, =—-A,=1iJ;, Az—z(ep 5 ,
A, =A(z) A =A(3)
Ar=A.=A.=A,=A.=A,=0. (9.59)
Con esto, la parte simétrica de la métrica, como se definié en (9.50), deviene
[ [ - 1, -
ds* = 1’dp? — §sz2 — 5sz? +3 ({T,T}e " +81%¢*) dzdz . (9.60)

Vemos que la unica componente de la parte simétrica de la métrica afectada por la no
conmutatividad es g5, = (1/8){T, T} exp(—2p). Usando (9.55) para reescribir el anticonmu-
tador, esta componente se puede reescribir como

92 = Cosh(gaa)gzz, (9.61)

siendo g,,, la métrica construida en [39] para el caso conmutativo. El operador cosh((6/2)90)
actia como la identidad cuando se aplica a las otras componentes de la métrica, dado que
todas las derivadas se anulan,

f?fz = COSh(gﬁa)gzz ) Q?z = COSh(gaa)gzz- (9.62)

Entonces, la relacion entre la solucién usual conmutativa y la parte simétrica de la solucién
no conmutativa se puede escribir en la forma compacta

. 0, =
giy = cosh (588> Guw - (9.63)

La métrica completa g, = gfy + gf}w donde Q;‘V es la parte antisimétrica, satisface las
ecuaciones de Einstein no conmutativas (9.32). Nétese que gf}u es de hecho no nula. Esta
contribucion no nula proviene de

0 - 0 _
J:z = €xp (588) 92z, gz = €xp (—538) 9zz - (964)

lo cual implica

g2z = sinh (g(‘?@) gez - (9.65)
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Recuérdese que la derivacién de (9.32) a partir de las ecuaciones de Einstein ordinarias

esta codificada en la combinacién £}, la cual depende del conmutador [éf, ¢’]. En el pre-
sente caso, la tinica contribucién no nula a este conmutador es la componente (p = z,0 = Z),

que es proporcional a [T, T] = 2sinh (£99) T'(2)T(z).

9.4. Alcances y limitaciones de nuestra teoria

Como los éxitos y puntos abiertos de este capitulo, mencionaremos

» La formulacion en términos de métrica de nuestra teoria de la gravitacién no con-
mutativa, conduce a ecuaciones de Einstein que contienen un término adicional que
involucra al tensor E¥, , , cuya definicion contiene las triadas €*,. Para que las ecua-
ciones de Einstein queden escritas en forma completamente independiente de estas
variables, seria de interés encontrar algin tipo de interpretacién geométrica para este

tensor.

» Existen en la literatura varias formulaciones de la gravitaciéon no conmutativa [9]-[14],
[85]-[90]. Es importante investigar la relacién que estas teorias puedan tener con la
definicion aqui propuesta.

» En otras formulaciones de la gravitacién no conmutativa [87]-[90], el determinante
la métrica que aparece en el elemento invariante de volumen en la acciéon de Einstein,
presenta problemas de ordenamiento en su desarrollo en serie de potencias. Con nuestra
definicién de la gravitacién no conmutativa, hemos sorteado estos problemas al utilizar
la accién de Chern-Simons para definir la dindmica.

» En este capitulo nos hemos centrado en el caso de la gravitacién euclidea y con cons-
tante cosmoldgica negativa. La extension a otros valores de la constante cosmologica
o a la signatura minkowskiana parece directa. En cada caso, sera necesario ampliar el
grupo de gauge que su algebra de Lie cierre por anticonmutacion

= Se puede objetar que la inclusién de los campos U(1) asociados al generador adicional
resulta antinatural. Es ese caso, serfa necesario adaptar los resultados de [63]-[65] a la
teoria de Chern-Simons, para poder formular una teoria de la gravitacién no conmu-
tativa sin generadores adicionales

9.5. Conclusiones

Resumiremos aqui nuestras conclusiones

= Hemos formulado una teoria de Chern-Simons no conmutativa, con grupo de gauge
GL(2,R). El limite conmutativo de esta teoria coincide, a nivel clasico, con la forma de
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Chern-Simons de la gravitacion en d = 3 dimensiones euclideas, sumada a un campo
de gauge complejo U(1), desacoplado y con accién de Chern-Simons.

Para 0" finito, si bien el acoplamiento entre el campo U(1) y la parte SL(2,R) es no
trivial, hemos propuesto considerar esta teoria como la forma de Chern-Simons de una
teoria de gravitaciéon no conmutativa en d = 3 dimensiones euclideas.

Hemos sido capaces de reformular dicha teoria de Chern-Simons en términos de un drei-
bein y conexién de spin no conmutativos, cuyas ecuaciones de movimiento generalizan
las ecuaciones de Einstein en este formalismo.

Verificamos que es posible definir una accion de Einstein escrita en términos de los cam-
pos no conmutativos, de la cual se derivan las correctas ecuaciones de movimiento, sin
necesidad de definir algin ordenamiento para el determinante del dreibein, sorteando
de esta manera las dificultades que se han discutido en la literatura [87]-[90].

Encontramos soluciones a nuestras ecuaciones que se corresponden en el limite con-
mutativo a las soluciones conocidas de la teoria de gravitacién en 3 dimensiones, por
ejemplo la solucién afin y la solucién de agujero negro BTZ.

Ademas, hemos encontrado un operador que mapea las soluciones de nuestra teoria no
conmutativa el las correspondientes soluciones de la teoria conmutativa.
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