CAPITULO IV

APLICACION DE LOS FORMALISMOS E-F AL PROCESAMIENTO
OPTICO DE IMAGENES.



IV-1 INTRODUCCION

’

Las aberraciones constituyen un problema inherente a los
sistemas Spticos formadores de imdgenes. En el marco de la teoria
de Huygens-Fresnel, estas se describen matemdticamente por medio
de la funcidn aberracidén S2(x,y) que representa la desviacidén del
frente de onda respecto de una esfera perfecta (diferencia de
camino dptico), donde (x,y) son las coordenadas adimensionales en
el plano de la pupila de saiida.

De acuerdo al tipo de tratamiento, la funcidn aberraciodn
se expande deneralmente en series de potencia (tratamiento d&ptico
geométrico), o bien en términos de polinomios que formen un
conjunto completo en el interior de un circulo unidad (tratamiento
segin la teoria de difraccidn}/1/.

Existen varios criterios para especificar 1la tolerancia
de un sistema Sptico a las aberraciones y/o a errores de enfoque.
Histdéricamente, el primer criterio fue enunciado por Lord
Rayleigh/2/. Segin el mismo para que la calidad de una imagen sea
aceptable, el mdximo apartamiento del frente de onda respecto de.
un frente de onda esférico debe ser menor que un cuarto de la

longitud de onda de la luz incidente. Es decir:

maxlﬂ(x,y)|\< A/4. (IV-1)
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Nétese que esta condicidn no impone ninguna restriccidn individual
sobre los coeficietes de aberracidén en los cuales se expande al
frente de onda.

En base al criterio del cuarto de onda , Rayleigh
establecié que, para que la calidad de 1la imagen no sufra un
deterioro apreciable, la maxima iluminancia en la imagen dada por
un sistema Sptico con aberracidén esférica debe ser por lo menos el
80% de la iluminancia de un objetivo libre de aberraciones. Esta
condicidén sobre las intensidades puede asociarse a la razdén de
Strehl/1/, que se define comunmente como el cociente entre las
intensidades en el foco de la imagen aberrada (Ir) y de la imaden

libre de aberraciones I, de la siguiente manera:
S =1I/I 3 0.8 (Iv-2)

Trabajos de Baracat/3/ y Mahajan/4/ mostraron que el criterio del
cuarto de onda no conduce necesariamente a una razén de Strehl de
0.8. Este criterio es sSlo una primera aproximacién al estado
ideal de un sistema S6ptico, ya que la distribucidn de luz en una
imagen depende no s6lo de la médxima deformacién del frente de
onda, sino también de la forma del mismo (tipo de aberraciodn).
Cuando la condicidén (IV-1) se aplica a aberraciones de
diferente tipo se obtienen distintos valores para la intensidad en
el foco de difraccidén. Resulta mds apropiado entonces, formular un

criterio de tolerancia que tenga en cuenta , en cada punto, al
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apartamiento respecto del frente de onda ideal. Un criterio de
este tipo fue formulado por Marechal/5/, quien usé la relacidn quo
existe entre la intensidad en el centro de la esfera de referencia

¥ la varianza del frente de onda respecto de la misma ( 04). Para

aberraciones Pequerias puede expresarse como:

S = (1-1/207%). (IV-3)

De acuerdo con Marechal puede decirse que un sistema
6ptico estd corregido cuando el valor de la razén de Strehl es
mayof o igual que 0.8. Segin los calculos realizados por
Mahajan/4/ la ecuacidén (IV-3) proporciona resultados con un error
menor que un 10% si la razén de Strehl es mayor que 0.8. La
férmula de Marechal muestra que 1la razén de Strehl es méxima
cuando la varianza de la aberracidn es minima.

Otro de los criterios de calidad de un sistema formador
de imédgenes puede obtenerse a partir de la teoria de la Funcidn de
Transferencia Optica (OTF). En virtud de que, las propiedades de
formacidn de imdgenes de un sistema Sptico pueden ser evaluadas -
por medio de la OTF, esta resulta Gtil para clarificar resultados
que serian dificiles de Jjuzdar a partir de distribuciones de
intensidad. Este criterio fue usado por Hopkins/6/ para evaluar el
grado de desenfoque de pupilas binarias, ¥y por Mino y Okano/7/

para pupilas sombreadas (“"shaded apertures").
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Mino y Okano destacan dos condiciones que debe cumplir la
OTF de un sistema desenfocado para que la imigen sea confiable: 1)
Que la OTF no sea negativa (lo cual conduciria a una inversidn de
contraste), ¥ 2) Que la OTF sea una funcidn mondétona decreciente.
Concluyen ademés, Que para aberraciones pequefias, las pupilas
sombreadas, son menos sensibles que las binarias, a la éberracién
esférica y al desenfoque.

En los formalismos E-F, la funcidén Ambigiiedad ha sido
usada para el tratamiento de sistemas Jpticos con errores de
enfoque. Como se vid en la seccidn (I-3.d), la AF puede usarse
para la visualizacidn de la "performance” de un sistema &ptico
desenfocado. H.Bartelt et al./8/ utilizaron esta propiedad como
criterio de tolerancia para errores de enfoque, comparando la
performance de distintos tipos de pupilas.

A lo largo de este capitulo, se utilizan los formalismos
E-F para analizar la razdén de Strehl de sistemas opticos con
desenfoque y aberracidn esférica. En primer término, se muestra
que la AF describe el contenido de frecuencias de 1la .Razdn de
Strehl. Luego, se obtiene para el mismo criterio una
representacidn en funcidn de la Sptica geométrica, usando a la WDF
para asociar "amplitudes™ a los rayos paraxiales que cortan al eje
6ptico. Se establece ademds, que para pupilas simétricas, el valor
de la OTF puede ser asociado con la amplitud de un rayo que corte
al eje 6ptico. Se discuten finalmente aldunas aplicaciones de

estos resultados.
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IV-2 REPRESENTACION DE LA RAZON DE STREHL EN EL E-F

La Razdn de Strehl (RS) ademds de ser una figura de
mérito intuitivamente simple, de un sistema &ptico, posee un
significado fisico que estd relacionado directamente con el
proceso de formacidén de imédgenes/9/. En primer 1lugar la RS es,
para pequefias aberraciones, una medida aproximada de 1la fraccidn
de flujo radiante que estd contenida en la parte central brillante
de la imagen de un punto fuente. Segundo, debido a que un sistema

optico con iluminacidn incoherente puede ser considerado como un
filtro pasa bajos lineal, puede pensarse a la RS como el area bajo
la funcidn de transferencia. Ademds, la RS puede ser tratada como
la correlacidén estadistica de Linfoot/9/, es decir maximizar a la
RS, asedura que las regiones de distinta densidad de brillo en 1la
imagen se correspondan con aquellas en el objeto.

Por las razones expuestas, los métodos para la evaluacidn

de la RS son de un gran interés practico.
IV-2-1 CONTENIDO DE FRECUENCIAS DE LA RAZON DE STREHL

Las aberraciones en un sistema d&ptico con simetria

rotacional son representadas por la funcidn aberracidén esférica:

X .
Jo(r) = fg::w:p.o r =, (IV-4)

93



donde Wz.,0, es el coeficiente de aberracidén vy f es un factor de
escala en unidades de 1longitud de onda. Considerando sélo la

aberracion esférica primaria o de Seidel resulta:
£2(r) = (W2 r 2 + Wi r *), (IV-5)

donde Wz y Ws son los coeficientes de desenfoque y aberracién
esférica primaria, respectivamente.
La PSF de un sistema dptico con estas caracteristicas es
la siguiente:
B(r, W=, W) = zrrfP(p) Jo(2Me 9 ) exp{20i[ W (9/pe)?
+ Wa(P/90)] Jodp . (IV-6)

En la ecuacién (IV-6), P(9) representa a la amplitud
compleja de la pupila apertura, Jo es la funcién de Bessel de
primer grado y orden cero, y C0u=z(A_§3/2) ( ?o es la frecuencia
de corte). De acuerdo a 1la Figura IV-1, el plano focal se

encuentra en z=0,
3(r')

P&Piﬂho)

Figura IV-1

'~
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Segin la dptica geométrica, 1la PSF seria una versidn
(reducida pero similar) de la intensidad de la transmitancia en la
pupila. Por lo tanto la RS puede escribirse:

2

|p(r=o,wm, Wao)

S( Wz, Wa) = (IV-7)

2

|p(r=0,wzo= Wro=0)
Haciendo el siguiente cambio de variables:
E = (9/9) - 0.5, (1V-8)

siendo un parametro adimensional asociado a una frecuencia
espacial ( el cambio de variables de la ecuacidn (IV-8) transforma
cualquier pupila de simetria circular en una pupila rectangular
unidimensional que es distinta de cero sdélo en el intervalo

(-1/2,1/2). Definiendo la siguiente funcién pupila generalizada:

) Q
QE) = P(g)/ Al fP(g) 9 dp , (IV-9)
(o]
y sustituyendo a la ec. (IV-8) en 1la ec.(IV-6), 1la RS puede
escribirse:
S(Wa0, Wa) = QA Wz, Wa}|? (IV-10)
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donde

~n)
Q( Wz, Wao) =j\Q(§) exp {Zﬂ'i [().)w EF + (W= + w.o)g]} d§ .
(IV-11)

En la ecuacién (IV-11) se ha omitido un factor de fase
multiplicativo, irrelevante para la presente discusidn.

Por lo tanto, la RS para un sistema éptico con errores de
enfoque y aberracidn esférica puede ser expresada como una PSF
unidimensional. Ahora bien, un sistema Sptico como el de la Figura
IV-1, puede (en virtud de que el sistema es lineal y espacialmente
invariante} ser también representadc por su respuesta en
frecuencias. Es decir, se puede definir una funcidn de
transferencia para dicho sistema, ya que la irradiancia a lo largo
del eje optico es isoplandtica y atn mds, la irradiancia a la
salida es 1la superposicién lineal de las irradiancias a 1la
entrada.

De esta forma, se define a la funcidén de transferencia

como:

~
S(g: Wae) = J‘S((.Ozo, Wao} exp(—Zﬂ’ig(.)zo) d = , (IVv-12)
donde el coeficiente de desenfoque (U=, es usado como variable

espacial adimensional y § como frecuencia espacial también

adimensional.
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La transformada de Fourier en la ecuacidén (IV-12) puede
pensarse como el contenido de frecuencias espaciales de la RS para
aberracidn esférica variable. J.Ojeda-Castafieda et al./10/ aplican
la funcidn de transferencia dada por la ec. (IV-12) al cdlculo de
la distribucidn de intensidad a lo largo del eje 6ptico para un
sistema telescépico como el de la Figura 1IV-1. Ellos demuestran
que la variable frecuencia en la ec.(IV-12) puede pensarse como
una frecuencia espacial adimensional para una variacidn de
irradiancia sinusoidal positiva a lo largo del eje &ptico, a 1la
entrada del sistema. La influencia de la aberracidn esférica en la
irradiancia sobre el eje Sptico puede ser interpretada en término
de las modificaciones de 1la funcidn de transferencia de la
ecuacidén (IV-12) con Wa como pardmetro. Estas modificaciones de
la funcidn de transferencia pueden visualizarse a través de la AF
de la funcidén Q(W,Wx) de la sigduiente forma: la expresidn

(Iv-12),

g(l‘l, W) = fl Q{Wz20, Wa){? eXP(—Zﬁiqwzo) dw 20 (IV-13)

puede expresarse como:
g(q, Wao) = BXP(Z'ITi(L)wQ) f@(gw/z, W) 6'(%" Q/Z, Wao)

X exp{2Mi (2Wwn)E} dg .  (IV-14)
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Comparando 1la ecuacidn (IV-14) con 1la definicidn de 1la AF

(ec.(I-39)), se obtiene:
| S(q, @) | = | 8, x=2 Ve | (IV-15)

Consecuentemente, una gradfica de la AF muestra los
médulos de la funcidn de transferencia (que se asocia a la RS vs.
errores de enfoque) como un conjunto de lineas x= 2N Wz para
distintos valores de aberracidn esférica (Fig. 1IV-2). 8Si se
considera una funcidén de transferencia hipotética que no sea
afectada por aberracidn esférica se obtiene una AF invariante a lo

largo de la linea x=20ho§ .

s

E-F X

7' frec. espacial
XK v, espacial

. 2Wao' pendiente X=2Gh0

N=%
\ 2We0
n
)29
Figura IV-2
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Si se desea reducir 1la influencia de la aberracidn
esférica en la funciodn de transferencia , la AF (para una dada
frecuencia) debe decrecer suavemente a medida que x crezca en

valor absoluto, de forma tal que la funcidén de transferencia varie

lentamente con Wi,

1v-3 FORMULACION DE LA RAZON DE STREHL BASADA EN LA WDF/11/

A partir del andlisis de Fourier v del concepto de
funciones de transferencia se han desarrollado métodos que
constituyen una poderosa herramienta en el andlisis de la
perfomance de sistemas dépticos/6,10/.

Sin embargo, cuando los disefiadores de sistemas J&pticos
tratan de llevar estos resultados a la practica, se encuentran en
principio, con un dran obstdculo. Esto se debe a que 1los métodos
antes mencionados se basan en la éptica ondulatoria; mientras que’
tradicionalmente, el disefio practico hace uso de la 6ptica
geométrica., Existen dos buenas razones para esto uGltimo: la
cantidad de cdlculo es mucho menor en la dptica deométrica que en
la ondulatoria, y la calidad de las lentes puede predecirse con
bastante exactitud a partir del conocimiento de las aberraciones
geométricas en la etapa de disefio.

A pesar de que aldunos conceptos comc la OTF pueden

extenderse a la déptica deométrica/12-14/, la relacidn entre ambas
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técnicas es atin insatisfactoria. El propdsito de esta seccidn es
presentar a la RS (criterio de calidad basado en 1la dptica

ondulatoria) en términos de rayos de la dptica geométrica.

1v-3-1 RAZON DE STREHL PARA EL DESENFOQUE

Como se discutid en el capitulo I, dos de las propiedades
mas importantes de la WDF son:
i} La irradiancia en cualquier punto x se obtiene como 1la

proyeccidn de la WDF a lo largo del eje u, es decir:

Hx)=J}Nmu)dw (IvV-16)
ii) La WDF de la figura de difraccidon de Fresnel de una pupila
cuya transmitancia estd representada por 1la funcidén t(x), es
decir:

U(x;2) = ft(y) exp{-iW(x-y)*/Az} dvy (IV-17)

permanece invariante a lo largo de la linea x=Azu esto es:

W(x,y;2) J\U(X+X’/2;Z) U (x-x’/2;2) exp(-2Wiux’) dx’

t

He (x-Azu, u), (IV-18)
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donde W. es la WDF de 1la pupila. Esto significa que, en la
aproximacidén paraxial, es posible asociar una Tamplitud” con la
trayectoria de un rayo de la siduiente manera.

Un rayo paraxial que forma un angulo O con el eje d&ptico
z,es asociado con la frecuencia espacial u= /A . La trayectoria
del rayo esta dada en cada punto x por la relacidn x=z06 = Azu.

Por lo tanto, la WDF es invariante a 1lo largo de la
trayectoria de un rayc (ec.(IV-18)) y, ya que la irradiancia es la
suma de todos los posibles rayos (ec.(IV-16)) rgsulta valido
considerar a la WDF como la "amplitud” del rayo que pasa por el
punto de coordenada x formando con el eje Sptico un dndulo ©=X/z
Esta interpretacidon que fue sugerida por Bastiaans/15/, es
aplicada aqui para dar una representacidn, de la SR para errores
de enfoque y aberracidn esférica en términos de rayos.

Considérese una apertura rectangular unidimensional de

ancho 2X; esto es:
t(x) = rect(x/2X) (IV-19)
La WDF de la ecuacién (IV-19) es:
W(x,u) = [X—|x|] rect(x/2X) sinc {4u(x—|x|)}. (1V-20)

Si se considera una lente delgada ubicada en la apertura, la

amplitud compleja para planos desenfocados z;ﬁO en la Figura IV-3,
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resulta:

U(x;2z) = jt(y) exp (-ily*/Af) exp{~-iM(x-y)}*/A(f+2)} dy. (IV-21)

Figura 1IV-3

Es inmediato demostrar que la WDF de la ecuacidn anterior es:
W(x,u;z) = W (x~ A(f+z)u, x/Af-zu/f). (IV-22)

Consecuentemente, la amplitud de 1los rayos que cortan al eje

optico para z variable es:
W(x=0,u;2) = W(-A(Ff4+2)u, -zu/f). (Ivy-23)

Esto es, la amplitud puede visualizarse como los valores de la WDF
de la pupila apertura en coordenadas (¥4 ), a lo largo de lineas
y= [f(f+z)/éLH (véase la Fig.IV-4). La ecuacién (IV-23) implica
una rotacidén mas un cambio de escala de la pupila apertura.

La amplitud para z=0 (planc focal) se encuentra a partir
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de los valores de la WDF a lo largo del eje y=- fu que pasa por el

origen de coordenadas, es decir:
W(x=0,u;0) = [x—AfluE] rect u/(2x/Af) . (IV-24)

En la apertura (z=-f}, las amplitudes son los valores de

la WDF a lo lardgo del eje M =u:

W(x=0,u;~-f) = X sinc(4xu) (IV-25)

Ay
X /

tan $= Af (t+2)/z

=1

VA Figura IV-4

En conclusidn, para analizar los errores de enfoque decbe
considerarse lo siguiente: cualquier rayo que intersecta al eje
6ptico en planos desenfocadoé z #0, cruza el planoc focal en x#0;
en otras palabras, para un dado &ngulo 6 (o frecuencia espacial
u=6/)) la contribucién en amplitud en un planoc cualquiera =z
proviene de un rayo que cruza el plano focal en x= Alzu (ver
Fig.IVv-5).

Por lo tanto, mediante argumentos geométricos sencillos
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es posible relacionar los valores de la WDF en el planoc focal con

aquellos en planos desenfocados ¥y, por medio de la ecuacidn

(IV-16) hallar la RS de la siguiente manera:

\fﬁ(x=kzu, u, z=0) du

S =

\fW(x:O,u,z=0) du

J}h (-A(f+2)u, —zu/f) du

JR% (?Aéu, Q) du

4 X A

~

B \ g

(IV-26)

(Iv-27)

Figura IV-5

Iv-3-2 CASO BIDIMENSIONAL: ABERRACION ESFERICA DE SEIDEL

Considérese el caso de un sistema con simetria rotacional

alrededor del eje 6ptico, que tenga errores de enfoque W0 F0 ¥y
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aberracién esférica W+ #0. Como se discutié en 1la secciédn
IV-2-1, la RS como funcidn de mérito de este sistema éptico puede

escribirse (combinando (IV-10)y (IV-11)

S(Wao, W) = |ja(§) exp{Zﬂi [ O.)wgz + { @20 +0.)w)§]} dglz
(IV-28})

donde nuevamente Q representa a la pupila generalizada de la
ecuacidén (IV-9)y se ha hecho el cambio de variables de la expresidn

(IV-8), La ecuacién anterior puede escribirse como

S(waw, we) = [[&z+ersz) Fe-rr/2)
exp { 2M (Ww (285" + (W +@w) &)} dE’ df , (IV-29)

0 bien usando la definicidn de la WDF
5( (t)zol(.\)no) = IW(ZQQOE + (Wze +Wae), § ) dE . (IV-30)

Consecuentemente la performance de un sistema Sptico como
el de 1la Figura IV-1, puede analizarse estudiando el
comportamiento de la WDF W(y,g) asociada a la pupila deneralizada
(IV-8) y (IV-9) a lo largo de lineas: y=2Wwi+(W, + Ww). Esta es
una generalizacidn del tratamiento hecho en la seccidén IV-3-1, que
se extiende a pupilas 2—D; de simetria rotacional con errores de

enfoque y aberracidn esférica primaria.
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IvV-3-3 AMPLITUD DE LOS RAYOS A PARTIR DE LA OTF

Para pupilas simétricas, es decir T(u)=T(-u) 1la OTF

asociada (o sea,la autocorrelacion de la funcidn pupila}, es:
H(p) = J\T(U+}4/2) " (u- M /2) du, (IV-31)

A partir de (IV-31) ¥ de la definicidn de 1la WDF
(ec.I-1), es claro que la OTF esta relacionada con la WDF de 1la

purila de la siguiente manera:
H(p) = W (x=0, u= p{/2) | (1V-32)

Por lo tanto, en virtud de lo discutido en 1la seccidn
1Vv-3-1, para pupilas simétricas, el valor de 1la OTF puede ser
asociado con la amplitud de un rayo paraxial que corte al eje

6ptico. Ademds la relaciodn

S =J‘H()J) d}J . (IV—33) ‘
puede interpretarse como suma de amplitudes de rayos que cortan al
eje optico formando dngulos: ©= M/2.

Esta simple interpretacidn puede aplicarse para expresar

un criterio de calidad como el de Hopkins/8/ en términos de rayos
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paraxiales. Este criterio establece que el cociente entre la OTF
en presencia de aberraciones y/o desenfoque, y la OTF limitada por
difraccidn debe ser mayor o igual que 0.8 para cualquier
frecuencia.

En conclusién, se ha establecido un nexo entre un
criterio de calidad expresado en el formalismo de 1la dptica
ondulatoria, como el de la OTF, y los elementos usados comunmente
por los disefiadores de sistemas dpticos, como son los rayos de 1la

Optica deométrica.
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