CAPITUILCO I

INTRODUCCION A LOS FORMALISMOS ESPACIO-FASE



I-1 INTRODUCCION:

lLas representaciones Fspacio-Fase (E-F) como 1la Funeciodn
de Distribucidén de Wigner (WDF), la Funcidén Ambigiedad (AF), el
Espectrograma Complejo (CS) y el Espectrograma Local (LS), han
encontrado en los ultimos afios diversas aplicaciones en la dptica.
Entre otras cabe mencionar: andlisis del fendmeno de la difracciodn
Yy teoria de sistemas Spticos/1,2/, andlisis de sefiales 1-D/3/,
teoria de coherencia/4,5/, formacidn de imadenes/6,7/ y teoria de
aberraciones/8,9/.

En este capitulo se dan las definiciones de las funciones
E-F antes mencionadas y se enuncian sus propiedades mas
importantes, estableciéndose ademds las relaciones matematicas que

existen entre ellas.

I-2 LA FUNCION DE DISTRIBUCION DE WIGNER

El concepto de WDF fue introducido en 1932 por Wigner/10/
en el contexto de la mecénica cudntica. De Bruijn/11/ hizo una
revision histdrica de la WDF y dié también una base matemdtica
para este nuevo tipo de transformaciones. En 1978 fue usado por
Bastiaans/2/ para el andlisis de sefiales y sistemas d&pticos, vy
desde entonces se ha usado extensivamente en el tratamiento de

diversos tépicos de la éptica moderna.



Se define a la WDF de una funcidn f(x) como:
W(x,u)= jf(x+x’/2) £ (x-x’/2) exp (-2miux’) dx’, (I-1)

donde (*}) indica complejo conjugado.

(Nota: todas las integrales poseen limites de intedracidn entre

-®» y +o, a menos que explicitamente se especifique lo contrario).
Existe una definicidn equivalente empleando la

transformada de Fourier de la funciodon f(x):
W(x,u)= JF(u+u’/2) F*(u-u’/2) exp (2mixu’) du’. (1-2)

De la comparacién entre (I-1) y (I-2) surge que: la WDF
del espectro de una dada funcidn f£(x) puede determinarse
simplemente de la misma funcién intercambiando 1las variables
frecuencia espacial (u) y coordenada (x)}, teniendo en cuenta el
cambio de signo en el exponente. Esto ilustra la simetria entre
ambas definiciones (I-1} y (I-2).

La WDF representa a la funcidén en espacio y frecuencia
simulténeamente, siendo entonces una representacidn intermedia
entre una puramente espacial f(x) y una puramente espectral F(u).
Para una sefial 1-D, la WDF definida en el espacio-fase, representa
a la variable espacial en un eje y a la energia o al poder
espectral {(distribucidn de intensidad del contenido de

frecuencias) en el otro eje. Esto es, la WDF de una sefial 1-D



puede interpretarse como la distribucidn de la energia de la sefial
en el espaéio y en la frecuencia espacial al mismo tiempo. En
consecuencia, un “"display” 2-D de la WDF, daria la distribucidn de
energia de la sefial localizada en el plano (x,u). Sin embargdo esta
interpretacién no es siempre cierta ya que como se Vera mas
adelante la WDF no siempre es no negativa.

La descripcidén de 1la seflal en espacio-frecuencia se
aseme ja mucho al concepto de rayo de la 6ptica geométrica donde la
posicidén y direccién de un rayo, también estan dados
simultaneamente. De alguna forma se puede considerar a W(x,u) como
la "amplitud"” de un rayo que pasa por un un punto x (posicidn), y
con una dada frecuencia espacial u (direccidn).

En la siguiente seccidén se dardn algunos ejemplos que

ilustran el concepto de la WDF.
I-2-1 EJEMPLOS DE LA WDF
(a) Fuente puntual
La WDF de una fuente puntual localizada en X=Xo:
f(x) = é(x—x), (I-3)

calculada a partir de‘la definicidén (I-1), resulta:



W(x,u) = §(x-%), (I-4)

es decir en un Unico punto x=X +todas las frecuencias estén
presentes, mientras no existan contribuciones de otros puntos. En
efecto esto es lo que deberia esperarse del espectro 1local de

frecuencias de un Unico punto fuente.

(b) Onda plana

Considérese una onda plana definida en el ~dominio

espacial por:

f(x) = exp (iwx), (I-5)

o0 equivalentemente en el dominio de las frecuencias espaciales

por:

F(u) = §(u-w )2 (I-6)

Una onda plana y un punto fuente son funciones duales entre si; es.
decir la transformada de Fourier de una funcidén tiene la misma
forma que la otra funcidén. Debido a esta dualidad,la WDF de una
onda plana es la misma que la de una fuente puntual perc rotada un

dngulo de 90° en el espacio fase (x,u). Esto es



Wix,u) = §(u-w)2Ir (I-7)
(c) Sefial de fase cuadrdtica

Una sefial de fase cuadridtica tal como:

f(x) = exp(iax?/2), (I-8)

representa, al menos para valores pequefios de x, una onda esférica

con curvatura igual a a. La WDF para esa sefial es:

W(x,u) = 21T §(u~-ax). (I-9)
De esta dltima se concluye que en cada punto x se encuentra
presente solo una frecuencia u= ax. Esto corresponde exactamente a

una representacidn de la onda esférica en términos de rayos de 1la

éptica deométrica.

(d) Sefial de fase de variacidén suave

La WDF de una sefial de fase'de variacion suave:

f(x) = exp(i §(x)), (I-10)

donde @(x) es una funcidén suficientemente suave de x, toma la



siguiente forma
Wix,u) = 27 §(u-dd/dx). (I-11)

Nétese, que en cada punto x solo una frecuencia wu=d/dx estd
presente. Ademds, la ecuacidén (I-11) es totalmente exacta cuando
¢(x) varia lineal o cuadrdticamente con x (ejemplos 1I-2-2 vy
I-2-3). Esta aproximacidn es util en 1la teoria géométrica de
aberraciones/9,12/ y en el tratamiento de las transformaciones

geométricas de Bryngdahl/13, 14/.

I-2-2 PROPIEDADES DE LA WDF,

En esta seccién' se enunciaran las propiedades mas
importantes de la WDF. Otras propiedades puedeﬁ hallarse en las
referenciés /15/ y /16/

(a) Férmulas inversas

Las fdrmulas inversas de las (I-1) y (I-2) son

respectivamente:

£(x) £06) = [ W[1/200+x),u] expliuu-w)} du,  (I-12)
y

Flw) F(w) = [ H[x 1/20w+w)] exp{ix(u-w)} dx.  (I-13)



Estas relaciones, imponen las condiciones que-una funcidn de dos
variables debe cumplir para ser una WDF. Una funcidn de xy u es
una WDF si y solo si, las integrales en las expresiones (I-12) vy
(1-13) son separables. De las expresiones anteriores se concluye
que tanto la sefial f(x}) como su transformada de Fourier F(u}
pueden reconstruirse a partir de su WDF, a menos de un factor de

fase constante.
(b} La WDF funcidn real

De las definiciones (I-1) y (1I-2) se deduce
inmediatamente que la WDF es real (por ser la transformada de
Fourier de la funcidn hermitica (f(x+x’/2).£"(x-x’/2)). Este hecho
resulta conveniente, en la produccidén Sptica de la WDF, para los
dispositivos de deteccidén (dentro del procesamiento de sefiales);
yYa que no se necesitan sistemas sofisticados para detectar la WDF
de cualquier sefial. Desafortunadamente la WDF no es necesariamente
no-negativa, 1lo cual prohibe su interpretacidn directa como

funcién de densidad de energia.
(¢) Limit . L . E .

De las definiciones dadas se deduce que si una funcidn

f(x) estd limitada dentro de un cierto intervalo espacial,



entonces, su WDF estard limitada en el mismo intervalo.
Similarmente, si el espectro de frecuencias F(u) se limita a un
dado intervalc de frecuencias, la WDF se limitars dentro del mismo
intervalo. Esta es una propiedad importante de la WDF ya que otras

representaciones E-F como la AF y el LS no la satisfacen.

(d) Corrimientos en espacio v frecuencia

De la definicidén se infiere que un corrimiento espacial

de la funcidén f(x) conduce directamente al mismo corrimiento de 1la

WDF.

f(x-%) — W(x—%,u)

Lo mismo sucede para corrimientos en el espectro de frecuencias de

la funciédn.

F(u—w) — W(x,u-w)
Esta propiedad provee un método para estimar corrimientos, tanto.
en espacio como en frecuencias, de la sefial por medio de 1la

observacidén directa de su WDF.

(e)




De la relacidn:

zdx=J|F(u)

‘LJW(x,u) dxdu =‘[|f(x)

* du, (I-14)

que se deduce inmediatamente de la definicidn (I-1) se concluye
que la intedral de la WDF en el plano (x,u) representa la enerdia
total de la sefal. El teorema de Parseval estd implicito en la
relacidn (I-14)

Una relacidén importante entre la WDF de dos sefiales y las

sefiales en si mismas, ha sido formulada por Moyal/15/; ésta es:

EH

H

j W(x,u) We(x,u)} dx du ljf'(’{) f2* (x) dx

(I-15)

'JFx(u) F'(u) dult.

Como una aplicacion de esta propiedad se verd mas adelante, que la
convolucion de dos WDF arbitrarias da como resultado el LS.
Las ecuaciones (I-14}) y (I-15), Jjunto con la desidualdad

de Schwartz conducen a la relacidn

J-JWx(x,u) W (x,u) dx du Q[wal(x,u) dx du] [J- W (x,u) dx du] (I-16)
que puede ser considerada el equivalente a la desigualdad de

Schwartz para la WDF. Otra desigualdad importante formulada por De

Bruijn/16/ es la siguiente
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J-(Zﬂ'x‘/a’ + U /2mM" W(x,u) dxdu ) nlJ.f W(x,u) dxdu (I-17)

donde 0 es una constante positiva y n es un entero no-negativo.

Para el caso especial n=1 esta desigualdad se reduce a:
(2T1/0) <x*> + (g/2T) 4> 1 (I-18)

donde,

ijz W(x,u} dxdu
<{xX?>= (I-19)

\[[W(x,u) dxdu

Hw Wix,u) dxdu
<Y?>= (I-20)

\[[W(x,u) dxdu

DPe la relacién (I-17) puede deducirse la desigualdad de

Heisemberg/17/:

GE>ar> y 1/4 . (1-21)

Se puede pensar, que la relacidén (I-21) expresa el hecho que 1la

WDF no puede ser concentrada en un punto.
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(f) Magnitudes radiométricas

Diversas integrales de la WDF pueden ser consideradas
como magnitudes radiométricas. La intedral en la variable u es

proporcional a la intensidad de la sefial
J.W(x,u) du = | £00)|, (1-22)
mientras que 1la intedral sobre la variable espacial x, es

proporcinal a la intensidad radiante/18/. Donde la constante de

proporcionalidad es: cos?q y a es el dngulo de observacidn.

JW(x,u) dx = |F(u) z, (I-23)
La integral
Jz :1/21’1'[\/1{‘—\1‘ W(x,u) du , : (I-24)

(donde k=21/A) es proporcional a la emitancia radiante/18/. La

magnitud (I-24} combinada con:
Jo= 1/21 {u W(x,u) du ; (I-25)

puede usarse para definir un vector 2-D J=(Jx,sz que es

12



proporcional al vector geométrico de flujo/19/.

I-2-3 PROPAGACION DE LA WDF EN SISTEMAS LINEALES/20/

En esta seccidén se considerard la propagacidén de 1la WDF a
través de un sistema Sptico invariante temporalmente. Este tipo de
sistemas, que transforman una sefial en el plano de entrada (x),
en otra sefial en el plano de salida (%) , puede representarse de
cuatro formas diferentes, dependiendo de si la sefial es descripta
en el dominio espacial o en el dominio de las frecuencias

espaciales. Las relaciones entrada-salida equivalentes son:

f(%) = | g€(X,x) fi(x) dx (a)
F(u) = j h{,w) Fi(w) dw (b)
| (1I-26)
F(uo) =; t{(We,x) fi(m) dx (c)
f(%) = | £(x,w) F(u) dw (d)

La relacién (I-26.a), es la representacidn usual de la
transformacién en el dominio espacial por medio de la funcion de
punto extendido o funcidén respuesta impulsiva (PSF) d(x,x), La
PSF es la respuesta del sistema en el dominio espacial a una seifial

de entrada fi(x)= §(x—x). La férmula (I-26.b) es una
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representacidn similar en el dominio de las frecuencias espaciales
donde la funcidén h(w,w) es la respuesta del sistema a una sefial
de entrada Fi(u)= §(u-w). Ya que esta ultima representa a una
onda plana,se llama funcidn de onda extendida ("wave spread
fuction"). Las relaciones (1—23.0) y (I-23.d) son representaciones
hibridas E-F del sistema ya que la sefial de entrada y la de salida
estdn descriptas en dominios diferentes. Estas reciben el nombre
de funcionés extendidas hibridas ("hybrid spread functions").
Existe una similitud entre 1la funciones del sistema:
g,h,t ¥y £, ¥y las cuatro funciones caracteristicas de Hamilton, que
describen sistemas épticos geométricos. Para la WDF, en cambio,
hay un solo sistema de representacidén donde la sefial puede ser
descripta a la entrada y a la salida de un sistema 6ptico lineal.
Combinando las ecuaciones (I-26) con la definicidn de la

WDF resulta:

W (X, W) = JJK(m,m;m,m) Wix,w) dx dw, (1I-27)

en la cual las WDF de 1las sefiales de entrada y salida estan
relacionadas mediante una integral de superposicion. La funciodn
K(xo,Wo;Xxi,ws) estd completamente determinada por el sistema ¥y

puede expresarse por las funciones (I-26). Por ejemplo:

K(Xo,w;%,w) = Jjg(xﬁm’/z, 4%’ /2) @ (-%’/2, Xu-%’/2)
X exp{-2Mi(%’W - x’w)} dx’ dx’ (1-28)

14



Existen ademds expresiones similares para las otras
funciones del sistema/20/.

La ecuacidn (I-28) puede considerarse como la definiciodn
de una doble WDF; por lo tanto la funcidn K(X,uw,X,w) es la
respuesta del sistema en el dominio E-F a una sefial de entrada
Fi(x,u)= §(x-x) &§(u-wm), ésto estrictamente en un sentido formﬁl,
ya que no existe una sefnal que oridgine wuna distribuciodn
§(x-x) §{u-wm ). A este respecto, esta es una WDF algo artificial,
que podria considerarse como una representacidn simbdlica de una
sefial que estd mds o menos concentrada alrededor del punto (x,u),
sujeta a las restricciones del principo de incerteza de
Heisemberg. No obstante, esta sefial de entrada podria considerarse
como un Unico rayo de entrada al sistema en el punto xx con una
frecuencia w y por lo tanto podria llamarse funcidn de rayo
extendido ("ray spread function" (RSF})/20/.

En las siguientes subsecciones se aplicara el concepto de

RSF a aldunos sistemas 6pticos elementales.

_(a) Lente deldada

Una 1lente delgada de distancia focal f puede ser

descripta por la PSF:

E(X%,%) = exp(-ikx?/2f) &(x-x), (1-29)
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mientras que la RSF toma la siguiente forma:

K(X,u,x,wm) = 8§(x-2%) S(w—-Kkx/f). (I-30)

Y la relacidn entre la WDF de entrada y la de salida para una

lente delgada es:

Wo(x,u) = W(x, utkx/f). (I-31)
La ecuacidén (I-30) representa exactamente el comportamiento dptico
geométrico de una lente delgada. Si un rayo incide sobre una lente
delgada éste saldrd de la lente desde la misma posicidn pero su
direccion cambiard de acuerdo a la posicidn donde se encuentre.

(b) Espacio libre en la aproximacidn de Fresnel

La PSF de una seccidn del espacio libre de longitud z en

la aproximacidén de Fresnel es:

(X, x) = (k/2Wig)'? exp{-—ik/Zz(x.—x:)‘}, (I-32)

y la RSF:

K(X,W,x,w) = §{u-X+2u/K) SH{w-u). (I-33)

16



De la comparacién de (I-33) con (I-30), se concluye que el
comportamiento espacial de un sistema es similar al comportamiento
en frecuencias espaciales del otro. Es decir podria argumentarse
que ambos sistemas son duales entre si. La relacidn entrada-salida

de la WDF para el espacio libre se reduce a:

W(x,u} = W(x-zus/k, u). (I-34)
La relacién (I-33) representa nuevamente el comportamiento &ptico
geométrico de una seccidn del espacio libre. Si un rayo se propaga
en el espacio libre su direccidén permanece constante pero su
posicidén cambia de acuerdo a la direccion que este tenga.
(c) Bistema transformador de Fourier

Para un sistema tranformador de Fourier la PSF es:

g(xe, %) = (B/2M11)2 exp{-iB(%.x)}, (I-35)
(donde 8 es una constante)} la RSF toma la forma :

K(%,w,x,w) = §(x+uw/B) S(w-Bu), (1-36)

¥y la relacidon entrada-salida de la WDF es:

17



Wo(x,u) = W (-u/B, Bx). (I-37)

De la cual se infiere que los dominios espacio-frecuencia espacial,
estan intercambiados, tal como debe esperarse de un tranformador

de Fourier.

Nota: Los resultados obtenidos para luz coherente pueden aplicarse
también a luz parcialmente cocherente/d4/. Esto es reemplazando, en
la definicién de la WDF al producto f(x+x’/2).f*(x-x’/2) por el

"Mutual power spectum” (MPS)/17/.

1-3 LA FUNCION AMBIGUEDAD

la AF definida para aplicaciones en radar por
Woodward/21/, fue introducida en la 6ptica por Papoulis/1/ para el
tratamiento de la teoria de la difraccién de Fresnel y de la
6ptica de Fourier, en condiciones de iluminacidn coherente.
Posteriormente Guigay/6/ hizo extensivo el +tratamiento para 1luz
parcialmente coherente, mostrando que, para este tipo de
iluminacién, la intensidad mutua y 1la AF son representaciones

equivalentes.
La definicidn original de la AF en el dominio temporal para una

funcidn compleja general f(t) es:
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CA(GV) = ff,u;) £,0(£-7) exp(-2Mivt) dt. (1-38)

Esta se utiliza en teoria de radar para determinar la velocidad de
un blanco mévil y la distancia al mismo. Tipicamente, una de las
dos funciones (fi), es la funcidn que modula la onda portadora
generada en la estacidn emisora, mientras que la otra (f:), es 1la
sefial recibida; la cual, ademds de tener un ruido aditivo, posee
un atraso temporal y un corrimiento Doppler. El factor de fase en
la ecuacidn (I-38), puede interpretarse como una herramienta para
detectar la velocidad del mévil, ya que el valor correcto de la
frecuencia, llamese V,, anulard el mismo factor presente en f:
causado por el corrimiento Doppler. La integral evaluada en V= V,,
es entonces una operacidon de correlacidn entre dos funciones
similares. Esta, es Util para determinar la distancia al blanco
por medio del atraso temporal §:., y da un pico de amplitud en el
punto (C:ph) de la funcidn Ambidiiedad.

La AF de una dada sefial f(x) puede ser definida de una
forma equivalente, mas simétrica que la (I-38), de 1la siguiente

forma:

A{x,u) = J‘f(x+x’/2) f*'(x-x’/2) exp(-2WMiux) dx. (I-39)

Analogamente a lo que ocurria con la WDF existe una definicién
equivalente empleando la transformada de Fourier de la funcidn

f(x):
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A(x,u) =‘f F(u+u’/2) F*'(u-u’/2) exp( 2ffiux) du. (1I-40)

La AF es también una representacidén intermedia de 1la
seflal, entre una puramente espacial f(x}, ¥ una puramente
espectral F(u). Para una sefial 1-D, la AF definida en el E-F,
representa a la auto-correlacidn en un eje, mientras que en el
otro eje representa a la enerdia o poder espectral de la seial.

En 6ptica la AF ha tenido multiples aplicaciones, entre
otras en: formacién de imAdenes/6,7,22/, teoria de OTF/18/ y

teoria de sistemas 6pticos bilineales/23/
I-3-1 PROPIEDADES DE LA AF

En esta seccidén se enuncian las propiedades mas
importantes de la AF, otras propiedades podrdn hallarse en la
referencia /24/.

(a) Fdrmulas inversas

De 1las ecuaciones (I-39) y (I-40) se deducen las

siguientes igualdades:

f(x) (%) = fA(m—h,u) exp{iu(x+x)/2} du , (I-41)
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F(w) F'(x:) = J‘A(X,Urﬂh) exp {~ix(w-w)/2} dx . (I-42)

De estas uUltimas se concluye que tanto f(x) como su transformada
de Fourier pueden determinarse univocamente a partir de la AF, a
menos de una constante. Nétese que una funcidn arbitraria A(x,u),
no es necesariamente la AF de alguna funcidén f(x). Esta ultima
debe cumplir la condicidn de ser separable como en los términos de

la derecha, de las igualdades (I-41}) y (I-42).

(b) Normalizaciodn

La AF es en general una funcién compleja. Para evitar
llegar a conclusiones controvertidas respecto de las
consideraciones energébicas, es convenientle, en ciertos casos,

definirla de la siguiente forma:

A’ (x,u) (1/1) J‘f(x+x’/2) ' (x-x’/2) exp (-2TMiux) dx (I-43)

donde

]
I

: dx’, (I-44)

\[If(x’)

es la enerdia de f(x). Por lo tanto, de (I-43) se obtiene:

A’(0,0) = (1/1) Jaf(x) f*(x} dx = 1, (I-45)
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¥y con la formula de Parseval puede demostrarse que:

JJ‘A’(x,u) 2 dx du = 1. (I-46)

De las ecuaciones (I-45) y (I-46) se deduce:

Jﬂ A’ (x,u)

que establece que el volumen debajo de la superficie de la AF es

z dx du = IA’(0,0)

=1, (I-47)

independiente de la sefial.
(c) Propiedad auto-reciproca

Jﬂ Av, )| exp{emitvr-uy)} dv dy = |Ax,w | (I-48)

Esta propiedad establece que la superficie de la AF, lAl’, es su

propia transformada de Fourier.

La OTF de un sistema oOptico, cuya funcidn pupila

densesralizada es Q(v), se define como:
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JKQ(V+U/2) Q" (v-u/2) dv
H(u) = , (I-49)

\fIQ(v)

donde u ¥y v son frecuencias espaciales normalizadas. Para un

2 dv
sistema que sélo tenga errores de enfoque la funcidén pupila
generalizada es:

Q(u) = P(u) exp(-ikwe u?}, (I-50)
k es el nimero de onda, w2 el coeficiente de desenfoque y P es la
funcidn pupila definida como:

P(u) = (I-51)

La ec.(I-49) puede escribirse como:

H(u, w2} = 0.5J‘P(v+u/2) P (v-u/2) exp{Zﬁi(Zwm/A) uv} dv,(I—52)

o bien de la definicién de la AF,

H(u,we} = A(u, 2uwe/A) . (I-53)
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Es decir que el grafico 2-D de la AF A(u,¥y), asociado a la funcidn
pupila P(u) contiene (a lo largo de las rectas y=2uww/) )}, la OTF

del sistema para cada valor del desenfoque wz
(e) Belacion con la WDF

La AF y la WDF para una misma sefial estan relacionadas por una

doble transformada de Fourier de la siguiente forma:

A(v,y) = IJW(x,u) exp { -2Mi(vx-uy)} dx du. (I-54)
Esta propiedad serd Gtil en el capitulo II, donde se describen
distintos procesadores dépticos para generar las funciones E-F. En
virtud de (I-54), todos los procesadores que se utilizan para
generar la AF, también pueden ser adaptados para generar la WDF vy

reciprocamente.

Utilizando a la ecuacion (I-54), la relacidn (I-47) puede

extenderse para mostrar que/24/:

J:['W(X,U)|‘ dx du =\[f|A(v,y}|’ dv dy, (I-55)

es decir que el volumen debajo de la superficie de la WDF, también

es independiente de la forma de la funcidn generatriz.
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1-3-2 PROPAGACION DE LA AF EN SISTEMAS LINEALES

Analogamente a lo que ocurria con la WDF. La AF de una
sefial a la salidé de un sistema Sptico puede relacionarse con la
AF a la entrada del mismo, si se conoce 1la PSF del sistema.
Aldgunos ejemplos son los siguientes:

Para una lente delgada cuya PSF esta representada por la

ecuacidn (I-29), se verifica la siguiente relacidn entre la AF a

la entrada (Al) y la AF a la salida del mismo (A.).
Ao (x,u) = Ai(x,u+kx/f). (I-56)

Para el espacio libre en la aproximacién de Fresnel, a

una distancia z del plano de entrada (PSF ec. (I-32)) se verifica:
Ao(x,u) = Al(x~uz/k,u). (I-57)
y finalmente para un transformador de Fourier (PSFec. (I-35))
Ao(x,u} = A(-u/B,Bx}. (I-58) .
Nétese que la AF permanece inalterada, solo las variables
independientes son transformadas. Ademds las transformaciones

coinciden exactamente con las halladas para la WDF. Este es otro

aspecto donde se demuestra la equivalencia entre los dos tipos de
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representaciones.

I-4 EL ESPECTROGRAMA LOCAL

Los ejemplos vistos en la seccién 1I-2-1 sugieren a la
interpretacidn de la WDF como una funcidn que permite obtener
informacidn de un area infinitamenﬁe pequefia del E-F. Por supuesto
que esta interpretacién no es del todo 1ledgal, pues estd en
copflicto con el principio de incerteza. Es imposible determinar
la frecuencia de una seflal dentro de un intervalo espacial
infinitamente pequefioc. Se obtiene una interpretacidn mas acertada
de la WDF, si se 1la compara con una funcidén densidad de
probabilidad, de la siguiente manera.

Dada una funcidn densidad de probabilidad p(z), es claro
que el valor de p en s{ mismo no tiene un sentido significante, en
cambio la integral:

Z+AzZ
P(z) = J‘ p(z’) dz’, (I-53)
Z-A7Z
es la probabilidad de que la variable estocdstica z’ se encuentre
entre z-Az y z+Az.

De la misma forma el Espectrograma Local (LS), funcidn

que describe el contenido de frecuencias de una sefial dependiendo

de su posicidn, puede ser derivada de la WDF, intedrandola en un
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area &x §u.
Siguiendo el procedimiento original de Bartelt et al./3/,
se usard como funcidn de peso al producto de dos gdaussianas

G(x,6x)G(u,8u) donde:

G(x, §x) = 1/V§x exp {—2rr<x/5x)=} (I-60a)
Yy
G(u, §u) = 1//6u exp {-2M(u/ &uw)?} (I-60b)

El principio de incerteza se satisface si se eligen §x ¥y 5u, de
modo que cumplan §xéu » 1. Si la desiguadad anterior +toma su

minimo valor (éxéu=1), se define al LS como:
L{x, u, §x) =\f W(x’,u’) G(x-x’; §x) G(u-u’; 1/6x) dx’ du’. (I-61)

Reemplazando en la ecuacidn anterior la definicidn de la WDF (ecs.

(I-1) ¥ (I-2)) se obtienen respectivamente:

L{x,u, x) jf(x’) G(x—x’;@&x) exp {-—2 iux’} dx’|? (I-62) .

L(X, u, X) 2 (1‘63)

‘fF(u’) G(u-u’; V2 /§x) exp{—Z iu’x} du’

La figura (I-1) muestra cualitativamente el efecto de

diferentes anchos de §x en el espacio fase (arriba},
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correspondientes a las ecuacidnes (I-62) y (I-63); y en el dominio
espacial (abajo), correspondiente a 1las ecuacién (I-60a). Dos
casos extremos son: buena resolucidn espacial y mala resolucidn en
frecuencias espaciales (figuras de la izquierda) ¥y viceversa

(figuras de la derecha).

A}u ‘}u
e e R EEnaN
| % | | ‘=
; | ! #% :
I X
!
: DY " : et 5 : X
! \ ]
\\__‘__62(__’/ ‘o _‘ !
H——AXO—N . H—-—Axo——-ﬂ

Figura I-1

r
Tix fix
Xo X | ‘ xoa X |

Se asume que f(x) es nula fuera del intervalo -Ax/2< x <AX/2.
La resolucidn éx es la inversa del ancho de banda Au«:=1/5x». S5i
se requiere una agudeza muy buena en la resolucidn espacial, se
impone §%>> §X. La gaussiana en la ecuacién (I-62) serd casi . una

delta y se obtiene:

Lix,u, §x) = | £(x)]2. (I-64)

Si en cambio §x> Ax se obtiene:

2. : (1-65)

Lix,u, §x) = |F(u)
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Los estados intermedios §x< {x< A% pueden ser considerados como
espectro de frecuencias locales.

La funcidn gaussiana en las ecuaciones (I-62) y (I-63)
puede ser considerada como una "ventana"”, en el sentido que
muestrea pequefias porciones de la funcidén f(x) (o F(u)).

Aunque el uso de una funcidén ventana gaussiana tiene
varias ventajas (entre otras su transformada de Fourier es también
gaussiana), puede definirse al LS de una manera mas general de 1la

siguiente forma:
Lfg{x,u)} = IJﬁf(x’) g (x’~-x) exp(-2Miux’) dx’|?, (I-66)

donde la nueva funcidén ventana, g(x), es una funcidén mas o© menos

concentrada alrededor del origen y normalizada, esto es:

' Jls(x)

(Nota: Lfs debe leerse espectro local de la funcion f tomando a la

* dx =1, (I-67)

funcidén g como ventana.)
Una propiedad interesante del Lf§ es que estd relacionado

con la WDF de las funciones f y g€ por la siguiente igualdad/25/:

W (x,u’) xx W(x,u’) = Lfg (x,u’), (1I-68)
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donde %% implica una convolucion 2-D con respecto a x y a u’.

I-5 EL ESPECTROGRAMA COMPLEJO

A pesar de ser Gtil en muchas aplicaciones ( por eJjemplo
en el andlisis de texturas/26/ Yy - en reconocimiento de
sonogramas/3/), el LS no es una descripcién completa de una sefial,
es decir que no existe una transformacidén lineal de Lfg(x,u) que
pueda sintetizar una funcidn compleja arbitrafia f(x). Sin embargo
considerando a la funcidn que estd dentro del modulo de la
ecuacién (I-66) se obtiene una nueva representacién que si es
completa; esta es, el Espectrograma Complejo (CS) de 1la funcidn

f(x), y se define como:
Chg(x,u) = Jf(x’) g(x’—x) exp(-2viu’x) dx’. (I-69)

Es decir se obtiene una nueva representacién espectral local de la
sefial, que se consigue muestreando a la funcidn f(x) con una
funcidén ventana adecuada g(x), y transformando Fourier el producto
para varias posiciones de g(x). Tai como ocurria con la WDF y la
AF, el CS puede también obtenerse a partir de las transformadas de

Fourier de f(x) y g(x) de la siguiente manera:
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Cha(x,u) = J‘F(u’) G"(u’-u) exp( 2Miu’x) du’, (I-70)

Al decir que el Cfy es una representacidn completa de 1la
sefial, se infiere que la sefial puede ser recuperada a partir de su

CS. Esto se efectua mediante la siguiente fdrmula de inversidn:
f(x’) = J‘ Cha(x,u) g(x’-x) exp(-2Miux’) dx du. (I-71)

El uso de CS en el andlisis o procesamiento de seriales
introcuce el artificio de una funcidén ventana. Para ilustrar el
efecto de g(x) en el CS, las funciones f(x) y d(x) en la ecuacidn
(I-69) pueden ser intercambiadas para producir Gf(x,u). Puede

verse que Cif es basicamente la misma CHy, o mas exactamente:
Cof (x, u') = Clg*(-x, -u), (1I-72)

Es decir que la funcidn ventana tiene la misma influencia sobre el
resultado que la funcidén a ser analizada, con el agravante que
diferentes funciones ventanas dan como resultado diferentes
representaciones de la sefial. Para salvar estos problemas, puede
tomarse como funcidn ventana a la misma funcidn f(x).

Se verd en el siguiente punto como esta alternativa

conduce a las ya conocidas WDF y AF.
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I-5-1 Reiacién del CS con la AF y la WDF

Si en el CS f(x) es considerada como ventana de si misma,

es decir g(x)=f(x) el CS resulta:

Cif(x,u’) = exp(-i k’u’) J‘f(x+x’/2) f*(x-x’/2) exp(2ix’u’) dx’

(I-73)
donde se ha hecho un cambio de variables para obtener una

representacién mas simétrica del Cif.

Comparando (I-73) con la definicidén de la AF (ec.I-39) se
obtiene
A(u,x’) = exp(—-iflux’) CH({x’,u}. (I-74)

Eligiendo g(x)=f(-x} el CS resulta:

CH(x,u’) = exp(-iTx’u’) J‘f(x/2+x’) P (x/2-x°) exp(2Wix’u’) dx’
(I-75)

de la comparacidn de esta ﬂltima, con la definicién de 1la WDF

(ec.I-1) resulta la siguiente igualdad

Wix,u’) = 2 CH (2x,2u° )} exp(—-1iTxu’}. (I-76)
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Es decir que, despreciando un factor de escala, el CS con f(x)
como funcién ventana da la AF de la funcidn f(x). Ademds, si la
funcidn es simétrica, f(x)=f(-x), esta AF coincide con la WDF de

la misma funcidn.

I-6 CONCLUSION:

A lo largdo de este capitulo se han bpresentadoc los
formalismos E-F. Las propiedades que se han discutido sugieren un
gran numero de aplicaciones de estos formalismos al procesamiento
de sefiales 6pticas, algunas de las cuales serdn desarrolladas en
los capitulos II1 y IV.

Se ha visto ademds que existe una relacién matemdtica
formal entre las distintas funciones E-F. Esto sugiere que todas
ellas podrian ser consideradas como casos particulares de una
tnica funcidn mas general. A tal efecto G. Eichmann & B. Dong /27/
introdujeron el concepto de Funcién Espacio Fase Generalizada,
que, para sefiales 1-D, permite, mediante el filtrado espacial, o
de frecuencias espaciales, representar a la WDF, la AF, a CS y al
LS, eligiendo adecuadamente la funcidn filtro.

A lo largo de los siguientes capitulos, se mantendrda 1la
identidad de cada una de las representaciones vistas; respetando
los distintos origenes de las mismas y considerando que esto

permite interpretar mas claramente los resultados obtenidos.
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