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Resumen

En el ontexto de bases de datos, el onepto de preservai�on de teor��as en una ierta

l�ogia y entre dos estruturas relaionales A y B dadas, signi�a que el onjunto de

onsultas Booleanas que son expresables en diha l�ogia y que son verdaderas en la base

de datos A tambi�en son verdaderas en la base de datos B. As��, por ejemplo ante el

agregado de nuevos elementos a una base de datos es posible determinar si el onjunto

de onsultas Booleanas expresables en FO

k

(9) (y en la extensi�on in�nitaria L

k

1;!

(9)) se

preserva. Existen juegos de �has que araterizan la preservai�on de teor��as para estas

dos l�ogias, y es sabido que diha preservai�on puede determinarse en tiempo polinomial.

En el presente trabajo mostramos una araterizai�on alternativa de la preservai�on de

teor��as en FO

k

(9) (y en la extensi�on in�nitaria L

k

1;!

(9)) mediante la realizai�on de tipos

de k-tuplas. Luego presentamos un algoritmo polinomial que permite determinar diha

preservai�on y en el que utilizamos nuestra araterizai�on.

Palabras Claves: Teor��a de Modelos Finitos, Preservai�on de Teor��as, Bases de Datos

Relaionales.
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1. Introdui�on

Desde la perspetiva de teor��a de modelos �nitos una base de datos es un onjunto

�nito de objetos on distintas relaiones �nitas entre ellos y una l�ogia es un lenguaje,

entones podemos usar esa l�ogia para desribir �omo es que ese onjunto de objetos

se enuentra estruturado. Las sentenias de una l�ogia expresan onsultas Booleanas.

As�� dada una l�ogia L, el onjunto de todas las onsultas Booleanas expreables en L que

se satisfaen en la base de datos onforma la L-teor��a de la base de datos. Deimos que

la L-teor��a de la base de datos A se preserva en la base de datos B si el onjunto de

onsultas Booleanas que se satisfaen en A y que son expresables en L est�a inluido en

en el onjunto de onsultas Booleanas que se satisfaen en B y que son expresables en L.

Otro onepto importante en teor��a de modelos �nitos es la noi�on de tipos.

�

Esta onsiste

en onsiderar todas las propiedades que posee una k-tupla en la base de datos. El onjunto

de f�ormulas on a lo sumo k-variables libres que se satisfaen para diha k-tupla onforma

el tipo de la k-tupla. Intuitivamente el tipo de una k-tupla representa la lase de onsultas

para las uales la k-tupla o algunas de sus subtuplas aparee en la respuesta de la misma.

As�� podemos de�nir relaiones entre k-tuplas dependiendo de la relai�on que existe

entre los tipos de las mismas. Si dos k-tuplas, �a y

�

b poseen el mismo L-tipo signi�a

que no las podemos distinguir en L, es deir, o bien apareen las dos en el resultado de

una onsulta en L o no aparee ninguna de las dos. En el aso en que el L-tipo de la

k-tupla �a est�e inluido en L-tipo de la k-tupla

�

b, signi�a que, si la k-tupla �a aparee en

el resultado de una onsulta tambi�en apareer�a la k-tupla

�

b. Y si la k-tupla

�

b no aparee

en el resultado de una onsulta lo mismo sueder�a on la k-tupla �a. De esta manera los

L-tipos representan los onjuntos de tuplas a partir de los uales se onstruye la respuesta

a una onsulta expresada en la l�ogia L.

En teor��a de modelos �nitos existe una araterizai�on de la preservai�on de teor��as

para el fragmento FO

k

(9) (y el fragmento in�nitario L

k

1;!

(9)) debida a Kolaitis y Vardi

[5℄. Tal araterizai�on es realizada en base a una generalizai�on de los juegos de �has

debidos a Ehrenfeuht-Fra��ss�e.

Nosotros damos en la proposii�on 4.3 una araterizai�on alternativa [4℄ en base a

los FO

k

(9)-tipos realizados en las bases de datos. Y en la sei�on 4.1 proponemos un

algoritmo polinomial que veri�a la satisfai�on de la prop. 4.3.

2. Preliminares

A menos que sea estableido, en el presente trabajo nosotros seguiremos la notai�on

usual en teor��a de modelos, omo en [3℄.

2.1. Sintaxis de la L�ogia de Primer Orden

Desde la perspetiva de la teor��a de modelos las l�ogias son onsideradas lenguajes

de�nidos a partir de un alfabeto de s��mbolos que inluye un voabulario. As�� una l�ogia

la denotamos omo L

�

donde � es un voabulario. En nuestro aso nos limitaremos a

voabularios puramente relaionales. Un voabulario es un onjunto �nito y no va��o de
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s��mbolos de relai�on ada uno asoiado on un n�umero natural que representa su aridad.

Por ejemplo la l�ogia de primer orden (FO) sobre un voabulario relaional onsiste de:

1) Un voabulario relaional � =< R

1

; : : : ; R

s

> on aridades r

1

; : : : ; r

s

respetivamen-

te; 2) Un onjunto de variables X = fx

1

; : : : ; x

n

; : : : g; 3) Un onjunto de uanti�adores

Q = f9g; 4) Un onjunto de onetivas C = f:;^g; 5) Un alfabeto f=; (; )g[�[X[Q[C;

6) Un onjunto de t�erminos Term = fx

1

; : : : ; x

n

; : : : g; 7) Un onjunto de f�ormulas

at�omias F

0

= ft

i

= t

j

: t

i

; t

j

2 Termg [ fR

i

(t

1

; : : : ; t

r

i

) : t

1

; : : : ; t

r

i

2 Term y R

i

2

� on aridad r

i

g; 8) F

n+1

= F

n

[ f(:') : ' 2 F

n

g [ f(' ^  ) : '; 2 F

n

g [ f(9x

i

') : ' 2

F

n

g; 9) El onjunto de f�ormulas bien formadas F =

[

n2!

F

n

.

Si ' es una f�ormula at�omia todas las variables de ' est�an en free('); free(:') =

free('); free(' ^  ) = free(') [ free( ); free(9x') = free(')� fxg.

Con '(x

1

; : : : ; x

n

) denotamos una f�ormula uyas variables libres est�an inluidas en

fx

1

; : : : ; x

n

g. Una sentenia es una f�ormula sin variables libres. Si ' es una f�ormula at�omia

entones r

k

(') = 0, el rk(:') = rk('), el rk('^ ) = maxfrk('); rk( )g y el rk(9x') =

rk(') + 1.

El fragmento la l�ogia de primer orden FO

k

se obtiene restringiendo X a las variables

x

1

; : : : ; x

k

.

El fragmento existenial FO(9) onsiste de aquellas f�ormulas que se obtienen erran-

do el onjunto de las formulas at�omias y las f�ormulas at�omias negadas de FO bajo

las onetivas de onjuni�on y disjuni�on y de uanti�ai�on existenial. FO

k

(9) es el

fragmento on k variables de FO(9). La l�ogia L

1;!

es la extensi�on in�nitaria usual de

FO la ual permite onjuniones y disjuniones sobre onjuntos arbitrarios de f�ormulas.

L

k

1;!

es el fragmento on k variables de L

1;!

. La l�ogia L

1;!

(9) es la extensi�on in�nita-

ria de FO(9) la ual permite onjuniones y disjuniones sobre onjuntos arbitrarios de

f�ormulas. L

k

1;!

(9) es el fragmento on k variables de L

1;!

(9).

Un ejemplo para � = hE

2

i en FO

3

(9) que obtiene los aminos de longitud n es

�

1

(x; y) = E(x; y)

�

n

(x; y) = 9z(E(x; z) ^ 9x(x = z ^ �

n�1

(x; y)))

Un ejemplo para � = hE

2

i en L

3

1;!

(9) que obtiene la lausura transitiva del grafo E es

'(x; y) =

_

n�1

�

n

(x; y)

2.2. Sem�antia de la L�ogia de Primer Orden

Una estrutura A = hA;R

A

1

; : : : ; R

A

s

i de voabulario � = hR

1

; : : : ; R

s

i on aridades

r

1

; : : : ; r

s

, respetivamente, onsiste de un onjunto no va��o A, llamado universo o dominio

de A y de una relai�on R

A

i

� A

r

i

para ada s��mbolo de relai�on R

i

de �. En teor��a de

modelos �nitos s�olo onsideramos estruturas on dominio �nito.

En el �ambito de la teor��a de bases de datos relaionales, un esquema de base de datos es

equivalente a la noi�on de voabulario relaional en el �ambito de teor��a de modelos �nitos.

Si � = hR

1

; : : : ; R

s

i es un esquema on aridades r

1

; : : : ; r

s

, respetivamente, una base de

datos sobre el esquema � es una estrutura A = hA;R

A

1

; : : : ; R

A

s

i. A vees esribiremos
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dom(A) en lugar de A. Nosotros denotaremos on B

�

a la lase de todas las bases de datos

de esquema �.

En adelante utilizaremos las palabras base de datos relaional y, estrutura rela-

ional �nita, indistintamente. A una estrutura de voabulario � la denotamos omo

�-estrutura. Dadas dos bases de datos A y B, on A

�

=

B se~nalamos la existenia

de un isomor�smo entre las bases de datos, es deir la existenia de una biyei�on,

f : dom(A) ! dom(B) tal que para todo tupla (a

1

; : : : ; a

r

i

) 2 A

r

i

, (a

1

; : : : ; a

r

i

) 2 R

A

i

sii (f(a

1

); : : : ; f(a

r

i

)) 2 R

B

i

.

En este ontexto una onsulta a una base de datos es una funi�on que se aplia a una

�-estrutura y produe omo resultado una fRg-estrutura on la aridad de R igual a r, o

un valor del onjunto f0; 1g en el aso que la onsulta sea Booleana. Adiionalmente �esta

debe preservar isomor�smos y ser omputable. Notemos que el dominio de una onsulta

es B

�

y por lo tanto in�nito.

De�nii�on 2.1 (Chandra y Harel 1980[2℄) Sean A,B �-estruturas y sea la onsulta

r-aria q : B

�

! B

fR

r

g

una funi�on parial. q es una onsulta omputable sii

1. Para toda base de datos A de esquema � sobre la ual q est�a de�nida, se umple que

dom(q(A)) � dom(A).

2. q es reursiva en alguna odi�ai�on lineal de las �-estruturas.

3. para todo isomor�smo h : dom(A)! dom(B) se umple que o bien q(B) = h(q(A)),

o q est�a inde�nida tanto en A omo en B.

Antes de ver �omo una f�ormula expresa una onsulta, neesitamos de�nir la noi�on de

satisfai�on de una f�ormula sobre una estrutura o interpretai�on.

Sea A una �-estrutura. Una valuai�on en A es una funi�on V on dominio en el

onjunto de las variables y valores en dom(A), V : fx

1

; x

2

; : : : g ! A. Denotamos on

V (x=a) la valuai�on que oinide on V , exepto que V (x=a)(x) = a.

La relai�on de satisfai�on, A j= '[V ℄ (la valuai�on V satisfae la f�ormula ' en A), se

de�ne omo sigue:

A j= t

1

= t

2

[V ℄ sii V (t

1

) = V (t

2

)

A j= R(t

1

; : : : ; t

n

)[V ℄ sii (V (t

1

); : : : ; V (t

n

)) 2 R

A

A j= :'[V ℄ sii no es ierto A j= '[V ℄

A j= ' ^  [V ℄ sii A j= '[V ℄ y A j=  [V ℄

A j= 9x'[V ℄ sii para alg�un a 2 A, A j= '[V (x=a)℄

Notemos que el valor de verdad de A j= '[V ℄ depende �uniamente de los valores que

la valuai�on V asigna a las variables libres de '. Es deir, si V

1

(x) = V

2

(x) para toda

variable x, libre en ', luego A j= '[V

1

℄ sii A j= '[V

2

℄. As�� si ' = '(x

1

; : : : ; x

n

) y V (x

1

) =

a

1

; : : : ; V (x

n

) = a

n

luego esribimos A j= '[a

1

; : : : ; a

n

℄ para indiar A j= '[V ℄. En este

aso tambi�en diremos que la tupla (a

1

; : : : ; a

n

) satisfae la propiedad '. En partiular si

' es una sentenia, luego el valor de verdad de A j= '[V ℄ es independiente de V .

Supongamos que '(x

1

; : : : ; x

n

) tiene exatamente a fx

1

; : : : ; x

n

g omo variables libres

y asumamos que est�an ordenadas de la siguiente forma, x

1

� x

2

� � � � � x

n

, entones el

onjunto de todas las valuaiones V , tales que V (x

1

) = a

1

; : : : ; V (x

n

) = a

n

, que haen

verdadera a '(x

1

; : : : ; x

n

) en la estrutura A de�nen una relai�on sobre A.

'

A

= f(a

1

; : : : ; a

n

) : a

1

; : : : ; a

n

2 dom(A) ^A j= '(x

1

; : : : ; x

n

)[a

1

; : : : ; a

n

℄g
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Es deir '

A

es la relai�on de�nida por ' sobre la estrutura A y su aridad est�a de-

terminada por el n�umero de variables libres en '. Formalmente diremos que una f�ormula

'(x

1

; : : : ; x

n

) de voabulario �, expresa una onsulta q, si para toda base de datos A de

esquema � q(A) = '

A

. Notemos que uando usamos l�ogias omo lenguajes de onsulta

onsideramos s�olo las onsultas totales.

�

Esto se debe a la sem�antia de Tarski que es la

que usamos para de�nir la relai�on de satisfai�on. De todos modos las onsultas pariales

pueden expresarse (omo en [8℄) utilizando un par de f�ormulas donde la primera f�ormula

es una sentenia que de�ne el dominio de la onsulta.

2.3. Teor��a de Modelos y Bases de Datos

Una referenia para su estudio es [1℄. L

�

denotar�a la l�ogia L uyas f�ormulas bien

formadas haen meni�on a s��mbolos de relai�on del voabulario �. Dada una estrutura

A de voabulario � la L-teor��a de A es el onjunto de sentenias de L que se satisfaen

en A, en s��mbolos:

Th

L

(A) = f' 2 L

�

: A j= 'g

Es deir, la Th

L

(A) son las onsultas Booleanas que son verdaderas en la base de datos

A. La noi�on de equivalenia en L, denotada por A �

L

B, signi�a que las estruturas

oiniden en sus L-teor��as. Es deir A �

L

B sii Th

L

(A) = Th

L

(B).

La noi�on de preservai�on de teor��as en L, denotado por A �

L

B, signi�a que la

L-teor��a de A est�a inluida en la L-teor��a de B. Es deir A �

L

B sii Th

L

(A) � Th

L

(B).

Si ' es una sentenia de L

�

, de�nimos el onjunto de los modelos de ' omo:

MOD

L

(') = fA 2 B

�

: A j=

L

'g

2.4. Tipos

Dada una base de datos A y una k-tupla �a = (a

1

; : : : ; a

k

) sobre A, nos interesa

onsiderar todas las propiedades de �a en la base de datos A. Para �esto usamos la noi�on

de tipo. Sea L una l�ogia y A una base de datos de alg�un esquema �, el L-tipo de �a en A,

denotado por tp

L

A

(�a), es el onjunto de f�ormulas on variables libres entre fx

1

; : : : ; x

k

g tal

que ada f�ormula del onjunto es verdadera uando es interpretada en A bajo ualquier

valuai�on que asigna el valor de la i-�esima omponente a

i

de �a a la variable x

i

,para

1 � i � n. En s��mbolos

tp

L

A

(�a) = f' 2 L

�

: free(') � fx

1

; : : : ; x

k

g ^ A j= '[a

1

; : : : ; a

k

℄g:

Destaquemos que, de auerdo on esta de�nii�on, la L-teor��a de la base de datos A,

Th

L

(A), est�a inluida en el L-tipo de ada tupla sobre la base de datos A.

Tambi�en podemos onsiderar un L-tipo sin tener en mente una base de datos partiular.

Es deir, adiionamos propiedades (f�ormulas on la antidad de variables libres adeuada)

a un onjunto mientras �este permaneza onsistente. As�� podemos onstruir la lase de

los tipos para todas las posibles k-tuplas sobre bases de datos de esquema �. A esta lase

la denotamos on Tp

L

(�; k). En s��mbolos

Tp

L

(�; k) = ftp

L

A

(�a) : A 2 B

�

^ �a = (a

1

; : : : ; a

k

) 2 dom(A)

k

g
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Sea � 2 Tp

L

(�; k) (� es el L-tipo de alguna k-tupla sobre alguna base de datos en B

�

),

deimos que una base de datos A realiza el tipo � si existe una k-tupla �a uyo L-tipo sea

�, es deir tp

L

A

(�a) = �. En s��mbolos

Tp

L

(A; k) = ftp

L

A

(�a) : �a = (a

1

; : : : ; a

k

) 2 dom(A)

k

g

El L-tipo de una k-tupla �a realizado en A, representa la lase de todas las onsultas

expresables en L que uando evaluadas en A, ontienen en su respuesta a �a o a alguna

de sus subtuplas, dependiendo de la aridad de la onsulta. Informalmente si dos k-tuplas

poseen el mismo L-tipo entones, o bien apareer�an las dos tuplas o ninguna de ellas en

la respuesta de toda onsulta expresable en L.

2.5. Isomor�smos Pariales

Sean A y B �-estruturas, on � = hA;R

1

; : : : ; R

n

i, on A = hA;R

A

1

; : : : ; R

A

n

i y on

B = hB;R

B

1

; : : : ; R

B

n

i

A es subestrutura induida de B si y s�olo si dom(A) � dom(B), R

A

i

= R

B

i

\

dom(A)

r

on 1 � i � n y r la aridad de R

i

.

A es subestrutura de B si y s�olo si dom(A) � dom(B), R

A

i

� R

B

i

on 1 � i � n.

De�nii�on 2.2 Sean A y B estruturas relaionales, sea dom(p) y rg(p) el dominio y

rango de la funi�on p respetivamente, sea p una funi�on on dom(p) � A y rg(p) � B,

p es un isomor�smo parial si p es un isomor�smo entre las subestruturas induidas en

A y B por dom(p) y rg(p) respetivamente.

Los isomor�smos pariales preservan la validez de las f�ormulas at�omias y sus ombi-

naiones Booleanas. No as�� la validez de las f�ormulas on uanti�adores. Para que �esto

sueda es neesario que los isomor�smos pariales admitan extensiones.

3. Preservai�on de Teor��as y Juegos de Fihas

Los juegos de �has(pebble games) fueron introduidos por Ehrenfeuht y Fra��ss�e y

son un medio algebraio para araterizar la equivalenia elemental de estruturas, es

deir la igualdad de teor��as de FO. Se han realizado generalizaiones que araterizan la

preservai�on de teor��as [5℄, es deir la inlusi�on de teor��as, en l�ogias menos expresivas que

FO.

Los juegos tambi�en se pueden utilizar para araterizar la relai�on que existe entre el

tipo de una tupla (a

1

; : : : ; a

s

) en la estrutura A y el tipo de una tupla (b

1

; : : : ; b

s

) en la

estrutura B.

Notemos que la noi�on de preservai�on no siempre tiene sentido en ualquier l�ogia,

por ejemplo la preservai�on de teor��as en FO implia la igualdad de teor��as.

�

Esto es,

supongamos que Th(A) � Th(B) y que existe una sentenia ' tal que, ' 2 Th(B)

y ' 62 Th(A) entones :' 2 Th(A) y de aqu�� :' 2 Th(B) lo que es absurdo.

�

Esto es

as�� porque la teor��a de una estrutura siempre es onsistente. Por lo tanto Th(A) = Th(B).
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3.1. Preservai�on de Teor��as en FO

k

(9)

Los resultados expuestos en esta sei�on se deben a Kolaitis y Vardi, [5℄ y [6℄.

De�nii�on 3.1 Sea k � 1, n � 0 y f(a

1

; b

1

); : : : ; (a

s

; b

s

); (a

s+1

; a

s+1

); : : : ; (a

k

; a

k

)g un

onjunto de pares de �has. El juego G

FO

k

(9)

n

(A; a

1

; : : : ; a

s

;B; b

1

; : : : ; b

s

) es un juego en el

que partiipan dos jugadores, JugadorI y JugadorII. El juego onsiste de n movimien-

tos. Al iniio las �has a

1

; : : : ; a

s

han sido oloadas sobre s elementos de A y las �has

b

1

; : : : ; b

s

han sido oloadas sobre s elementos de B. En ada movimiento, el JugadorI

elige una de las �has a

i

, ya sea no usada si todav��a quedan o una que se enuentra ya

jugada, y la ubia sobre un elemento de la estrutura A. El JugadorII responde ubian-

do la orrespondiente �ha del par sobre un elemento de la estrutura B. El jugadorII

pierde si el onjunto f = f(a

1

; b

1

); : : : ; (a

i

; b

i

)g no es un isomor�smo parial entre A

y B. El JugadorII gana el juego de n-movimientos si gana ada uno de los n primeros

movimientos.

Informalmente el juego onsiste en seleionar iniialmente una subestrutura induida

por la tupla �a sobre la estrutura A y otra subestrutura induida por la tupla

�

b sobre

la estrutura B. Cada movimiento extiende la subestrutura en A on un elemento del

dominio. A esta extensi�on debe orresponderle una extensi�on de la subestrutura en B que

sea isomorfa a la primera. Cuando las subestruturas tienen tama~no k se elimina uno de

sus elementos y el orrespondiente de la otra subestrutura. Luego se realiza la extensi�on

anterior, preservando el isomor�smo de las subestruturas. Notemos que el JugadorI

siempre juega sobre la estrutura A y el JugadorII sobre la B.

Deimos que un Jugador tiene una estrategia ganadora en el juego

G

FO

k

(9)

n

(A; a

1

; : : : ; a

s

;B; b

1

; : : : ; b

s

), si gana independientemente de las eleiones del opo-

nente.

De�nii�on 3.2 Sea �a = a

1

; : : : ; a

s

. Esribimos A; �a �

FO

k

(9)

n

B;

�

b sii el JugadorII tiene

una estrategia ganadora en el juego G

FO

k

(9)

n

(A; �a;B;

�

b)

En lo que sigue esribiremos A; �a �

n

B;

�

b en lugar de A; �a �

FO

k

(9)

n

B;

�

b salvo que no

quede laro desde el ontexto.

Denotamos on �a

a

�

i

a la tupla que se obtiene reemplazando el elemento de la posii�on

i, es deir la tupla (a

1

; : : : ; a

i�1

; a; a

i+1

; : : : ; a

s

)

El juego arateriza si la tupla �a y la tupla

�

b satisfaen las mismas f�ormulas de FO

k

(9)

de rango uanti�aional menor o igual que n.

Teorema 3.1 Dadas A y B �-estruturas, k � 1, �a 2 A

s

y

�

b 2 B

s

, n; 0 � s � k y

'(�x) 2 FO

k

(9) los siguientes son equivalentes:

1. A; �a �

FO

k

(9)

n

B;

�

b

2. Sea rk('(�x)) � n, se umple

A j= '(�x)[�a℄ entones B j= '(�x)[

�

b℄.

Corolario 3.1 Dadas A y B �-estruturas, k � 1, �a 2 A

s

y

�

b 2 B

s

, 0 � s � k, n � 0, y

'(�x) 2 FO

k

(9) los siguientes son equivalentes:
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1. A; �a �

FO

k

(9)

n

B;

�

b para todo n

2. A j= '(�x)[�a℄ entones B j= '(�x)[

�

b℄.

De�nii�on 3.3 Sean A y B �-estruturas, L una l�ogia, A �

L

B sii Th

L

(A) � Th

L

(B).

Corolario 3.2 Dadas A y B �-estruturas, k � 1, los siguientes son equivalentes:

1. A �

FO

k

(9)

n

B para todo n

2. A �

FO

k

(9)

B.

Es deir la FO

k

(9) teor��a de A se preserva en B si y s�olo si hay una estrategia ganadora

en el juego G

FO

k

(9)

n

(A;B) para todo n.

4. Preservai�on de Teor��as y realizai�on de tipos

Reordemos que el L-tipo de una k-tupla es el onjunto de f�ormulas on a lo sumo k

variables libres en L que satisfae la k-tupla o ualquiera de sus subtuplas. En partiular

las propiedades de la subtupla va��a forman la L teor��a de una estrutura. As�� la L teor��a

de una estrutura A est�a inluida en el L tipo de toda k-tupla sobre A. Es deir la lase

de todas las propiedades de una k-tupla expresables en L, inluye no s�olo las propiedades

de todas sus subtuplas sino tambi�en las propiedades de la estrutura en si misma.

Reordemos que Tp

L

(A; k) es la lase de todos los L tipos para k-tuplas los uales son

realizados en A. Es deir si � 2 Tp

L

(A; k) signi�a que existe una k tupla �a sobre A tal

que tp

L

A

(�a) = �.

El siguiente resultado debido a Kolaitis y Vardi [6℄ establee que para estruturas

�nitas la igualdad de L

k

1!

-teor��as es equivalente a la igualdad de FO

k

-teor��as. Es deir si

dos bases de datos no son distinguibles por ninguna onsulta booleana en FO

k

, tampoo

lo son aunque permitamos f�ormulas in�nitarias (�esto se debe a que se trata de bases de

datos �nitas).

Proposii�on 4.1 Sean A y B �-estruturas �nitas, k � 1, los siguientes son equivalentes:

1. Para ada sentenia � 2 L

k

1!

, A j= � sii B j= �

2. Para ada sentenia � 2 FO

k

, A j= � sii B j= �.

Un resultado similar [7℄, se tiene para el fragmento in�nitario existenial on k varia-

bles, L

k

1!

(9).

Proposii�on 4.2 Sean A y B �-estruturas �nitas, k � 1, los siguientes son equivalentes:

1. Para ada sentenia � 2 L

k

1!

(9), Si A j= � entones B j= �

2. Para ada sentenia � 2 FO

k

(9), Si A j= � entones B j= �.
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Es deir la teor��a existenial in�nitaria on k variables de A se preserva en B si y s�olo

si la teor��a existenial de primer orden on k variables de A se preserva en B.

La de�nii�on 4.1 establee una nueva relai�on entre los tipos realizados en dos bases

de datos A y B. Establee que para todo tipo � realizado en la estrutura A debe existir

un tipo � de la estrutura B que lo inluya. Es deir si onsideramos que �a es una tupla

uyo tipo es � entones existe una tupla

�

b de tipo � tal que la subestrutura induida

por �a en A es isomorfa a la subestrutura induida por la tupla

�

b en B. Y para ada

extensi�on �a

a

�

i

de �a existe una extensi�on

�

b

b

�

i

de

�

b tal que las respetivas subestruturas

induidas son isomorfas y as�� suesivamente. En terminos de juegos de �has signi�a que

para ada movimiento en la estrutura A podemos realizar uno en la estrutura B tal que

el tp

FO

k

(9)

A

(�a

a

�

i

) � tp

FO

k

(9)

B

(

�

b

b

�

i

).

Un ejemplo para FO

3

(9) y � = hE

2

i es:

.

.

.

A

B

Note que la terna resaltada en la estrutura B inluye estritamente las propiedades

de la terna resaltada en la estrutura A.

De�nii�on 4.1 Sean A y B estruturas de esquema �, k � 1, denotamos on

Tp

FO

k

(9)

(A; k) v Tp

FO

k

(9)

(B; k) el heho de que para todo � 2 Tp

FO

k

(9)

(A; k) existe

� 2 Tp

FO

k

(9)

(B; k) tal que � � �.

Proposii�on 4.3 Sean A y B �-estruturas, k � 1, los siguientes son equivalentes:

1. A �

FO

k

(9)

B

2. Tp

FO

k

(9)

(A; k) v Tp

FO

k

(9)

(B; k).

Demostrai�on

1)) 2)

9



Supongamos que A �

FO

k

(9)

B y Tp

FO

k

(9)

(A; k) 6v Tp

FO

k

(9)

(B; k). Entones existe

una k-tupla �a tal que tp

FO

k

(9)

(�a) = � y no existe � 2 Tp

FO

k

(9)

(B; k) tal que � � �. Sea

� = f 

1

(�x); : : : g on  2 FO

k

(9), entones la f�ormula

� = 9�x

0

�

^

 2�

 (�x)

1

A

2 Th

L

k

1!

(9)

(A):

Por 1) y Prop. 4.2, � 2 Th

L

k

1!

(9)

(B), entones existe una tupla

�

b 2 B

k

tal que

B j=

0

�

^

 2�

 (�x)

1

A

[

�

b℄;

entones para ada  2 �, B j=  (�x)[

�

b℄ entones � = tp

FO

k

(9)

(

�

b) � �. Lo que es absurdo.

2)) 1)

Sea � 2 Tp

FO

k

(9)

(A; k) por def. de tipo Th

FO

k

(9)

(A) � �. Por hip. existe un tipo

� 2 Tp

FO

k

(9)

(B; k) tal que � � � y supongamos que � es el tipo de la tupla

�

b. Por lo tanto

Th

FO

k

(9)

(A) � �. Dado que la teor��a es un onjunto de sentenias, Th

FO

k

(9)

(A) � f' 2

FO

k

(9) : B j= '[

�

b℄ y ' es una senteniag � �. Entones Th

FO

k

(9)

(A) � Th

FO

k

(9)

(B) � �.

De modo que A �

FO

k

(9)

B.

Corolario 4.1 Sean A y B �-estruturas, k � 1, los siguientes son equivalentes:

1. A �

L

k

1;!

(9)

B.

2. Tp

FO

k

(9)

(A; k) v Tp

FO

k

(9)

(B; k).

Demostrai�on: Por prop. 4.2 y prop. 4.3.

4.1. Un algoritmo polinomial para la FO

k

(9)-preservai�on

Sea � = hR

1

; : : : ; R

n

i on aridades r

1

; : : : ; r

n

y A, B �-estruturas.

pro �a

�

=

�

b

Este proedimiento determina si el mapping �a 7!

�

b es un isomor�smo

for 1 � i < j � k do

if �a

i

= �a

j

^

�

b

i

6=

�

b

j

then return(false) � No es funi�on

od

for 1 � i < j � k do

if

�

b

i

=

�

b

j

^

�a

i

6= �a

j

then return(false) � No es inyetiva

od

La suryetividad es trivial ya que �a y

�

b tienen la misma longitud
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for i = 1 to n do

X := f(

�

t; �u) :j

�

t j=j �u j= r

i

, t

j

= a

h

^ u

j

= b

h

, 1 � j � r

i

, 1 � h � kg

El onjunto X est�a formado por todos los pares de r

i

-tuplas que se pueden

formar on elementos de �a y los orrespondientes elementos de

�

b

for (

�

t; �u) 2 X do

if

�

t 2 R

A

i

^ �u 62 R

B

i

then return(false) �

if

�

t 62 R

A

i

^ �u 2 R

B

i

then return(false) �

od

od

return(true)

.

El proedimiento

�

=

determina si las tuplas �a y

�

b satisfaen las mismas f�ormulas at�omi-

as de FO

k

(9). �a 6

�

=

�

b denota que el proemiento

�

=

retorna false.

pro S

Este proedimiento alula una relai�on binaria S sobre k-tuplas tal que

(�a;

�

b) 2 S si el tp

FO

k

(9)

A

(�a) 6� tp

FO

k

(9)

B

(

�

b)

S

m+1

:= f(�a;

�

b) : �a 6

�

=

�

bg

�a y

�

b no satisfaen las mismas f�ormulas at�omias

S

m

:= ;

while S

m

6= S

m+1

do

S

m

:= S

m+1

for (�a;

�

b) 62 S

m+1

do

if 9i

9a 2 A

8b 2 B

Determina la existenia de movimien-

tos en los que el jugador II pierde

�a

a

�

i

6

�

=

�

b

b

�

i

then S

m+1

:= S

m+1

S

f(�a;

�

b)g � od

od

return(S

m+1

)

.

begin

Este programa veri�a A �

FO

k

(9)

B

T := (A

k

�B

k

)� S (�a;

�

b) 2 T si el tp

FO

k

(9)

A

(�a) � tp

FO

k

(9)

B

(

�

b)

if 8�a 2 A

k

9

�

b 2 B

k

(�a;

�

b) 2 T then return(true) else return(false)

�

end

El proedimiento S determina qu�e pares de tuplas no satisfaen las mismas f�ormulas

de FO

k

(9). Iniialmente omienza on las tuplas que no satisfaen las mismas f�ormulas

at�omias de FO

k

(9). En en el paso m de la iterai�on, onsidera las tuplas que hasta el

momento satisfaen las mismas f�ormulas de rango uanti�aional menor o igual que m,
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es deir las que todav��a no est�an en S, y veri�a si existe un movimiento de la �ha �a

i

tal

que para todo movimiento de la �ha

�

b

i

el mapping (�a

a

�

i

7!

�

b

b

�

i

) no es un isomor�smo. Es

deir un movimiento en el que el JugadorII pierde. En ese aso agrega el par de tuplas a

S ya que no satisfaen las mismas f�ormulas de rango uanti�aional igual a m+ 1. Esta

iterai�on se repite hasta que no se puedan agregar nuevos pares de tuplas a S. Note que

el proedimiento S siempre para ya que existen j dom(A) j

k

� j dom(B) j

k

pares distintos

de tuplas. Finalmente nuestro algoritmo veri�a la satisfai�on de la de�nii�on 4.1 y por

la proposii�on 4.3 se umple que A �

FO

k

(9)

B.

5. Otro Uso de la FO

k

(9)-preservai�on

Con lo expuesto en las seiones anteriores tambi�en podemos onluir que la FO

k

(9)-

preservai�on india que ada subestrutura induida por k elementos del dominio de la

base de datos A se enuentra inyetada en la base de datos B. Esto sugiere que entre

las bases de datos hay un ierto grado de similitud. Podemos relajar esta ondii�on, y en

lugar de exigir que toda k-tupla �a (es deir la subestrutura induida por �a), se enuentre

inyetada en B podemos pedir que un ierto n�umero de ellas satisfaga la ondii�on. Esto

impliar��a que iertos objetos se omportan de manera similar en dos realidades distintas

y as�� podemos onluir que nuestro algoritmo puede servir omo estrategia para data

mining.
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