CAPITULO 1

INTRODUCCION AL ESTUDIO DE LAS
TRANSICIONES DE FASE

1 TRANSICIONES DE FASE Y FENOMENOS
CRITICOS: MAGNITUDES ASOCIADAS

Para la descripcion de las propiedades macroscépicas de los sélidos, se usan can-
tidades tales como la masa, la energia total, el momento magnético, etc.. Para
materiales homogéneos es conveniente dividir estas cantidades por su volumren V
de modo de obtener la densidad de masa, densidad de energia, magnetizacion,
etc., a las que llamaremos ”variables mecanicas”. Hay otros ejemplos de variables
mecanicas importantes, menos familiares y no tan faciles de visualizar o definir
como las anteriores: la amplitud cuantica de fluidos de Bose, la componente de
- Fourier de la densidad atémica en un cristal, etc..

- Existen ademas otras cantidades tales como la presién aplicada, la tempera-
tura, el campo externo 7;, etc. que caracterizan el reservorio con el cual el material
esta en contacto. Estas cantidades son llamadas ”campos externos”, y en muchos

casos el valor de las variables mecanicas estd univocamente determinado si los



valores de Jos campos externos son especificados.

Dado un conjunto de campos externos, las variables mecanicas adoptan cier-
tos valores que caracterizan el estado del sistema. Muchos de estos sistemas
experimentan cambios cualitativos en su estado, para ciertos valores fijos de los
campos externos (cambios finitos de las variables mecédnicas para variaciones in-
finitesimales de los campos aplicados, cambios de simetria, etc.). Esto caracteriza
una transicién de fase.

Las transiciones de fase pucden ser de primer orden, segundo orden o de orden

superior, siendo las mas comunes las primeras dos, a las cuales nos referiremos a

continuacion.
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FIGURA L1. Diagramas P-V y P-T de una sustancia tipica.

a) Transiciones de primer orden: la discontinuidad en la primer derivada de
la energia libre es la caracteristica esencial de las transiciones de primer orden.
Para ejemplificar este tipo de transiciones, nos referiremos a la del sistema liquido-

vapor. AT = 373Ky P = 1 atm la densidad p del agua no esta fija, pero tiene



la posibilidad de tomar un valor superior (liquido) o un valor inferior (vapor).
Esto sucede siempre que (T, P) esté sobre la curva de coexistencia lfquidp-vapor
de la figura I.1. Cuando el sistema pasa de liquido a vapor , experimenta una
transicién de fase. La curva en el diagrama T, P , llamada linea de transicién,
termina en el punto (T, P.). Por encima de este punto, llamado punto critico
liquido-vapor, no existe diferencia entre la densidad del liquido y la del vapor o
sea, desapareée la distincién entre liquido y vapor.

En este fendmeno existen dos importantes hechos para remarcar

a) Durante la transicién de fase la presién y la temperatura permanecen cons-
tantes. )

b) En la mezcla liquido-vapor, el liquido existe en el mismo estado que en 1 y

el vapor en el mismo estado que en 2 de la figura 1.2.

P(T)

FIGURA I.2. Isoterma que muestra la transicién de fase.

Cuando una cierta cantidad de masa liquida se transforma en vapor, el volu-



men aumenta de manera tal que la presién y la temperatura permanezcan cons-
tantes, dando lugar a la transicién de primer orden.

Sin embargo, como ya dijimos, existe una caracterfstica matematica que es
comun a este tipo de transiciones. Para ilustrarla, consideremos una mezcla
liquido-vapor en equilibrio a T'y P(T) sobre la curva de transicién. La masa del
liquido es m; y la del vapor m,. Como el sistema estd en equilibrio, ¢l potencial
de Gibbs debe estar en un minimo. Es decir, que si algin parametro distinto de

T o P varfa muy poco, G = 0. Variemos la composicién de la mezcla en una

cantidad ém de liquido a vapor, tal que
—émy = émy = dm . (L.1)
El potencial de Gibbs sera
G=mg +mg, \ (1.2)

donde g, y g, son los potenciales quimicos, independientes de la masa total de

las fases (aunque pueden depender de la densidad de las mismas). Si calculamos

la variacién del potencial de Gibbs

G = 0 =—(g1 — ¢2) 6m , B (1.3)
la condicién de equilibrio nos conduce a

g = g2 . (1.4)

Los potenciales quimicos g,(P,T) y g¢,(P,T) son funciones de estado del

liquido y del vapor respectivamente. En cada fase

g—; = —s (entropfa por unidad de masa) (1.5)
9g _,
apiT = v (volumen por unidad de masa). v (1.6)



Vemos que la primer derivada de g, es distinta de la primer derivada de ¢, a

la temperatura y presién de transicién

ﬂg_?a;_gﬁlp = —(sz — s1) <0 (1.7)
a(gza;gl)lT = v, — vy >0 . (1.8)

El comportamiento de g; y g, esta representado en la figura 1.3.
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FIGURA L3. Potenciales quimicos gy, g, para las dos fases en una transicién de

fase de primer orden.

Estas discontinuidades en s y v expresan una emisién o absorcién de energia
durante el tiempo que dura el cambio de fase (calor latente de transformacién).
La existencia de un calor latente de transformacién es otra caracteristica de las

transiciones de primer orden. Si éste es cero, la transicién es de orden superior.

b) Transiciones de segundo orden: pueden existir transiciones de fase en las

que 83 — 83 = O0ywvy, — v; = 0. En este caso las derivadas primeras del
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potencial quimico son continuas y la"transicién deja de ser de primer orden para
ser de segundo orden o de un orden superior.

Un ejemplo de transiciones de fase de segundo orden es la del estado ferro-
magnético al paramagnético en materiales como el hierro o niquel. En este caso
el vector magnetizacién m no ests fijo cuando el campo externo aplicado h es
0, pudiendo apuntar en diferentes direéciones. Cuando la temperatura alcanza

un cierto valor critico, llamado temperatura de Curie, el vector magnetizacién se

hace cero (figura 1.4).

’ regién critica
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FIGURA 4. Diagrama de fase en un modelo de Ising (equivalente al de un

iman).

La linea OC es andloga a la curva de la figura 1. El punto (T = T, h == 0)
es el punto critico ferromagnético. Para T < T. el material es ferromagnético
ym # Oconh = 0,yparaT > T, el material se vuelve paramégnético
ym = 0cuando 2 = 0. En este tipo de transicién, de segundoﬁorden, la
magnetizacién m varfa suavemente y en forma continua con la temperatura.

Asi como las transiciones de primer orden se caracterizan por presentar una

discontinuidad en la derivada primera del potencial termodinamico, las de se-

gundo orden la presentan en las derivadas segundas, esto es en
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0’G

Cn = _T8T2 |11 _ (1.9)
J*G ,
Xt = —WIT : (1.10)

(CH es el calor especifico, a campo magnético constante y xr la susceptibilidad

magnética isotérmica con campo externo 0).

Hasta aqui hemos hablado fundamentalmente de dos rasgos esenciales en los
diagramas de fases: las lineas de transicién y los puntos criticos. Otro concepto
importante en la descripcién de las transiciones de fase es el pardmetro de orden.
Este pardmetro mide el apartamiento de la variable mecanica asociada a la tran-
sicion en la configuracién ordenada (de menor simetrfa) respecto de la totalmente
desordenada (méxima simetria). Ejemplos de éstos son: la magnetizacién m en
materiales ferromagnéticos, la diferencia de densidades pPL — pc en la curva de
coexistencia liquido-vapor de la figura II1.1, etc..

A los fendmenos que ocurren en las cercanias de las lineas criticas sc los
llama "fenémenos criticos”. Fenémenos de este tipo se ven dominados por las
fluctuaciones. Esto es consecuencia de que la respuesta del sistema diverge para
pequenas excitaciones, y se traduce en el hecho de que la longitud de correlacién
se hace infinita en el punto critico.

Ademiés de los puntos criticos y los pardmetros de orden ya mencionados,
existen muchos otros. Por ejemplo el punto critico superfluido (el punto A) del
helio liquido, cuyo pardmetro de orden es la amplitud cudntica de los atomos, el
punto critico de superconductividad en metales y alea.ciones, cuyo parametro de
orden asociado es la amplitud cuantica de los electrones, etc..

Dentro del estudio de los fenémenos criticos, tiene un interés relevante un
conjunto de indices llamados exponentes criticos. Estos coeficientes caracterizan

el comportamiento de ciertas magnitudes fisicas cerca del punto critico, y es
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usualmente importante conocer sus valores para entender el comportamiento del
sistema. Damos a continuacién una definicién general y precisa de un cxponcente
critico que describe el comportamiento de una funcién general f(e) (cerca del

punto critico), donde

Supongamos que la funcién f(e) es positiva y continua para valores de ¢ positivos

suficientemente pequefios, y que el limite

A= liml—ni—(—(2

€e—0 ln €

(1.12)

existe. El limite A es el llamado exponente critico asociado a la funcién f(¢), esto

significa f(e) ~ €*. En general f(¢) sera una funcién de la forma
fle) = A& (1 + Be + ...) [y > 0] . (1.13)

Suficientemente cerca del punto critico, se ve experimentalmente que el término
¢* domina la serie, por lo que el interés se halla centrado en obtener el valor de

A.

Como ejemplo, damos aqui la lista de exponentes criticos para -el caso del

ferromagnetismo.

1- Magnetizacién ()

OF
M= it
M « (T.-T)F° . (1.14)

2- Magnetizacién vs. campo aplicado (§)

M « HY¢ | | (1.15)
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3- Calor especifico (o, ')

*F
C = —TgT—Z
A+(T'—Tc)—a + B+ siT > Tc
¢ { A(T.~T) 4+ B. &iT < T. (1.16)
4- Susceptibilidad (v,v’)
_ o
X = oI 'H=0 >
ci (T —=T)™ siT > T. :
X o {c_(Tc—T)"‘Y' ST < T, (1.17)
5- Funcién de correlacién ()
[(z) o < S(2)S(0)> ,
P(z) o~z ¢ |z > a (1.18)

6- Longitud de correlacién (v,v’) (|z] — oo)

N(z) o elel/E

fo(T=T)™ §T > T,
{ o {ft(Tc—T)"" sT < T, (1.19)

No todos los exponentes criticos son independientes entre si. Esto es una
consecuencia de las relaciones de "scaling” (a las cuales nos referiremos con detalle
mas adelante). Por ejemplo es sencilio ver que la magnetizacién es invariante ante
el cambio (I, — T) — A (T. — T),M — M°M. La hipétesis de scaling
lleva a que sdlo algunos exponentes sean independientes. Los restantes pueden

ser hallados a través de las relaciones de scaling.
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2 CLASIFICACION DE LAS TRANSICIONES
DE FASE SOLIDO-SOLIDO

En este trabajo se considerardn sélo transiciones de fase de estado solido, y que

por tal motivo no involucran cambios en la composicién quimica.

A esas transiciones de fase las separaremos principalmente en dos grupos:

a) TRANSICIONES ESTRUCTURALES

T.as transiciones de fase estructurales sélido-sélido se dividen en dos tipos:
recon’structivas y de desplazamiento.

En las primeras, la estructura luego de la transicién es tan diferente a la primi-
tiva, que el camino de transformacién sélo puede ser efectuado desintegrando una
estructura en pequefias unidades y construyendo una nueva a partir de las mis-
mas. Obviamente durante la transformacién ocurren rompimientos de ligaduras

y grandes desplazamientos de los constituyentes. Ejemplo: la fase a del Fe;SiO,

o Ni;SiO4 pucde convertirse por este camino cn la fasc 7.

In el caso de las transformaciones de desplazamiento, el corrimicnto de los
dtomos es pequefio y la posicién a la cual va cada uno estd claramente definida.
El cambio de estructura se propaga a través del cristal tal como lo hace una
onda térmica. En este caso no hay roturas de ligaduras y tampoco se forman
nuevas. La nueva estructura puede ser encontrada a partir de la vieja por un
proceso continuo y ordenado de los desplazamientos atéfnicos. El camino de una

estructura a la otra es reversible para los 4tomos individuales. El cuarzo (Si04)

experimenta este tipo de transiciones de fase.

b) TRANSICIONES DE ORDEN-DESORDEN ORIENTACIONAL
Este es el tipo de transiciones a las que nos referiremos en este trabajo. Estas

se producen en estructuras que contienen pequeiias moléculas o iones moleculares
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que pueden cambiar su orientacién, ya sea en un plano o en el espacio (suele
suceder que junto con el cambio de orientacién haya pequefios desplazamientos de
atomos). Los cambios de orientacién de las moléculas ocurren en general debido
al aumento de la temperatura. Pero no sdélo las moléculas pueden cambiar su
orientacién. En ciertos metales o alcaciones los momentos del espin del electrén
también varian su orientacion, tomando los valores + 1/2, debido a la agitacién
térmica.

Entre los ejemplos de reorientacién molecular se encuentran el NaNO,, cuyo
momento dipolar eléctrico se reorienta dando lugar a distintas fases (entre ellas
a fases moduladas), el N, adsorbido sobre grafito, cuyo momento cuadrupolar
eléctrico se reorienta, etc.. En el caso de reorientacién de espines algunos ejemplos
son: compuestos binarios como AgzMg, CuAu, TiAlj, etc., tierras raras como Eu,

CeSb, etc..

Existen otros tipos de transiciones, que en general son combinaciones de las

dos ya mencionadas. Estas son:

1- Orden-desorden sustitucional: hay intercambio de 4tomos al azar por di-
fusion.

2- Martensitica: hay gran desplazamiento. Los entornos de un punto cualquiera
de la red antes y después de la transformacién son totalmente distintos. Es irre-
versible. No hay difusién.

3- "Hydrogen-hopping”: Cambios de orden-desorden de 4tomos de hidrogeno

en el doble pozo de un puente de hidrégeno. Pequefios desplazamientos de otros

atomos.
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3 GRUPOS DE RENORMALIZACION: HI-

POTESIS DE SCALING Y UNIVERSALI-
DAD

Las transiciones de fase y los fenémenos ‘criticos han sido investigados desde
distintos punto de vista y utilizando distintas aproximaciones, por lo que antes
de abordar la aproximacién de campo medio (que es la usada en este trabajo)

es conveniente mencionar una técnica de suma utilidad como es la de grupos de

renormalizacién.

Sin duda ¢l hecho mas importante dentro del estudio de los fenémenos criticos
es que el.comportamiento del sistema se ve dominado por las fluctuaciones. La
mecéanica estadistica asegura que las pequeiias fluctuaciones de los pardmetros
termodindmicos tienen una distribucién Gaussiana. Mas ain, la probabilidad de
un estado estd relacionada con su entropia a través de la relaciéon de Boltzmann
w = e€°. En el estado de equilibrio la entropia es un maximo, y para pequeiios
apartamientos del equilibrio, puede ser representada por una forma' cuadratica
de las variables que describen el apartamiento. Cerca de un punto critico las
fluctuaciones se vuelven no Gaussianas. Si uno piensa en la curva de equilibrio
liquido-vapor (ver figura 1.1) existen dos valores de la densidad igualmente prob-
ables. Esto significa que la funcién de distribucién de probabilidad tiene la forma
de dos picos Gaussianos centrados en sus correspondientes densidades de equilib-
rio. A medida que el sistema se aproxima al punto critico los valores de equilibrio
de las densidades se aproximan entre si. Cuando la distancia entre los picos se
hace del mismo orden que sus anchos, la distribucién se desvia ine- vitablemente
de la forma Gaussiana. Esto se halla conectado con el hecho de que la longitud
de correlacién de las fluctuaciones se hace infinita en el punto de transicién. El

sistema no puede ser dividido en subsistemas estadisticos independientes, como
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es supuesto en la derivacién de la distribucién Gaussiana.

Sin embargo, no todas las cantidades fluctian de esta manera cerca de la
transiciéon de fase. Dos ejemplos de aquéllas que no lo hacen son la densidad
de carga en un metal cerca del punto de Curie (donde las fuerzas Coulombianas
tapan las fluctuaciones) y la densidad total de un liquido de dos componentes
cerca del punto critico de mezcla.

A las cantidades cuya longitud de correlacién se vuelve infinita en el punto de
transicién se las llama cantidades que fluctiian anémalamente. Las propiedades

de las fluctuaciones estan completamente descriptas por un conjunto de funciones

de correlacién del tipo
< Ai(z) Ap(z") > (1.20)

donde las A; pertenecen al conjunto de las cantidades que fluctian anémalamente. A
Suponiendo que los campos de fluctuaciones no tengan otra caracteristica espa-
cial que no sea la longitud de corrélaci(')n, y como ésta diverge en el punto de
transiciéon, un cambio en todas las longitudes por un mismo factor equivale a
tener una nueva unidad de longitud. Si caracterizamos a cada cantidad A(z) por

su dimensién A4, en la transformacién de escala tenemos
A(BT) — bRAA(F) . (1.21)

Esta ley de transformacién representa en forma matematica la "hipotesis de
scaling”. Fisicamente es posible establecer la llipétesis de scaling para el potencial
de Gibbs de un sistema magnético como sigue. Escribamos G(T, H) — G(e, H)
donde ¢ = (T'—T.)/T. es la temperatura reducida, y supongamos que la funcién
G no tiene términos no-singulares. La hipétesis de scaling estatica establece que
el potencial de Gibbs G(¢, H) es una funcién homogénea generalizada, lo que es

equivalente a decir que existen dos pardmetros, que llamaremos a, y ay, tal que

se cumple
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GO, A1) = AG(e, H) (1.22)

para todo valor de A. Todos los exponentes criticos pueden ser expresados en
términos de los a, y ay;, de manera que si podemos especificar ambos, inmedia-
tamente podemos obtener todos los exponetes criticos.

Por otro lado, el hecho de que la respuesta del sistema diverja para pequefias
excitaciones, traducida en el hecho de que la longitud de correlacién se hace
infinita en el punto critico, hace razonable pensar que los exponentes criticos
deben ser poco sensibles a los detalles del potencial de interaccién y que su valor
estd determinado por caracteristicas mas globales como la dimensionalidad del
espacio, simetrias del Hamiltoniano, rango del potencial, etc.. Esta afirmacién es
lo que se conoce con el nombre de "hipotesis de universalidad” y fue propuesta
por Kadanoff [1,2].

Para intentar explicar de forma mds cualitativa el argumento utilizado por’
Kadanoff, consideraremos el modelo de Ising. Este modelo supone que en cada
sitio de la red cristalina se ubican espines que pueden interactuar sélo con sus
primeros vecinos, a través de un acoplamiento dado por la constante J. Los

espines solo pueden tomar los valores 1. El Hamiltoniano de Ising, en presencia

de un campo externo k, se escribe como
1
H = _52 Ji; SiS; ——hZ S; (1.23)
1,7 1

donde la suma sobre j se hara desde el sitio i — 1 al sitio i + 1. En unidades
de la constante de red, Kadanoff considers el agrupamiento de los sitios iniciales
en bloques (llamados bloques de Kadanoff) de tamano L, por lo que el problema
se redujo a otro similar pero ahora con constante de red L. Si llamamos £ a

la longitud de correlacién , cerca del punto critico se puede encontrar un L que

satisfaga

1< L <¢. (1.24)
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Ahora cada blogue conticne muchos espincs fuertcmente correlacionados, que
en »u mayoria apuntan en la misma direccién. Esto permite asociar al bloque una
variable p1, que juegue el rol del espin del bloque. Estos bloques estardn correla-
cionados entre si, pero si la hipdtesis de universalidad es correcta, es de esperar
- que las correlaciones entre los p, tengan la misma estructura que las de los S;.
El proceso se realiza sucesivamente, hasta obtener los llamados puntos fijos (can-
tidades que no cambian al aplicar la transformacién). El planteo matematico de
la aplicacién de las hipétesis de scaling y universalidad se encuentra desarrollado

en la teorfa de "grupos de renormalizacién” y fue hecho por Wilson y Wilson y

Fisher [3-6].

4 LA APROXIMACION DE CAMPO MEDIO
O MOLECULAR

Otras de las técnicas importantes, la que utilizaremos a lo largo de este trabajo, es
la aproximacién de campo medio o molecular (MFA). La MFA es el camino mis
simple para obtener informacién sobre el diagrama de fases. Esta aproximacién
suele ser insuficiente cerca de la transicién de fase, donde el efecto de las correla-
ciones es tanto mds importante cuanto menor es el rango de las interacciones.
Sin embargo, este formalismo describe en forma apropiada las fases ordenadas
por debajo de las transiciones y la tppologia del diagrama de fases.

Pierre Weiss invent6 el concepto de campo promedio en 1907, por analogia con
la teoria de gases no ideales de Van der Waals. El proposito principal de Weiss
fue expresar el campo total sobre cada particula como la suma del campo medio

de las deméas (campo molecular) més el campo externo aplicado a la muestra.
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Como ejemplo, consideramos el modelo de Ising con interaccién magnética entre

espines.

Escribiendo el Hamiltoniano de Ising
H = —%z]j Sy SiS; = hE S (1.25)
se puede pensar que el espin del sitio i-ésimo siente un campo H; , donde
Hi = > Jy5 S + b . (1.26)
j

La energia estd asi formada por — i Si H; (donde habra que tener cuidado de
incluir el factor 1/2 en la interaccién espin-espin, de manera de no contar dos

veces la misma interaccidén )- El campo medio es
<H,’>=ZJ,-J' <Sj> +h . (1.27)
J

De esta manera la aproximacién de Weiss consiste en suponer que el campo
en el sitio ¢ es < H; > independientemente de la orientacidn S; . Entonces
sﬁcede, cuando b = 0, que si los espines no interactdan entre si, este campo no
existe. Si estin orientados al azar, los efectos mutuos se cancelan. Solo puede
haber un campo molecular promedio si hay alguna polarizacién promedio, que
dé lugar a un campo que a su vez aumente la polarizacidn, y asi sucesivamente.
Por supuesto, este mecanismo de cascada se ve limitado por la energia térmica
que actiia en el sentido de desordenar al sistema.

La teoria de Weiss es claramente una aproximacién, ya que si el espin del
sitio ¢ esta para arriba, sus vecinos tendran mayor tendencia a estar hacia arriba
que el promedio, debido a la interaccién con aquél. Esto da lugar a correlaciones
entre espines, que son despreciadas en esta aproximacion.

Sin embargo, el mecanismo de cascada antes mencionado hace que el efecto

sea cooperativo, de modo que cada espin detecta en forma directa o indirecta
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(a través de cierto ndmero de interrﬁediarios} la orientacion de un gran ndmero
de espines. Cuando el alcance de la interaccidn crece (como es el caso de los
multipolos), el nimero de interacciones crece, lo que hace que el efecto de las
fluctuaciones se vea disminuido.

A esta altura es nccesario establecer un criterio para estimar la bondad de la
MFA en funcién del alcance de la interaccién. Esto ha sido considerado csencial-
mente por dos caminos distintos: uno fenomenoldgico y otro riguroso.

El enfoque fenomenoldgico se debe a Ginzburg [7], y establece que la MFA falla
cuando las fluctuaciones son del mismo orden de magnitud que los pardmetros
de orden. Para aplicar el criterio de Ginzburg, se compara la energia global del
sistema con la energia debida a las correlacioncs. Algunos ejemplos son: en el
estudio del He liquido surge que la MFA no es aplicable en el rango donde el
calor especifico presenta una anomalia. En el estudio de la superconductividad el
criterio explica por qué no se han observado correcciones debido a las fluctuaciones
en la teoria BCS. Por tltimo el resultado para interacciones ferroeléctricas dipolo-
dipolo es més incierto, pero es de esperar que la aproximacién sea suficientemente
buena.

El enfoque riguroso comienza con una serie de trabajos de Kac et al. [8],
Uhlenbeck et al. [9], Hemmer et al. [10] y Hemmer [11], donde es considerado un
fluido unidimensional con un potencial de interaccién de a. pares. Ellos llegan a la
conclusién que la teorfa de Van der Waals (que es una teorfa de campo medio) es
exacta en el limite de un potencial infinitamente débil, con un rango infinitamente
largo.

En el caso de las interacciones entre espines, si bien no hay que esperar muy
buenos resultados cerca de la transicién de fase, si es de esperar que los diagramas
de fase sean similares a los que se obtienen con teorfas mas rigurosas, sobre todo

en zonas de temperaturas mucho menores que la temperatura critica, donde las
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fluctuaciones son practicamente despreciables.
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