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CAPITULO I

" INTRODUCCION ~



Introduccidén

v !
La teoria de procesos estocésticos% Juega un rol fundamental en la
descripcion de sist.emé\s que no se comportan en forma determinista.
Tales sistemas ocurren en muchos campos de la ciencia.
A partir de una idea original de G.Parisi y Y.S.Wu, me implementé un
método de cuantificacién de teorias de campos que también utiliza a
los procesos estocasticos. En este contexto intervienen como
generadores de valores de expectacién cuanticos.
Este nuevo método es una valiossa alternativa a los tradicionsles de
cuantificacién candnica y integracién funcional. En efecto, el
método de cuantificacién estocastica introduce un tratamiento mas
intuitivo del proceso de cuantif icacién, sumandose a esto toda la
potencialidad de la teoria de procesos estocasticos.
Ya en la cuantificacion via integral funcional se introduce Ia
nocién de promedio sobre un sistema estadistico, donde el espacio
muestral es el espacio de fases oI el de configuraciones. En este
punto es donde nace la idea central del método: el considerar al
sistema cuantico como el estado limite de equilibrio de un proceso
estocastico que evoluciona en un tiempo ficticio 7. La transicion de
1a teoria clasica a la teoria cuantica resulta entonces
particularmente simple y completamente general.
Para cuantificar una teoria boséonica utilizando el método
estocastico, solo se necesita introducir en las variables dinAmicas
l;na dependencia en el tiempo ficticio = Yy, en las ecuaciones de

movimiento, dos nuevos términos: una fuerza aleatoria y una fuerza



de friccion. La varianza de la fuerza aleatoria genera las
fluctuaciones cuéntdcas,? mientras que 1a fuerza de friccion,
expresada por la derivada de las wvariables dinamicas respecto del
tiempo estocastico 71, es responsable de transformar Ia “energia',
entregada por la fuerza aleatoria, en ‘“‘calor”, En términos
termodinamicos, esto significa poner un sistema estadistico en
contacto con un reservorio de calor, de modo que el sistema
evolucione en el tiempo estocastico hasta alcanzar el equilibrio
térmico. La condicién fundamental es que dicho estado de equilibrio
esté descripto por la distribucién de Boltzman e—S, donde S es la
accion del sistema original.

Obviamente, el proceso estocastico que tiene a la Teorfa Cuantica de
Campos como estado limite de equilibrio no es uGnico. En la libertad
para elegir este proceso es do’nde reside wuna parte de las
potencialidades del método.

El éxito del trabajo original de Parsi-Wu reside en haber obtenido
un desarrollo perturbativo para una teoria de gauge sin necesidad de
fijar el gauge y, por lo tanto, evitando las ambiguedades de Gribow.
Desarrollos posteriores sumaron a este importante resultado inicial,
nuevas posibilidades de realizar calculos numéricos y no
perturbativos para teorias de campos ordinarias.

Por otra parte, el método incorpora en forma natural una técnica de
regularizacién propia aprovechando la existencia de una nueva
coordenada, para evitar las divergencias originadas en el producto
de operadores en un  mismo punt.o. Esta técnica, denominada

"Regularizacién Estocastica", se acopla perfectamente al método de



cuantificacién estocastica, generando asf un método poderoso vy

elegante para trabajar en Teoria CQuantica de Camﬁos.

Dentro de la cuantificacién estocastica, un aspecto que no habia
sido tratade en profundidad es el de cémo las simetrias fisicas de
una teoria de campos se manifiestan en las ecuaciones estocasticas
que intervienen en el método.

Uno de los objetivos de esta Tesis es, justamente, profundizar en
este punto explotando la libertad en Ila eleccién del proceso
estocastico involucrado. Veremos que un analisis cuidadoso del
procedimiento de cuantificacién permite clarificar el comportamiento
del proceso estocastico bajo simetrias de la accién que describe al
sistema fisico.

El analisis de las simetrias de una teoria y, cOmo se ven afectados
los métodos de cuantificacién | '(y de regularizacién), tiene
importancia central en Teorfa Cuantica de Campos. El estudioc de las
violaciones de wsimetrias clasicas por el proceso de cuantificacién,
fen6meno denominado anomal(a, es un area de activas investigaciones
en esta década. La aparicién de anomalias pone en peligro Ia
consistencia, renormalizabilidad y unitariedad de una teoria, por lo
que es necesario introducir mecanismos que eliminen este problema.
La cancelacién de anomalias es un ’restriccién muy fuerte sobre los
modelos teoéricos. Por ejemplo, ell namero de teorias de cuerdas
viables se ve drasticamente reducido cuando se exije la cancelacién
de las anomalias cravibétorias y de gauge. El mismo criterio,
aplicado al Modelo Estandar, en con;exién con las anomalias quirales,

conduce a un ajuste del contenido de las familias fermiénicas




(quarks y leptones).

A causa de estas anomalias, las teorias de gaﬁge con fermiones de
Weyl, en dimensién par, presentan serios obstaculos para su
cuantificaciéon. La correspondiente accién efectiva no esta definida
a menos que se introduzcan nuevos grados de libertad fermidnicos,
rompiendo de este modo la invarianza de gauge en forma explicita.
Existen varias propuestas para obtener teorias consistentes y
unitarias a partir de una teoria de gauge con fermiones de Weyl
CJackiw y Ra Jaramanw: Faddeev y Shatashvili'® H Babelon,
Schaposnik y viallet'?>. Es importante destacar que en la propuesta
de Faddeev y Shatshvili se obtiene una accién efectiva invariante de
gauge en la que los elementos del grupo de gauge adquieran status de
variables dinamicas. Otras propuestas implican el ajuste del
contenido fermiénico, agregado de fermiones auxiliares con masas muy
grandes respecto de las masas fisicas, etc.

En todos los casos, el calculo de las corrientes anSmalas depende
fuertemente del método de regularizacién: é1 es quien determina el
comportamiento bajo la accién de transformaciones de gauge.

Casi todas las investigaciones en este dominio han sido planteadas
en una formulacién covariante Lagrangeana, utilizando técnicas de la
integral funcional. Una formulacién Hamiltoniana, basada en la
cuantificacién candnica, aun no ha sido presentada en forma
completa, a pesar de que existen algunos resultados parciales
coincidentes con los que da la formulacién Lagrangeana.

De ahi el interés en wutilizar una tercera alternativa para

cuantificar teorias con anomalias, basada en el método estocastico.



Justamente, este es uno de los objetivos de esta Tesis. En este
contexto, utilizando los resultados sobre el tratamiento de
simetrias al que nos referimos mas arriba, teoriaz de gauge andmalas
en dos y cuatro dimensiones.

La Tesis esta organizada de la siguiente manera. En el capitulo II
veremos una introduccién detallada a los sistemas aleatorios vy
procesos estocaticos. El objetivo de este capitulo es proporcionar
las herramientas necesarias Y, a la par, fundamentar la formulacién
‘esbocéstica de los capiulos posteriores.

En el capitulo III introduciremos el mét.odo de cuantificaciéon
estocastica en Teoria de Campos, los desarrollos perturbativos a
partir de la ecuacién de Langevin y el método de regularizacion
estocastica.

La cuantificacion de cami;os de gauge y campos fermidnicos se
presenta en el capitulo 1V, donde introducimos nuestros primeros
resultados originales en lo que respecta a simetrias fisicas en el
método estocastico y cuantificacién de f ermiones de Weyl (de una
sola quiralidad).

En el capitulo V, aplicamos el método de cuantificacion estocastica
a modelos quirales bidimensionales, presentando nuestra propuesta
para obtener, a pesar de las anomalias, una teorfia unitaria Y
consistente. Este capitulo se complementa con el capitulo VI, donde
analizamos el problema de las anomalias en teorfas de gauge
no-abelianas con fermiones de Weyl en cuatro dimensiones, utilizando
la propuesta del capitulo anterior. Esto nos permitirad obtener las

llamadas anomalias covariante Yy consistente, de distinto interés



fisico, por variacién de un parametro de regularizacién.

Finalmente, en el capitulo VII exponemos nuestras conclusiones sobre

los resultados obtenidos.
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CAPITULO 1I

" INTRODUCCION A LOS PROCESOS ESTOCASTICOS

En este capitulo daremos una detallada introduccicn
al cdlculo de probabilidades y a la teorta de
procesos estocdsticos, orientada a fundamentar
el Método de Cuanti ficacidn Estocdstica.
Introduciremos las Junciones de variables
aleatorias y de procesos aleatorios, para luego
pasar a describir los procesos markovianos.
Construiremos en forma general la ecuacidn de
Fokker-Planck, aplicdndola a ecuaciones de
fluctuacion generales para, finalmente, desarrollar
el caso especlifico de la ecuacién de Langevin con
Sfuente de ruido gaussiana C(eje del Método de
Cuanti ficacion Estocdstica) y su ecuacicn de

Fokker—-Planck asociada.



inbroduccion al calculo de probabilidades.

Sea I una variable aleatoria y P> la distribucion asociada, =ujeb.a
A la condicion de normalizaciéon

~

dr PGy =1 (1.0

El valor medio de cualquier funcivon de £ esta dado por:

<UD = de PCED {CED .2

Fs (RENP Y | Lrabajar con la Gransformada de Fouriegp Or(ﬁu) e |

dist.ribucion P&

o, = |df o™ pr> = ¢ oI D

Gi" < se denomina funcion caracleristica y COMO VEUCIIO:S "

cont.inuacion caracteriza completamente la variable aloatoria r.

Los  momentos m de  la  variable aleatoria ¢, definidos pos L
(8]

siguientle expresion
m= < £’ n = 1,2,. > LS 1 )
man generados por derivacion a partir  de la funcion caracberisGica:

mi= i> d"' o <wd | o5
v(‘lv'v’- f u=Q

10



Reciprocamente, el conocimiento de los momentos m nos

. permite
calcular la funcién caracteristica, ya‘ que
14}
e .w = 1 + }: Uw” m 1.6>
4 e
n=414 N

Tomando el logaritmo de esta expresién se obtiene el desarrollo en

cumulantes k
n

o0
In &, Cu = z ad” k QA.7>
E n=4 ! n

Comparando (16> y 17> se obtienen las relaciones entre los

cumulantes y los momentos, por ejemplo :

k. = m - 3mm + 2m> 1.8
a3 3 1 2 1

Definiremos algunas cantidades datiles como la varianza o dispersion

D y la desviacién estandar o :

D = kz = (fz) - (f)z

o = (D1’ 1.9

Es importante estudiar el caso de una variable aleatoria p que es

funcién de otra variable aleatoria ¥, n5n= g(f). Suponiendo que

conocemos la distribucién 'de ¥, la distribucién de probabilidad de

n esta dada por la relacién :

11



Pn(y) = jdx Slg G-yl Pt(x) 1.10)
Estudiemos ahora la correlacién entre variables aleatorias.
Supongamos que tenemos r variables aleatorias Ei,f 2,...,& y sea

r

Pf £ (xi,...,xr)la distribucion de probabilidad normalizada, es

dei...dlfr Pf L (x’,...,xr) = 1
1 7r

Por simplicidad consideremos el caso en que tenemos 2 variables

aleatorias fl y Ez.

La distribucién de probabilidad de una de las variables, por e jemplo

fi, esta dada por :

PCE D> = Jdlfz PCE LE D 111>

Supongamos que conocemos el valor de una de las variables y la otra
permanece indeterminada.Esta situacién nos conduce al concepto de
dist.ribucién o densidad de probabilidad condicional de, por e jemplo,
61 dado el valor de tz :

Pcg .20

PG |ED> = 1.12>
SRR S 2

que satisface la condicién de normalizacién :

J dz P<§‘|fz> = 1 113>

12



En el caso l"(&'1 |82)=P(51), resulta P(Ei,52)=P(Ei)P(Ez), lo gue

significa gue las variables 4 " y 4 2 son estadisticamente

independientes.

La funcién caracteristica de un problema de r variables aleatorias

es:

ves = + +...+ .
6(u1,uz, ur) <exp i(ulf1 uzfz urtr)> <1.14>

E1f2. . ¥r

de modo que los momentos estan dados por la siguiente relacién :

1 a’ecui,...,ur>
<C:l."'£r>= T 9 u ...aur 115>

La férmula correspondiente para la correlacién mualtiple de orden r

se obtiene reemplazando la funcién caracteristica por su logaritmo :

8 lnecu » eyl D
KCE ,.,8 > = —L 2 z
177775 i du ...0u u = _ =y

1 r 1 r

116>

II-Procesos aleatorios.

Consideremos una funcién aleatoria f<(t)> de un argumento real t que
varia en el intervalo [0,T]. Esto significa que en cada valor de ¢
tenemos wuna variable aleatoria . En estas circunstancias decimos
que f(tL) describe un "proceso aleatorio.

Si tomamos r valores arbitrarios en el intervalo [0,T], los valores
& “’1)""’£ (tr) constituyen una familia de variables aleatorias. A

la densidad de probabilidad de que ¥ tome el valor x en el instante

13



ti, x, en el instante t,z y asf hasta el valor x_en el instante tr,

»

la anotaremos como P (xl,...,xr;ti,...,b J.
r r

Pr satisface las siguientes condiciones :

~condicion de simetria

P’r()«1 ,...,xk,...,xl ,...,xr d= Pr(x1 ,...,xl ,...,xk ,...,xr D «2.1
-condicidén de compatibilidad
Pr(x1 ,...,xr ;t,1 seeests . )=J‘dxr+1 ...dkaPHk(x‘ ,...,xr+k;t,1 seeests . +k)
Q2.2

En algunos casos es posible introducir una probabilidad funcional la
cual define wuna ditribucién de probabilidad continua sobre un
espacio de funciones apropiado.

€5 funcién caracteristica se define como :
' of
Gr(ui,...,ur,tl,...,tr) = { exp izj:___lujf(t,j) > «2.3>

En los casos en que se puede definir una distribuciéon de

probabilidad funcional, la suma se transforma en una integral sobre

el tiempo.

Los valores medios <E'(L1)...E (tr)) = mr(t.l, ,br) 2.4>
considerados como funciones de t . ,...,tr son Hlamadas funciones
momento.

Si conocemos las funciones momento podemos reconstruir la funcién

caracteristica :

14



r j r
i -
Br(u‘,...,ur,tl,...,t,r)='z 7 Z m_(ba,...,tw) ua...uw «2.5>
=1 =1

la cual también puede ser escrita en términos de las funciones de

correlacion

i
er(ul,...,ur;tl,...,tr) = exp « z —— Z

2.6)

' Desarrollando (2.6) y comparando con ¢(2.5) se obtiene, por ejemplo :

B

N

Lo

m = kD
1 1 1

md .t D=k & ,t D>+ k b Ok LD 2.7
z 172 2 172 1 1 2z 2

-

3 f;l%:procesos aleatorios son también llamados procesos estocasticos.

i prodeso estocastico se dice gue es estacionario si sus

e

¢aracteristicas estadisticas son invariantes bajo traslaciones
temporales. Por 1o tanto, la distribucion de probabilidad
P CE ,..,E ;L ,..,t D, los moment.os mdct ,...,.t D> y las funciones
n 1 n 1 n n 1 n

de correlaciéon kn(t.‘,...,t.n) no dependen de 1la posicién absoluta de

los puntos tz""’t'n sobre el eje temporal, sino de su posicién

relativa :

k ¢t ,..,t D = k (Lt +a,..,tL +ad 2.8
n 1 n n 1 n
eligiendo a = -t'1’ obtenemos :

k b ,.,t 0= k ¢t -t ,t -t ,.,t -t D 2.9
n 1 n n 2 1" 3 1 n 1

19



Para n =1 y n = 2 resulta

kdtd) = m (L) = m
1 1

k4t > =k <t -t D kCrd> = k(1> 2.1
2 1 2 2 2 1

La segunda funcién de correlacién k<r) puede ser escrita como

k(T = o° RCT) 211>

donde o = offtd) = vk(0) es la desviacién estandar del proceso FCt)
y R(o) e= el coeficiente de correlacién con la propiedad RCO) = {1,
Introduzcamos ahora el concepto de densidad espectral Sif,w] de un

proceso estacionario ¥FdL)

a
SIE,w] = 2 J ar ol%7 <& > 212>

-@®

donde £ = FL) y ET= ECt+7). Para procesos con valor medio cero
SIf,wl es la transformada de Fourier de la funcién de correlacién
K<,

Los procesos Gaussianos, de vital importancia en ]l método de
cuantificacion estocastica, se definen como aquellos procesos cuyas
funciones de correlacién de orden mayor que dos se anulan. En este
caso usando 1a expresion Q.7 podemos construir la funcidén

caracteristica :
N n

6 (U et 5t Lt ) = exp {iz_l:i(t,a) u, - ng-l:z““’tf’) U
. B

N

213>

16



y a su vez reconstruir la funcién de distribucitn de probabilidad

antitransformando Fourier sobre cada variable u,,.

A3l

En (213>, el término Z k.t Lt D uw
z &’ a 3
»3=1
" 2
puede ser escrito como : €) LEC D=k ¢t > 1 u >
-y o 1 o a
Esta expresién cuadratica semidefinida positiva asegura 1a

- convergencia de las integrales sobre u, al antitransformar Fourier

(2.13)>. Teniendo en cuenta esto, se obtiene :

P ,.,E ;t ,..,t D> = 2.14>
n 1 n

cz2n”’?
fde"lkz“'a»*'rfpuz exp (-1/2 Z ﬂ_[f(ba) k, (4 01 a, - [ECt Ok (L DD

=4

donde detlkz(ta,tﬁ)| es el determinante de la matriz de correlacién

es la matriz inversa.

a
y o3
Un proceso descripto por una densidad de probabilidad de la forma

(2.18) es llamado Gaussiano o normal.
Si L) es un proceso gaussiano estacionario y consideramos el caso
n=1, obtenemos la densidad de probabilidad unidimensional :

PIZ (L)) = 2rod'"? exp [-—-%;z(f(t)-m)z] 219>

ya que la matriz de correlacién se reduce a un Unico coeficiente :

a ==1/az.
11

17



1I1I-Procesos Markovianos y procesos relacionados.

Sea xCLD) un proceso aleatorio, y sea x(‘,l),...,x(l,n) un  conjunbto ke
=us valores en instantes consecutivos de tiempo t'1>l’2>'")":.'
I.a  distribucion  Jde probabilidad condicional del valor  x(L)  en el
ulbimo instante t,=1,1es

Pt )'x(L ,.LxC0L D1 = P Ix<L D,...xC(L 2T ExCt D, L D)
L] Z "N n 1 r n- 1

Z &}

B oproceso xKLY  es un proceso de Markov i Ta disteibocion de
probabilidad  condivional (3.1 depende solamente del ultimo  valor
x(l.._[) y no de los precedentes. Por lo tanto

3.0

|
-
o
b4
%
-

PIxCL D |xCL D, xCL D)
1 Z n

Haciendo wusso de la de la condiciéon (22> y de la ecuacion 31> e

obtLiene la siguienbe relacion de compatibilidad

de PIxCL )lx(l, d,...,xCt D1 PIxCL D,...,xC(tL D} = €A
3 1 VA n 2 "

1A}

PIxCL D |xCt 3, ,xCL D1 PIxct D x¢h )]
i 2 (A3 ¢ 2

Sw=btituyendo  (B.2) en (3.3) podemos ver qgue para  los proocessors

markovianos esta relacion no depende de n Por lo tanto

P Ix .x } = PIx(L )Ix(t >1 RS
t1,L2 1 2 1 2

18



‘| \ lx1‘x b oens la probabilidiad de Lransicion  del  extado (e >
t.t2 pa P Vd
esbado (k.6 ) con L OL .

11 1”2

JLerando la definicion de probabilidad condicional obtenemos

Pix{L D,,...,x(L D=
1 n

PEx<t, )Ix(t- YoLxCL DIPIxCL )|x(t. d,LxCU DL PIxCL )!x(ﬁ(, YIPExCL D1
1 2 n 2 3 T n- 1 n 1)

LGS RED
que en el caso markoviano se esaribe de la siguientie forma
PrxCt D,..,xCL DI=P Ix.x1PFP Ix .x }1..P [x x WPIxCL D1
1 2] 1.2 1 2 t2,t3 2 3 tn—-4.tn n-1" n )
C3.6)

Ezto  significa gque si conocemous la  distribucion de probabilidaed
P(x“) de wuna variable aleatoria X Y conocemos la probabilidard  de
Lransicion de x(t), podemos conocer la distribucion de probabilidocd
dee n variables aleatorias P[x('t.i'),...,x((,“)]_; es tdeciv ue Pl L“ v
v Pt_t,[x,x’] describen completamente un proceso markoviano.

La probabilidad de transicion Pu,tz[xx ,xz] debe salisfacen 1.,

condicion de normalizacion .

dx P fx ,x 1 = 1 3.0
1 1tz 12

Integrando (3.60) respecto de algun punto intermedio, se obLiens Lo

eunacion Jde Chapman-Kolmogorov

19



de P Ix ,x1P x_,x )=P Ix ,x ] 3.8>
2 112 1772 tz,ta 2°7s 1’"s

te,t3

Estudiemos ahora la evolucidn temporal de 1a distribucién de

probabilidad unidimesional P[x(ti)]=P(x1,t1) en un proceso
markoviano. Sea x(t,z) el evento inmediat.o anterior al x(t,1 >,
entonces

ch:’t'z) = ‘[ dxz Pu,tz[xt’xz] P(xz,tz) 3.9>
Supongamos que tx y t’z estan separados por un intervalo

infinitesimal T

t = ¢t X = X
2 2
t = t+r X = X
1 1 T
POLLYT) = P (x ) P Ix ,x1 =P (x ,x)
T T t1,t2 1772 T T
P x> = Idx P (x x> POO .10
T T T T

Consideremos ahora al incremento (x-xT) como una variable aleatoria.

La funcién caracteristica correspondiente a este proceso es :

OCu,x> = < eV ¥ 5 o J dx, exp Hulx-x D1 P_Cx_ %) 3.1

y la transformada inversa da 1la funcién de distribucién de

probabilidad :

P (x , %) = - I du 8Cu, x> exp [~iulx~x )] (3.12>
T T 2n T

20



Llevando esta expresion a (3.10) se tiene

) 1 . .
P (x> = - - du dx 8Cu,xd exp [~iulx-x >1 PxD 3
T T ar T
> desarrollamos la funcion caracteristica 11 S momentons
. - W& . -
m (x)=<(.xv! %2 >, e integramos explicitamente sobre u  se Heon
expresar P (xl > de la siguiente forma :
¢ Ry
w
. . 1 - a NS e N -
P (x > = Px D> + T e D7 ImdxD) POx 1 LOL I K I
T 1 - 8 x !
&= 1
Dividiendo por 7 y tomando el limite para 1 - m =e obliene
Wexd_ w1 3
¢ X = ¢ 13 . .
53 = B e D7 TK () POx D1 U
ot }, Bl ax s !
s f .
dorule K GO = 1im <O =37 CR L0
b 10
siempre y cuando exista este limite. L.a ecuacion 3150 (BN

denominada ecuacion estocastica o cinética.

Lo momentos o pueden

<

expresarse, a primer ovrden en . en {uncion

the K (%) invirtiendo (3.16)>
<

m x> = K (x) 1 + O(Z'(z)
& S

LAY
Bien lugar de  Lrabajar con el incremento x, "% consideramonss ol
. dxCLD
proceso FOL) = 20 > Lal gue
dt
A+ T
X -x = J diLtECL™ 348
T
t

21



los cumulantes k8 pueden expresarse en términos de las funciones de
correlaciéon ks(bi,...,ts) del proceso Fd{t) :

2]

+T
k OGO = r dt. ..dt k <t ,..,L D €3.19>
] L 1 ] (] 1

Por otra parte, de acuerdo con las expresiones 1.8), que relacionan
a los cumulantes con los momentos m, podemos expresar a los
8

primeros en funcién de Ks(x) a primer orden en T
k GO = K O T + 0™ €3.20>

Comparando estas dos ultimas ecuaciones, sme obtienen las funciones

de correlacién ks(tl,...,t’s) en términos Ks(x)

£

k b, D = Kxd> 8L =t D..8CL -t D + A 3.21>
s 1 s =] 2 1 s s

4
donde la funcién AB, una vez introducida en (3.20)> produce términos
de orden Tz,Ta, etc. Las funciones Ks(x) se denominan coeficientes
de intensidad del proceso F{tD.

Concluimos entonces, que los procesos markovianos estan intimamente
relacionados a ciertos procesos aleatorios especiales, cuyas
funciones de correlacién contienen distribuciénes & . Este tipo de
procesos se denominan “‘delta correlacionados'.

Definimos entonces un proceso estocastico “S-correlacionado” como
aquel proceso cuyas funciones de correlacién toman la siguiente

forma:

kbt ,.,t D), = K& 6t -t )..8CL ~t D 3.22>
s 1 s & ™ 1 2 ?
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De modo que los cumulantes son infinitos. En el casc en que el
proceso es estacionario, los coeficientes KB son constantes.

Un caso especial es Gaussiano estacionario S~correlacionado.
Supongamos  ademas que F(L)  tiene valor medio nulo, entonces Ia

funcién de correlacidén de segundo orden es la unica que no se anula
k-t D>=K &6 -t D 3.23>
2 1 2 2 1 2

-La densidad espectral de este proceso es :

[}

SIE,w] = 2 I dr k<) %7 = 2 K 3.24>

2
-0

Por lo tanto SIf,w] no depende de w. Un proceso con estas

caracteristicas es denominado ''ruido blanco'.

IV-La ecuacién de Fokker-Planck.

Un proceso markoviano se dice que es continuo, si sus coeficientes
de intensidad de orden mayor que dos, son nulos. En este caso la
ecuacion estocastica (3.18) sme reduce a :

IPCx>_ 2 1 8°

ot = "o [K‘(x) P{x>] + 2 Fx2 [Kz(x) P{x01 4.1

y se denomina ecuaciétn de Fokker-Planck o ecuacitn de difusion.

Introduciendo la corriente de probabilidad GC(x), tal que

G(x) = Ki(x) PG - [Kz(x) PC{x2] 4.2>

N p=
2®
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podemos escribir la ecuaciétn de Fokker~Planck como la ecuacion de

conservacion de la corriente de probabilidad :

g'{-(") + %:f—(") =0 4.3>

Para completar el problema planteado por la ecuaciétn (41> debemos
especificar las condiciones iniciales y de contorno.

Si la condicién inicial es una distribucion 6(x—xo) en la ecuacion
de Fokker-Planck se puede reemplazar P(x) por la probabilidad de
transicion Puo(x’xo)’ ya gue PG = Puo(x’xo) P(xo).

Veamos ahora las condiciones de contorno. Si x(t) puede tomar
valores entre =-w y “+w, integrando la ecuacién (43> sobre x vy

teniendo en cuenta que fdx PGoO=1, concluimos que :

AC~a0,t.2=3Coo,t.D. 4.4

Generalmente también se cumplen las condiciones :

G¢~mw,t.) = GCw,t.D) = 0O

PC-ow,t.) = PCo,.> = 0O 4.5

Una vez fijadas las condiciones de contorno y las condiciones
iniciales, las soluciones de la ecuacién de Fokker-Planck quedan
univocamente determinadas. En el caso particular en qgue los
coeficientes Ki(x) y Kz(x) no dependen del tiempo, generalmente la
distribucion de probabilidad PCx,t> evoluciona hacia una

distribucién Post(X)’ la cual no depende de la distribucién inicial
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ni del tiempo t, es decir :

a
‘a——-c Pest<X) = 0 €4.6>

por lo tanto la corriente de probabilidad sera constante :

ag L(x) = @ = cte. 4.7)>

es est

Llevando esto a 1a ecuaciétn <4.2> se obtiene una ecuacion

~diferencial lineal para Pest(")

Y IKGOP GO 2KGO P (x) = -2 @ 1.8
Ix 2 est 1 eat ost

y la soluciétn de esta ecuacidon es :

x b 4 x
C Kax> | Gest R K1lx>
P ot K oo °oxp @ J ¥ goo 2 %2 koo J dx’ exp (J Y g oo
2 z 2 2 z z 2
€4.9>

donde C es una constante de integracién y =z es el limite de
integracién, también arbitrario.

Si elegimos las condiciones de contorno (45>, la solucién 4.9) se

simplifica :
X
c K1 e
2z z 2
Analizaremos ahora el caso de varios procesos aleatorios,

xl(t,),...,xn(t), descriptos por la probabilidad de transicién :

25



Plx ,...,% ;x ,...x 1
m 1 m

P Ix (LD, x (L);x CL?D,..,x (LD]I=
ttr 1 m 1 m

Pix ,...,x 1
1 m

4.11>

Para wun proceso markoviano continuo, la densidad de probabilidad
unidimensional I:’[x1 (t,),...,xm(t)] satisface 1a ecuacion

multidimensional de Fokker-Planck :

OP(xX ,...,x D S )
= - —_— +
o m= Z T K C%, e X D PCX L% O]
=1 a
+% zm g;—ax_ [K 3o %, DPCR e 3]
osp=1 T " "
donde los coeficientes Kcl y K o3 son lJlos coeficientes de intensidad

definidos por :

K = 1im _1 <x -x >
- —

a, T o
T0 T
K = 1im _§_<x_ _-x X(x -x 0> 4.13>
o3 T+0 1 oLT A B3t 3
Cuando las fluctuaciones son isotrépicas 1la matriz K o es un
multiplo de la identidad : K aﬁgK S o s y la ecuacidn de
Fokker—-Planck puede ser escrita de la forma :
OPCx ,..x D\ 29
at " Z ax
= a
18 4.14)>
G Goo=K GOPOGO~ = —IK&XOPOGD]
o] ot 2 Ox
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V-Ecuacion de fluctuacion.

Sea x(t> un proceso estocastico debido a la accién de otro proceso
ft> de modo gue su comportamiento puede ser descripto por una

ecuacion diferencial de primer orden :

a x
Hamada ecuacién de fluctuacidn, donde £ es un parametro pequefio y F
una funcién conocida de los argumentos x y ¥. Asumimos ademas, que
el proceso <L) es estacionario y tiene tiempo de correlacién

finito.

Comencemos analizando el caso simple en que F no depende de x :

9 x
t
ent.onces xCL) = xC0) + ¢ I dt’> ZL 1.3
(o ]

donde x{(0) es el valor inicial a t=0. -
Si el valor inicial no es aleatorio, las funciones de correlacién de

x se obtiene a partir de la ecuaciétn (5.3)

k (L ,.,t D= s’I...Jdt Ldt k b o,o,t D 5.4>
s 1 8 x 1 s 8 1 s £

y los cumulantes se obtienen poniendo t1=...=ts.

Ahora podemos construir la funcién caracteristica del proceso
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xCLO=-%C0D

s o s
elu,t) = exp « z duw

s=1

-k 5.5>.

Derivando respecto de t

S
%g(“’*'Lz _._2"‘) g'{‘.’" ecu,t> 5.6>
y teniendo en cuenta que
PIxCLI-XxC0D] = —%; I du e WUTXOD gt 5.7>

si  ahora derivamos (57> respecto de t e introducimos (8.6)

obtenemos

5.9)>

apP _ ) -1° a ke &°P
ot si at a x
De este modo hemos obtenido un ecuacién del tipo Fokker-Planck para
un proceso no markoviano, Si tenemos en cuenta la ecuacion (5.4)
podemos ver que el cumulante de orden s es proporcional a £°. Asi,
si £ es pequefio podemos quedarnos con los términos de orden mas bajo
en &.

Ahora estudiaremos el caso mas general de 1a ecuacion de

fluctuacion:

Q
X

= £ F(x,t> 5.9

@
o

con 1a condicion inicial xC(tod= xo.Consideremos los incrementos
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AlL,y0O= x(L)~x0 de modo que

Q
b»
Q

X

|
|

= £ Fx,t) 5100

Q
-
Q
o~

Si se desarrolla F(x,t.) en serie de Taylor en torno a o y a AGLL)

en serie de potencias de ¢
Alxo,L> = & A (xo,td + &£° B_Cxo,ld + ...

comparando ambos desarrollos y utilizando }la ecuacidén 5.10) se

pueden calcular los coeficientes Ah:

rt
Ai(xO,b)= dt’F(xo,t?D
Jio
L, .11
AZ(XO,L)= dt’_aE(XO,b)A1CXO,b’)
Jio Ix
t 1 2 2
A (xo,tD=] dL’OF (%o, DA (xo,tL’D+ rdb’a Fxc,LDA (o,t>D
E ] — 2 2 —_— 1
Jto Ox to Ix2

..................................................

La funcién caracteristica de A es :

® ciw®

iulx—x0d
e >
sl

< =1 + < A®°Cx=x0) > 5.12>

y por lo tanto su antitransformada de Fourier :

s 8
170 A Txod > 1 ECx-x0) 5.13>

@®
P(x|x<>)= [ 1+ z =1 B
s8=1
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Introduzcamos el operador L :

(o o]

s s
L = 2 (—s%l g—;s < A%Cx-x0> > 5.14>

de este modo (5.13) puede escribirse como :

PCx|x0) = € 1 + L D> 8Cx-x0) 5.15>

=i se deriva esta ecuacitén respecto de t y se usa la misma ecuacién

para sustituir la distribucién & se obtiene :

ap aL

-1 .

Esta altima ecuacién estocastica es la correspondiente al proceso A.

Cuando el intervalo t~to se inérementa las series %(1'.'1')—‘

convergen a una serie que es independiente del tiempo inicial to.

Supongamos que el paréametro &£ de la ecuacién de fluctuacion (8.9) es

pequefio y desarrollemos la ecuacién estocastica (5.16> a orden &

zaz

ax2

o g™ = - P> 290

oF
at Ix Ko

—_— +
% o ’A:] &

KIF,A ] + OCs »

G477

donde K es la covarianza o funcién de correlacidon doble.
Jomparando S.47D con 1a ecuacion de Fokker-Planck «“1.1 s

identifican los coeficientes correspondientes

oF
ax

KGO = & <FGO> + % Kt A1

K,00 = 2 £* KIF,A 3 €5.18)

30



3i ahora usamos la expresion de los AB en funcion de F(x)

KGO = & <FOO> + £2 ar xi%E F 3
1 to-t ax

K Cx) = 2 £ r dr KIFGO,F_Co)
to-t
F OO = FCx,t47) 5.19>

~ definiendo :

KGO = 2 £° r dr KIFGO,F_(x)) (5.20>
Q0

Ent.onces, cuando t-te +

K GO+ KGOy K GO s MGO + 174 KGO 3.21>
donde Mx) = & <Fx>»
y K> =4 & Jo ar ki%E r 3 5.22>
o ax T

De este modo la ecuacién (516>, a orden &° Yy para tiempos t-to
mucho mayores que el tiempo de correlacién de la funcién F(x,ED> o de

la funcién ECL), se puede considerar como la ecuacion de

Fokker-Planck :
2
P (x> a 1 1 &
e | L — e S 4 = —
31 3 MG+ I K?’{x21 P(x)) + 2 Iz [K(x> POxD)

5.23>
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Esto significa, que en las condiciones mencionadas el proceso x>

es aproximadamente markoviano.

De acuerdo con la expresion (3.17)

K‘(x) = 1lim <(XT"X)>/T
100

<§3‘£> = £ <FIxCL),E CLOD 5.2

por lo tanto K1(X)

En esta dltima ecuacidén hemos tenido en cuenta la correlacién entre
los procesos xCtD y ECL), mientras que en 8.22> xC(LD era
considerado como un proceso no correlacionado a ¥f). El término
adicional 174 K’(x> da cuenta de la correlacién existente entre
ambos procesos.

Una situaciéon particularmente import;ante es aquella en la cual, I1a

funcién F(x,f) es tal que :

oF

oF

es decir, es simétrica con respecto a la reflexién temporal. En ese

caso K’(x> puede ser considerada como la derivada de K(x) respecto

de x :
K> = IKOO (8.26>
ax
y la ecuacitn de Fokker-Planck toma la forma :
S -2 aMeo PO + ;5 xoo 4+ L koo Poon
3.27>
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Si ademas, M y K no dependen explicitamente del tiempo t, entonces

(85.27) tiene la siguiente distribuciétn estacionaria :

x

= -4 My
Pest(’() = K o>S¥P € 2 J dy K(y)) 5.28>

x1

VI-Ecuacitn de Langevin

- Estudiaremos ahora el caso particular de ecuacién de fluctuacion,

denominada ecuaciotn de Langevin :

-gti = & FIECI] = FCGO + glxd ECLD €6.1>

donde f(x> y g(x> son funciones conocidas y fd{L) es una perturbacion
aleatoria estacionaria con valor medio nulo y coeficiente de

intensidad » ,

L

<CCLO> =0 2 j dr (tt_l) = 2 6.2>
=

Entoces, de acuerdo con (5.21) y (8.22)
MCx) = £CxD KGO = 2 g Cxd €6.3>
y la ecuacidén de Fokker-Planck sera consecuentemente :

PGO_ _8 1

1 a 2 Px>, 9 z
It F v AfGOPOD) + 4 9% {e g GO F + F v [2 g GOPOGOD

6.1)
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cvon distribucion estacionaria

=x
P (x> = - '('"‘“-"exp < 2 dy ""M";{ty"? M LOHD
eat glx) x . ) g <y
. x

Bl problema  inverso, gue consiste en encontrar 1o corvrespoiddiconbo
MMuctaacion  dada la  ecuacién de Fokker-Planck, tiene solucion unioeoa

i DL es Qaussiano vy S~correlacionado
{outld) = O KEofolrd> = SC1) CGH.0D

En Lal caso se GLiene

. e = _ I o
gCx> = ¥ K_C(x) FCx) = K O - 174 % K GO o
2 1 ax 2

Entonces a una ecuacitén de Fokker-Planck arbitraria como la 6.0,
le corresponde la ecuacion de Langevin
ax 1% -

oz Kxd) = 174 S K Go + ¥ K () Folld TR
ol 1 ax 2z 2

‘ara concluir esta secaion mencionaremos el hecho de gque para o

, . . . ]
ruido Gaussiano las contCribuciones de orden £ son nulas.

Vil- La ecuacion de Langevin con rujido Gaussiano.

Lo covacion dJde Langevin que  veremos  en esday =eccion e Lo cpae
emplearemos en el Método de Cuantificacion  Estoacastica  en boro

capilbuloy siguientes:.



CGonxlderemon un proceso  Uausslano  S-vorrelacionado  cuya dsbribacion

probabilidad es :

T
PLECLD] = exp [-I dt 2o 4 ), <7D
0
es decir : KECLIY> =0

CECLDOLCL DD = 2 K &L -L )
1 2 1 4

5i este proceso es la fuente de ruido de otro proceso descripto por
la ecuacién de Langevin :

ax

—— = + A
3t £CO0 ECLD <7.2D

veremos que la ecuacién de Fokker-Planck solo contiene derivadas
hasta de segundo orden.

La distribucién de probabilidad de x(t) esta dada por la relacién

110D :

Pdx,t) = (cS[x-xE(t,)D 7.3

donde xt(t) es una solucién de la ecuacidén de Langevin (7.2) forzada
por el ruido ¥d{tD.
Tomando la derivada temporal de (7.3
dPOx,tD aS5Cx-x,_) x
= { —

dt 3%, & et >

utilizando la ecuacién de Langevin y reemplazando la derivada

respecto de xt por la derivada respecto de x :

38



dPCx,t> _ _ @ _ _a _
S = gw <SG £ > - o (6Gxmx, > ZCD

La presencia de la distribucién & permite reemplazar el argumento de

f por x de modo tal que :

dP(x,t) a [

ry =" % [fCOPCx, L) - -5x—<6(x—x > ECLY 7.4

4

Ahora bien, el segundo término de. la derecha puede ponerse en una
forma muy simple teniendo en cuenta la forma explicita de la

distribucién del proceso [(t), de donde finalmente se obtiene que :

T

2K & SCx-x_)D - 2
<S5k xf) ECLO> = N J.:Dt SECLY ¥ exp [ J;dt E7CLO4 ]

Por lo tanto

a &
<5Cx xE) ZCLd)> = =K % < 6(,‘-,‘5) JECD xt(t) > 7.5

Para calcular la derivada funcional de x respecto de ¢, hay que

L4

integrar la ecuacién de Langevin respecto del tiempo :

t L
¥t = J dr fx> + J dr <o
o o

de donde se obtiene :
t

‘5?28 - I dr 6Ct-7> = @C0> = 1.2 C7.6>
[o]
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Retornando a (7.8)

‘ a
(6(x-xf) ELY) = ~K ¥ PCx,tLD> <7.7>
y ahora a (7.4)
2
dP(x,t) .9 a

Si tenemos en cuenta que K=»/2 podemos comprobar que la ecuacidn
(7.8) coincide con la ecuacién ¢6.4) para el caso en que gQGo=1.
Esto prueba que las contribuciones de orden mayor que 52, para un

'

proceso del tipo(?.l),‘ Sse anulan.
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CAPITULO 111

" CUANTIFICACION ESTOCASTICA DE TEORIAS DE CAMPOS "

En este capitulo desarrollaremos el Método de
Cuantificacidn Estocdstica de Teorias de Campos. En
las dos primeras secciones expondremos las ideas
Jundamentales y cuanti ficaremos una teorta
correspondiente a un campo escalar, planteando su
ecuacion de Langevin, y estudiaremos la ecuacidén de
Fokker—Planc correspondiente. En todos los casos
hemos extendido en forma inmediata los desarrollos
del capitulo anterior al caso de infinitos grados
de libertad. Posteriormente, haremos un desarrollo
perturb_ativo a paftir de la ecuacién de Langevin,
introduciendo los diagramas estocdsticos. La
estructura de este desarrollo diagramdtico nos
dejara la puerta abierta para introducir, en la
ultima seccidn, el Método de Regularizacidn

Estocdstica.
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I-El1 método de Parisi-wu'®

En Teoéria Cuantica de Campos la matriz S queda completamente
determinada =i se’ conocen las funciones de Oreen de todos los
ordenes. Si consideramos una teoria de campos en espacio-tiempo
euclideo, descripta por los campos PG, y la cuantificamos
utilizando el método de la integral funcional, las funciones de

Green estan dadas por

D¢ ¢‘. - .¢n e-S(¢)

G(xi,.(..,xn)=<¢1...¢n>= S<a> <1.1>
J.qu e

donde ¢k=¢(xk)' S(¢>) es la accidn que describe al mistema fimico on
cuestion y ademés hemos adoptado el sistema de unidades =c=1,

La expresion (11> puede ser interpretada como la funcidn de
correlacién de mn-esimo orden del conjunto de variables aleatorias

#<(x>, cuya distribucién de probabilidad es :

| o S
F’[¢]= 1.2>
. ; J‘ Dp o SP
El método de cuantificaciéon estocastica de teorias de
camposm—(a’parte de considerar al sistema estadistico descripto en

el parrafo anterior, como el estado de equilibrio de un sistema

estocastico que evoluciona en un parametro ficticio 77, al cual
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denominaremos tiempo estocastico para distinguirlo de la coordenada
temporal x4. Para darle a ¢(x,7) un caracter estocastico, se lo dota
de una dinamica en el tiempo ficticio v, forzada por una fuente de
ruido “blanco”, es decir por un proceso aletorio de densidad
espectral constante. Esto S1gnif1ca que @<, 7> describirid un proceso
de difusién que obedece Qna ecuacién de fluctuacion del tipo
(GRHIDN

El contacto con la teoria cuantica de campos se produce al exijir
que el sistema evolucione en el tiempo estocastico hasta alcanzar un
estado de equilibrio, cuya distribucion de probabilidad sea

L4

precisamente :

o~SCP>
P (®>= 1im PC¢,7>= , €1.3>

T+00 j Dp o S

de modo tal gque el calculo de funciones de correlacitn en dicho
estado coincida con 1.1).
Concretamente, el método de Parisi-Wumconsisbe en darle a @¢x> una

dependecia en el tiempo estocatico T

PO+ PCx,T 1.4>

y propone que la evolucién en 1t esté gobernada por una ecuacién de

(4)—(®
Langevin, cuya forma mas general es :

AP, > _ &Sie,T]
3‘; - de’ K{x,x*) zm,’—r) + nix,td 1.5
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donde K(x,x’) es ahora un nGcleo arbitrario y n(x,7) es un ruido

Gaussiano “blanco' :

N<x,TtI>= 0
«1.6>
N, I, T’ d>= 2K, %x°) SCr-1*)

De este modo los campos ¢@(x,7) son variables estocasticas cuya
distribucién de probabilidad depende de la distribucién de la fuente

- de ruido 7 es,de acuerdo con la relacién (1.10;IDD,:

P(p,1)= Javn <5<¢-¢n> PCn,T> a7

La dunica restriccién sobre el nucleo Kx,x’) es que garantice la
convergencia de 1.7 a 1.3).

Como vimos en la seccién VI del capitulo anterior, un proceso de
difusion descripto por la ecuacién de Langevin (1.89) tiene asociada

la siguiente ecuacién de Fokker-Planck :

PP, T2 ] 5SLp,T) S
51_— = JdXdy W K(x,y)(5¢(y,r> + 6¢(y,1")) P(¢,T) us

Esta ecuacién em la extensiétn a infinitos gradoms de libertad de la

ecuacion (4.12>del capitulo anterior.

Se ve facilmente que la distribucién 1.3 es una solucién
estacionaria de la ecuacién de Fokker-Planck (1.8) (comparar con
(4.10;I1>>, pero no estA asegurado que sea la Unica. Es crucial para

la validez de este método, que 1la distribucién (1.3) sea la unica
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solucién  estacionaria, ya que de este modo se garantiza la
ergodicidad y la convergencia al estado de equilibrio (1.3) del

sistema descripto por la ecuacién de Langevin (1.5).

Esta libertad en ei término disipativo ’da la ecuacién de Langevin
nos permite seleccionar la trayectoria del sistema al estado de
equilibrio de acuerdo a nuestra conveniencia, dentro de los limites

fijados por las condiciones mencionadas en el parrafo anterior.

. II-Cuantificacién estocdstica de un campo escalar.

Consideremos una teoria de un campo escalar ¢(x) ,donde x son las
coordenadas del espacio-tiempo euclideo, descripta por la accién
SLp). El método de cuantificacion estocastica introduce la

dependencia de ¢ sobre el tiempo estocastico r
P +p<x,TD

Como vimos en la seccién anterior, la evolucién en este paramet.ro
adicional del campo ¢ esta regida por la ecuacién de Langevin 1.5

que, en este caso particular, adopta la forma :

a¢(x,'r)_ _ 6Si¢,1] +
a—; W T](X,T) 2.1

ya que se ha elegido el nucleo K(x,x’> mas sencillo posible :

Kx,x’) = &(x—x*) , «2.2d
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que, como veremos inmediatamente, da el comportamiento apropiado al

sistema.

La fuente Jdo ruldo OGaumsiano n(x,1) satisface entonces, de acuscdo

con (1.6), las siguientes funciones de correlacién :

<nCx,tI>=0

<N, INX’,T?D>= 260Ge-x*) &SCr=17D> «2.3>

La idea central del método es que las funciones de correlacién de

este sistema estocastico en el estado de equilibrio reproduzcan las

v

funciones de Oreen del sistema fisico SI¢l, es decir :

Im PCx >...@ x> o S(P

1im <PCx ,TD...9Cx ,TI=CPCK D.plx Idm
T+ . n ! n -S(pd
J.Ddh e

2.4

Para verificar que el proceso 21> satisface esta condicién,

estudiaremos la ecuacién de Fokker-Planck correspondiente(a)’(s’ :
J | .
OPCP,TD_ 5 SSLp,T> | 6
ar jdx e Fpox, ot Fpak> P 2.5>
Sustituyamos P(¢,7) por :
PCpoom o P2 By > €2.6>

asi obtenemos :
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S -Sl¢lr 2 5 =Sl¢l 2

1 &SLp,Td L &
S, © Pep= o

Z 3¢Cy,75 | Bgyo> P

C

Q.7

Ahora, la ecuacién de Fokker-Planck (2.8) se puede escribir como :

PP, T

s -H__PC(¢,7> 2.8

+
con H =
P QQ

1 8SLg,7) , 6

y =3 soy.0 ¥ iy

>

+ 1 &SLp,T> _ 6

Q=G gy, " Fely,r> 2.9

Por 1lo tanto, Hrr Chamiltoniano de Fokker-Planck> es un operador

autoadjunto semidefinido positivo :

Hr’ph== hnpn A0,V n 210

Expandiendo PC(P,Td en las aut.ofunciones L del operador H"_ »

encontramos como solucién de la ecuacién (2.8)
by ~AnT
PCP,TI= 2 p e 241>
= N
De las relaciones 2.9 se puede ver que 1a autofuncion

correspondiente al autovalor cero es !
{ |

X o SLPI2 213>
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Por lo tanto, cuando 74w 1la distribucién <211 evoluciona a la

distribucién de equilibrio e °7%

-Siglr2

1im PC(p,7d= e 214>

T-+00

Y, teniendo en cuenta 1a sustitucién €2.6), concluimos que 1a
distribucién de probabilidad del sistema estocastico descripto por
la ecuacién de Langevin (2.1), evoluciona al estado de equilibrio
correspondiente a la distribucién estacionaria e -

1im P(gp,7rd)= e"S[¢]

TH+®

2.18>

De modo que las funciones de correlacidn

1
<¢(x‘ »T )...¢(xn,'t »77= N IM ¢(x1 >T )...¢(xn,'r) PCp, 1)

coinciden con la expresién de Feynmann para las funciones de Green

del sistema SI¢] cuando el sistema estocastico alcanza el estado de

equilibrio :
1im  <@Cx ,T..¢Cx , T = 1 D Px d..¢Cx D e-S[¢] 216>
00 1 n n N 1° n

Esta férmula establece la conexién fundamental entre la Teoria de
Campos y la Cuantificacion Estocastica.

Hemos comprobado asi 1a equivalencia entre el método de
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cuantificacion estocastica y la cuantificacion por integral

funcional para el caso general del sistema SI¢l), siendo ¢ un campo

(2),(4)

»

escalar. La extensién a un campo vectorial es inmediat.a
resultando que para cada componente debe procederse como si se
tratase de un campo escalar.

En la seccién siguiente realizaremos el calculo explicito de algunas

funciones de correlacién.

III-Funciones de correlacién y diagramas de Feynman.

Apliquemos el método desarrollado en la seccién anterior a una

teoria de un campo escalar ¢ de masa m y con interaccién )\¢4 @3
La accidn que describe a este sistema es :
Stgl= |d*x & o, 0,0 + L m?® + L aphH €3.1>
2 H H 2 4 ’

De acuerdo con la prescripcién del mét.odo de cuantificacion
estocastica para campos escalares, la ecuacién de Langevin mas

apropiada para este sistema em [ecs.(2.1) y (2.3))

9Ppx,vd_ _ 6SIe,T) +
ar = T Egix,o> T NOeT @2

introduciendo la accién (3.1) obtenemos :

gg(x,'r)

F + (-lj+mz)¢(x,‘r)= -%'tﬁa(x,r) + ndx,td €3.3>
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Es conveniente trabajar con la transformada de Fourier de los campos
¢, T

<k, 7= Id‘x o¥* v, 1> 3.4>

De este modo, la ecuacitn de Langevin es ahora :

J a*x elkx g_g(k,r) =_J a*k (k2+m2)¢(k,‘t) eikx +

+
-%!J- d*k d4p d‘q d*r S+ ei(p qrix PCp, 29y, I, Td +
+Id‘k e** ek, > 35>

En el segundo término del mienbro derecho hemos introducido una
distribucién 6 con soporte en k=-c, e integrado sobre k para poder
factorear esta integracién de todos los términos. La constante
arbitraria ¢ se elige de modo que podamos eliminar la dependencia en

¥ de la ecuaciétn. Para esto elegimos :

c=ptqtr ,

y asi obtenemos la ecuacién de Langevin para la transformada de

Fourier de los campos :

Pk, 7>

& == (k2 4m2IpCk, T2

3Jc:l“p d*q d*r s&-p-q-r> PP, TIPCq,TIPCr, T

+ 7Ck,T 3.5
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Transformando esta ecuacién diferencial en una ecuacién integral e
iterando sobre ¢ hasta el orden deseado en Jla constante de
acoplamiento A, tenemos un desarrollo perturbativo para @¢Ck,7).

En primer término calculemos la funcién de Green del operador (8/9r

+k2+mz), es decir

gg(k’” + AE+mDHAk, I §CTD 3.6
con la condicién Gk, I)=0 T < 0
Inmediatamente se obtiene
2, 2
- +
Gk, o= e K MIT 5005 3.7>

donde 6<(12 es la funcién de Heaviside.
La solucién generél de la ecuacién de Langevin para la teoria libre
estara dada por la convoluciéon de la funcidén de OGreen (3.7 con la
fuente de ruido 7n, sumada a una solucion de la ecuaciéon homogénea :
-&k*4m™>r |
<k, = rdt’ Gk, T?) nlk,t’) + C e 3.8

o0

donde C depende de las condiciones iniciales.

Se puede apreciar en esta ecuacitn que la dependencia de las
condiciones iniciales decrece exponencialmente con el tiempo
estocastico T,l por lo tanto no tendremos en cuenta esta

contribucién, nuestro interés esta principalmente centrado en el
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comportamiento del sistema cuando se aproxima al equilibrio C(r-o).

La solucion de la ecuacién (3.5) es entonces

Z‘ 2
- + -
HCk, 7= Idr’ o K IMOGT=TY oy e 3.9>

+g! Jd‘p d*q d'r Sk-p-q-rd¢Cp,TI¢Cq,TI¢Cr,7>)

La solucién a orden cero en la constante de acoplamiento A ew :
¢°(k,'r)= jd'r’ adk,r=1t’Inlk,r*> , 310D

insertando esta =molucién en el segundo término de la derecha de

(3.9> obtenemos la solucién a primer orden en A ;

¢1(k,'!’)= Jd‘!" Ak, 7=1°> ndk,Td+ 3.11D
A I
+2 ’ - - Y -
3 dr drtdrzc.!rae(k,r T250(p,T T‘)G(q,r TZ)G(!‘,T Ta>

6(k-p-q-r)77(p,r‘)n(q,rz)n(r,ra)]

Volviendo a insertar ¢3.11) en (3.9) se obtiene la solucién a orden

A? de la serie perturbativa.

Esta solucién iterativa puede representarse graficamente teniendo en
cuenta las siguientes reglas'’ ™.

~la funcién de Green G¢(k,7) se representa por una linea
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Ly tnerza estocastica pdx, ), por una urae

“pour cada constante de  acoplamiento ), existe uan vértice  dorele
convergen cuabro propagadores o funciones de Green Ok, ).

P ostas modo

Gk = x +

N
-

(G238 DA

Lavs magpitudes relevantes son las funciones de correlacion o los
monmentos de  cualguier orden de la variable estocastica @k ). Papa
valcular  éstos  perturbativamente se debe tener en cuenta qguoe ol
raicky ko), transformada de  Fourier del ruido  Gaumsiano 0

ambien Liene distribucion Gaussiana

<n<k,tI>=0
3.8
Nk, Indk’,1?d>= 2C210% SR SCr-a ™

Consideremos el n~esimo momento de ¢ :

<PCk ,T0.pCk LT
]

Al sustituir ¢k ,7> por el desarrollo perturbativo (342) ol valor
i

medio de sobre n une todas las cruces tomadas de a dos, en toda- L



formas posibles debido a la descomposicién de Wick para la n-esima
funcién de momento del ruido 7ndk,r). Por ejemplo, veamos lo que

ocurre con la segunda funcién de momento :

Pk, o<k, T°00= X + @ +

\_/ N

/ :\ X + /‘x\ >4 +
N .’
X /x\ + /;(\ X +
N | N

Puede probarse que la suma de todos los diagramas estocasticos con
la misma topologia reproduce el diagrama de Feynman cox_*respondiente
a esa topologia.

Calculemos el propagador a orden cero en A, es decir el primer

diagrama del desarrollo (3.14), utilizando la solucién perturbativa
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(3100 de la ecuacitn de Langevin:

Wk ’,’ = s 1 ,_"’
Mk, 12,7 (qbo(k 7)d>0(k T ))U

£

{ 1
- - 2 2 2 z. . .
— 4 ICp - - 24y 2 g, ) )
~_--~Im,. l dte” ML SCRTAMODGETET g onck L)
e
(4] (8]
mir (T, 7 = 2
' - Ko+ =200
=-c2i0" 2 J dr e (KIMOGHRI20 ke
C

2, 2 N S
n SCkHk> - ' r'-‘t"l(.k i e“‘(‘! 173k )‘

==(21) KZEmz le ity

[3ior=10 obtenemos
Dek,ro= " TEREKD o7 Kem’, ERTS

y &n el Jimite 1w
: 1’:;: {pCk,1 )¢*(k’,“r’)>7v)=(2n)” ;?-l;:‘;) AT

En esta descripecion diagramatica una linea corrvesponds a la funcion
e Oreen A7) Adk.td, mientras gque las lineas marcadas con e
vz, representan al propagador €3.16) D<k,r.t°D.

La distribucion & sobre ios momentos garantiza la consevvacion kel
momento en cada cruz, de modo gue la integracion sobre estos., o

reduce a las integraciones usuales en los diagramas de Feyuman.
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IV-Regularizacién estocastical "%

En el método de Parisi-Wu, la eleccién del ruildo OGaussiano n con las
funciones de correlacién 2.5) garantiza el caracter markoviano del
proceso estocastico y, por lo tanto, la existencia de la ecuacion de
Fokker~Planck (1.83. Como vimos en el capitulo anterior d{secacion V),
en el caso de procesos no markovianos, es decir aquellos que no son
S-correlacionados sobre el tiempo estocastico, solo se obtiene una
ecuacién de Fokker-Planck en forma aproximadawf

La generalizacidén del método de Parisi-Wu a pProcesos no
markovianos'™ ‘% gque tengan como limite, para clerto parametro
tendiendo a infinito, un proceso markoviano, da lugar a un método de
regularizacion denominado.r “regularizacién estocastica”. Cabe sellalar
gque en los desarrollos perturbativos de la seccién anterior hemos
asumido tacitamente que cada diagrama estaba debidamente
regularizado.

Antes de comenzar a exponer el método de regularizacion, es
importante estudiar el grado de divergencia superficial de los
diagramas estocasticos eﬁ relacién con el correspondiente a los
diagramas de Feynman.

La expresion .analit,ica de un diagrama estocastico para grandes

intervalos de tiempo esta dada por :

“.1

donde w, pertenece a un conjunto especifico de momentos asociados

54



con el k-esimo vértice.

Consideremo=s un diagrama estocastico con L lazos (loops), Nc lineas
cruzadas y N vértices. Sypongamos que el diagrama tiene Eo lineas
ext.ernas sin cruces y Ec lineas externas con cruces.

Un diagrama estocastico a N-esimo orden en A, es decir con N
vértices, tiene N lineas =in cruz representando las N iteraciones de
la funcién de Oreen Gk, gque aparece en 3.9 multiplicando al
término proveniente del potencial 7\¢4. Por lo tanto el numero de

lineas internas sin cruces sera :
I = N-E 4.2>
pero ademas, el namero total de lineas externas estA dado por :
E +E = 4N - 2] - 2I = 4N - 2I - 2N + 2E
[=] [ o] C [=] (=] o
2N + Eo - Ec

entonces, Ic = 5 4.3)

donde Ic es el numero de lineas internas cruzadas. El numero total

de lineas cruzadas es :

+ +
N = 2N Eo Ec 4.4>
< 2

Para calcular el grado superficial de divergencia W debemos tener en
cuenta que las integraciones sobre los tiempos estocasticos producen

denominadores de la forma Imomento ext,erno]z, por lo tanto :

W = nL - ZI<= - 2(N-1D
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W=mnL - 2N-E + E - 2N + 2
o C

W=nL~-4N - E + E + 2
o c

Por otro lado L=1I-N=+%+1

I1=2N~-E 2 -~ E 72
o c

Eo + Ec

7]

ent.onces L= N~

Volviendo a W obtenemos :

W = (n-4>N - (n2 + 1)E° - (n/2 -1)Ec +n + 2 1.6>

En el caso en que estemos en cuatro dimensiones, n=4, tenemos :
W =6-3E -~ E <1.7>
o <
Teniendo en cuenta gque el nimero total de patas externas es

E=E + E
) c

4.7> puede escribirse como:

v
[N

W=« - E) + 204 - Eo) E “1.8>

La divergencia superficial de un diagrama de Feynman en la teoria

)\¢4 en 4 dimensiones es (4-E). Como, en un diagrama estocastico, al
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menos una linea externa no tiene cruz entonces, la divergencia
superficial del diagrama estocastico nunca exede la divergencia del
diagrama de Feynman.

La existencia de wuna dimensién adicional, correspondiente al tiempo
estocastico, y la dinamica asociada a ella permite desarrollar un
nuevo esgquema de regularizacion.

Las divergencias de un diagrama se manifiestan en la integracién de
los momentos sobre un loop y, es en este punto, donde el método de
cuantificacién estocastica posibilita desarrollar un nuevo esquema
de regularizacion. En un diagrama estocastico todos los loops
contienen al menos una linea cruzada donde la cruz representa la
segunda funcién de correlacién de la fuentede ruido ndk,r>. La idea
basica del método de regularizacién estocastica es cambiar el
proceso estocastico original introduciendo un nucleo en el término
disipativo o bien en la fuente de ruido de la ecuacién de Langevin,
de modo tal gque la segunda funcién de correlacién sirva para
regularizar las integrales divergentes.

Las modificaciones del proceso estocastico pueden ser de dos tipos
adpreservan el caracter Gaussiano de la fuente de ruido, y b) la
distribucién d_e probabilidad de la fuente de ruido deja de ser
Gaussiana con lo cual el proceso estocastico deja de ser markoviano.

En el segundo caso se debe tener en cuenta que la ecuacidén de
Fokker-Planck para ruidos no Gaussianos tiene contribuciones de
derivadas de orden mas alto que 2 de la dist.ribucion de
probabilidades, con lo cual se pierde la convergencia del sistema a

la distribucién de equilibrio :
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P x o 1P

i
|
I

Para evitar este inconveniente se ;elige una familia de nuacleos K, de
modo tal que al tender a infinito el tiempo estocastico se recupera
la Gaussianidad de la fuente de ruido.

Consideremos por ahora el caso a). Supongamos que modificamos la
segunda funcién de correlacién de 7n introduciendo un parametro A del

siguiente modo :

zZ m
A
<<k, TINCK’,T°0= 2¢2rd" Gz S Ck+k?ISCT=7*D <4.8>
donde m e= una potencia a determinar.
El propagador libre estara entonces modificado por un factor :

2
e 2K TS stk 4.9

<PCk, I, T2 Cggryd
Obviamente, en el limite A+w se recuperan las expresiones (3.13) y
(3.16>. De este modo hemos incrementado la potencia de los impulsos
en el denominador y asi, una apropiada eleccién de m nos permitira
regularizar las divergencias ultravioletas de los diagramas.
A pesar de éumpllr con su objetivo, esta regularizacién no  es
apropiada en el caso de teorifas con libertad de gauge, dado que
introduce dependencias de la eleccién de gauge en magnitudes a
priori invariante de gauge.
La solucién mas apropiada para este problema es reemplazar la fuente

de ruido S~correlacionado por otra cuya segunda funcién de
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correlacién tenga soporte de medida no nula sobre el tiempo

estocastico, por ejemplo :

<<, TINnx?,T*d)d>= Zé(x-x’)KA(T—T’) 4.10>
donde

z
K(T)(xAzeA'T|

A
Con esta eleccion cuando A+® , recuperamos el proceso markoviano. La
presencia del nacleo KA' en los  calculos perturbativos introduce

entonces una regularizacién que, como veremos, no afecta a la

invarianza de gauge.
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CAPITULO 1V

" SIMETRIAS Y CUANTIFICACION ESTOCASTICA "

1

En la primera seccion de este capitulo
desarrollaremos los resultados obtenidos en el
estudio del comportamiento del método estocdstico
bajo simetrtas de la accidén. Se obtiene la ley de
trans formacién para la fuente de ruido de la
ecuacion de Langevin. En la seccidén siguiente se
presenta la cuantificacidén estocdstica de una
teorta con simetrta de gauge, analizando
detalladamente el caso abeliano y, mds brevemente,
el no-abeliano. En la ultima seccidén exponemos el
método estocdstico para campos fermidnicos. Se
analizan los casos de fermiones masivos, fermiones
de Dirac sin masa y, finalmente, se presenta

nuestra propuesta para fermiones de Weyl.
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I-Propiedades de transformacién de la ecuacidn de Langevin.

En esta secciotn discutiremos el tratamiento de las simetrias de una
teoria fisica descripta por una accién dada, en el marco de Ia
cuantificacién estocastica™ La suposicién implicita inicial del
método estocastico es que, cada configuracién posible de las
variables dinamicas del sistema fisico, es smolucidn de la ecuacidn
de Langevin, para alguna fuerza estocastica particular. De este modo
's1 transformamos una variable dinamica ¢0¢,1), solucién de la
ecuaciéon de Langevin forzada por n(x,7), entonces la variable
dindmica transformada ¢@’(x,7) también serA solucién de la ecuacidn
de Langevin pero, forzada por n’(x,t).

Las magnitudes con significado fisico son los valores medios de

ciertas funciones FI¢l, promediada sobre el ruido n :

<FlgD= J.Dn F[¢77] P a1

donde ¢77 es solucidén de la ecuacidén de Langevin :

¢ x,Td &6Sig,T]
T e d 4 > +
.81” I x* KOx,x*) EdCx T T n<x,td .2

y Pl¢l esla distribucion de probabilidades del ruido Gaussiano 7.
Es importante entonces, conocer las propiedades de transformacion de
nn cuando transformamos ¢n, ‘de modo de poder ver como se transforman

los valores medios (1.1).

Por lo tanto si ¢7’7 satisface la ecuacidtn de Langevin 4.2, vy
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realizamos una transformacién

¢n(x,r)+¢>7’7(x,r >

entonces ¢7’? satisface :

¢’ ¢, 7 &SI’ ,T1]
- = ’ 4 > N, M 4 » r 3)
ac" Idx K> Cx,%x’> ZH GO, N 1.3

para algin n’(x,Tt)D.

Teniendo en cuenta que

» >
2?_ (X,T)= Jd 6¢ (x,Td %(Y)T) 1.4)>

ar SPly, 1> o7 ?

y si ademas la transformacién ¢+¢’ es una simetria de la accién,

entonces
Si¢l=SiL¢’]
&S, Tl _ &St @, Tl SPply, 7D
y x> |V Fgcy. o G, 5>

podemos escribir la ecuacién de Langevin para ¢’, (1.3), en términos

de ¢ :
SP’x, 1) agly,Td__ R » »y OSLp, 13 Sply,1d R ]
Y Fgcy.o> It dx’dy K6 aaty. o s Gty Tt
€1.6>
, 34’ Cx, 1> 9Px, T, , d¢Cy,T> 6SI,T]
NXTIE e, Ty Ot dy K'Goy) ey o> 3gcy.1d @
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donde hemos supuesto que ¢’ depende localmente de ¢ de modo que la
derivada funcional en 1.6> produce una distribucién Sx’~y),

eliminando una de las integrales.

Introduciendo 1a ecuacion de Langevin 1.2> para @ en «a.7>
obtenemos:
AP’ Cx,Td APy, Ttd _ P’ (X, T &Sig,T]

n’{x, 1~

D T » B e
3éCx, T ”(x’r)'Idy {K Goyd 367 Cy, > 9PCx, 1) Koe,yd 3¢Cy,1)

1.8>

En esta ecuacién podemos ver que =i el nacleo K(x,y) es covariante,

también lo es el ruido 1ndx,v), es decir, =i

P> Cx,Td
oP{x,T)d

8P’ Cy,Td

» R SO AN,
K <x,y)= 34y, T

KCx,y)>

P’ (x,1d

4 e —————
entonces n’<{x,t )=6¢<x >)

n<x, 1> 1.9

Consideremos el caso concreto en que las trasformacion corresponde a

un grupo de isotropia unitario :
¢-+Ugpp y Uu =1 1.1

y la accién Si¢l invariante bajo la accién de este grupo. La

ecuacién de Langevin sera

ap (X,T)=_ , R 6S;¢,T] +
¥ >l Idx KO, x> 33 LD n<x,T> 110
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y =i el nicleo se transforma como :
K> Gryy>m UGOKCG,ydU " Cyd a.42>
entonces, el ruido se transforma como el campo ¢ :
@’ G, TI=UCRIPx,T) y ¢+(x,r )=¢+(x,r )U+ 113>

Podemos apreciar que la ley de transformacién de la fuente de ruido
‘n, bajo transformaciones de ¢77’ esta fijada completamente por las
propiedades de transformacion del nacleo K elegido.

Restando las ecuaciones de Langevin (1.2) y (1 3), y utilizando las
relaciones (14> y 19 se obtiene Ila s‘iguient,e expresion general

para la variacién de n :

AP’ Cx, T opx’, 1D &SI’ ,1)
B + » > Py AR 2 - > et SR el
Andx,T) = Idx [K’Cx,x )6¢’ oL Kx,x’>] 3P Ge D
113
Podemos concluir que, fljada la ley de Lranstormacion de ¢ vy do Ja

accion Sli¢l, la ecuacién de Langevin fija univocamente la ley de
transformacién c_ie la fuente de ruido n.

Extendiendo el analisis a la ecuacién de Fokker-Planck se deduce qgue
en el caso de nacleos covariantes, la distribucién P{®D es
invariante bajo esa simetria de la accién. De modo que, en las
condiciones indicadas, el método de cuantificacién estocastica se
comporta bajo dichas simetrias, de la misma forma que la integral

funcional.
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Como veremos estas observaci6nes no habian sido consideradas en la
literatura y elo conducia  a problemas en la interpretacién del
origen de anomalfas en diversas teorias, en el marco de este método
de cuantificacién. Jusﬁamente una de las contribuciones originales
de esta Tesis es la de dar un tratamiento correcto a las anomalias,

utilizando la cuantificacién estocastica.

II-Cuantificacién estocastica de teorias con simetrfias de gaugefZ)

En la cuantificacién por integral funcional de una Teoria de Gauge,
es necesario asociar un término de fijado de gauge a la accién
clasica de la teorfa que es objeto de estudio, ya que, de otro modo
la densidad e ° no es normalizable. Esto es consecuencia de la
invarianza de gauge de la la accién de partida, que hace que la
integracion sobre todas las configuraciones equivalentes por
transformaciones de gauge, origine divergencias.

El procedimiento de introduccién de un término de fijado de gauge
debe ser implementado utilizando el método de Fadeev-Popov‘azque en
general implica la introduccién de campos auxiliares, denominados
"fantasmas". Desafortunadamente, se puede mostrar que en general es
imposible 1mpleméntar una condicién de gauge que fije el gauge
univocamente en un tratamiento perturbativo. Esto conduce a
ambigliedades en la integral funcional <(ambigiledades de Gribov‘*.
Es en este punto donde se destaca el método de cuantificaciéon

estocastica ya que, como \l:eremos en esta seccién, en &l no es

necesario fijar el gauge y por ende no aparecen campos “fantasmas"
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ni ambigliedades de Gribov”®®

Analizaremos en primer término el caso de un campo puramente

(27,8

electromagnético » es decir, descripto por

scad= 1 Id‘x FruuFouy 21>

donde F,,(x)= 8,A,GD-3,A,00 vy A, es un campo de gauge abeliano.
Esta teoria es invariante bajo las transformaciones de gauge :

ALGO=A, (XD+8,, (XD «@.2>

La ecuacién de Langevin para este sistema es :

2T (16,18, 80 A, LT 40y, T 23>
(n,_, (x,1I>=0
N XTI, (X7, 1720226, 6= XISECT - 1D 2.4>

Transformando Fourier sobre x a la ecuacién (2.2) y a al accién

(2.1)obtenemos :

: 1 4 2

StAl= 2 Id k A, k¥ Ty, A,k 25>
A, (k,TD 2

5}—1‘ P lmmkT Tuy AuCk,T) *+ 7, (kT 2.6>

En (258 vy 2.6 hemos introducido el operador de proyecaidén

transversa T,,
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Tup= Suu= g2 kuke Q27>

"
-

ur Too po 2.8>

Similarmente definimos el operador de proyeccién longitudinal L,,,

1
Lus= 6pu= Tuw= rp kuky 2.9

Lys Lyup = L, 210>
Los operadores T,, y L,, satisfacen la condicién de ortogonalidad:
Tuyy Ly = 0 211>

Calculemos ahora la funcidn de Oreen de la ecuacién de Langevin

2.6

a 2 )
Gy > + Tk DG, o k,1d = 6, 6CTD 2.12>

Inmediatamente se obtiene :

2
G Ck,7d>=6Cr> e K 17
5%

2
KT s

2
=OCTS,,, K T Typt—5" Ty,

F4
=6CTIC6,, =T, o+ 6CTd e F 7 T, €2.13>

Por lo tanto la solucién general de la ecuacidén de Langevin para A,

sera :
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T

A, Ck,T o= I dt [e
hal e ¢}

z 2
k't Tuw+ LypIn, (td>+ C Ce kT T, .+ L

uw 2.14>
El segundo término de la derecha es la solucién de la ecuacion
homogénea. En é1 se refleja la condicién inicial.

Como podemos ver en (2.14), a diferencia de lo que ocurria en el
caxo  de  un  campo  escalar, la dependencia de las  condicionos
iniciales no desaparece al ir Tt a infinito, ya que la parte
longitudinal no estA afectada por ningun factor de amortiguamiento.
Para entender mejor lo que sucede estudiemos las partes longitudinal

y transversa por separado, lo cual puede hacerse proyécbando 1a

ecuacion (2.6) sobre ambas componentes :

A, <k, T)_, 2

Tpulgs k* Typ ApCk,721Tyyn,, Gt
A, k,Td,. 2
I g +k% T, , AyCk,731=T, .70, k,T>

Denominemos :
T T
TN,,A,,::A” » T”vnv=n"

L L
vaAv=Ap s vanv"‘"ny

asi las proyecciones de la ecuacién de Langevin se escriben como :

T
aA Kk, .2, T T :
5;}‘ +k'A Kk, TI=n,, T 2.15>
ALk, t>_ L
t4
———”aT =7,<k,T> 216>
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Notese que las fuerzas estocasticas pueden ser consideradas como

independientes :

<<k, 1INk, 7> =<T,, oMo, 1L, o0 o Ck, 7>

=Tpoli o <Nk, 1I7, k%, 17>

=2T,, Ly, 566 oSk +k?>=0 €2.17>
<N Ck,TINLCk,TI>=2T,,, SCk+k?> €2.18>
Nk, TINECK?,T23>=2L,,,, 6Ck+k’> 219>

Esto también implica que los procesos A:y A:,“son independientes :
T . L > >
<Ak, TIA;CKk’,T205>=0 2.200

Retornando al problema original, de las ecuaciones 2.15) y (€2.16>
puede verse que la ecuacién de Langevin para la componente
longitudinal carece de término disipativo, por lo tanto el sistema
estocastico A,’:, fluctuara indefinidamente forzado por el ruido
estocastico n:. ' Esto explica 1a ausencia de factor de
amortiguamiento en los términos que contienen a Ly, en la solucién
2.14).

Calculemos ahora las funciones de correlacién de segundo orden del
campo A,, para lo cual también descompondremos la solucién <¢2.14)> en

parte transversa y parte longitudinal :
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“kZCT-t>
e

T T
AuCoTo= | dt Nk, tD

T 2.21>

Ak, od= | dt nhck,t>
40

donde hemos considerado que la distribucién inicial es Az(k,0)=0.

Introduciendo estas expresiones en las funciones de correlacion

<A, A,> obtenemos :

mirkt t © )
2
- ey P
<ADCK,TIALC-K, 7= 2 J g KTz o
C
2 , €2.22>
- - td - + ry
=%z T,,,,{ekhT' - KT
<At<k’T)A:(—k’T’)>= 2 L“v min(T,T’) 2.23>

Observamos que <A:(k,T)AI(-k,T’)> reproduce el propagador transverso
cuando 7T+ . Contrariamente la funcién de correlacién de la
component.e longitudinal se incrementa con el tiempo, lo que
corresponde en este lenguaje a la aparicién de un modo cero,
problema tipico en las teorias de gauge. Este problema aparente no
representa,en realidad, un problema fisico : todas las magnitudes de
interés fiwsico deben ser invariantes bajo transformaciones de gauge,
y por lo tanto pueden ser expresadas completamente en términos de la
componente transversa. Esto nos permite descartar la ecuacion ¢2.23)
y concentrarnos en 1a ecuacién 2.22> correspondient.e a 1a
componente transversa. Analicemos ahora el caso de una teoria de

gauge no-abeliéna descripta por la accién :
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sm:=-—% jd‘x tr Fi,Fo, €2.24>

<

Fpu= 0,A0-0, A HA, A, 1" a=1,2,..,N-1 €2.25>

donde A,<(x)toma valores en el algebra de Lie de SUIND.

La ecuacién de Langevin correspondiente sera :

aA°,,<x,r>= ab _b

37 D" Fyp, + npOx1d , €2.26>
aqui D,, es la derivada covariante :
DS® = 8,840 F 0 A,C 2.27>

y bee son las constantes de estructura de SUCND. El ruido Gaussiano
nZ(x,'r) Juega el rol de una corriente estocastica y su segunda

funcion de correlacidon es :
<n:(x,r)n:(x’,r’)>= 2 6,4 8ap80~%DECT-T 2.28>

Yeamos como se comporta la ecuacidtn de Langevin €2.26) bajo las

transformaciones de gauge :
, + +
A GGLTI=U0 (0OA, GL,TOUXD + U (%03, V%D . €2.29>

wiendo UCx) un elemento del grupo SUND.
Realizando un analisis analogo al desarrollado en la primera seccién
de este capitulo, se concluye inmediatamente que la corriente

estocastica n,(x,7>, valuada en el algebra de Lie de SUWMND, se
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transforma de la siguente manera :
s +
nk(x,'r)=U (x)nu(x,T)U(x) C2.30>

lo que significa que si A, y 7n, satisfacen la ecuacién de Langevin

(2.26>, entonces A; y 77; satisfacen :

<
g:, KT prab g, nE G, .31

De modo tal que la ecuacién de Langevin es no degenerada y por lo
tanto, la dependehcia sobre v de la solucién del problema de Cauchy
A, x,0=A (%), no contiene ambigiledades. Esto significa que fijar la
condicién inicial es equivalente a fijar el gauge.

En el caso no abeliano la solucién a la transformada de Fourier
sobre x de la ecuaciétn de Langevin (2.26) exhibe, como en el caso
del electromagnetismo, una componente longitudinal que no posee
factor disipativo que dependa de +t. Al calcular las funciones de
Green, las lineas longitudinales daran lugar a términos finitos e
infinitos. Cuando se calculen los valores medios de magnitudes
invariantes de gauge los términos finitos e infinitos provenientes
de las componentes longitudinales reproducen las contribuciones
asociadas con los efectos de los campos fantasmas de Fadeev-Popov.
Como conclusién podemos decir que el tiempo ficticio 7 juega el rol
de parametro de gauge, y la corrienlte estocastica el de término de

fijado de gauge. i

73



11I-Cuantificacién estocastica de campos fermidnicos.

Hasta ahora hemos discutido la cuantificaciéon estocastica de campos
bos6nicos para los cuales existe.un paralelo estadistico de simple
interpretacion fisica como casos particulares de movimiento
Browniano. La carencia de equivalente clasico para los campos
fermionicos hace problematica una interpretacion fisica equivalente.
Esto se refleja también en la convergencia al equilibrio de los
sistemas fermiénicos.

Para tratar este problema, en un primer paso  generalizaromoss
direct..ament,er el método de cuantificacion estocastica para éaanC)s
bosdnicos, a un sistema descripto por fermiénes de Dirac libres «on

(P
masa

SIp.yl=-i Jdbx PCOCE  +mdWCxD 31>

donde D es la dimensiétn del espacio-tiempoCeuclideo), y @ = Y Ou>»
siendo », las matrices de Dirac.

Dado que Ilas componentes de 1los fermiones son variables de
Grassmann, la derivada f uncio.nal de S respecto de yp anticonmuta con
¥ vy, por lo ta.mt;o, el término disipative de la ecuacién de Langevin

para P, lleva signo positivo. Las ecuaciones son, entonces

wix,7d= -g%%%:—z% + O(x,71)

3

3.2

SSLP,y]

X, T O™ 3—_—W<xﬂ' 5

+ O¢Cx,1d

3
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<OCX, T ID>={BCx,1I>=0

3.3

<®a(x,'r IO Cy,r’°»= 280~ ydSCTr~12)S

3 of3

® y ® son ruidos fermidnicos anticonmutantes de distribucion
Gaussiana.
En el caso especifico del sistema descripto por la accién Q1) la

ecuacion de Langevin es :

a_
aT

wx,td)= UF -mdplx,7d) + O(x,7vd (3.4D>
Para resolver esta ecuacidon debemos primeroc hallar su funcidn de

Green:

a
- _
(ar igd+ md G ﬁ(x,r)— & aé(x)é(r)

Gx,7>=0 para <0 3.5

Transformando Fourier sobre x a esta ecuacidon se integra en forma

inmediata, obteniendose la solucién :

eltd D =CptmOT+ipx .
G(X,T)= -(—Z-ES'D Jd p e 3.6>
De modo gque la solucién de la ecuacidon (3.4) es :
wix, 7= Jdt, d°y GGy, T-1) OCy,tD 3.7
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El factor e "° que aparece en G(x,7) es el amortiguamiento qgue
asegura la convergencia del sistema estocastico a un estado de
equilibrio cuando 7+ . Para comprobar dicha convergencia debe
diagonalizarse la funciéﬁ de Green G en los indices espinoriales.

La matriz <(y,p,+¥m> con sus dos autovalores ti'/;—)i+m » puede ser

diagonalizada por una matriz unitaria U(p> de modo tal que :

1vYpZ2+m o

+
Crupy + mo= U (pd UCp>
-¥p?+m

-vYp2+m €3.8>

La funcién de Green G(x,7)> es entonces diagonalizada también por

Udp>
- + - -mt+
Adx, 7= ?.(_1_)_0 de U pd> e b<p>* Upd e m7+ipx €3.9>
«2nd
donde D(p) es la matriz diagonal de (3.8).
Como puede verse el Unico factor de amortiguamiento es e ™. Esto

significa que en el limite de masa nula y 7+ las funciones de Green
estan mal definidas y, en términos estocasticos, que el sistema
a.4> no tiene estado estacionario. Esta | situacion es
particularmente inconveniente para la cuantificacién de teorias con

fermiones quirales.
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El método propuesto hasta agui para la cuantificacion de campos
fermidnicos esta entonces limitado a teorias con término de masa en
v acalon. Por o Lanto,  para la caanbitlcacton de Loorfiae: e
Yang~-Mills acopladas con fermiones sin masa, resulta necesario
modificar el metodo. En este punto, es donde Jjuega un  rol
fundamental la introduccién de un nacleo apropiado en el término
disipativo de la ecuaciétn de Langevin. La introduccion de dicho
nucleo forzara la convergencia del sistema a un Gnico estado de
équilibriu.

Extendiendo  automaticamente a campos fermionicos 1o que vimos on Ia
primera seccién del capitulo anterior para campos
bosénicos,proponemos una ecuacién de Langevin con un nucleo integral

distinto de 1a dist.ribucion Sx~yd en el término

disipativo ‘7",

o D SSLip,yd

_— - -7 & 4

F w{x,td= Id y K<x,y) SFCy, 7> X x,Td 310D
o D &SI, yl :

R = —_———— -

y PCe,TD Jd y KOx,yd Sply 1> BCx,rD 3.11>

<OUX,T I>=KBDC,TI>=0
3.12D>

<O TP Cy,T700= 2 KOGyISECr=16

De modo que, de acuerdo con la férmula ¢(1.10;IID la distribucion de

probabilidad de las variables estocasticas y vy ¢ es :
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J&D@:D@ SCy-yod SCP-§gyd exp{-%[dnxdbydt @(x,t)Kﬁi(x,y)Q(y,r))
Ply,y;1l=

Jl)@l)@ axpl- ;Id|)x1iny(lz OUx, t )K”‘ (M,yI)OCy, t ))
313D

La ecuacion de Fokker-Planck correspondiente a esta distribuciéon es

a = D D & SSLg,wl I -
F > Ply,y;7l = Id x dy Kx,yd (6171(x,'t) Sy, PLp,w;t] ]
) SSLp,p) S*PLpw;T)

— 312 - | h +
Sylx, 1) SPly,1)d Pl sl ) 2 SPCx, ) Sply, )

«3.14>

El origen del problema de convergencia del sistema tratado
anteriormente reside en que el término disipativo 6&S/76% de Ila
ecuacion de Langevin posee autovalores positivos y negativos, y en
ausencia de un término de masa, son estos ultimos los que impiden la
convergencia a un estado de equilibrio.

En el caso de la accion (3.1) la eleccién mas natural de K es :
Kx,yd)= dg+md &(x~yd 315>
Introduciendo este nicleo en la ecuacidtn de Langevin tenemos :

%; wi(x,Tdm ~UF+mOUF~-MmOplx, T+ OIX,T) (3.16>
Ahora el operador Ug+mddd-md tiene solo autovalores positivos, por

lo que la convergencia del sistema esta asegurada.
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AnAlogamente en el caso de una teoria de Yang-Mills, donde la parte

fermidnica de la accién es
S 19.¥l=-1 Id"x POOBCAIPRD 317>
PCAd>= g+,

la eleccién mas simple y apropiada es Kdx,yd= PCAY Sx-y)d.

Se puede probar que esta elecciétn transforma al Hamiltoniano de
Fokker-Planck en un operador semidefinido positivo, cuya autofuncion
correspondiente al autovalor cero es proporcional a exp{-Sily,wl 3.
Como vimos en el capitulo anterior esto garantiza que el sistema
alcanza dicha configuraciéon de equilibrio cuando 7-0w .

En los casos analizados haéta ahora trabajamos con fermiones de
Dirac. Cuando los campos considerados son fermiones quirales,
aparece un problema adicional: la elecci6n del nucleo K debe ser tal
que, ademas de asegurar la convergencia al equilibrio, también
homogeneice la quiralildad de todos los términos en la ecuacién de
Langevin. Esto es necesario ya que el término &§S/6% tiene quiralidad
opuesta a la de y, de modo que K debe volver a cambiarla. Veamos por

e jemplo, un sistema descripto por la accién :
Sly,yl= Idnx POOPCAI-2509<xD 3.18>

donde: PCAI=(@¥e fd=y, (3,+eA) y B=Y ¥y

Nuestra propuesta para este caso, que resuelve el problema de
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quiralidad, es Kx,yd=6Gx-yIBAX1+gd2 Y,

El proyector #5072 es
necesario para gque la funcién de correlacién de segundo orden sea
consistente matricialmente. Por lo tanto el sistema estocastico que

nosotros proponemos para describir la cuantificacién del sistema

(3.18) es

a U+ed ST, y]

—_ - L1~ Rl

a7 pwix, )= ~PCAD 5 P TETRS + Ox,T> 3.19>
<OCx,T20CyY,T’)>= PCAD (1+rs) Slx-y) &€=t 3.20>

Como vimos en la primera seccién de este capitulo, es el nucleo K el
que fija las propiedades de simetria del proceso estocastico. Una
eleccién apropiada permite conservar las simetrias de la teoria a lo
largo del proceso de regularizacién y cuantificacién. Esto ocurre en
los ejemplos dados en esta seccién donde estaban en juego simetrias
de gauge y simetrias quirales,

En los capitulos siguientes utilizaremos nuestra propuesta para
estudiar los problemas de anomalias de gauge. Veremos entonces que

se resuelve un problema central de las teorlas quirales,
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CAPITULO V

" MODELOS QUIRALES Y CUANTIFICACION ESTOCASTICA ”

En este capitulo desarrollaremos nuestra propuesta
para cuantificar teorias con fermiones de Weyl, en
el contexto del método estocdstico. En la primera
seccicn daremos una introduccion a los Modelos
Quirales y a las anomalias, principalmente desde el
marco de la integral funcional. En la segunda
seccion, expondremos nuestra propuesta,
introduciendo un nicleo mds general en la ecuacidn
de Langevin para los fermiones de Weyl. Esto nos
permitird cuantificar el Modelo de Schwinger sin
introducir nuevos grados de libertad fermidnicos.
En este contexto calcularemos la corriente andémala

Yy una accicn efectiva para dicho modelo.
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I-Modelos quirales bidimensionales.

Las teorias de gauge acopladas a fermiones de Weyl (sin masa),
también denominadas modelos quirales, estan afectadas por anomalias
en espacio-tiempos de diménsién d=2+4k, k=0,1,... . Como veremos a
continuacitn, esto significa que la corriente de Noether, asociada
con la simetria de gauge, deja de ser conservada debido =a
fluctuaciones cuanticas. En el contexto de la cuantificacién via
integral funcional, esto se refleja en la no invarianza de gauge de
la accién efectiva obtenida por integracién de la funcional
generatriz sobre los campos fermi6nicos.

La presencia de estos términos andmalos en las identidades de Ward
puede descubrirse en el diagrama triangular fermiénico, con dos
corrientes vectoriales y una corriente axial (ver figura).

Imponiendo conservaciéon de la corriente

y simetria de Bose en el canal

vectorial, se encuentra que la corriente

axial no es conservada y por lo tanto,

la simetria quiral esta rota en

presencia de un campo de gauge acoplado

con las corrientes vectoriales

conservadas.

Este fentmeno de violacién’ cuantica de
una simetria clasica, es denominado
genéricamente como anomali{a, nombre que

también se aplica al valor medio cuantico de la divergencia de la
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corriente de Noether asociada a dicha simetrial Tando o se Lreabaja
con fermiones Je Weyl, anomalia quiral y de gauge son la misma cosa.
Lo modelos quiraless juegan un rol importante en dissCinbogs
cont.exbos: en el Modelo  Stanwkard, gue describe lax  intevracaioune:
clvcLeodébiles. e Lrabaja con fermiones de una  guiralidad  det inidoa
Cpor o jemplo, cadia componente quiral del electyron es un fervmion e
Weyl e ste Lraba en forma. distintad: en la tLeoria de cuerdas aon
figvlomentales para construir teorias consistentes., En eslos v obLreoss
(:;‘-u-;«..v.*_: ex  basicu asegurar la cancelacion final de las  anomalfews. De
vlha manera la renormalizabilidad v unitariedad de los modelos guesdn
comprometida,

En relacién con estos problemas, estudiaremos en este capitulo una
teoria de gauge abeliana en dos dimensiones, acoplada a fermiones de
Wevyl, denominada Modelo de Schwinger Quiral. La accion gue desoribe

Aa exste modelo, considerando un espacio~tiempo euclideo, es

swl,w,/u:-—fi- A% FyuuFpy + S 17,9 SRR
S, [wwl= a*x FOODCAI PR o
donde
Fau= 0,8, GO-8,A, GO
DCAd= PCAD 51;-’:5'-3= (ia+excx>>f""ﬁ 5
BE P, 1y p= 0, |
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< Yprde )=26yv Yu ?’5=i5pv PN

La presencia del proyector «1-35-2 en Sr(‘T’»VJ) indica que estamous

trabajando con fermiones de Weyl de quiralidad izquierda :

v=-1 ¥ <1.4>

A continuacién veremos algunas consideraciones geonerales que
relacionan transformaciones de simetria de la accién globales vy

locales, en el marco del teorema de Noether.

Supongamos que un sistema esta descripto por la variable dinamica ¢
con una accién Sl¢l, y que la transformacion global

PRI +pOO+e 5P a5

es una simetria de la accién, es decir :

Slpl=Slpte Sl 1.6
De acuerdo con el teoréma de Noet.her, existe una corriente
conservada J,(x) asociada a la transformacion 15, es decir que

3,J,<x>=0. Para las configuraciones x> que extreman la accion

(esto es, que satisfacen las ecuaciones de movimiento), est.a
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corriente puede escribirse como :

s X

Supongamos ahora que la transformacién (1.5) es local :
POO=p I+ (xXDEP » 1.8>

es decir gque ahora el parametro de la transformaciton £ es funcidon
del punto x, e=(x).

Veamos de qué forma cambia la accitn Sl¢l. Al hacer la variacion de
la accitén habra un término adicional al que aparece cuando la
transformacion es global. Este término contendra las derivadas del

parametro, de modo tal que la accién en términos de las nuevas

variables es

S(@H= S+ j&”x 8,6Cx> J, (P> a.9

Hemos supuesto una accién a lo sumo cuadratica en las derivadas
primeras de los campos y por ello solo aparecen derivadas primeras

del parametro de la transformacion £00.

Integrando por partes y despreciando los términos de superficie, se

obtiene

S(p>= S+ j&”x x> 8,J, G0 110>
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donde JU<X) es la corriente que se conservaba como resultado de

transformaciones globales.

Utilizando esta expresién derivaremos el comportamiento cuantico de

una corriente que se conserva clasicamente.

Retornemos al caso particular de la parte fermidénica de la accién

del Modelo de Schwingerd{1.2)

S, [P.yi= szx FGODCAI YD

Esta accion es invariante bajo las transformaciones globales :

w(x)=ei£w(x)

POO=pGOe 1€ A1
vy la corriente de Noether asociada es :
— 1 _
J CP,yd= 3 P ¥, A=2509GO (12>

La funcional generatriz para este sistema es :

=-SLy,y,A)

ZF(A)= I.DFI Dy e = det. DA 1.12>

Si aplicamos la transformacién 1.11) en ZF(A), con A considerado

como un campo externo, obtenemos :
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zF=J DP Dy JCeD exp{—Srlw,wl+Idzx e 3, I, Py > UAD

aguf JC(&d> es el Jacobiano que proviene de la accidén de 1a

transformacién (1.11), sobre la medida de int.egraci6on D@Dy :
D Dy’= JCDDP Dy 1.14>

Como la integracién funcional se realiza sobre todo el espacio de

funciones ¥ vy v, 1130 no puede depender del parametro ¢, por lo

tanto :

SZFCAD

Selx) =0 1.15>

Por otra parte, derivando el logaritmo de la Zr(A) (1.13> respecto
de e, obtenemos el valor de expectacion cuantico de 1a

divergencia de J,<(p,y) :

SInZrCA) -1 2 SInd(sd
ool M T - T wit 4 2N AE
=5 = ZF J@www ,J, expl Srlw,w] Jd x £(x38,, ], <p,wd>) D FPIES)
1.16>
S1nZrFCAD — SinJCed )
Introduciendo (1.18) en (1.17) se obtiene la identidad de Ward :
SInJed
< 0ulp Py dmm po s 1.18)>

88



De modo que, si el Jacobiano de la transformacién es no trivial, la
corriente Ju Sy, que se consevaba clasjicamente, tiene

fluctuaciones cuanticas distintas de cero.

b B

»

De hecho, este el casd gue nos ocupa pues, como mostré Fu jikawa(
el Jacobiano de la transformacion 111> es no trivial. Podemos
apreciar mejor el problema expresando la funcional generatriz
fermidnica como el determinante del operador D(AY <(ver ecuacion

1.12>>.

Teniendo en cuenta que la ecuacién (1.13) puede escribirse como :

ZF(A)'-" JCed> detDCA”) 1.19>

AL(x)= A, OCO=3,8(x) 1.200

Igualando (112> y 119> ya que ZF no puede variar al cambiar yoy’,

obtenemos que :
det DCAY = JC(&) det. DCA’D a1.21

Ahora bien, el operador DCAI=(ig@+eld(1-)30-2, tiene la paricularidad
de cambiar la qdiralidad de los fermiones sobre los que actua. La
introduccion del proyector <1-%2/2 nos restringe a la componente
izquierda de los campos fermid6nicos en juego, pero la contraccion
con las matrices de Dirac y, del operador PC(A> genera un mapeo al
sector fermidnico de quiralidad opuesta. Por lo tanto el problema de

autovalores D(A){on=7\npn » carece de sentido, ya que la quiralidad
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del miembro de la derecha es opuesta al de la izquierda, lo que
significa que el determinante del operador DC(AY no esta definido.
ILa forma ordinaria de resolver este problema consiste en agregar a

Ia accion (12> un  término de fermiones libres con quiralidad

opuesta(m, de modo tal que la accion fermidnica sea :

S _(@,yl= szx w(x)tiﬂexcx)ﬂ;—’ﬁl]w(x) 1.22>

El término agregado a la accidn original, pdUHOp/ 2, no esta
acoplado ni a la parte izquierda ni al campo A, por lo tanto no
influye en el calculo de valores medios relacionados solo A
fermiones del sector izquierdo o al campo A,. Su contribucién es
entonces irrelevante a menos que se calculen cantidades dependientes
de la métrica como. el tensor de energia impulso T,,.

Una vez gque se ha dado sentido de esta manera al problema de
autovalores, resta calcular el Jacobiano J€&), por ejemplo como el
cociente de determinantes que se obtiene a partir de 1.21). Dado
que los autovalores del operador de Dirac no son acotados. su
product.o Csu determinante) diverge, por lo que es necesario
introducir una regularizacién, Usando, por ejemplo, como método de
regularizacién el de la funcién [ de Riemann, se obtiene Ila
siguiente expresién para el Jacobiano (se descartaron los términos
de paridad normal, ya que pueden ser eliminados mediante

contratérminos en el Lagrangeano) :
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JCer= expl-3= |d'x £G> £,,F,0) €1.23>

de modo tal que la identidad de Ward antmala (1.18) es ahora

e y
< 8,J0= g2 euuFun €1.24)

II-Cuantificacidn estocastica del Modelo de Schwingerfa)

En este capitulo estudiaremos la cuantificacién del Modelo de
Schwinger lecs.(11)-{1.3> de este capitulol, utilizando el métl.odo
de cuantificacion estocastica desarrollado en los capitulos
anteriores. Como vimos en la seccién 1II1 del capitulo 1V, Ilas
ecuaciones de Langevin para fermiones de Weyl, requieren la
introduccién de un nGcleo no trivial para garantizar la convergencia
a la distribucién de equilibrio e-S[V:,w,A], y la misma quiralidad en
todos los términos de dicha ecuaciodn.

Inspirados en 1a cuantificaciéon de modelos bidimensionales via

(4)~(9) )

integral funcional R nuestra propuesta(a es utilizar como

nucleo K al operador :

+
KCx,y;Ad= SCeydCid+eaKd 951’53- 2.1

donde a es un parametro a priori libre, relacionado con un parametro
analogo introducido por Jackiw Yy Ra Jaramanuof Esta eleccion
satisface las condiciones mencionadas, ya que da la quiralidad

correcta al término disipativo de la ecuacién de Langevin y el

debido caracter matricial a la funcion de correlacion de segundo
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orden. En cuanto a la convergencia, se debe tener en cuenta que, con
la eleccién C1id,en el caso particular en que a=1, estamos en la
situacién propuesta en las ecuaciones (3.15) y (3.16> del capitulo
anterior. En esas éircunstancias, es el simbolo principal del
operador el gue actua como factor de amortiguamiento garantizando la
convergencia al equilibrio. Para los casos en que a es distinto de
1, el simbolo principal del operador Ud#@teald(iFdteldAd es el mismo gue
el del éperador (iﬂ+ex)z, por lo tanto, y teniendo en cuenta qgue
é—S[ip,w,A] sigué siendo una autofuncién del autovalor cero de la
ecuacién de Fokker-Planck, es de esperar gue la introduccion del
parametro g no  altere dicha convergenclia. La  introduccion deld
parametro arbitrario g en el operador de Dirac P(A) constituye una
generalizacién de la eleccién de nuestra propuesta del capitulo
anterior para 1a ecuacion de Langevin de los fermiones de
Weyllec.(3.19;IV)]. Esta generalizacion también es valida en el aaso
en que se trabaje con fermiones de Dirac, donde el nicleo no incluye
al proyector U+0 72, La eleccion del operador de Dirac
(correspondiente a a=1) es importante en las teorias con invarianza
de gauge, donde es necesario mant.ener dicha invarianza en el proceso
de cuantif icaciéq. Cuando el operador de Dirac no es una derivada
covariante <(como es el caso presente) no se impone mas como el
candidato unico para construir K. El operador que introducimos
nosotros, (210, es el operador mas general Jque conserva la
invarianza de Lorentz de la téoria.

Concretamente, las ecuacioneﬁs de Langevin correspondientes al modelo

de Schwinger (1.1 son :
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= Y, )=~ FdteaKd)Udte O 5—1:?-’12 wCx, T2+, T)

ar 2
2.2>
+
-g—T— PR, TI==PCKR,TD Si—z-l’ﬁ UdF+e KOUF rea A+, T
9 A 1= OF,, +ewCt, ¥, 2182 Lo, rd4n, (x,T 2.3>
37 AuGoT wFyutePOL0r, —5 wix,12+n, (x,71

com las prescripciones .1)-1.4), y donde ©,8 vy nyson fuentes de
ruido estocastico.

Es importante resaltar que nuestra propuesta soluciona elegantemente
el problema originado por el cambio de gquiralidad gue produce el
operador de Dirac. El mét.odo de cuantificacion est.ocastica,
planteado por el sistema de ecuaciones de Langevin (22>, se
desarrolla completamente en el sector fermidnico de chiralidad
izquierda evitando , de esta manera, la introduccién de nuevos
grados de libertad a través de la incorporacion de fermiones del
sector de chiralidad opuesta. En este sentido, nuestra propuesta esx
equivalente a la presentada recientemente por Singer(“’ para tratar
el problema de los determinantes quirales, consistente en componer
al operador de Dirac que actua sobre los fermiones del =sector
izquierdo con un operador fijo, aplicado: al sector fermidénico
derecho, de forma que se genere un problema de autovalores bien
definido.

En los desarrollos gque haremos en esta seccién sera necesario

adoptar un método de regularizacidn. Nosotros trabajeremos en el
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12,43
Mo Y | mé Lodo e regularizacion estocAastica .

1o (rie
significa que las funciones de cortrelacion para las  fuentes e
ruido, ya no tendran soporte de medida nula. Como vimos en el
capitulo III, utilizaremos fuentes de ruido cuya segunda funcion de
correlacién dependerad de un parametro A que gobierna la medida del

soporte, de modo tal que en cierto valor limite del parametro se

recupera el proceso markoviano (Sé~correlacionado):

<BCx,TI>=<B(x,TI>=0

+
<OCX,TI0CY,T°D= 2 SGi~ydUFgtea D 21—5—6—?- aA('r-T’) 2.4
o0
= - > -T?)=
donde aA(T) aA( ) J dr aA(T =1
-m
€2.5>

1im aA(T-T’)= SCr~17d
A+

En tanto que la fuente de ruido para el campo de gauge A, cont.intié
siendo, en principio, é-correlacionada, yva que no calcularemos

valores medios sobre esta variable :

<N, {x,73>=0

<Ny OGTIN,, OC,T°0= 26, SW=%x"X6CT~-1") 2.6>

En el contexto del método de cuantificacién estocastica calcularemos

la identidad de Ward andomala 1.18). De acuerdo con lo desarrollado

94



en el capitulo III, si calculamos el valor medio estocastico de una
funcién Fdp,y) de las soluciones de la ecuacién de Langevin (2.2 en
un instante del tiempo estocastico, 71, fijo v luego tomamos el
limite para 7+m, obtendremos el valor de expectacion cuantico de la
funcion FCp,y). Usando este resultado calcularemos el valor de

expectacion de la variacidon de la accidon fermidnica (1.2):

S, [P.yl1= jdzx POODCAI PR

bajo la accién de la transformacién infinitesimal

w(x)=ei€ (X)w(x)

POO=POe 1 27>

siendo £(x) un parametro infinitesimal. Esta variaci6on es :

2
6SF[¢,w]=Id x €GO 3,],0 <2.8>
e _
J ©GO= 5 POy, =259 0O 2.9

Es fAcil Comprobér que [J, es la corriente conservada clasicamente
por invarianza de S,r bajo transformaciones globales del tipo 2.7),
es decir con sg=cte.
Para facilitar los calculos escribiremos <SSF de la siguiente forma :

(14

5S_(,y1= -% szx WCX)——Z—?—)- (B CAD,e GO C2.10>
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Como estipula el método de cuantificacidon estocastica de ahora en
mas, las variables ¥ y y dependeran del tiempo estocastico v, aparte
de lacoordenada x, y ademés toda posible configuracion sera solucidon
para alguna fuente de ruido 6. De modo que ahora reemplazamos en

todas partes :

WX -+ welx,1d

POO + Polx,Td 211>

y el valor de expectacién de vacio de 6SF[ﬂ7,w] sera .

<<SS._[W,w]>= 1im <6Sr[W¢.W.;TJ>. C2.12>
T00
Calculemos ahora, con estas prescripciones, (212> a un instante
dado del t.iempo estocastico 1’ introduciendo explicitamente Ia

expresion (2.10> para 6Sr'

+
<6SF[we,we;r]>e=<-%szx wecx,r)f-li?-’ﬁ [BCAY, 0] yg(x,TI0g 213>

En este punto introduciremos las soluciones Pgl,1) y yalx,1) de las

ecuaciones de Langevin (2.2) :

.
Vo (X, T)= [ at, exp{—ﬂ°<A>n<A>f-’-%-’§3 Cr-t>} Ocx,T>
°e €2.14>
"T
Po(x,70= | dt BCx,71> exp{-ﬂ;—’ﬁl Bcadhacad -}
Jo .
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donde

PCA>= igte X Pa(Ad= igd+eak 215>
Asi se obliene
T T
— 1 [2. 2
<‘SSF.[V’e’We3T]>e= ~3 Jd x dy Jdt,1 Jdbz SCx-yd
o o
< Byt D o~ PPy Cr-te> AP CAD,600] o PalIxCTt2d ooy 0> 5
2.162

donde el subindice x o y indica el punto donde esta evaluado el
operador, .

® y ® son las unicas funciones afectadas por el promedio <.>5, de
modo que, agrupandolas, dicho valor medio resulta xer la segunda
funcion de correlacion, dada por la ecuacion (2.4).

Reemplazando (2.4) en (2.16) se obtiene

T T
<SS _[Po¥eiTPe= —% szx d’y Jdt1 Jdt,z SCx-y>  x \
(o] (o]
tr| e’(5”0’3’“’t'"(uys)wxm),scx)] o  PaP2T=t2p (a> }
SCx~yd aA(ta-"z) 247>

Utilizando las relaciones de completitud de cualquier base del
espacio de funciones para;| expresar la distribucién &Wx-y> en

términos de autofuncioned, obtenemos una expresion para
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<5SF[’7’9»W91>9 que corresponde a la traza funcional y la traza

espinorial del operador que esta entre llaves en la ecuacidon Q217D

T T
17 > == - 218
<6SF[we,w9,T]>° Igti,[gtz ::nA\(t,1 Lz) x 2.1
- - __( g - 2 )
Tr{ o PP iy spcar,ccr o P2 5 4y 1y

Esta traza funcional y espinorial nos permite realizar permutacicones
ciclicas de los operadores, luego de haber desarrollado el

conmutador. De este modo se obtiene :

T T

((‘;Srl'?la,we;z])9=~J(IL1J(IQ,Z aA(t'x_t'z) > 2.1
o o
TrieGote PoP T74) 5 "PPa (ot o> p -
~1-x> P e-Daﬁ r-t2d B, e-ﬂﬂa G-t 1}
Teniendo en cuenta que eAB A = A eBA » Y luego de algl.;lmas

permutaciones ciclicas se obtiene :

T T

= . - - 2 2 ‘ - _
<‘SSF[V‘9’V’9’TJ>9 Id x dy j:t,i I:bz aA(t‘ tz) Sx-yd> £Ixd x

PP 2r-ti~-t2d -PP, Q2r-ti-t2d

tr [U-50PF e -+ 0PP, & I6Cx~y>

2.20
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Expresando la distribucién & de la derecha como :

S(x-yd)= 22—71!32 Idzk elk(x_y)

y teniendo en cuenta que

e1k(:~r— y> eik(x-y)

Pa CPo= XD

aik(x'-'y)

sacamos la exponencial la izquierda de la traza del

operador. Finalmente integrando sobre y obtenemos :

T T
- 2 2
(cSSF[we,we;T]>e= - J-d X Jgt‘ J:tz Jd k aA(t'x_t'z) exd>  x

~dqd Q2r-ti1~t2) ~ddg 21-t1-t2>

trici-3) dad e ~+) dd, e 1

€2.21>

donde d=p- ¥ y do=P,~ X .22

Para integrar sobre el tiempo estocastico es conveniente realizar ol
siguiente cambio de variables d{una rotacién de 45° en el sistema de

coordenadas t‘,tz) :

t= (b -t d/YZ T=(t,1+l,z)/'/§ 2.2

Para poder utilizar la relacién (2.5) se debe exigir que

T 2 1/A 2.24)
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donde 1A es el ancho del soporte de aA<t'1-t'z)' Esto nos conduce a

los siguientes limites de integracion para T
FZMOPsTAZ - 92O 2.25>

con estas condiciones podemos realizar la integral sobre t, ya que
solo afecta a aA(t'i—Lz)’ la cual estaA normalizada a 1 lec.(2.5)L

Por otra parte, la integral sobre T es inmediata, obteniendose

—- 1 2 2
<6SF[V’G’V’eiT]>e= TS Id X Jd k e(xd x
= Y21-A/V2
tridl-35) e dod 2772 T> A+ e dd, 7-v2 T, -
«“2A
2.206>

Cuando el sistema alcanza el equilibrio, es decir cuando Tt-+®, esta

expresion se transforma en :

- 1 2. [
:im <6Sr'[w9’w°;rl>°,A= M TeT Id x Jd k 0G0 x
T+

trict-y > o dad”/A ~Ctty > o ddarh,

C2.27)>

Si ahora realizamos el siguiente cambio de variables :

|
I|
A+A? K-k A
!
i
|
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y luego tomamos el limite para A+w se obtiene, de acuerdo con
212>, el valor medio cuantico de la  variacién de la acaion,

&SI, ), es decir la identidad de Ward andmala :

<SSIH,w>= 1im (cSSF[rT/e,we;1]>G=
AT

2
1 z 2 . -k
—ZCZH)ZJd de k £GoO t“r[(i"?’s)ﬂo” U+ OPPsle

2.28)

Integrando sobre k se obtiene :

<<5S[*7’,w]>=§:—z d?x £GoO Lrl1-250P P ~ U+ dBP,} 2.29

Agrupando los coeficientes de %> esta expresion se transforma en :
<5srw,w1>=§% d’x £GO  Lr{lBa,B] -5 PP}

=-tozt |d’x 50O  tr [Ca-DDFK +Catdrpd A 1

8n
2.30>
calculando explicitamente la traza, obtenemos la expresién final :
e 2 )
<6S[¢,w]>=§r—l- d"x e(x) [(1-0,)6,,»\”-(14'0,)15”,,!’“,,] €2.31>

con F,,=8,A,-8,A,, v €,, es el tensor completamente antisimétrico en
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dos dimensiones. Comparando con (2.8) se obtiene la divergencia de

la corriente anédmala

F,.1 €2.32>

e
<O, Jp>= = [U1=ad3 A, ~(U+adis,, Fy,

uw
Coincidiendo con Jackiw vy Rajaramanum, podemos ver qgue no existe
valor de a para el cual la corriente resulte invariante de gauge.
Mostraremos ahora, como puede ser reobtenido el resultade de Jackiw
‘y Rajaraman sobre la consistencia del Modelo de Schwinger Quiral en
el contexto de 1a cuantificacién estocastica. Veremos que 1a
ambiguedad en la corriente anémala, representada por la presencia
del parametro libre a, nos permite construir una accién efectiva que
describe una teoria consistente y unitaria.

Siguiendo el analisis de Webb para el Modelo de Schwinger
ordinario(“", consideremos 1a ecuacidén de Langevin 2.3 y
SUpoONgamos que ya hemos realizado 1a cuantificacion de los
fermiones. Teniendo en cuenta que el segundo término disipative de
la ecuacién (23) es la corriente J“, podemos usar el resultado
(232> y eliminar asi los campos fermidnicos. Ahora la ecuacion de
Langevin (2.3) Ltoma la forma

a 2 2

E?A"‘ T I==[ K, (%, TI=9,0, A, (x, T+ %( 1-adA,x,7 )+i§;t—(l+a)e:m, A, (x, 121+

+nu(x,r >

€2.33>

Podemos considerar ahora que esta ecuacién de Langevin proviene de
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una accién que solo depende de los campos de gauge AH’ es decir, de

una accion efectiva :

2 2
=™ [’-]A,,(x)— (7,,(7,,)\,.()()4- ?i;q—a)/\“(x)_, i%,__

55°" CA> o
An

(& L IR TS
HA () “

TH

A, GO

(2.34)

Las ecuaciones de movimiento para este nuevo sistema dinamico

resultaran de la igualdad :

ss®fcad

ZA GO 0

Escribiendo al campo AH en términos de los campos escalares ¢ y o :

A,OO= £, 0,000+ 3,p0(x

y reemplazando en (2.34) se obtiene

D& 0, @00+ gll-ade,,, 8, ¢G+ gl1-a2d,00G0+ €2.35>

+ ig1+adad, 0+ igldtads,,, 9, p(xI=0

donde g= e’ /cam.

Aplicando £,,8, o 8, a (235> se obtienen las siguientes ecuaciones

respectivamente

P00+ gli-ad OpGO+ igi+ad Ooelxd= 0

2.36>
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gll~ad oo+ igdi+ad [Jpdxd= 0
despe jando de la segunda ecuacidon Je en funcién de [J¢ y sustituyendo
en la primera de las ecuaciones (2.36) se lega a la ecuacion de
movimiento para ¢ : |
2

O%Cx0+ gli~ad GO+ ig %;% O¢Cxd>= 0 237>
Podemos ver que la teoria corresponde a una particula escalar ¢ con
masa m-g<1+az>/(a,—1) siempre que a>1 , y una exitacién sin masa p.
De este modo se obtiene una teoria consistente y unitaria, provisto
que el parametro a tome valores en un cierto rango <a>1, de modo que
m no corresponde a una masa taquiénica). Asi, al menos en este
modelo simple, la presencia de la anomalia, simultaneamente con la
exigencia de que sea una teoria consistente y unitaria, da lugar a

la generacion dinamica de masa para el bosén de gauge.
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CAPITULO VI

" ANOMALLTAS Y CUANTIFICACION ESTOCASTICA

Un tae orhnera S EC o ton de Ry R cagrr bales
completamos la indroduccicon a las teorias andmalas,
tnictada en la primera sSeccion del capitule
anterior. dgqui el enfogue exstd orientado a  las
leorias dde gauge no-abelianas., presentando  los
troblemas relacitonados con las propiedades e
simetria de las anomalias. En la segunda seccicon,
desarrollamos los resullados obtenidos aplicando
nuestra propuesta  del capitwlo anlerior, a g
teoria de gauge no abeliuna con fermiomes de Weul.
'n este contexto calcularemos la corrients andsmala,
obteniendo prao-ticulanament e tas ctenromeineaddosy

auomaltass couvar fante v oconsciscdoendes,

106



I~ _Anomali as.

La elaboracién de una teoria cuantica tiene como punto de partida a
un modelo clasico, él cual es sometido A un proceso e
cuantificacién vy agn a un segundo  proceso  de  cuantificacion.  Hay
muchas caracteristicas del modelo clasico que son comunes tambidn
la teorfa cuantica correspondiente, tales como los grados de
libertad fundamentales, la esbructura.de las interacciones, etc.

Las simetrias y leyes de conservacién de la teoria clasica son un
e jemplo concreto de un aspecto relevante que es de esperar sen
mantenida por la teoria cuantica correspondiente. Es decir, =i el
modelo clasico tenia ciertas simetrias y corrientes conservadas es
de suponer que las mismas simetrias y corrientes conservadas
deberfan existir para la teoria cuantica. Sin embargo, como vimos en
el capitulo anterior para el caso del modelo de Schwinger Quiral, en
lo gue respecta a la conservacién de la corriente de Noelher
asociada a la invarianza de fase global de la accién, esto puede no
cumplirse. A esta violacion de simetrias clasicas y leves de
conservacion por el procedimiento de cuantificacién se la denomina
anomalt{a. Estas anomalias o rupturas de simetrias mecanico-~cuanticas
afectan, en part;icular, a simetrias asociadas con la ausencia de
masa en la teoria : tanto la invarianza de escala y la invarianza
conforme, como la invarianza quiral se pierden en el proceso de

cuantificacion.

El estudio de las anomalias len corrientes globales y de gauge tienec

importantes aplicaciones en las teorfas modernas, tal como lo
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mencionamos en el capitulo -anterior. La anomalia axial emergio
originalmente a tLravés de la consideraciéon del vya mencionado
diagrama triangular fermionico con una corriente axial y dos

. 1)
corrientes vectoriales

La no conservacién de la quiralidad en
proesencioa b an coonpo de goago acoploaddo o by corrdente vosboreial
conzervada, es la bawse para la comprension del decaimiento del o ¢
de la resolucion del problema UD.

Cuando bhay campos de gauge no-abelianos acopladuos a las corrientes
V*A en ocada vértice del diagrama triangular, las consecuencias son
también importantes. La teoria puede resultar andmala y, a menos que
las anomalias =se cancelen cuando se suma sobre las diferentes
especies fermidénicas alrededor del loop, se encuentra que la no
conservaciéon de la corrientes V-A constituye una ruptura de la
invarianza de gauge, levandonos esto, a una teoria inconsistente.
La condicién de cancelacién de anomalias ha resultado por ello ser
una poderosa herramienta para la construccién de modelos en T‘eqx*ia
de Campos y en Teoria de Cuerdas'> ™%,

En este capitulo estudiaremos las anomalias que surgen el ]

acoplamiento de una teoria de gauge no-abeliana con fermiones de

Weyl en cuatro dimensiones.

En el desarrollo realizado en la primera secciétn dql capit.ulo
anterior para obtener la expresién de la corriente andmala en el
marco de Ja integral funcional, pudimos ver (ec.1.18> gue las
fluctuaciones cuanticas de la divergencia de la corriente anémala
esta originada en 1a no trivialidad del Jacobiano de I1a

transformaciéon de gauge para los fermiones de Weyl, es decir en Ia
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“no invarianza de gauge de la medida de integracion fermiénica.

Para una teoria de gauge no-abeliana acoplada con fermiones de Wevyl,
se realiza un analisis similar que conduce a un resultado
equivalente. Gonsiderembs una teoria, en un espacio-tiempo suclideo
de cuatro dimensiones, cuya parte fermi6nica esta descripta por la

accion

SIp,y;Al=i J a*x w(xm(A)“—;ﬁl w<xO 1.1

con las siguientes convenciones :

PCAI= F+AGO= p,[8,+A, (0]

A, GO=1ATGOT, 1.2

donde T, son los generadores del Algebra de Lie del grupo de gauge

SUNND

[Ty, Tol=fo§T. T:=—Ta 1.3>
Y ¥u sox; las matrices de Dirac :
Crp,rpi= 26“,, }’:= Yu
B =r v, Y, t, Ges ¥ 2=0 1.4>

La accion 41> es invariante bajo las siguientes transformaciones
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globales

Syxd= 10T wixd , SPOO=—iPxIT 8% 1.5

A lo largo de este capitulo, el campo de gauge A, (x> =era
vonsiderado como un  campo externo. Solo para transformaciones
locales, si queremos mantener la simetria de gauge, debera tenerse

en cuenta la accién completa y las propiedades de transformacion de

A” xD.
Esta simetria tiens asociada una corriente covariantemente
conservada:

DS J,cCxd=C3,85 +AY fLu.33F00 y,,'rc“—;@w(xnm. 1.6>

Podemos observar también que la corriente J,o se transforma
covariantemente bajo las transformaciones (1.5).

Estas propiedades formales pueden ser modificadas por las
fluctunaciones cuanticas. En efecto, el valor medio cuantico de
D,sl,c puede resultar no nulo. Este resultado y las propledeade:s: e
transformacién de 1a corriente, ba jo transformaciones del t.ipo
1.5, dependen del procedimiento de regularizacién empleadom).
Esto puede verse claramente en las ecuaciones .18;V) y 1.21;V),
(que relacionan la corriente anomala con el Jacobiano de 1A
transformacion A5 y a este, con ] determinante del openrvlor
t(dte A)(—!—;:}fi?-]. Como di jimos anteriormente, el problem: e

autovalores de este operador no esta definido. Una vez resuelto este

problema por la adicion de fermiones libres de quiralidad opuesta.
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se encuentra que los autovalores no son acotados. Se hace necesario
entonces adoptar un proceso de regulacién, y sera este proceso el
que determine las propiedades de transformacién de la corriente.

El valor medio cuantico de la corriente Jua puede escribirse en
Lerminos de la funcional generatriz fermionica o acaién efectiva,

COMO;

o UA=5d S _ A e
<y:yHTQ_._2_§__w>——i sz lnji)w:Dw exp{in X wD(A)w} C1.7D
donde DCAD= PCA )%232_ 1.8)>

Esta es una expresion formal ya que, como explicamos en el parrafo
anterior, la integracién funcional debe ser definida de manera gque
de un resultado finito. Una | forma de hacerlo es imponerle
condiciones externas que regulen el comportamiento de ZF(A) ba jo
transformaciones de gauge. Aplicando el operador D,CA> a ambos

miembros de (1.7) se obtiene la anomalia o divergencia antmala « :

- 1-35) & 4
Ho=<D,§ <w;«”Tc__2_ZL,,,)>=-w”g A ln‘[WDw exp{ijd x PDCAIY } €1.9>
c 6 .
Los operadores La=-D,qa ZAC pueden ser considerados como una
M
representacion de los generadores del Algebra de Lie del grupo de
Lransformaciones de gauge, SUIN], en el espacio de funcionaless .

A, ya que satisfacen la relaciéon de conmutacion :

[LaCxD,Lpy1=f§ L (xXDS&(x~yD> 11
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Escribamos la ecuacidon (1.9) de la siguiente forma:
La(x)ZF(A)=i.ﬂa(x)ZF(A) 111>

donde ZF(A) es la funcional generatriz o accidon efectiva :

~

Z_CAd= J DPDy exp{in“x PDCAIY }.

En esta expresiéon podemos ver claramentle que la anomalia e una
medida de la ruptura de la invarianza de gauge. Aplicando Liy(y) a
1.11>, restandole la misma expresion, luego de haber intercambiado
a con b y x con y, y utilizando la relaciton de conmutacion 1100

obtenemos la condicién de consistencia de Wess—Zumino‘?)
La<xD, Cy =L, Cyd st AxD=1 § A (ydSIx-y) SRV

La divergencia antmala &, obtenida en este contexto es denominada
anomalia consistente. Evidentemente la corriente anétmala que =e
obtiene de esta manera no es covariante de gauge.

Si hubiesemos trabajado con fermiones de la quiralidad opuesta la
anomalia serfa la misma pero con el signo contrario, de modo que en
una teoria de gauge no-abeliana acoplada con fermiones de Dirac las
anomalias originadas en los sectores fermidnicos de distinta

gquiralidad se cancelan mutuamente V' por lo tanto, no hay

!
i

obstruccién a la invaranza ' de gauge de la accién efectiva. Sin

|
!

embargo, debido a la ausenci;a de masa en esta teoria con fermiones

i
t
!
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111

e Divac, obf Looroma de Noether nos indica gque ol madbiplete b
corrientes axiales _]‘,'}5=ii/ Yu¥sTaw, (P, son fermiones de Dirac), es
covariantemente conservado, pero las fluctuaciones cuanticas

producen la anomalia quiral

1
®pJy Da="5-2 Cproo 4P TaFuFoo

Notese que esta divergencia antmala es covariante de gauge, como era
de esperar en una Leoria invariante de gauge.

El argumento opuesto nos permite afirmar que, dado gque la accion

1.1> no es invariante de gauge, no hay razén para esperar gue Ia
corriente andmala 4, =sea covariante de gauge. Sin embargo, las
ambigiiedades de regularizacién de la integracién funcional deben
estar reducidas a un polinomio local  en A, Bardeen v

Zumino®’ mostraron la existencia de una corriente J, covariante,
construyendo un polinomio local X, CAD con propiedades e
transformacién de gauge andomalas pero opuestas a las de la corriente
consistente J, de modo tal que sumadas las divergencias de las
corrientes J, y X, se obtiene una anomalia covariante.

En la seccidén siguiente veremos que el método de cuantificacion
estocastica nos permite calcular una familia continua de anomalias
de gauge que, para valores particulares del parametro que describe a
la familia, reproduce 1a anomalia covariante o 1a anomalia

consistente.
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II~-Anomalf a consistente y covariante en cuantificacion estocastica.

En esta seccién aplicaremos el método de cuantificacion estocastica
desarrollado en el capitulo anterior para fermiones de Weyl a una
teoria de gauge no-abeliana acoplada con fermiones de Weyl en cuatro

. {9} .
dimensiones . Como vimos, este mét.odo nos evita recurrin al

agregado de fermiones de la quiralidad opuesta sin acoplamiento,
permitiendonos a su vez regularizar con un parametro libre a ajustar
al final del proceso. Como veremos, es la eleccién de este parameto
la que fija la covarianza o no-covarianza del proceso estocalico =in
afectar la distribucién de probabilidades del estado de equilibrio.
Pe jando el parametro libre a lo largo del proceso y =meleccionaudolo
al final podremos obtener la anomalia covariante y la consistente on
forma inmediata.

Consideremos la parte fermidnica de la accién de una teoria de gAauge

no-abeliana con fermiones de Weyl, de quiralidad izquierda:

S[ip,w;A]=in4x wcxch)-(—‘%’—'ﬁ wx . .0

con las convenciones expresadas en la seccién anterior.

La cuantificacién estocastica de esta teoria se plantea exactamente
igual que la desarrollada en la segunda seccién del capitulo V para
el modelo de Schwinger, solo gque ahora debemos tener en cuenta gue
estamos en cuatro dimensiones y con un grupo de gauge no—-abeliano,
de modo que los desarrollos de las exponénciales de la ecuacidn

€2.27;V) contribuiran términos de orden mayor que en dos
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dimensiones.

Por lo tanto, las ecuaciones de Langevin para este sistema son Y
) 1 Y= C@ b KOOI+ KD (1;)"-") YO, 1 YHOCx 1 )
e >
2.2)>
+
g—r— P, TI== P, Slz?’)' CA+ AT +a KO+BCx,1)

El nacleo K elegido es idigual al utilizado en el capfitulo anterior.

salvo constant.es

Kx,yd= =iS5(x=yIP4C(Ad= ~iSOei-yI (@ +a A(xDD @

L.as prescripciones para el ruido gaussiano @&, teniendo en cuenta &l

proceso de regularizacion estocastica, son :

<O, T I={BX,TI>=0

<O, TIBCX’ 172> 28Cxk~x"DPoCAD 9—;-’-’13 a -5

donde PoCAI=C(F@+a KD
[0 o]
y aA(T)=aA(-T) J dr aA(’l"‘T =1
-0
1im a,{(r-1tD= &Cr-1?») 2.4
A A
+00

Realicemos una transformacién de gauge en la accién Q.1 y
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calculemos estocasticamente el valor medio cuantico de la variacidn

de la accidon.

Apliquemos una transformacion infinitesimal :
SypCxd= 18°CGOTLw(x) , SPCxI==-1PCOTHLO XD 2.5
Ty son los generadores del algebra de Lie de SU(N):
[To,Tul=0 46T T:==~'Fa ,

bajo esta transformacidon la variacién de la accion es

SSC,w,Ad= -Jd x w<x>te°<x>'rc,b(A>]—l-313w< > 2.6

El calculo estocastico del valor medio cuantico de esta magnitud
requiere la sustitucién de las variables dinamicas % vy w por
soluciones de las ecuaciones de Langevin 22) para luego realizar

el promedio sobre ©. Por lo tanto el punto de partida es :

ESPg g AT I g= Jd X Pulx,T )[6°(x)Tc,ﬁ(A)]—(—1-§—§—we(x,1 »o €2.6>

En este punto estamos en la misma situacién gque en la ecuacion

(2143;¥), de agqui en mas los calculos son idénticos a los realizados

entonces, hasta la ecuacién (2.18;V), donde retomamos los calculos
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T T )
S 1§ TD= - - 2.7
5S_[g,¥e,A5T D I:t" Jgt,z a bt -t > x 2

e-(ﬂﬂq)(r"bi) ~(PPrCr-t2d

Tr{ A+OMBCAY,8°GOT] e PaCA> Y

Utilizando las propiedades de la traza para reordenar los operadores

y expresando la Graza ftuncional en Lérminos de disUribuciones &, o
Lienes
’ T -
<6SF'[¢0,¢/9,A;T]>0= - szx dzy Jc:lt,1 Jdbz aA(Li'-tz) SCx~yd @PxD> x
o o

~BPp 2r-ta-tz2d -PP, (2r-ta-L2)

tr [ToU-250P0.P e ~Ty(i+ ) OPP, e IS~ yD>

2.8>

Esta expresion es equivalente a la ((2.20;V), y siguiendo los mismos

pasos desde alli hasta la ecuacidon (2.27;V) se obtiene :

:i:: <SS [Wg,¥p AT 4= —-(%54 Id‘x Jd“k Gb;x) x €2.9>
trdTel-2) e"d“d/“z—cﬂy,) a"dd"'/’\z]}
donde d=pP- X y do=Pa- X
Pero como dad= P*-2k,D,+Ca-1> AP-Ca-1> AX+K’

ddg= B’-2k,D,+Ca~1>P A~ Ca-1> X A+k*
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2
podemos extraer el factor e k , redefinir k,»k,7A para llegar a Ia

siguiente expresiéon :

< rg . = -1 e [44. A% ob o
’l i:: <&.}F>IWG’WQ ’A’T]>G,A-_ ‘%4 jd X Jd k A &8 ;E x (%48 L0 D)
] -» rs

p° 2 a-1>,  Ca-1>
tr{Tol 175D exp{xz-3D, k, g2 AP — KK

A

22 Ca-1> Ca—1) L

. B

"(1+2/5) eXp{KZ“KDN ku +——R—?—ﬂ A"' “"K"—X A}] } ©
En el desarrollo de estas exponenciales solo contribuyen términos
hasta de cuarto orden, ya que, cuando tomemos el limite A+, smolo
s=obreviviran las potencias de orden 20 de A.

Para simplificar la notacién en los calculos que siguen definimos

los siguientes operadores

X=p +Ca-1)> AP R=p*+Ca-1>P A
Y, =2D,+Ca~1>Ky,, Y,,=2D,+Ca-D YuK 2.1
Gon exbiay notacion  y  desarrollando hasta el cuarto  orden hoss

exponenciales, la ecuacion (2.10) se transforma en
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Iim <<SS'F[§7/9 Wa AT R g A= A2
00 ’

"~ 2
1 4 4 -k nr 2 » 2
R IN Jd X Jd k e 9_‘:;_{_)_ Ty tr{-A [X~-R-Ck, ¥, 0"k, T, 1+

+|:%<x2—x"‘>- .}S.-ck,_, Ky €KY, Xy =R, T 4Y, XY, - ¥ XY Y, Y, X8, T, %00
1
ACF LU OIS FLAE SRR A R L
2

4 o4 -k b mn 2 2 g 47
+E§;54 d x Jd k e (_9_%)_(3_ Ty trpgl{-A IX+X-Ck, Y, D> --(LyY“)‘]+

1 2,02 1 -
H5 (X +X )~~6-(k.“k,,(XY#Y,,'FXYMYv+Y,,XY,,.+YPXY,,-'Y,A.Y,.)H-Y,,Y!.X)H~
1 i
kKo koko (Y, Y, Y ¥ 47, 7,7 ,7..0) }.....

De esta expresion para la corriente anomala ya podemos extrasr la
parte “dura” de la anomalia, es decir, aquellos términos que por =u
comportamiento bajo paridad no pueden ser eliminados agregando
cont.rat.érmino=s en el Lagrangeano original. Los Lérminos de paridad
anormal estan caracterizados por la presencia del pseudo-tensor
c:omvplebamente antisimétrico &£,,.., el cual solo puede aparecer on
(212) en aquellos términos en los que este presente B ¥ute¥ote YA

que

tLr WBtutv¥obeo & 45pvpor .

Esta posibilidad solo se da en el segundo término del lado deredcho
de 2.12>, de modo que nos concentraremos en &6l Qalculando la Lraza

y realizando la integral sobre k obtenemos :
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L N
(d».'-"lw,w,AD = . 2 |d'x 0%G0 &
- Fro

32N UV oo * (A RS

Lr To{F o, F oot (a=13CF . DoA+F 1 A LA DAL F o #A, D F D

+,23— Ca-1>"C2A,D, A A 42D, A DA+

4D, D, A ALHA LALD A LZD AL A A,
+2¢a-1>>D A A_A_+A A A _A_D
5Ca~1>CD, AL A AFALALALALD }

La parte de paridad normal proviene integramente del primer sumanddo
de la ecuacitn 2.12), y una vez realizada la integral sobre k vy

calculada la traza se obtiene :

o rs 1 4_,2.b _ . _ :
QSQF[W»W,A])pn*Il\%Tw [—-ﬁ;z‘[d XAT6 T GOCa~DLrTLd, A, +FCA,, ,u)] €2.14>
donde F<A,,a)> es una funcional finita de paridad normal. Su forma es
en general muy complicada, excepto para a=0 donde =se anula,

(1242

FCA ,ad=0. Coincidentemente con otros t.rabajos R el primer

término de la ecuacidn <(2.14) diverge en el limite A-m Este tLermino
divergente es cancelado usualmente agregando un contratermino dJde
masa para A, en el Lagrangeano completo(uf

Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.13> y 214>, podemos escribirv

el valor medio cuantico de cSSF como ;

<SS _[§,9,AD>=<ESLP,w,AD  +<SSIF,p,AD 215
F pc PN
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Fxludiaremoss ahora el comportamiento de <SS Ly, AD Jreali o T8 TR
.
valorss particulares del pavametro a.

-

Cioelegimos el valor

¥
as=1+ o LA N
A
1 divergencia de loss teprminos de paridad noral chssapor o
tpsclando tna dependencia 233 A a6y )
. SRS ¥ PR ., )
nornelizacion 7 Finalmente, la  expresiom  compleba de 1 FIIRERTITINS RO

TRV BT

. - 2 iy g
=D, (), e Cu=12>= 1 im <D, 8], aCau=it. <A L 3 VIS
Ao
w1 Lr T o F + Y reses -
-—:i:’;‘”—? | (LR RITRTS Dpee Lermnos Jde pandad ovaonn

Observemos que la parte dwra de la anomalia es covariante de goane

Ffectivamente, Ia anomalia 217> coincide Con 1a obt.enid:a 'BALE

. L . . y

avdeen=-Zumino  ulilizando  la  idea descripta o La smeccion 10 e
» « - e REA 2N .

esle capituo. v ocon  la obtenida  por Fujikawa  inGroduciendo oo

regubarizacion covarianbe para calcular el det.erminante fermionico.

T

Sioen dugar de Ia elecaion (2.16) exscogeomos a=0 obtenenw:
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. 1
DuBIucla=0>=52-26 5 oot To{F L F oo FuuDoAo~F L, ALAL~DL,ALF o~A, D F +

2 .
+5 C2ALDLALAL*ZD, ALD LAY

D, Dy A ALFA L ALD A 2D, A LA LAY
—z(D ALA A A ALA_ALD 2.183)>
§ [ > pfror ” » po—} s g

En esta ultima expresibn no hemos escrito explicitamente Toas
términos de paridad normal provenientes de 2.14), loss crpaters
incluyen contribuciones finitas e infinitas, ya qgue todos ellus
pueden ser eliminados con contratérminos apropiados, como se expliua

en la referencia (11). Luego de un poco de Algebra se obliene

1 1 _
SA2EuvooetT T8, (AL G A+ SALA A LD €2.19>

A,=¢D,EJ,, cCa=0>>=

esta expresiéon para la anomalia coincide con 1la obtenida en lax
referencias (8),(11)-(13). Se puede comprobar facilmente que Ia
anomalia €2.19> satisface 1a condicion de consist.encia de
Wess-Zumino 112>, es decir que hemos obtenido la anomalia
consistente.

La anomalia consistente esta directamente relacionada 0 | I
dependencia de gauge de la funcional generatriz ZF(A). Esta forma ews
apropiada para el estudio de la cancelacion de anomalias entre
multipletes fermidnicos y también para I1a derivacion de

consecuencias fisicas de corrientes andmalas no~dinamicas tales como
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la corriente quiral de sabor en QCD. La corriente covariante, por
otro lado, tiene una estructura de gauge simple y puede tener
significado fisico cuando se acopla a otros campos externos que  no
sean el de gauge. OGracias a la inmediata conexién que existe con Ia
anomalia consistente, la anomalia covariante puede ser usada en las
mismas condiciones para la cancelacion de anomalias.

En ¢l contexto de la integral funcional, diferentes esquemas de
regularizacidn conducen a diferentes formas de la anomalia. Es  de
e nLarcarnr 21 herc:ho de gue, en 2} MArCo 1 158 La cuanGit fowcionn
estocastica, el parametro arbitrario a introducido a traveés de
nucleo K en las ecuaciones de Langevin para los fermiones, puede ser
usado para obtener la anomalia covariante [a=1+0CA%I1 o la anomalia
consistente fa=0] . Estas diferentes elecciones corresponden a
diferentes definiciones de la corrientes fermidénicas, como se

explica en las referencias (11> y 13D,
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Conclusiones

L.os Lraba jos de esta tesis se conectan con dos aspeclos
fundamentales de la Teorfia Cuantica de Campos: el procedimiento  de
cuantificacidon y las simetrias fisicas, clasicas y cuanticas.

En  los dos primeros capitulos hemos presentado el Método de
Cuantificacion Estocastica para Teorias de Camposs, para Tucego
aplicarlo al estudio de simetrias como la de gauge.

En el capitulo II dimos una introduccion al tratamiento de los
procesos estocasticos, haciendo hincapié en el estudio de una
ecuaciéon de fluctuacidén del tipo de Langevin, forzada por una fuente
de ruido gaussiana, ya que este estudio es el mas relevante para
nuestro trabajo. Mostramos que la distribucién de probabilidad del
proceso estocastico, descripto por la ecuacion de Langevin,
satisface una ecuacién de Fokker-Planck , cuyo Hamiltoniano contiene
solamente derivadas de hasta segundo orden, respecto de la wvariable
dinamica. Construimos la distribucién estacionaria en forma general,
expresada en términos de la ecuacion de Langevin y de las funciones
de corrrelacibn. Sobre este desarrollo se estructura la exposicion.
en el capitulo siguiente, del Método de Cuantificacién Estocastica
de Teorias de Campos (Método CETC).

En el capitulo 1II presentamos, en las secciones I y II, el método
CETC de Parisi-Wu, introduciendo un nuacleo arbitrario en el Lérmino
no o exbocastico de Ly ccoacion de Langovin, Paroy mnae Loorta osaeatboaee
probamos que la eleccidn mas simple del nacleo conduce a un

comportamiento correcto del sistema, que reproduce en el limita 7sm,
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la distribucion de Bolt.zman e—S. En la seccitn siguiente expusimos
el desarrollo perturbativo , a partir de la ecuacitn de Langevin,
para un campo escalar con autointeraccién )&qb‘. En el calculo de las
funciones de correlacién, pudimos ver que en cada loop aparece una
funcion de correlacion de segundo orden correspondiente a la fuentoe
de ruido. Como el método presenta cierta libertad en la eleccion Jdo
la fuente de ruido o bién en el tLérmino no estocastico de A
ecuacion de Langevin, esta funcién de correlacién puede ser elegida
de forma tal gue contribuya a la convergencia de las integrealos
sobre los loops. Esto permite, inclusive, regularizar respetando las
simetrfas de la teoria. El método de regularizacion estocastica
introduc: un pagssdamebtro A, tal gque cuando Asw recuperamos el procoeso
S-correlacionado.

Por lo tanto, en el método estocastico las teorias, ademas de ser
cuantificadas, son simultaneamente regularizadas.

En el capitulo 1V, analizamos la aplicacion de este método (de
cuantificacion cuando la teoria tiene simetrias.En 1a primera
secciodn clarificamos un punto que, hasta ahora, no habia sziclo
tratado adecuadamente: cémo se comporta la ecuacion de Langevin haijo
la accidn de simetrias de la accidn, Este analisis, nos permitio
llegar a la conclusidn de que es el nmnacleo del término no
estocastico el gue deberminé\ las propiedades de transformacion de la
fuente de ruido estocastico. Este punto es de central importancia,
va que los valores medios se calculan promediando sobre la fuente de
ruido, es decir integrando sobre todo el espacio de funciones. Una

transformacién de las variables dinamicas repercute en un cambio en
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la medida de integracion. Por lo tanto. =i el nacleo es covariante,
la fuente de ruido se transforma igual que los campos y el valor
medin estocastico guarda las mismas simetrias que el valor  de
cxpectacion cudantadon,

En la segunda  seccion de  este capitulo, expusimos  unas e Las
principales motivaciones de Parisi-Wu, esto es, la aplicacion  ded
mét.odo estocastico a tLeorias de gauge. Al mostramos que el calaulo
de funciones de correlacion puede realizarse =in necesidad de [{ijar
él gauge y, de este modo, evitar las ambigiiedades de Gribov. Pero el
desarrollo perturbativo estocastico presenta una restriccion: =olo
pueden calcularse magnitudes invariantes de gauge, va que las
cont.ribuciones de los modos longitudinales originan divergenuias
cuando T -+om.

Esta dificultad, gue podria boner en peligro la equivalencia a todos
los ordenes con otros métodos de cuantificacién, puede ser soslaviada
introduciendo un término de ‘fijado de gauge estocastico” ver, por
e jemplo ref5 del caplV)., Este tema no lo hemos desarrollade en
esta Lesis, pero cabe sefialar que la introduccién del mencionado
término elimina las divergencias para el limite t2m, permitiendo
construir una distribucién de probabilidad de equilibrio.

La falta de nece-sidad de fijado explicito de géuge, se debe a que =l
tiempo estocastico juega .el rol de parametro de gauge y, por lo
tanto, el fijado de las condiciones iniciales equivale a fijar ol
gauge.

En la tercera seccién presentamos el método de cuantificacion

estocastica para campos fermionicos. Vimos que, en general, es
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necesario elegir un nucleo no trivial para asegurar la convergencia
Al estado  de  equilibrio. wto  es  inevitable para teorias O
fermiones sin masa, va que, en ausencia del factor de
amortiguamiento que genera e] tLérmino de ﬁlasa, la parte negativ.y del
espectro del operador de Dirac domina el comportamiento de  Ia
distribucion de probabilidad parab valores muy grandes del GLiecmpo
extociastico, ale jandolo del estado de equilibrio.

Pava fermiones de Dirac, la eleccién del operador e Dirac ocomo
nuclen  es la mas convenienbe, ya que Lransforma al  términe no
estocastico en un operador semidefinido positivo, garantizando el
predominio del autovalor céro cuando T-am Por  otra parte, exta
eleccion preserva 1a covarianza en t.odo el = proceso de
cuantificacion.

Este problema también es comin a las teorias con fermiones de Weyl
En ellas aparece otro problema: la necesidad de homogeneizar Ia
guiralidad de todos los términos de la ecuacién de Langevin,
respelando las funciones de correlacidon para las fuentes de ruido,
Nuestra propuesta para este caso, consistio en utilizar como nucleo
al operador de Dirac, multi;;licado por derecha por el proyector de
la quiralidad opuesta a la de los fermiones, Este proyector no
afect.a las ecuaciones de Langevin, pero mantiene las funciones de
correlacion del ruido estocéstico.

Una generalizacién de esmte nucleo es el eje principal de louws
desarrollos del capitulo V. En ¢l expusimos nuestra propuesta para
Ia  cuantificacién estocastica de Modelos Quirales bidimensionales,

La misma consiste en introducir como ndacleo, en lugar del operadon
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de Dirac, un operador mas general que preserve la invarianrza de
Lorentz de la teoria.

En este contexto, las ecuaciones de Langevin para fermiones Jde Wevl
evit.an en forma natural 2! problema que se genera, en cuantificacion
via integral funcional, con el determinante fermidnico de teori.es
quirales. Simultaneamente, este operador introduce un parametro
arbitrario en el procedimiento de cuantificacion, el cual reaparece
en la accitn efectiva en un tLérmino de masa para una de las
cbmponent,es del campo de gauge.

En el marco de  esta propuesta calculamos la divergencia de Ia
corriente antmala, la cual no admite ningun valor posible del
parametro que la torne invariante de gauge.

La utilizacion de este resultado en Ja ecuacidon de Langevin para ol
campo de gauge nos permite reconstruir la accion efectiva oblLenida
por Jackiw y Rajaraman, es decir obtener una teorfa unitaria vy
consistente a partir de un modelo andtmalo.

Fnn el capitulo VI estudiamos, en el marco de los desarrollos de  los
capitulos IV v V, las anomalias de gauge en cuatro dimensiones
Aplicamos el método desarrollado en el capitulo anterior A una
Loorta e gowge nocabelbanag con termbones:s de Wopl, caleabaela 1
divergencia de la corriente andmala. Como ya mencionamos, el n»u“l.culc,)
propuesto evita el agregado de fermiones de la quiralidad opuesta,
debido a gque en este contexto la ecuaciéon de Langevin resuelve ol
problema del cambio de quiralidad originado por el operador de
Dirac. Esto constituye una ventaja importante respecto de otlros

métodos, ya gue en principio podriamos obtener una accion efectiva
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invariante de gauge.

El resultado de estos calculos fue una familia continua de
anomalias, parametrizada por la constante arbitraria a, gque
introduce la ecuacion de Langevin a través del nuacleo propuesto. El
hecho remarcable es que para dos valores particulares del parametiro
e obtienen las anomalias covariante <(a=1) vy consistente Caa=0D,
respectivamente.

Notese gue en el caso a=1 el método estocastico preserva Ia
covarianza de gauge a lo largo de todo el procedimiento e
cuant.ificacion.

La cuantificacion de teorias con anomalias presentan problemas de
diffcil  tratamiento  tanto cuando  se utiliza el método Hamilt.onionn
canonico como cuanduo se emplea un método covariante via integrocion
funcional. En particular, 1a construccion de teorias an«f»m:;-ln#
consistentes en el marco Hamiltoniano no ha sido basta abhora
completada, \Y el tratamient.o via integral funcional | A o3
concluyente.

ILa wutilizacion de un método alternativo a los dos anteriores, ocomo
ex el gque bhemous presentado, no solo es atractivo por su simplicidod
en Jo gque respecta por e‘je_n'lplo al tratamiento del problema como ]
cambio de quiral-idad tipico de las teorias de VWVeyl) sine porque
ilumina aspectos oscuros de los otros procedimientos de
cuantificacion.

Por ello pensamos que problemas como el de la cuantificaci«"m de
L.eorias andtmalas en cuatro dimensiones, aun sin una solucion

satisfactoria, podran ser comprendidos mas profundamente utilizando
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los desarrollos presentados en esta tesis. Nuestros resultados para

un modelo en dos dimensiones y nuestro analisis de las anomalias

covariantes y consistentes en cuatro dimensiones asi lo indican.
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