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Resumen — La aplicacién més difundida de métodos de superresolucién en la estimacion de
direcciones de arribo (DOA’s) mediante arreglos de sensores, se efectlia bajo dos suposiciones
basicas. € frente de ondas es plano y la sefid recibida es de banda angosta. Con las hipétesis
sefidadas, se analiza en este articulo la construccion del modelo requerido para la aplicacion del
algoritmo MUSIC en la estimacion de DOA’s de varias fuentes, y se propone una estrategia de
simulacion paratestear el modelo.

La obtencién de datos de campo con dispositivos reales, es dificultosa o prohibitiva por diversas
razones. Esta situacion convierte ala simulacion por computadora en una herramienta importante en
el estudio del comportamiento de distintos arreglos de sensores. Aqui se estudia con cierto detalle el
caso de arreglos lineales uniformes, para fundamentar |a técnica de simulacién propuesta.

Palabras claves: Procesamiento de sefiales, arreglos de sensores, direccion de arribo (DOA),
superresolucién, Music.

I. Introduccion

Los métodos de superresolucién aplicados a la estimacion de DOA’ s mediante arreglos de sensores,
se tratan ampliamente en la literatura técnica de habla inglesa, con desarrollos especificos, por
giemplo, en los siguientes aspectos: disefio de arreglos de sensores con técnicas basadas en la
geometria diferencial [6]; desempefio estadistico de los algoritmos cuando las sefiales estan
inmersas en ruido [4], [5]; andisis de la estabilidad de los resultados obtenidos frente a errores de
calibracién [2] y deteccion del nimero de fuentes, a cual la presencia de ruido convierte en un
problema estadistico de decision [3].

Desde e punto de vista de su formulacion matematica, la estimacion de direcciones de arribo
presenta estrecha relacion con la deteccion de armonicas en presencia de ruido cuando se trabgja
con series temporales. En este Ultimo caso, un aporte clave fue efectuado por Pisarenko en 1973 [7],
al utilizar los autovectores de la matriz de autocovarianza para la estimacion de las frecuencias
presentes en la sefial. Ulteriores desarrollos condujeron a métodos de alta resolucion aplicables a
ambas situaciones, incluido € algoritmo MUSIC (multiple signa classification), cuya aplicacion a
la estimacion de DOA’s requiere algunas consideraciones preliminares que resumimos a
continuacion.

L as ondas emitidas por una fuente |gjana pueden tratarse como ondas planas en una region limitada
del espacio. La misma sefial es percibida por los distintos sensores de un arreglo, con demoras que
dependen de la ubicacién relativa de los mismos, y de los dngulos asociados al frente de onda. Para
un dispositivo fijo de sensores, €l hecho de que €l frente de onda sea plano permite establecer una
relacion matematica sencilla entre las distintas demoras en la recepcion y los angulos que definen la
direccién de arribo.



En la aplicacion del MUSIC y otros métodos de superresolucion, se asume que la sefial recibida es
de banda angosta [1]. En este trabgjo se supondra, en particular, que se trata de una portadora de
ata frecuenciaw,, modulada en amplitud por una sefial cuyo rango de frecuencias es

comparativamente muy bajo con relacion a w,. La exposicion se limitara a arreglos lineales

isotropos y equiespaciados. Ademas, se asumira que las fuentes se hallan en el mismo plano vertical
gue los sensores, y que el nimero de fuentes es conocido.

En & modelo que describiremos las sefiales son complejas, mientras que, obviamente, cualquier
sefial fisicaesrea. Laforma complegja de la sefid se obtiene demodulando en fase y en cuadratura,
con las técnicas habituales empleadas para amplitud modulada. Si se pretende testear el modelo de
una manera adecuada, es importante disponer de una técnica de simulacion que emule
computacional mente dicho procedimiento fisico. Se propone aqui una técnica de ese tipo, para cuya
fundamentacion se analiza el modelo con cierto detalle.

[I. Arregloslineales uniformes

Supongamos tener un arreglo de M sensores isétropos y equiespaciados, a que arriba una onda
plana.

frente de onda

1 4 z k
b——— (k-1)d |
Figura 1

Si lafuente se hallaen e semiplano superior alalinea del arreglo, que se supone horizontal, g esel
angulo entre la vertical y la normal al frente de onda, y vale:- $£q £5%. En lo que sigue se
consideraran positivos los dngulos del cuadrante indicado en lafigura 1.
Con Z, (t) seindicalaamplitud de la sefial recibida por el sensor k enel instante t. Si Dt esel
tiempo que le llevaala sefia trasladarse del sensor k al sensor k +1, setendr&

Z,(t)=2z,(t- (k- 1ot).
DelaFigural seinfiere:

_d _d
= —Csen(Q)

donde ¢ eslavelocidad de propagacién de la onda. Queda entonces:
Z,(t) =24t - (k- 1)¢ sen(g))

Se puede ver que, para un arreglo fijo de sensores, la demora de la sefid entre sensores depende
exclusivamentede q . Si q es negativo, Dt también o es, y hay un adelantamiento de la sefial en el
sensor k respecto de la sefial de referenciadel sensor 1.

Se trata ahora de caracterizar la sefial Zl(t) recibida en el primer sensor. Supéngase que la fuente
emite una sefid delaforma:



f (t) = S(t) cos(w,t) )

donde la moduladora S(t) es de banda angosta. La sefial recibida por el sensor k se obtiene con la
formula
Z (t)=CsS(t-t - (k- 21)Dt)coslw, (t-t - (k- 1)Dt)) )

donde laamplitud Cy lademorat dependen de ladistanciade lafuente.

Si la distancia entre sensores es pequefia, suponiendo que la sefial vigia ala velocidad de la luz, es

posible elegir una sefia moduladora con banda de frecuencias |o suficientemente limitada para que:
S(t- (M - 1Dt) € S(t)

Asumimos aqui laigualdad. Entonces queda:

Z (t)=Cs(t-t)cosw,(t-t - (k- 2)Dt)) ?3)
Esta simplificacién es clave parala aplicacion posterior del algoritmo MUSIC.
Supongamos que tenemos P fuentes, emitiendo la misma sefial bésica (1). La aplicacion del
algoritmo MUSIC requiere que las sefiales recibidas en los distintos sensores sean incorreladas.
Dichaincorrelacién se produce si los arribos de las distintas fuentes se presentan desfasados.
Larecepcionene sensork (LEK £ M ) ser&

Z,(t)=4 C, S(t-t,)cosiw (t- t, - (k- )DL,))

i=1

Escribiendo:  S(t)=C, S(t-t;)

resuta Z,() =4 § () cosfwo (t- 1, - (k- DY) @)

i=1
La probabilidad de que varias fuentes independientes transmitan en fase es préacticamente nula.
Entonces se puede considerar que con probabilidad 1, las t; son todas diferentes, en concordancia
con el requerimiento mencionado anteriormente.

Si reemplazamos cos(Wgt) por e | setendra

Zk (t) = é). S (t)ej(wo(t'ti'(k‘l)Dti) (5)
i=1
Luego: Z, (t) = E%D_ g (t)e' JtWo o jwo (k- 2)Dt erwot (6)
ei=1 [}
Definiendo: S(t)=S(t)e ™
y haciendo X, (1) =Z, (t)e
queda finalmente: X () = g S (t) e kDl (7

i=1
La expresion (4) corresponde a la sefid fisica obtenida en e sensor k. Se llega a la expresion (7)
aplicando técnicas estdndar de demodulacion, y luego se muestrea la sefial. En este trabgjo se
recurre a un procedimiento de muestreo directo que se explica mas adelante, concebido para
efectuar lasimulacion.

Yaque Dx; :%saenqi y, ademas, |2_IO:W_Co (I o : longitud de onda de |a portadora),
0

e 2d . : .
s definimos r =—— = ndmero de medias ondas, la ecuacion (7) se transformaen:
0



X(D)= 8 § (e tmrem ®)
Definiendo: W, :|Io_lr seng; 9)
queda Xi() =4 § (e 1 (10)
Para evitar “aliasing” (en este contextg,l significa que para mas de un angulo de arribo setiene la
misma respuesta) debe verificarse:

-p <w; <p
-p <prsenq; <p

_ . I -
Por consiguiente, debe ser: r<l,esdecir: d <7°. Para lograr la mayor resolucion en la

estimacion de los édngulos q; , d debe ser o mas cercana posibleal ¢ /2.
Si en (10) setoman N muestras, con intervalo de muestreo dt, haciendo:

Xin =Xy (hdt) 'y S =5 (hdt)
de: X, (hdt) = & § (hdt)e” 16D

i=1
se deduce: Xy = 4 g, e 1w (11)
i=1
Si con X se denota la matriz de componentes Xy, Su fila X es el muestreo de la sefial (10) en €l

receptor k (X tiene M filasy N columnas). De igual manera, si S es lamatriz de componentes Sy, la
filaS es e muestreo de S(t). Stiene P filasy N columnas.

Si definimoslamatriz Al C"* de componentes A; =e ™ de (11) resulta:
_Q
X =a Aq Sy
i=1

conlocua X=AS.

Con € agoritmo MUSIC se estima w;,(1£i£P). Luego, los éngulos g se calculan con la
expresion (9). Lainformacion con que se cuenta para ello eslamatriz X.

[11. Descripcion del MUSIC en la estimacion de DOA's.

Escribiendo: a(w) =[L eV el e j(M'1>W]T

setendré: A=|a(w,), aW,), ....aw,)|

Como la cantidad de muestras (N) registradas en cada sensor, suele superar considerablemente al

ndimero de sensores (M), podemos suponer M << N .

Ademés, se asume que P <M . Entonces, s w,;,W,,...,Wp son distintas frecuencias, 10s vectores:
a(w,),aw,), ...,a(wp) son linealmente independientes. Por |o tanto, el rango de la matriz A es
P.

S es una matriz de dimensién P* N. El algoritmo detectard w;, paral£i £ P, en € caso de que €

rango de S sea P. Para lograr esto Ultimo, se asume que las moduladoras son distintas, 0 s son
iguales, que los desfasajes temporales hacen que lasfilasde S sean linealmente independientes.



Como: X = AS,con Al C"™P y ST cPN e rango de X esP.

Considérese: R= XX T C™M donde X~ eslatraspuesta conjugada de X.

Lamatriz R es hermitica, esdecir: R = R . Entonces admite una base de autovectores, que
suponemos normalizados:. Vi,V,....,Vp,Vpq -....., V)y » CON aUtoval ores asociados:

31,3 ... 3l o>l py = =1, =0.

El algoritmo MUSI C usa esta descomposicion para detectar las w; .

Llamaremos E a subespacio de dimension P, generado por v;,V,....,Vp (subespacio de la sefid) y
Eg a subespacio de dimension M-P, generado por Ve, ,......, V), (Subespacio del ruido).

Entonces se verifican las siguientes propiedades:

a)E, " Ery CM =E_A Eq

b) Si v es cualquier vector de C", e cuadrado de la norma de su proyeccion ortogonal sobre Eg,
se calculacon laformula

PWE = & [vvi)’
k=P+1

c) a(w)i Eg s sdlosi w esaguno delosvaores w;,w,,...,wp (ver apéndice).
d) Si definimos:
M 2
bw)= & [(aw).v) (12
k=P+1
de (a), (b), (c) se deduce queb (w) =0s y sdlos w esunade lasfrecuencias w;, con 1£i £ P.
Es decir: la funcién b(w), con dominio en (- p,p], se anula Gnicamente en las frecuencias
buscadas.

Habitualmente, se grafica n(w) = ﬁ , Y las abscisas asociadas a los picos de esta funcion indican
W

|as frecuencias buscadas. En teoria m(w)vale ¥ en las frecuencias w;,con1£i £ P; en la practica

esto dificilmente ocurra, pero se obtienen valores muy altos que contrastan considerablemente con
el resto.

V. Célculo delafuncion b(w)
La eleccién de un arreglo de sensores equiespaciados permite € uso de la FFT ( Fast Fourier
Transform) paraevaluar b (w).

X M-1 _
Dado que: <alw),v, >=viaw)= § v e n

n=0
se deduce que <a(w)v, > es la transformada de Fourier de [V Vi ..V |, evaluada en w.

Eligiendo unalongitud L conveniente, se aplica FFT a cada v; ,paa M - p+1E£EKk £ My seevala
(12) en w, :Tl,con OEIEL-1

2,9
L o

Tedricamente, se trata de hallar los P ceros de esta funcién. En la préctica, se trata de hallar los P
minimos locales més pequefios.



Si f; esuno detalesminimos, g; se obtiene de larelacion:

-p +%li =prsen(g;) (13)

V. El modelo en presencia deruido
Suponemos que la sefial, después del muestreo, queda afectada por ruido blanco aditivo.

Seregistra: Yin = Xin T Ny
donde X, estddada por (11), y nk, €s una muestra de la variable aleatoria Ny, que verifica:
E(Ny,) =0

NI - 2
E(NN; ) =dydys
Suponemos que X es deterministica, aunque la hipotesis de que sea aleatoria conduce a resultados
similares alos que se obtienen a continuacion.

Se define; R, =1E(YY*)
N
Como:
1 -0 1 _ab
N Egh 1YkhY ﬂ_ — Eghal(xkh + Ny ) (X + Nlh)_
_1é} N
—ﬁgﬁ E(XXin) + a E(X,Njp) + a E(XnNy) + a E(NkhNIh)u
:N(Rx)kl +dy s 2
se obtiene: R, =1RX +s 2
N

para R, se pueden elegir los mismos autovectores que para R y, comparando con e apartado
anterior, sus autoval ores seran:

Ligsz ey
paralos primeros P autovectores, y s paralos (M-P) restantes.
Si se conoce en forma exacta la matriz Ry, el procedimiento descripto anteriormente para sefiales
sin ruido se aplica agui con el mismo grado de precision.
En realidad, con los datos registrados (yin), e tiene una estimacion de Ry

~ 1.
Ry - ﬁ yy
Esta situacion introduce un error aeatorio en la estimacion de direcciones de arribo. Las
consideraciones tedricas acerca de este error exceden el alcance del presente trabajo [4],[5], pero se
testea su efecto en las pruebas que se describen mas abgjo.

V1. Descripcion del procedimiento propuesto parala simulacion
Asumimos una sefia de laforma (1) parala simulacién. Debemos entonces precisar:
a) Quésefid S(t)seusara
b) Cémo efectuar el muestreo para obtener lamatriz (X, ) de datos.



a) La moduladora S(t) que empleamos en las pruebas consta de una repeticion de pulsos (figura 2),
donde cada pulso es una funcién gaussiana. Esta eleccion se hizo para disponer de un control
sencillo sobre &l rango de frecuencias de St).

Figura2

Supdngase que los pulsos son réplicas de una funcion simétrica f(t) tal como seindicaen lafigura 3:

Sfit)

-4y2 0 972

Figura3
i étu 1
Se tendra entonces: St) = f(t- gag—g- -9 (14)
eda
donde q es € periodoy [x] indicala parte entera del nimero x.
.
Ahora se adopta: ft)=———e ? 15
p (t) o (15
24
donde se toma: a=— (16)
q
. X
Es sabido que lafuncion ——e 2 escas nulafuera del intervalo [ 4,4]. En consecuencia, €l
JoP
soporte de (15) coincide practicamente con €l intervalo g- 4 : ﬂlﬁ'. Con esto y larelacion (16), resulta
aa
gue f(t) tienelaforma:
1b7a -4/a ] 473 Toa
Figura4

Es decir, laduracion efectivadel pulso es %q :

Esta construccién es arbitraria y se justifica en la medida de su eficacia para la simulacion. Se
intenta aqui lograr que, para simular arribos multiples, pequefias diferencias en las demoras de las
distintas sefiales garanticen no solo el rango P de lamatriz S sino un buen condicionamiento de las
matrices involucradas.

Por otra parte, latransformada de Fourier de (15) es:



WZ

f(w) -1 e 2
CUyO soporte es practicamente [ 4a,4a] . Este sera también el soporte del espectro de amplitud de
S(t), por propiedades conocidas de laT.F.
Combinando (14), (15) y (16), setiene

S(t) :i q[] 30 /2 T A ﬁ[%]%zf)) 2/2 :ie‘ (at- 24[%]‘12) 2/2 (17)
N J_ 2p
b) Fisicamente, laforma complegjadelamatriz X se obtiene con demodulacion en fase
y en cuadratura para cada sensor y posterior muestreo.
Para efectuar la simulacion, se disefi6 un método de muestreo directo que reproduce
mateméticamente el procedimiento fisico mencionado.
Se aplica el método para una sefid (ver (3)).

Sefijadt = E, y Se muestrea:
Wo

Re(xkh) =Z, (hdt)
= CS(hdt - t )cosw, (hdt - t - (k- 1)Dt))

Im(X,,)=- Z, ?d“’ﬂd

009

=-C a?1dt+—-t—co a?1dt+_-t-(k 1)Dti£

k 5% -

Im(Xy,) CS?dH—-t;Jcosc;wo(hdt t - (k- 2)Dt)+ %g
O

= CS(hdt - t )sen(w, (hdt - t - (k- 2)Dx)).
A laultimaigualdad se llega porque cos(x + %) = - senx y porque la hipétesis de banda angosta de

S(t) hace que los valores muestreados sean précticamente iguales si la diferencia de tiempo es
L. Luego:
0

Xy = CS(hdt - t )g/Wo(hdt-t-(2)2) = ot - )o@ ilk-2x,
yaque wyhdt = h2p .
Obsérvese que se obtiene el mismo resultado que al muestrear la sefial definida en laexpresion (7).

VII. Pruebas
Como medida de larelacién de sefial-ruido, se adopta la expresién estandar

NR = 10|og1088p°t( )8 b decibales
S ﬂ

donde s 2 eslavarianza del ruidoy pot(X) =%é_ xZ esla potencia de la sefial. Para el célculo,
k=1
se considerala sefia recibidaen el primer sensor del arreglo.



El ruido se simula con numeros complgos:. n,, =a,, +ib,,, donde a,, y by, son nimeros

2
pseudoal eatorios con distribucion normal de valor medio 0y varianza 57 :

En lastres pruebas exhibidas se utiliz6 la FFT con 1024 muestras.
La relacion sefial-ruido usada fue de —10 db en los tres casos. La figura 5 exhibe la sefial resultante
de agregar ese nivel de ruido.
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La figura (6) muestra el grafico de lafuncion i (con el dominio en Hz), en una prueba efectuada

con una Unica sefial, con angulo de arribo g de 28° (ver figura 1), detectada con un arreglo
simulado de 50 sensores.
Lamejor aproximacion para el angulo mencionado, con 1024 muestras, es €l valor:

q(=27.953 (18)
obtenido con larelacion (13).
Se efectuaron 100 pruebas en estas condiciones, obteniéndose una media muestral de 28° y una
desviacién estandar muestral de 0.036°.

! ; ; ; ; ;
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Fig7 Fig8
En lafigura7 se exhibe el resultado de una prueba para dos fuentes ubicadas a 28° y 32°.
L as mejores apréximaciones obtenibles con 1024 muestras de la FFT son respectivamente:
27,953y 31,957° (19)

El retardo entre sefides es 1/24 del periodo (ver punto VI). Ademés, se empled un arreglo
simulado de 200 sensores.

En distintas pruebas, con -10 db, siempre se obtuvieron los angulos dados en (19). Esto se debe a
gue se trabgja con un rango discreto de frecuencias y las oscilaciones son pequefias debido al
numero de sensores simulados.



En pruebas no presentadas aqui en las que se usd una FFT con 8192 muestras, hay variaciones de
los maximos detectados para distintas pruebas.
En las figura 8 se exhibe e resultado de una prueba para tres fuentes ubicadas a —20°, 20° y 60°,
cuyas mejores aproximaciones para 1024 muestras de FFT son respectivamente:

-19.986°, 19.986°, 59.909° (20)
El defasaje de sefiaes es de 1/4 de periodo entre la primeray la segunday también entre la segunda
y la tercera. En distintas pruebas se recuperaron siempre los valores (20). Cabe la misma
observacion hecha para el gemplo anterior.

VI1II. Conclusiones

Las pruebas avalan la correccion del muestreo propuesto, aunque cabe aclarar que la elevada
precision de |os resultados obtenidos se debe a que la simulacién fue efectuada en condiciones muy
favorables: gran cantidad de muestras, alto nimero de sensores simulados y pocas fuentes.

IX. Reconocimientos

Este articulo fue escrito en e marco de un convenio de cooperacion entre la CONAE vy la
Universidad Nacional de la Matanza. Se agradece €l soporte del Departamento de Ingenieria e
Investigaciones Tecnoldgicas de dicha Universidad y e asesoramiento brindado por profesionales
delaCONAE.

X. Apéndice
Se eshoza aqui una prueba del punto I11 c.
Vae: R=XX" = AS(AS) = A(SS)A" = ARGA

R, es una matriz hermitica de PxP y rango P, (porque rg(T) = rg(TT "), paratodamatriz T). Por lo

tanto, se puede escribir en laforma: Rg =VLV, donde las columnas de V son autovectores de R,

lamatriz L es:

g, 0 O Ou

é a

a0 9, 0 0y

é0 0 . o0du
é a
g0 0 0 gpg

y losautovalores g;,con1£ i £ P,son todos reales positivos.

Entonces:
R= ALV A
R= AV VLV A
R=(AVVL JAVVL )
LIamando: B=AVJ/L
resulta; R=BB"
y: rg(B) =rg(A) = P.

Por o tanto, las columnas de B generan el mismo subespacio que las columnas de A.
Se trata de ver que este subespacio es exactamente Eg.



Para esto basta ver que cada uno de los vectores v,,Vv,,....,Vp, €S combinacion lineal de las
columnas de B.

Vale: lv, =Ry, =(BB" ), =B(B"v,) paa 1£i£P.

1 L
Llamando d; = B"v;, resulta v :l—Bdi con lo cua v, esunacombinacion linea de las columnas
i

de B.

ENtonces v, Vy,....,Vp Y alw, ),aWw, )....a(wp ) generan e mismo subespacio E;.

Para cualquier otra frecuencia w distinta de w;, a(w,),aW,)...a(w, ) aw) son lineaimente
independientes, yaque P <M . Por lo tanto, a(w)i Es.
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