Capitulo 3
El Modelo de Gross-Neveu

3.1 Introduccion y Generalidades

En este capitulo y los siguientes estudiaremos algunas teorfas bidimensionales de
campos desde el punto de vista de sus simetrias. Como sefialabamos en la intro-
duccién estos modelos simples presentan caracteristicas y propiedades que serian
bienvenidas en teorias realistas en 4 dimensiones (libertad asintética, generacién
dindmica de masa, invarianza de escala, etc.). Este capitulo serd dedicado al modelo
de Gross-Neveu (G-N) quiral. Este modelo, que consta de N fermiones de Dirac sin
masa con una interaccion cudrtica, fue introducido por D.Gross y A.Neveu en 1974
para estudiar la ruptura dindmica de simetria en teorias de campos asintéticamente
libres (Gross y Neveu, 1974).

Los autores, en su trabajo original, analizaron esta teoria usando la aproxima-
cién 1/N (N es el n° de fermiones) y obtuvieron dos importantes resultados: 1) la
teoria es asintéticamente libre y 2) ocurre una ruptura dindmica de simetria con
la correspondiente aparicién de un bosén de Goldstone. Sin embargo este idltimo
resultado es contradictorio pues se opone a la tesis del teorema de Coleman (Cole-
man, 1974) la cual asegura que no existen bosones de Goldstone en 2 dimensiones.
Esta contradiccién fue resuelta por Witten (Witten, 1978) quien usando técnicas de

bosonizaciéon bidimensional demostré qué el modelo de G-N no presenta ruptura de
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simetria y que por lo tanto aunque existe un bosén no masivo este no es un boson
de Goldstone. Asimismo mostré que la aproximacién 1/N es una buena guia para
conocer todas las propiedades de la teoria excepto para saber si existe ruptura de

simetria.

El lagrangiano propuesto por Gross y Neveu tiene la forma:
L = Piy.0¥ + ¢?N/AN[(I¥)? — (T~°¥)?] (3.1)

donde ¥ es un espinor de Dirac de N componentes. Este lagrangiano es invariante
frente a las siguientes transformaciones globales:

a) U(1) vectorial

U — el ¥ — P (3.2)

b) U(1) quiral

U — %0 | ¥ — e (3.3)

(en ambos casos # en una fase constante)

c) SU(N) vectorial

U — e, T — T (3.4)
con ¢ perteneciente al algebra de Lie de SU(N).

El lagrangiano (3.1) puede llevarse, por medio de una transformacién de Fierz

(Mitter y Weisz, 1973), a la forma:

-, 1 ... 145 4.0
L= Viy.0¥ — 5931.7#.7” - Eg?w;,y“ (3.5)

donde g% = ¢%/2N y j,, j,‘f son las corrientes de Noether asociadas a las simetrias

vectoriales U(1) y SU(N) respectivémeni}e:
= Uy (3.6)
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i = Iyre v (3.7)

(t® son los generadores de SU(N)). Esta forma del lagrangiano de G-N es muy conve-
niente pues pone claramente de manifiesto las simetrias de la teoria y permite, como
veremos, proceder a la bosonizacién de manera tal que estas invarianzas continuen
explicitas.

Mencionemos finalmente una propiedad de este modelo descubierta por R.Dashen
y Y.Frishman (Dashen y Frishman, 1975). Estudiando la funcién § de Callan-
Symanzik del lagrangiano en su versién (3.5) encontraron que el modelo deviene
invariante conforme para un valor determinado de la constante de acoplamiento gy.
Notemos que este resultado parece contradictorio con el de generacién dindmica de
masa obtenido por Gross y Neveu. En las secciones siguientes utilizando técnicas de
bosonizacién no abeliana en el marco de la integral funcional, reobtendremos este

resultado dentro de un resultado mas general.

3.2 El Campo Vectorial Auxiliar

Esta secﬁién y las siguientes estaran’dedicadas al estudio de las simetrias del modelo
G-N quiral con el auxilio de técnicas funcionales. Los resultados que obtendremos
constituyen una de las contribuciones originales de esta tesis. Parte de ellos han
sido expuestos en la referencia (Moreno y Schaposnik, 1989).
Recordemos que lagrangiano del modelo G-N podia ser escrito luego de efectuar
una transformacion de Fierz, de la forma:
= . | P P
L= Wiy.00 ~ 5945"ju — 5987"" I (3.8)

1
Como ya habiamos mencionado las constantes g4 y gy son proporcionales, sin
embargo generalizaremos este modelo al considerarlas constantes independientes.
Recordemos también que el lagrangiano (3.8) es invariante frente a los grupos de

transformaciones globales U(1) x U(1) quiral y SU(N) vectorial.

33



Resulta 1til para nuestros propésitos eliminar los términos de interaccién cuér-
ticos introduciendo campos vectoriales auxiliares. Por ejemplo, el término de inte-

raccién proporcional a g% puede escribirse:

exp{—2g2 [ da®j*jz} = [ DAL expli [ d%(%AZA““ — ALY} (39)
donde A} es el campo vectorial auxiliar con un indice en el dlgebra de SU(N).
Una ecuacion similar se encuentra para el término de interaccién del sector U(1)
proporcional a g% introduciendo un campo vectorial abeliano a,. En término de

estos nuevos campos la funcional generatriz del modelo toma la forma:
7= / DUDYDA®DE expli / E2(Ler + Lruntss)) (3.10)

donde:
Lor = P70~ gaa — v AU + Laya¥ + tr(A,A¥) (3.11)
Hemos definido A, = Ajt® siendo t* los generadores hermiticos de SU(N) en la
representaciéon fundamental:
[t8,¢)] = ifebete | (3.12)
normalizados segﬁn tr(t°tb) = 18°.

Notemos que aunque los campos vecforia,les A, y a, interactian minimamente
con los campos fermidnicos la teoria no es invariante de gauge debido a la presencia
de los términos cuadraticos a? y AZ.

A causa del papel manifiestamente distinto que juegan las simetrias U(1) respecto
de la SU(N) es conveniente tratarlas separadamente. Destinaremos la siguiente
seccion al analisis del sector se simetria U(1) y la subsiguiente al andlisis del sector

SU(N).

3.3 Bosonizacién. Sector U(1)

Es posible factorizar facilmente la contribucién U(1) de los campos fermidnicos rea-

lizando un adecuado cambio de variables. En efecto puesto que en 2 dimensiones
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todo campo vectorial bajo ciertas condiciones generales, puede descomponerse en
la suma @ = rot¢ + divy podemos entonces realizar la siguiente transformacién
(Furuya, Gamboa Saravi y Schaposnik, 1982):
1
ay = 5;(6,,,,6,,(}5 — 0un) (3.13)

U = iy — U,y - (3.14)

J = Xe(—"ﬂﬁ“/w) =)-(Uo

Teniendo en cuenta las particulares propiedades de las matrices de Dirac en 2
dimensiones, es ficil mostrar que el anterior cambio de variables desacopla com-
pletamente al campo a, de los campos fermidnicos en el lagrangiano (3.11). Estas
transformaciones, cuando se las introduce en la funcional generatriz Z, no estan

libres de un jacobiano.
Consideremos por ejemplo la transformacién (3.13). Puede demostrarse fécil-

mente que su jacobiano asociado es de la forma:
Da,Da; = det('—gzaﬂa#)pwq. (3.15)
Este determinante se puede exponenciar utilizando ghosts a.nticonmutaﬁtes £y &
det(——,0%) = / DEDE exp{—- / dzE0¢) (3.16)
94 94 '

Denominaremos Zgh a esta contribucién a la funcional generatriz, que por no de-
pender de los campos 7,4 ni £, solo tendrd relevancia en el cilculo de aquellas
magnitudes que involucren a la métrica (por ejemplo el tensor de energia impulso).

Mencionaremos que una teoria de ghosts como la definida en (3.16) es invariante
conforme. Las componentes holomérficas y antiholomérficas del tensor de energia

impulso:

Teu(Z) =-:0280z¢:
TGH(Z) = 62562{ (3.17)



satisfacen algebras de Virasoro con carga central ¢ = —2.

El jacobiano asociado al cambio de variables fermidnicas (ec. (3.15)) requiere mas
cuidado. Fujikawa (Fujikawa, 1979) ha mostrado que siendo la medida de integracién
fermidnica sensible a los cambios quirales, la transformacién (3.15) involucra un
jacobiano no trivial dependiente de los campos ¢ y 7. Este jacobiano puede evaluarse
usando diferentes técnicas de regularizacién como el método de funcién ¢ de Riemann
(Gamboa Saravi, Muschietti, Schaposnik y Solomin, 1984) o el método del niicleo de
la ecuacién del calor (heat-kermel) (Fujikawa, 1979,1980). El resultado es: (Furunya
Gamboa Saravi y Schaposnik, 1982, 1987):

: .
Jr = exp{2—z7r-/d2m6“¢3“¢} exp{%/dzza#au} (3.18)

donde a es un pardmetro indeterminado relacionado con la prescripcién de regula-
rizacién utilizada. En particular el valor de a = 0 corresponde a una regularizacién
invariante de gauge (regularizacién que no estd justificada en nuestro caso pues el
lagrangiano (3.11) no es invariante de gauge).

En términos de las nuevas variables, la funcional generatriz Z se escribe:
Z = ZSU(N)-ZU(I)-ZGh (319)
donde

Zsuwy = / DxDxDA, exp{i / dz[%7.(i0 — gy A)x + trA, A%} (3.20)

Zyay = [ D¢Dnexp{s [d®z[(1 +a+ E’%—)@(b@“(ﬁ +
(a+ 75)-0m0unl} (3.:21)
La funcional “semi-bosonizada” (3.19), (3.20) y (3.21) permite ver ficilmente

cémo se desacoplan del resto las excitaciones no masivas asociadas a la simetria U(1).

Evaluemos por ejemplo la funcién de correlacién de 2 puntos < ¥(x)¥(0) >. Una
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vez realizadas las transformaciones (3.13) y (3.15) descubrimos que la contribucién

U(1) se factoriza:

<U(@)¥(0)> = < Ux(z)xU,(0) >
= < x(z)x(0) >suw< U,(2)U;(0) >uqy (3.22)
El primer valor de expectacién se obtiene a partir de la funcional Zgy(ny (ecuacién

(3.20)) y el segundo a partir de Zy(;) (ecuacién (3.21)). Este dltimo cilculo puede

hacerse exactamente en forma simple:

< Us(z)Uz(0) >= (ulx|)~H(Ca) (3.23)
con
94 1
H(ga) = — |1- =7—| 20 (3.24)
o + 24 1+ o8]

El fenémeno del desacoplamiento de las excitaciones no masivas asi como el
comportamiento tipo potencia en lugar de exponencial decreciente asociado a la
ruptura de simetria para el valor de expectacién (3.23) fue predicho por Witten
quien afirmé de acuerdo a este resultado que el modelo no presenta ruptura de
simetria. Es importante notar que si g4 = gn/N se obtiene en el limite N — oo un
valor de expectacién no nulo para grandes distancias, es decir que la simetria esta

realmente rota en N = oo como adelantaron Gross y Neveu.

3.4 Bosonizacién. Sector SU(N)

Estudiemos ahora el sector de simetria SU(N). Es posible desacoplar el campo A,
de las variables fermidnicas realizando un cambio de variables similar al realizado

en la seccion anterior. Escribamos

xe=9¢'n ,"xe=h""nR (3.25)
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para las componentes fermiénicas de quiralidad izquierda y derecha respectivamente.
Los campos bosénicos g y h toman valores en el grupo SU(N) y estan relacionados

con A, a través de las ecuaciones:
R
Ay = —(==)97 049
9N .
?
A- = —(—)r'0_h (3.26)
gn
Estos cambios de variables desacoplan totalmente las variables fermiénicas de las
bosénicas y como en el caso abeliano tienen asociados jacobianos cuando se efectian
en la medida integracién de la funcional generatriz.

Comencemos analizando la transformacién fermiénica (3.25). Su jacobiano aso-

ciado es:

I = 4060~ gu ) .

donde ambos determinantes deben calcularse mediante una regularizacién adecuada.

Usando las técnicas ya mencionadas para el caso abeliano se obtiene el resultado

(Polyakov y Weigmann, 1983). ‘
Jp = exp{—iW[gh~!] = iaTr] / d22g=10, gh~'9_h]} (3.28)

donde WU] es la accién de W-Z-W definida en el capitulo II (ecuacién (2.95).
Nuevamente encontramos un parametro indeterminado, a , que refleja las distintas
posibilidades de regularizacién en el cdlculo de los determinantes. Por ejemplo el
valor @ = 0 corresponde a una regularizacién invariante de gauge (Jr(a = 0) es
un escalar bajo las transformaciones locales g — g0 y h — hU con U € SU(N));
en cambio el valor @« = —1/4r corresponde a una regularizacién que preserva la
simetria global quiral SU(N) (es decir g — gV y h — AW con V,W € SU(N). Este

tltimo resultado se verifica ficilmente usando la identidad de Polyakov-Weigmann

(ecuacién (2.91) del Capitulo II), pues en este caso Jp toma la forma:
Jr(a = =1/4n) = exp{—iW[g] — iW[R']} (3.29)
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y la simetria es obvia.

Analicemos ahora los jacobianos asociados a las transformaciones (3.26). Tene-

mos:

DAy, = JlgDg

DA_ = J[h)Dh | (3.30)

y es facil ver, considerando una transformacién infinitesimal en (3.26), que:

Jg] = det(fjl(gg) ) = det DAPI(A,) (3.31)

donde DAP7(A) es la derivada covariante en la representacién adjunta. Existe un
resultado que relaciona el determinante en la representacién fundamental con el de-
terminante en la representacién adjunta. En efecto, como se muestra en el apéndice

vale la siguiente identidad:

PERETS) I 71 e

donde Csy(n) es el Casimir del grupo SU(N) 7 la representacién adjunta. Para

nuestra eleccién de los generadores tenemos:
Csuny = N (3.33)
Una vez calculadas todas las contribuciones a Zsy(v) podemos finalmente escri-
bir:
Zsuwy = /DﬁDneifd%ﬁ?n

H{—=(2N+1)W[gh~1]—(2-+(2N+1)a) [ dlztr(g—18+g1h~18-h
./DgDhe{( Wl ](;2;( ))f (9 g )

. det (D7) det(94P7) (3.34)

Los 2 dltimos determinantes (que prdvienen de las ecuaciones (3.31) y (3.32)) pueden

exponenciarse usando ghosts anticonmutantes p%, e® en la representacion adjunta de
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SU(N).
det(84P7) det(8AD7) =
J Dp%Dp® DeDe exp{i [ d*z(pf.0-&* + p*04€°)}(3.35)

Llamaremos Z a esta confribuciép, que como en el caso abeliano corresponde a
una teorfa conforme. Puede comprobarse que det 427 solo contribuye a la com-
ponente holomérfica del tensor de energia impulso y det 340/ a la antiholomér-
fica. Ambas componentes satisfacen un dlgebra de Virasoro con una carga central

¢ = —2dim SU(N) = —2(N? — 1).

3.5 Invarianza Conforme

Mostraremos en esta seccién que la funcional generatriz (3.34) corresponde a una
teoria invariante conforme cuando la constante de acoplamiento gy toma determi-
nados valores.

Es'inmediato ver de la ecuacién (3.34) que un posible modelo invariante conforme
se obtiene ajustando la constante de acoplamiento gy de manera tal que cancele el

término cuadratico AL A_, es decir que se verifique:

L @ +2Na=0 (3.36)

gn
Para esta elecciéon de gy (que llamarenos gy ) la accién efectiva Zsy(n) posee una

invarianza local SU(N) : g — gU(z),h — hU(z) (U € SU(N)). Debido a esta
invarianza local, la definicién correcta de la funcional generatriz exige que se divida
por el volumen del grupo de integracién Qsy(n) . Luego si redefinimos U = gh™! (la

medida de integracién Dg es la medida invariante de Haar) obtenemos:

Zsu(N) = /DﬁDne"fdl‘""_’a”.Zgh-/DUe““ZNH)W[U] (3.37)
Qsu)

puesto que la integracién en & es trivial y se cancela con Qsy (). Es decir , obtuvimos
una accién efectiva constituida por tres factores independientes, cada uno de los

cuales corresponde a una teoria invariante conforme:
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a) fermiones libres.
b) ghosts libres. | .
c) bosones con una accién de W-Z-W.

Concluimos entonces, a la luz de los resultados del Capitulo II, que para el valor
de la constante de acoplamiento:

*2 1

g = "0 +2Ma (3.38)

la teoria es racional conforme y las corrientes asociadas a las simetrias quirales

SU(N)L x SU(N)g del modelo de W-Z-W:

Ji
J. = (2N +1)Ua_U!

i(2N + 1)U~19, U (3.39)

satisfacen un algebra de Kac-Moody con nivel K = 2N + 1 y teniendo en cuenta
las contribuciones de los ghosts y la de los campos abelianos ¢ y 7, el algebra de

Virasoro que satisface el tensor de energia impulso total posee una carga central:

c=1 (3.40)

Notemos que la simetria quiral U — Q(z7)UA"!(X*) que posee el modelo en
este punto, es trivial debido a nuestra eleccién de la parametrizacién de los campos
Ay y A_ en funcién de los campos g y h, y por lo tanto no corresponde a una
simetria de los fermiones originales.

Es posible encontrar otro valor critico de gn para el cual la teoria tambien pre-
senta invarianza conforme. Utilizando la identidad de Polyakov-Wiegmann podemos

escribir a Zsy(yy de la forma:

ZsuNy=Zr - Zgh. / DgDheH{-@N+)Wll-@N+)W[A™) (3.41)

—i{;é;+(2N+l)(a+é)} J d=Tr(g~20+gh~15—h)
€
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(Zr es la funcién generatriz de los fermiones libres). Se ve entonces claramente que

fijando gn, de tal manera que anula la ultima exponencial:

1
2 __
IN'Z TN ¥ 1)(a + 1/4n)

(3.42)

la funcional generatriz corresponde nuevamente a un modelo invariante conforme.

En este caso la carga central de Virasoro (teniendo en cuenta la totalidad de los
1

campos) sera:

c=2N?-N (3.43)

Es importante notar que en este tltimo caso la accién efectiva tiene una inva-

rianza quiral global SU(N) x SU(N) frente a transformaciones de la forma:
g—gA, h— hB (A,BeSU(N)) (3.44)

que se corresponden exactamente con las transformaciones quirales de las variables

fermidnicas originales:
\I»’L—>A_1\I’L N \IJR—-)B_I\FR (345)

como puede verse de las ecuaciones (3.25). Es decir que para el valor de acoplamiento
g** , la simetria vectorial se extiende a una simetria quiral.

Concluimos entonces que existen dos valores criticos de la constante de acopla-
miento gy , dados en (3.38) y (3.42) para los cuales el modelo deviene racional
conforme y la simetria vectorial global SU(N) se extiende a una simetria vectorial
local SU(N) en el primer caso y a una simetria quiral global SU(N) en el segundo.

Como habiamos mencionado en la introduccién R.Dashen y Y.Frishman habian
notado parte de este fenémeno. En efecto ellos mostraron que’para ciertos valores de
gn el modelo presenta simetria c'gnfqrme. Eligiendo en nuestro modelo bosonizado
la regularizacién a = —1/47 (que asegura la equivalencia entre la accién de W-Z-W

y una accién de fermidnes libres) obtenemos el valor critico hallado por Dashen y
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Frishman:
4z

*2 __
VT AN+
(en la referencia Dashen y Frishman, 1975) aparece incorrectamente (N + 1) en el

denominador de (3.46)).

(3.46)

Para esta regularizacién no existe ningtin valor finito de g&™ como puede verse

de la ecuacién (3.42). En este caso g3? es el dnico punto critico de la teoria.
Concluimos sefialando que el haber hallado que el modelo de Gross-Neveu es
invariante conforme para ciertos valores de la constante de acoplamiento es uno de
los resultados importantes de esta tesis. En particular confirmamos por primera vez
en forma explicita el comportamiento predicho por el teorema C de Zamalodchikov
(Zamolodchikov, 1986; Ludwig y Cardy, 1986). En efecto vemos que el modelo co-
rresponde a una teoria en la que puede definirse una funcién C(g) tal que C(g*) y
C(g**) corresponden a valores de la carga central de Virasoro en los puntos g* y g**

donde el modelo es invariante conforme.
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