Capitulo 6

Modelos ¢ no lineales acoplados a
fermiones de Weyl

6.1 Introduccién

Vimos que las teorias cuanticas de campos de fermiones en interaccién con campos
de gauge no abelianos exhiben en algunos casos una anomalia en la corriente de
gauge. Esta anomalia es generalmente una manifestacién de una obstruccién global
para definir la teoria correctamente. Recientemente se ha observado que ciertos
modelos o no lineales presentan anomalias cuando estdn acoplados a fermiones de
Weyl que no se transforman en una representacién libre de anomalias.

Los modelos o no lineales son teorias campos en los cuales las variables dina-
micas (bosénicas) toman valores en una variedad Riemanniana M. Los modelos o
homogéneos son aquellos en los que la variedad M resulta el espaéio homogéneo
G/H siendo G un grupo de Lie y H el subgrupo de isotropia.

Los modelos o homogéneos acoplados a fermiones de Weyl son relevantes para
la fisica de particulas en las aproximaciones de bajas energias (Coleman, Wess y
Zumino, 1969; Callan, Coleman, Wess y Zumino, 1969). En una aproximacién de
lagrangiano efectivo se considera una teoria que incorpora un grupo G de simetrias
quirales (realizadas linealmente en alguna teoria subyacente) espontaneamente rota

a un subgrupo H por debajo de cierta escala energética. Las teorias de bajas energias
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describen entonces a bosones de Goldstone que toman valores en el espacio coset
G/H con G realizado de manera no lineal como grupo de simetria. Los teoremas
de bajas energfas se deducen de las identidades de Ward manifestando la presencia
de la simetria original G en el mundo de las bajas energias. Cuando se acoplan
fermiones de Weyl a estos modelos las identidades de Ward devienen andmalas.
Estas anomalias deben ser canceladas para asegurar la consistencia de la teoria.

Proponemos en este capitulo un método de cuantificacién de los modelos o ins-
pirados. en las ideas de Polyakov (Polyakov 1981), Babelon, Schaposnik y Viallet
(Babelon, Schaposnik y Viallet, 1986) y Faddeev- Shatashvili (Faddeev y Shatash-
vili, 1986) sobre cuantificacién en presencia de anomalias que conducen a teorias
consistentes.

La idea que subyace tras nuestra propuesta es la siguiente. En el formalismo de
la integral funcional la accién efectiva debe considerarse como una integral sobre
el total del grupo G aunque clasicamente los grados de libertad definidos sobre H
pueden ser trivialmente eliminados. Debido a la presencia de los fermiones de Weyl
estos grados de libertad no pueden ser eliminados sin crear términos anémals.
Como consecuencia los campos sobre H reaparecen integrando una accién efectiva
no trivial que contiene una accién de Wess-Zumino. Este mismo fenémeno es el que
ocurre con la accién de Liouville en la cuantificacién de cuerdas y con la accién de
Wess-Zumino en la cuantificacién de teorias de gauge y gravitacionales acopladas a
fermiones de Weyl.

La propuesta aqui descripta se halla expuesta en la referencia (Moreno, von

Reichenbach y Schaposnik, 1989).

6.2 FEl modelo ¢ no lineal

Consideremos una teoria de Np campos escalares ¢; que toman valores en el es-

pacio coset G/H donde G es un grupo-de Lie y H es el subgrupo de isotropia.
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(Ng = dim G — dim H). Los campos escalares estan acoplados a fermiones de Weyl
transformandose en alguna representacién py del subgrupo H.

Llamaremos H*(1 < a < dim H) a los generadores del algebra de Lie de H
(k) y "1 <i < N, B) a los demds generadores de G. Asumiremos también que el
algebra de Lie de G admite una separacidn reductiva es decir que las relaciones de

conmutacién tienen la forma:

[H®, H®] = if***H* (6.1)

(H®,T) = i fT

[T, T%) = if T* + ifH".

La primera ecuacién (6.1) expresa la condicién de subgrupo de H mientras que la
segunda es la condicién de separacién reductiva (que es siempre posible si H es
compacto). Usaremos la convencién siguente: los indices (a,b,c,....) corren sobre los
generadores de H y los indices (¢,7,k:--) sobre los demds generadores de G . Los
generadores de G y H son ortogonales respecto del producto interno invariante G
definido por la traza.

Los campos ¢; son coordenadas locales del espacio cociente G/H y siempre pue-
den ser definidas de manera tal que las isometrias en H dejen el origen invariante
(Coleman, Wess y Zumino, 1969). Estas coordenadas estan parametrizadas por los
elementos de G:

g(p) = 5T (6:2)

El modelo o acoplado a fermiones de Weyl puede ser formulado a partir del si-
guiente lagrangiano en el espacio de Minkowski bidimensional (di Vechia, Ferrara y

Girardello, 1985): ‘
C = tr(D,g)f D*g — i¥y.DW (6.3)

donde ge G y D, es la derivada covariante respecto de H:
Dug = 0Ou9—gAH® ~(6.4)

65



DU = 8,U— A%py(H*)¥,

i

pr(H®) es el generador a-ésimo de H en la representacién fermiénica py y A, es un
campo auxiliar que toma valores en el algebra de Lie de H. Los fermiones ¥ son de
quiralidad derecha, ¥ = y5¥.

Las ecuaciones de movimiento del campo A, permiten escribir a este en funcién

de los campos g y ¥ :
- 1 7123 a
Au=9g7'0uglu + 5ij* H (6.5)

donde
j* = Uyt py(H®)¥ (6.6)
en la corriente vectorial fermidnica y hemos indicado con el subindice g la proyeccion

sobre la subdlgebra H.

Reemplazando este valor de A, en el lagrangiano obtenemos:
L = tr(g7'dugle/ng ™ dugle/n) — i¥7.D[Au(9)]¥ (6.7)
donde la derivada covariante toma la forma:
D,[A] = 9, — Au(9) | (68)
con A,(g) la conexién candnica (Ginsparg, 1985):
Aulgl = pu(97 Bugln)- (6.9)
En virtud de la parametrizacién (6.2) podemos escribir para los elementos de G
g=g"h . (6.10)

con g* dado por (6.2) y heH:
| h=e" neh (6.11)

Mencionaremos ahora 2 importantes propiedades, consecuencia de las relaciones

de conmutacién (6.1). si ge G y he H valen las siguientes identidades:
=l (g™ dg)hly = b7 (97 dg)luh (6.12)
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h=Y (g~ dg)hlo/n = k™' (g7 dg)|a/uh (6.13)

Utilizando la parametrizacién (6.10) para los elementos de G y con la ayuda de

las identidades (6.12) y (6.13) podemos escribir el lagrangiano (6.7) de la forma:
L = —g:($)0,4' 0,7 — 1¥7.D[A*W[g]] ¥ (6.14)

donde g;;(¢) es la métrica natural invariante G sobre G/H:

¢ —ig 06"

9i;(¢) = tr(e™ 90 og la/m) | (6.15)
y la conexién A,(4) toma la forma:
Au(9) = pu(e*0,e”|u). (6.16)
Hemos definido:
AZ® = (k)™ Aup(R) + p(h) ™ Bup(h). (6.17)

Es importante notar que clasicamente el campo h no juega ningin papel en el

lagrangiano (6.14) pues puede ser eliminado mediante una transformacién de gauge:
U — p(h) !0, U — Up(h) (6.18)

resultando:

£ = —g;($)8,6'0"¢ — iUy.DIA]Y (6.19)

Sin embargo, como fue discutido en el capitulo anterior, la transformacién (6.18) es
anémala cuando los fermiones involucrados son de Weyl. Tomaremos entonces al

lagrangiano (6.14) ( y no al (6.19)) como punto de partida palra. la cuantificacion.

6.3 Simetrias

A nivel clasico el lagrangiano (6.14) es invariante frente al grupo de transforma-

ciones globales G. Estas transformaciones se implementan en las coordenadas ¢

67



definidas en (6.2) por multiﬁlicacioges a izquierda g* — Kg*. El elemento Kg*, que
se encuentra fuera de G/H, se lleva a la forma standart por una multiplicacién a
derecha de un elemento de H. La transformacién combinada mapea elementos G/H
en elementos G/H:

e — & = Kt f~¢, K] (6.20)
donde KeG global y f es el elemento compensador. En los fermiones esta transfor-

macion se implementa:
V- ()Y, T Tp(f)t (6.21)

Analicemos ahora el comportamiento de la métrica g;;(¢) y de la conexién cané-
nica A,(¢) bajo la transformacién (6.21). De su definicién se deduce que la métrica,

se transforma segin:

' — o d - 0e'?’
9ii(9) — gi;(¢') = tr(e™ g1 ¢ 9; la/u) (6.22)

Utilizando la forma (6.20) para las coordenadas ¢’ y con ayudas de la igualdad (6.12)
obtenemos:

'y 9¢* 9¢*
gij(¢) - gkl(¢) 6(}51 a¢;

Es decir: la métrica en G/H se transforma covariantemente frente a las trasnfor-

(6.23)

maciones G globales y por la tanto la invarianza del primer término del lagrangiano

(6.19) es obvia.

De la misma manera, pero con el auxilio de la igualdad (6.13) pude probarse que

la conexion A,(¢) se transforma como un campo de gauge:
Au(®) — AL(¢) = 47 (9) (6.24)

y compensa exactamente la transformacién fermiénica (6.21). Verificamos entonces

la invarianza del lagrangiano frente a la transformacién G en (6.20) y (6.21).
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La utilidad de la parametrizacion standard (6.2) para los elementos G/H queda
manifiesta en la forma que adquiere las transformaciénes (6.20) para simetrias en

H(KeH) . En este caso el campo compensador f es global y se reduce a K:
e o e = KK~ KeH (6.25)

Infinitesimalmente estas trasformaciones se pueden escribir de la siguiente ma-

nera:
A Si KeH
K~ 1+¢*H®
> e fiy
§U ~ ie*p(H®)T (6.26)

Es decir que las transformaciones en H estan representaaas linealmente en los
campos y no cambian el origen de G/H.

B Si K estd generado por los T;

K ~ 1+ €T¢
§¢' = & — L' fligk 4 Leighgt £l fie
50 ~Ligi gl fie p(H)¥ (6.27)

que generan una transformacion ne lineal sobre los campos.
Las corrientes de Noether asociadas a estas invarianzas son:

para el caso A:
12 = 20($)0,8' ¢ ¥ + Uy,up(e P 0he™) U 7 + 5 (6.28)
y para el caso B:

W = 20im()0u8 — gik(8)0.6' 6 f7F +
1

+§gik(¢)au¢i¢p¢lf,;naflka + iI”YuP(e_iQsameiélH)\p - .
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]. = _" " m 1 T, -t‘ 1 ma a
=5 U7up(e7 0k | ) U 7 + S Uyup(e ™ Oke™ ) U S £ f* -
i ‘a ram 13 A
—§]“fj . (6.29)

Finalmente notemos que si mantenemos al campo h en el langrangiano (como en
la ecuacién (6.14)), las rotaciones globales G pueden ser vistas como transformacio-

nes de los campos bosénicos ¢ acompanadas de rotaciones fermidnicas:
e — Ke'*f~1¢, H) (6.30)

U p(h~ fR)U (6.31)

o como transformaciones de los campos ¢ y h sin afectar a los fermiones:
e - Ke'*f! (6.32)

h— fh. (6.33)

6.4 Anomalias

Hemos visto que el grupo de isometrias G actiia sobre el modelo ¢ como una trans-
formacién de gauge en el subgrupo H (ver ecuaciones (6.21) y (6.24)). Luego, como
ya mencionamos, €l modelo puede presentar anomalias si los fermiones no se en-
cuentran en una representacion libre de anomalias.

Las anomalias surgen en este modelo a dos niveles. Primero, partiendo del
lagrangiano (6.14), la eliminacién del grado de libertad de gauge h no es posible.
Aunque la transformacién fermidnica (6.18) lo elimina del lagrangiano, aparece a
través de un jacobiano de Fujikawa debido a la no invarianza de gauge de la medida
de integracién. Esto es andlogo a lo que ocurre en teorias de cuerdas para d # 26
debido a la anomalia conforme. El grado de libertad de dilatacién de la métrica
bidimensional, que clasicamente desaparece de la accién, reaparece como un grado

de libertad fisica en la accién de Liouville luego de la cuantificacién (Polyakov, 1981).
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Existe un segundo lugar donde las anomalias pueden afectar la cuantificacién atin
si se parte del lagrangiano (6.19) (es decir, se fija el gauge clasicamente y luego se
cuantifica). En efecto, puesto que las anomalias surgen debido a la imposibilidad de
regularizar las divergencias ultravioletas de manera tal que la simetria sea respetada,
el teorema de Noether cudntico presentara un término anémalo, indicador de la
rotura de la simetria G. Con el objeto de analizar esta situacion consideremos la

accion efectiva del campo ¢.
eTle) — / DUDYe [ WrPU@IEe _ det 4 DIA(4)] (6.34)
Hagamos ahora una transformacién infinitesimal de la conexién A, (ecuacién (6.24)):

p(f) ~1+41v (6.35)

Au(9) = Au(9) —iD,w (6.36)

La accién efectiva I'(¢) cambiard entonces (ecuacién (5.17) del capitulo V):
GT@)T@) = 1 45 < / &P2(D, ") v > (6.37)

Por otra parte la transformacién (6.36) puede cancelarse mediante una rotacién fer-
midnica adecuada (ecuacién (6.21)). Sin embargo debemos tener en cuenta, como
lo expusimos en el capitulo anterior, que la integral funcional (6.34) estd mal de-
finida debido a la presencia de los fermiones de Weyl. Este problema se corrige
introduciendo fermiones libres de la quiralidad opuesta que modifican el operador
de Dirac. El operador modificado no es mas covariante de gauge y su determinante

no es invariante. Obtenemos entonces (ecuacién (5.19) del Capitulo V):
0@ -T@) — J1A, o] (6.38)

donde J[A,v] es el jacobiano de Fujikawa asociado a la transformacién (6.21). La
ecuacién de anomalia toma entonces la forma (ecuacién (5.20) del Capitulo V):

§J[A, ] _

o)~ < (D,j*)* > (6.39)
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Es decir la conservacién covariante esté subordinada a la eliminacién del jacobiano
de Fujikawa. .
El valor del jacobiano J[A,v] fue calculado en el capitulo anterior (ecuacion

(6.30)):
InJ[A,v] = —Zi;/dzmtr{(a_A,L —a0;A_ + a[A4, A_])v(2)}. (6.40)
Su valor para una transformacion finita (6.24):
Au($) = Au(g)” (6.41)
es de la forma (ecuacidén (5.26) Capitulo V):

nJ1A4,p(N] = Wi+ otr [ E2lAp(F)O-p( +  (642)
- +a(A_AY) — A_AL)]

donde W{g] es la accién de Wess-Zumino-Witten (Capitulo II). (El clculo del jaco-
biano en sus 2 versiones (6.40) y (6.42) puede hallarse en (Moreno, von Reichenbach
y Schaposnik, 1989).

La ecuacién (6.37) para las transformaciones globales generados por los elementos

T* (ecuacién (6.27)) se escribe:
T =1 - 2 [ dac'dl fi* < (Do) > . (6.43)

y en virtud de (6.38) y (6.40) la simetria es anémala para cualquier valor del paré-

metro a.

Sin embargo para las rotaciones en H (ecuacién (6.26)) tenemos
e = 1 4 jeo / &z < D,j*)* > o (6.44)
y si a = 0 (anomalia consistente) vemos de (6.40):

8T(4] = 0. (6.45)
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Si @ # 0 podemos, no obstante, agregar contratérminos adecuados al lagrangiano
original ( de la forma A, A*) de manera de obtenerse nuevamente el resultado (6.45).
Concluimos entonces esta seccién afirmando que: solo las rotaciones que no estan

en H son andmalas. Las rotaciones en H son no-andmalas.

6.5 Cuantificacién Consistente

Hemos visto que si los fermiones se transforman en una representacién anémala de
H, la accién efectiva (6.34) no es invariante frente al grupo de isometrias en G. Por
lo tanto, la teoria cudntica definida por esta accién efectiva no es consistente. -

Sin embargo, como ya lo anunciamos, un tratamiento cuidadoso de los grados
de libertad en H permite obtener una accién efectiva alternativa no anémala. Im-
plementaremos este tratamiento, que ha permitido definir de manera consistente a-
teorias de gauge y gravitacioﬁales acoplados a fermiones de Weyl (Babel6n, Scha-
posnik y Viallet, 1986; Harada y Tsutsui, 1987; Schaposnik y Vucetich, 1987) en el
modelo ¢ no lineal.

Considermos la integral funcional completa que describe al modelo dado en la

ecuacién (6.14):
Z = / D¢DhDYDYe | #=(=9:;048'04¢ ~il1.DIAXIT) (6.4€)

Intentemos eliminar al campo A fijando el gauge h = 1 mediante el procedimiento

de Faddeev-Popov. Consideremos entonces la resolucion de la identidad de Faddeev-

Popov:
] = / §(ht — 1) Dt (6.47)

Insertado (6.47) en (6.46) y haciendo el siguiente cambio de variable:

h— he
¥ - p (00, T — p(e) (6.48)
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obtenemos:
7z = / D¢DIDUDLI[EY, A(g)]et L@+i¥r.DA)¥s (6.49)

donde J[¢~1, A] es el jacobiano de Fujikawa asociado a la transformacién fermiénica
y estd dado en la ecuacién (6.42).

Vemos entonces que la accion efectiva natural para los campos ¢ es:
eT®) = / DYDUDLIE, A($))e [ DML (6.50)

y solo en el caso no anémalo (J=1) coincide con I'(¢) (ecuacién (6.34)).

El campo ¢ valuado en H se presenta como fisico en el mismo pie de igualdad
que los fermiones y los bosones con una accién de Wess-Zumino-Witten.

Este punto de vista sobre cuantificacion de modelos anémalos esta inspirad9
en los trabajos de Polyakov sobre cuantificacién de teorias de cuerdas (Polyakov,
1981) y fue sugerido para teorias de gauge por Faddeev y Shatashvili (Faddeev y
Shatashvili, 1986).

Verifiquemos ahora que la accién I~“(¢) es invariante frente a las isometrias en G.

Hagamos para ello la transformacién (6.20):
eT@®) = / DIDUDLI[E™, A(g) e [ Tr-DIA 1w (6.51)
Haciendo el cambio de variables fermidnica:
U — p7 ()T, ¥ — ¥p(f) (6.52)
obtenemos:
T@) = [ DYDWDLI(f, A, APl ] TrPAyees (6.53)

donde J[f~!, A] es el jacobiano asociado a la transformacién (6.52). Finalmente

haciendo uso de la propiedad de I-cociclo que satisface en J:
In J[h, A] 4 In J[f, A"®)] = In J[hf, A] (6.54)
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(puede verificarse explicitamente de (6.42)), obtenemos, el resultado deseado:
¥ = / DUDYDLI[E, Ale / #rDUANEs _ (if(@) (6.55)

(Hemos usado que D{f = DY).

Esta invarianza resulta atn mas explicita si se integran los fermiones antes de

desacoplar el campo ¢: | .

~ eT®) = / Dedety.D(A®) (6.56)
Es entonces ovbio que ['[A(4)] = I'[A(¢)*V)]. Como mencionamos en el capitulo
anterior, debido a las ambigliedades de regularizacién, el jacobiano (6.42) depende
de un parametro arbitrario a. La importancia de este pardmetro fue puesta de ,
manifiesto por Jackiw y Rajaraman (Jackiw y Rajaraman, 1985) en su solucién del
modelo de Schwinger quiral. Estos autores mostraron que si a > 1 el modelo resulta
unitario, invariante Lorentz y consistente.

Numerosos autores (Manohar, Moore y Nelson, 1985; Alvarez Gaumé y Ginsparg
1985) observaron que las anomalias de los modelos ¢ no lineales pueden cancelarse
en ciertos casos por medio de adecuados contratérminos agregados al lagrangiano
de tal manera que la variacién de la teoria efectiva resultante es cero. En efecto,

consideremos los generadores de G en alguna representacién pg . Sea entonces
7(9) = alg"(4) = 4T (6.57)
el representante de G/H (6.2) en la nueva representacion, y escribamos:
Au(9) = 970,71 = p(Au(4)) (6.58)

Si g; es una interpolacién entre ;g =1 y §; = §*, construimos la cantidad:

—e=1

[ det S TIA8) ™) = TIA ] - TIA) (6.59)

que es esencialmente una accién de Wess:Zumino-Witten para los bosones ¢. (Esta

definicién es independiente de la funcién interpolante).
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Bajo una transfornacién global G (ecuacién (6.20)) tenemos
Ag:" - (Af"’)fﬁi"k" — (A.é.")K'l (6.60)

Pero I'(A) es insensible a cambios globales, por lo tanto el primer término del lado
derecho (6.59) es invariante. El segundo término tendrd una variacién dada por
(6.40) en la representacién py. Luego esta variacién cancelara la variacién de I'(¢)
si se satisface la siguiente relacién entre las trazas de los generadores de H en la

representacion fermidnica y la nueva representacion p:
tr(p(H*)o(HY)) = tr(3(H)p(H")) (6.61)

Podemos relacionar esta propuesta de cancelaciéon de anomalias con la nuestra

de la manera siguiente. Consideremos en (6.50) la integracién sobre f:
/ DFJIf, A(g)] = £TWI-TO) — in@) (6.62)

Luego A(¢) juega en nuestro caso el mismo rol que el contratérmino (6.59).
Notemos sin embargo que en nuestro caso A(¢$) aparece naturalmente en la repre-
sentacion fermidnica. |

Hemos presentado en este capitulo una propuesta de cuantificacién del modelo
o no lineal definido en un espacio homogéneo G/H de manera que la teorfa cudn-
tica resuliante sea consistente ain cuando las anomalias internas estan presentes.
Mostramos que un tratamiento cuidadoso de los grados de libertad del subgrupo de
isotropia H nos conduce a un modelo con invarianza global G en el que los campos
en H juegan un rol dindmico. Este es el principal resultado y esta resumido en la
ecuacién (6.50) donde se expone explicitamente la accién efectiva I'[¢] invariante
frente a las isometrias de G. La presencia del jacobiano de Fujikawa asegura la can-
celacién de la variacién anémala de la medida de integracion fermidnica. Este punto
de vista de cuantificacién esta inspirado én el tratamiento de Polyakow de la teoria

de cuerdas: grados de libertad que clasicamente se desacoplan, reaparecen a nivel
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cudntico con una accién no trivial (la accién de Liouville en el caso de las cuerdas y
la accién de Wess-Zumino-Witten dada en J[A, f] en el caso de los modelos sigma).

Nuestra propuesta puede ser comparada con la desarrollada por Manohar, Moore
y Nelson; Alvarez Gaumé y Ginsparg y Bagger, Nemeschansky y Yankielowickz
donde la cancelacién de nomalias se prodﬁce por medio de contratérminos agregados
a la accién. La diferencia basica con nuestro formalismo es que en este la accién
de Wess-Zumino-Witten surgé natuxj'almente del proceso de cuantificacion y no es
agregado ad-hoc. Sin embargo ambz?s propuestas estan relacionadas como se ve de

las ecuaciones (6.59) y (6.62).
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