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Capitulo 1

Introduccién

t
La importancia de las simetrias en la construccién de modelos de interés en la Fisica
de Particulas y Campos asi como en la de la Materia Condensada ha ido en continuo
crecimiento en esta segunda mitad del siglo.

Evidentemente la simetria de gauge, en la base de la descripcién de los fenémenos
electrodébiles y también de las interacciones fuertes, ocupa un lugar central entre las
simetrias que se utilizan como “herramienta” para la construccién de Lagrangianos
o Hamiltonianos que describen la dinamica de sistemas fisicos.

En los dltimos 20 afios y en contextos diferentes, otra simetria local ha venido
a ocupar un papel tambien central en la fisica tedrica: la simetria conforme
en espacios bidimensionales. Fue Polyakov (Polyakov, 1970) a principios de los
anos 70 quien conjeturd que los sistemas estadisticos devienen invariantes conformes
cerca del punto critico. Esto implica, en dos dimensiones donde el grupo conforme
es infinito dimensional, un tal nimero de restricciones que los modelos resultan
completamente resolubles. Es de notar que la invarianza conforme aparece natural-
mente en la Mecdnica Estadistica bidimensional puesto que las fluctuaciones de las
variables dindmicas devienen invariantes conforme en las transiciones de fase de 24°
orden. Luego, la interaccidn de las variables dinamicas esta descripta por una teoria
conforme bidimensional. Como gran nimero de sistemas de interés en la Materia

Condensada pueden ser descriptos por modelos bidimensionales la observacién de



Polyakov reviste gran interés y fue inmediatamente aplicada al analisis de diferentes
problemas. El aporte de Belavin, Polyakov y Zomolodchikov en el afio 1984, fue
el siguiente paso decisivo en la fundacién de un dominio que hoy se conoce como
el de la Teoria Cuéntica de Campos Conforme. En efecto, en ese trabajo, Belavin,
PolyakoQ y Zamolodchikov lograron transformar la conjetura de Polyakov en una
poderosa herramienta de cdlculo aplicable a la clasificacién y estudio de sistemas
criticos. J

También en el dominio de las interacciones fundamentales la invarianza con-
forme, cuyo papel central habia sido sefialado por Virasoro en la década del 70, es
basica para la construcciéon de modelos de cuerdas y supercuerdas, candidatos a una
teoria unificada de todas las interacciones (incluida la gravitacién). En este caso, la
invarianza conforme estd asociado al espacio bidimensional sustendido por la hoja
de universo de la cuerda. ‘

Asi, en las teorias de cuerdas, la teoria conforme constituyen uno de los piléres
de las compactificaciones cldsicas. Describe tambien las variables dindmicas de los
modelos de cuerdas e impone fuertes restricciones sobre la dimensién critica del
espacio tiempo asi como sobre los grados de libertad internos.

El generador local de las transformaciones conformes bidimensionales en el tensor
de energia impulso y sus modos de Fourier satisfacen un algebra de Lie infinita
dimensional conocida como dlgebra de Virasoro. Esta algebra es una extension
central del dlgebra clasica de operadores conformes.

En virtud de la simetria conforme, las funciones de correlacion de una teoria de
campos conforme se ven obligadas a satisfacer un numero ilimitado de igualdades
(identidades de Ward conformes). Para valores determinados de la carga central
de Virasoro, estas identidades determinan completamente todas las funciones de
correlacidn y la teoria es totalmente resoluble.

Las teorias que poseen, sumado a la invarianza frente a transformaciones confor-

mes, una invarianza frente a un algebra quiral se denominan teorias racionales.



Ejemplos de teorias racionales son las teorias de fermiones libres sin masa y los mo-
delos ¢ no lineales con un término de Wess-Zumino-Witten. La simetria adicional
esta generada por las corrientes quirales que satisfacen un algebra de Kac-Moody
con una carga central llamada nivel de Kac-Moody.

El propésito de esta tesis es estudiar dos aspectos centrales ligados a la realizacién
de simetrias a nivel cuantico asi como a su eventual violacién. Para ello, utilizando
el marco de la integran funcional, analizaremos varios modelos bidimensionales que
son de interés en la Teoria Cudntica de Campos, en la Teoria de Cuerdas y en la
Mecanica Estadistica.

Comenzaremos por el andlisis del llamado modelo de Gross-Neveu (Gross-Neveu,
1974) introducido originalmente para describir la ruptura dindmica de simetria en
una teoria que goza de libertad asintética. Ya en 1975 Dashen y Frishman habian
revelado que para ciertos valores de la constante de acoplamiento el modelo de-
viene invariante conforme lo cual pareciera estar en contradiccién con la generacién
dindmica de masa.

Uno de los aportes originales de esta tesis es el de dar un tratamiento cuidadoso de
las propiedades conformes del modelo, mostrando en particular bajo que condiciones
deviene invariante conforme. Este estudio se basa en la técnica de bosonizacién
no abeliana que ha permitido, tanto en su formulacién operacional (Witten, 1984)
como via la integracién funcional, la resolucién de un gran nimero de modelos
bidimensionales.

También los modelos fermiénicos constrefiidos se han revelado de gran interés en
el estudio de propiedades conformes. Son modelos fermidnicos libres a los que se les

;
impone como vinculo la anulacién de ciertas corrientes asociadas a un subgrupo H
de la simetria original G. Resultan corresponder a teorias racionales conformes que
dan realizaciones explicitas de la llamada construccién del coset (ver Cabra, Moreno
y von Reichenbach, 1990). El interés de estos modelos abarca la compactificacion del

espacio-tiempo en Teorias de Cuerdas asi como la realizacion en Teorias de Campos



§

de modelos estadisticos bidimendionales (Modelos de Ising, de Potts, etc.).

En particular, es importante estudiar como se modifican las propiedades con-
formes cuando se tiene en cuenta sectores topoldgicos no triviales al implementar
los vinculos en modelos constrefiidos. Este problema esta estrechamente ligado a la
propuesta de Dotsenko y Fateev (Dotsenko y Fateev, 1984) para calcular funciones
de correlacién de una teoria conforme general, relacionada con la imposicién de con-
diciones de contorno no triviales a un sistema de bosones libres, lo que resulta en la
aparicion de un término adicional en el tensor de energia-impulso T}, .

Nuestro estudio de modelos constrefiidos con topologia no trivial (Cabra, Mo-
reno, 1989) confirmé la analogia sugerida. En efecto, pudo obtenerse un término
adicional en T, similar al de Dotsenko y Fateev con la carga topoldgica jugando
el papel de la carga de background utilizada por estos autores. Estos resultados
constituyen otra de las contribuciones originales de esta tesis.

Un aspecto central relacionado con las simetrias de un modelo fisico es su eventual
violacién a nivel cuantico con la consiguiente aparicién de “anomalias” en las leyes
de conservacién asociadas. En efecto, es bien sabido que el proceso de cuantificacién
de una teoria puede, eventualmente, no respetar una simetria de la accién clasica.
Se obtiene entonces una teoria cudntica inconsistente. Numerosos ejemplos de este
fenémeno han surgido luego del descubrimiento debido a J. Steinberger (Steinberger,
1949) de la anomalia axial en el proceso de decaimiento 7° — 2v. Mencionemos por
ejemplo la anomalia de gauge no abeliana que surge en una teoria de fermiones
quirales en presencid de un campo de gauge no abeliano y la anomalia gravitacional
que viola la conservacién del tensor de energia impulso. El primer caso es de interés
en la construccién de modelos consistentes para describir interacciones electrodébiles
y fuertes. El segundo es fundamental para las teorfas de cuerdas.

En el marco de la integral funcional las anomalfas surgen debido a la impo-
sibilidad de definir la medida de integracién de manera invariante. Este hecho fue

descubierto por Fujikawa (Fujikawa 1979, 1980, 1981) quien pudo calcular de manera
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simple las anomalias quirales, conformes y gravitatorias asi como las identida,dés de
Ward anémalas que afectan a diversas teorias.

La bisqueda de un mecanismo de cancelacién de anomalias es un tema central
en la fisica de particulas. En la teoria de supercuerdas una eleccién cuidadosa del
grupo de simetria permite la cancelacién de las anomalias gravitacionales y las de
gauge y en la teoria de Weinberg-Salam la cancelacién estd asegurada por el exacto
balance entre el contenido de quarks y leptones.

Entre las diversas teorias anémalas una clase especial es la integrada por ciertos
modelos o no lineales acoplados a fermiones de Weyl. En particular son relevantes los
modelos o no lineales homogéneos en los que las variables dindmicas toman valores
en el espacio homogéneo G/H donde G es un grupo de Lie y H un subgrupo. Estos
modelos describen una teoria efectiva a bajas energias proveniente de una teoria
original con simetria quiral G que por rotura espontanea de simetria por debajo
de cierta escala energética (;ievien(i a una teoria con simetria H. De esta manera
la teoria efectiva describe entonces’ a los bosones de Goldstone que toman valores
en G/H. Una caracteristica importante de esta teoria es que las anomalia,s; pueden
cancelarse agregando contratérminos adecuados (Manohar, Moore y Nelson, 1985;
Alvarez Gaumé y Ginsparg, 1985; Bagger, Nemeschansky y Yankielowicz, 1985). Sin
embargo una propuesta alternativa es presentada en esta tesis de manera de obtener
una teorfa consistente. Esta propuesta, basada en un tratamiento cuidadoso de los
grados de liberte;,d en H, esta inspirada en las ideas de Polyakov (Polyakov, 1981),
Babelon, Schaposnik y Viallet (Babelon', Schaposnik y Viallet, 1986) y Faddeev y
Shatashvili (Faddeev y Shatashvili, 1986) sobre cuantificacion de teorias en presencia
de anomalias que conducen a teorias consistentes.

Esta tesis estd organizada en 7 capitulos.

En el capitulo II se da una breve introduccion a la teoria de campos conforme y ,
las teorias racionales. En el capitulo III se analiza el modelo de Gross-Neveu desde

el punto de vista de sus simetrias usando técnicas de bosonizacion en el formalismo
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de la integral funcional. En el capitulo IV se estudia el 4lgebra de Virasoro de un
modelo fermidnico constrefiido en presencia de un campo con estructura topoldgica
no trivial. En el capitulo V se presenta una breve introduccién a las anomalias, en
particular las anomalfas axial abeliana y de gauge no abeliana. En el capitulo VI
se discute el modelo o no lineal acoplado a fermiones de Weyl. En particular se
propone el método de cuantificacién consistente antes mencionado. Finalmente las

conclusiones se presentan en el capitulo VII.



Capftulo 2
Teoria de Campos Conforme

2.1 Introduccion

La invarianza de una teoria de campos frente a transformaciones conformes tiene
una larga historia en fisica de altas energias, relatividad y otras importantes ramas
de la fisica. Pero es debido a su aplicacién a la mecénica estadistica y a la teorfa.k de
cuerdas que la teoria de campos conforme (especificamente la teoria bidimensional de
campos conforme) ha tenido en los ltimos afos un desarrollo formidable. En efecto,
las teorias cudnticas de campos con invarianza conforme describen la evolucién de
sistemas estadisticos bidimensionales en transiciones de fase de 2% orden. Esto se
debe a que durante estas transiciones las variables dindmicas devienen invariantes
de escala y en 2 dimensiones la invarianza de escala implica la invarianza conforme.
De esta manera todas las funciones de correlacion son invariantes conforme.

Las teorias cuanticas de campos conformes también proveen las variables dindmi-
cas de la teoria de cuerdas. En este contexto la simetria conforme impone vinculos
sobre la dimension critica del espacio tiempo asi como sobre los posibles grados de
libertad internos de la teorfa.

Una de las caracteristicas mas importantes de las teorias de campos invariantes
frente a transformaciones conformes es que esta simetria impone fuertes restriccio-

nes sobre las funciones de correlacién que se utilizan para calcular cantidades fisicas.



Estas deben satisfacer un conjunto infinito de ecuaciones llamadas identidades de
Ward conformes que permiten calcular exactamente algunas de ellas. En particu-
lar cuando la carga central del dlgebra de Virasoro, principal pardmetro de una
teorfa conforme, toma determinados valores, todas las funciones de correlacién de
la teoria pueden ser calculadas exactamente como soluciones de sistemas especiales
de ecuaciones lineales en derivadas ﬁarciales.

Existen teorfas llamadas racionales que ademds de ser invariantes conforme son
invariantes frente a un algebra quiral. Esta nueva simetria genera otro conjunto de
identidades de Ward que determinan atin mas a las funciones de correlacién. Un
ejemplo de tet/)rfa racional es la teoria de ferminones libres sin masa con una simetria
global respecto a transformaciones de un grupo de Lie G.

Es el propésito de este capitulo el describir algunos de las propiedades generales
de las teorfas cuanticas de campos invariantes frente al grupo conforme asi como de

las teorias racionales.

2.2 El Grupo Conforme

Para introducirnos en el grupo conforme en d dimensiones consideremos el espacio
R? con la métrica plana g,, = 7,, de signatura (p,q) y el elemento diferencial de

arco

ds? = JudX* ® dX" (2.1)
Sea X'# : R* — R? una aplicacién diferenciable y con inversa diferenciable (difeo-
morfismo). Bajo esta trasformacién el elemento de arco cambia.

, axmax™
d82 — ds 2 = g”u(X,(X))-a—XT-a—X—FdX ® dXﬁ. (22)

Por definicién el grupo conforme es el subgrupo de los difeormorfismos que deja al

elemento de arco invariante a menos de un factor de escala:
ds® — ds”® = Q(X)ds®. (2.3)
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Consecuentemente las transformaciones conformes preservan el dngulo entre vecto-
res. |

En este punto es conveniente notar que una transformacidn conforme no es una
transformacidn general de coordenadas. En efecto, una transformacién de coorde-
nadas describe la misma geometria desde un sistema de coordenadas diferente (en
particular el elemento de arco ds? se mantiene invariante) en cambio una transforma-
cién conforme relaciona distintas geometrias desde el mismo sistema de coordenadas.

Para determinar los generadores infinitesimales del grupo conforme consideramos

un difeomorfismo infinitesimal:
X* = X = X* + e*(X) | (24)
bajo el cual el elemento de arco ds? se transforma:
ds® — ds? = ds® + (9,6, + O,6,)dX* ® dX*. | (2.5)

Este difeomorfismo serd una transformacién conforme si el término d,¢, + 0,¢, es

proporcional a 7,

.2 |
0ue, + 0pe, = E(B.a)n,w (2.6)
En este caso el factor de escala Q(X) de la ecuacién (2.3) tiene la forma
2
UX)=1+ 2(8.5) (2.7)

Miremos ahora separadamente las soluciones de la ecuacién diferencial (2.6) para
d>2yd=2.

e Para d > 2 las soluciones son:
1) e* =a* Translaciones Globales

i) e =w" X" (w antisimétrico) Rotaciones (SO(p,q))

i11) e = AX* Transformacion de Escala



w) e* = b X? —2X*b.X Transformaciones Conformes Especiales

Puede demostrarse que el lgebra generada por los anteniores generadores es
localmente isomorfa a SO(p + 1,¢ + 1).

e Para d = 2 y g, = 6, las ecuaciones (2.6) se reducen a las ecuaciones de
Cauchy-Riemann:

8161 = 6282 N 6162 = —6261 (28)

Luego es natural definir las coordenadas complejas:

z = X'+4iX? ‘

z = X'—iX? (2.9)
y escribir:

e(z) = e1+41ie,

5_(2) = & — i€2. (210)

Con esta convencidn las transformacidénes conformes bidimensionales coinciden con

las tranformaciones analiticas:

z—= 2 = f(2)

27 = f(3) (2.11)

cuyo algebra local es infinito-dimensional. Es claro entonces que el grupo conforme

G es el producto directo:

G=Te@rl (2.12)

donde I' (T') es el grupo de sustituciones analiticas de la variable z (2).

En estas coordenadas la ecuacion (2.3) toma la forma:
2 _ . 2 _9f .
ds*=dz2®dz — ds —|—6—| dz®dz | (2.13)
i Z
con lo cual (X) = I%P.

10



Una transformacién infinitesimal del grupo I' tiene la forma
z— 2 =z+4¢(2) (2.14)

donde £(z) es una funcién infinitesimal analitica que puede ser desarrollada en una

serie de Laurent:

e(z) =— ) €.zt (2.15)
Luego el algebra de Lie de T" coincide con el dlgebra de los operadores diferenciales:
L, = —z”“—(-i— neZ (2.16)

" dz

que satisfacen Is relaciones de conmutacién:
e, ln]) = (n —m)lym (2.17)

Llamaremos £, a este algebra. Los generadores £, del grupo I satisfacen iden-
ticas relaciones de conmutacién y conmutan con los generadores del grupo I'.

Puesto que naturalmente surgen dos algebras independientes es util considerar
a las variables z y Z como variables independientes. En este caso nuestra teoria
conforme esta definida en C? y se recupera la teoria original haciendo z = z*.

Los generadores {{_y,¢,,4,} forman la subdlgebra sf(2,C) C L, y el corres-
pondiente subgrupo SL(2,C) = SO(3,1) C T consiste en las transformaciones

proyectivas:
za+b
zc+d

Las transformaciones proyectivas son las tnicas transformaciones conformes in-

ad —bc=1 (2.18)

z— €=

vertibles de todo el espacio C en si mismo. Llamaremos a este subgrupo “grupo

conforme global’; .

2.3 Teoria de Campos Conformes en d=2

En esta seccién describiremos las propiedades mas importantaes de las teorias de

campos con invarianza conforme. Los principales resultados expuestos en esta
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seccién fueron obtenidos por Belavin, Polyakov y Zamolodchikov (Belavin, Polyakov

y Zamolodchikov, 1984).

Definirenos una teoria con invarianza conforme imponiendo algunas propiedades:

a) Existe un conjunto de campos {4;} que contiene a la identidad asi como a las

derivadas de todos los campos A;(X).

b) Existe un conjunto de campos {¢;} c {A;} llamados “campos primarios” que

bajo las sustituciones dadas en (2.11) se transforman
of .. F . _
8i2,7) = LY L s(2), F(2)) (219)

donde h; y h; ntimeros reales llamados pesos conformes. Llamaremos a ¢;

campo primario de peso (h;, k;).

c) Los demds campos {A;} puden expresarse como combinacién lineal de los campos

primarios y de sus derivadas.

d) Existe un estado de vacio |0 > invariante frente al grupo conforme global.

Consideramos entonces una funcién de correlacién arbitraria de la formas:

< Aa(X0) - Am(Xw) >= o [TDAJAG - Aye™  (220)

(Z es la funcional genetatriz).
La accién S es funcional de los campos A;(X) y la de la métrica bidimensional
g, (espacio euclideo). En particular podemos tomar la métrica plana.

Si la accién S es invariante frente a cambios generales de coordenadas:

§X* = e*(X)
§A(X) = BA(X) (2.21)

69ap(X) = Outp+ Opta — €01gap

12



se deduce de (2.21):

EN: < Au(Xy)---84;5(X;) - - Ain(Xn) >=

Jj=1
— %/(fﬁl\/&&gap < TQ’B(X)A,'I s Ain > ' (222)
donde '
2 65
wf = —= 2.23
5= 55q% (2.23)

es el tensor de energia impulso simétrico de la teorfa. Eligiendo la métrica de refe-
rencia plana gbtenemos:

N

Z < A;I(Xl) cee 5A,'j(Xj) s A;N(XN) >=

i=1 =

- / P2due5 < T*P(X)An - Ain > (2.24)

que es la identidad de Ward bésica de una teoria cudntica de campos. Esta identi-
dad nos dice que el tensor de energia impulso genera las variaciones de los campos
A;(X) frente a las transformaciones (2.21). Debido a sus propiedades locales, estas
variaciones son combinaciones lineales de un niumero finito de derivadas de la fun-
cién e#(X) tomadas es el punto X , siendo los coeficientes ciertos campos locales.

Luego la ecuacién (2.24) implica que el tensor de energia impulso T,z se conserva:
aaTaﬁ =0 (225)

excepto en la localizacién de los campos 4;;.

En una teoria cuantica de campos con invarianza conforme la traza del tensor
de energia impulso es nula 7°* = 0. Esto es consecuencia de requerir la conser-
vacién de la corriente de dilatacién J, = X*T,, asociada a la transformacién de
escala ordinaria X — AX. Debido a esto, en 2 dimensiones este tensor tiene solo 2

componentes independientes que elegiremos de la forma:

T

Il

Ti1 =~ Tap + 217,
T = Ty —Ty—2iTy (2.26)

13



En las variables complejas z y z las ecuaciones de conservacién del tensor de energia-

impulso toman la forma de las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

35T=0
8.T = 0. (2.27)

Deducimos luego que T y T son funciones analiticas de una sola variable z y Zz
respectivamente:

T=T(z), T=1T(3). (2.28)

La identidad de Ward dada en la ecuacién (2.24) se verd entonces de la forma:

N
Z < A,’l(zl, 21) v (5/1,']‘(2]', 5]') .o 'A,'N(ZN, EN) >=

7j=1
—_ / 420,67 (2, %) < Toa(2)Ait(21, 1) - - Ain(zw, 2n) > (2.29)

donde solo hemos considerado una transformacién de la variable z. Una identidad
similar se cumple para las variaciones §A; respecto de z. (Hay que recordar, que
como dijimos en‘ la seccién anterior, estamos considerando las variaciones respecto
de z y respecto de z como independientes). ‘

La identidad de Ward anterior se simplifica mucho cuando la transformacion
de coordenadas es conforme, es decir el pardmetro € es una funcién analitica de
z,(e = €(z)). En este caso podemos utilizar la férmula de Cauchy, que permite
escribir una funcién meromérfica arbitraria f como:

1

W -2z

f(@) = fldwlf(w) (2:30)

donde [dw] = dw/27i y la integracién se efectiia sobre un contorno cerrado que

contenga a z pero a ningin polo de f . Utilizando esta férmula es directo encontrar:
< Ail(zl, 21) R 5A,']-(Zj, Ej) cee >
= }{[dw]e(w) < T(w)Au(--)Ain > (2.31)

14



donde el camino de integracién solo encierra al punto z;. Es decir que dentro de
funciones de correlacién las variaciones conformes del campo A; pueden escribirse

de la forma:

§Ai(z:, %) = }{ [dwle ()T (w) As(2;, %) (2.32)

sobre un camino cerrado que encierre al punto z;. Concluimos de (2.32) que una
transformacion conforme estd determinada por los polos en la expansidn de producto
de operadores (EPO) con el tensor de energia impulso.

Consideremos ahora la situacién en que los campos A; son campos primarios
de peso (h, k), es decir que se transforman segin la ecuacién (2.19). Haciendo una

tranformacion infinitesimal analitica de la forma:

€
fe) = 2t = _,
fz) = z (2.33)
la ecuacion (2.19) se reduce a:
§A(z,5) =e | —" L a.| Az, 2) (2.34)
(2,2) =€ w—z)2+w—zz z, z) .

que insertada en (2.31) da como resultado:

< T(w)Aix(22,21) - Ain(zn,28) >=

N[ hi 1
= + az,'
DA [

W=z
que es la identidad de Ward fundamental de una teoria de campos conforme.

< Ai(z,71) - Ain(2n, Zv) > (2.35) -

Exigiendo consistencia con las ecuaciones (2.32) y (2.34), se deduce la forma de

la EPO entre el tensor de energia impulso T y el campo primario A:

T(w)A(z,7) = 2A(z,2)+(:—1:—2-3,A(z,§)+£_2A(z,2) |

L
@=2
+(w —2)L_3A(z,2) +---. (2.36)

15



Los campos £_,,A(z, Z) se llaman campos descendientes y por la ecuacién (2.36)

se pueden escribir:
LAz, %) = }{ [dw](w — 2)"" 1T (w) Az, 2). (2.37)

Podemos repetir lo que hicimos para campos primarios con los campos descendientes
y definir descendientes de descendientes; descendients de descendientes de descen-

dientes, etc. Un ejemplo del primer caso es:
LonlomAlz, ) = f [du] f [dv)(w — 2)" (v — 2) "™ T(W)T(v)A(z,2)  (2.38)

El conjunto de todos los campos descendientes asociados al campo primario A(z, 2)

se denomina familia conforme:
{A’ 'C-—nAVC—nC-mA» Ty ‘C—nl T ['—nkAa te }

Para hallar las variaciones conformes de los campos descendientes ( y tambien para
calcular sus funciones de correlacién) necesitamos conocer la EPO del tensor de
energia impulso con si mismo (ver las ecuaciones (2.32) y (2.37)). Teniendo en
cuenta la forma tensorial de T'(z), la condicién de localidad y anélisis dimensional
deducimos la forma més general de este producto:

c 1 + 2 1
2w—2)4 (w—2)? w-2z

T(w)T(z) = 0.T(z) + términos regulares (2.39)

El parametro ¢ se denomina carga central de la teoria de campos conforme. No-
temos que solo si ¢ =0 T(z) es un tensor (campo primario). La apariciéon de una
carga central es un efecto puramente cuantico y su valor no esta determinado por
principios generales, debe ser tratado como un parametro de la teoria.

Las teorias con ¢ < 1 , forman una clase muy especial. Se denominan “teorias
minimales” y tienen la caracteristica, probada por Cardy, de ser las tnicas teorias
consistentes con un nimero finito de campos primarios (Cardy, 1986).

Usando la ecuacién (2.39) se pueden calcular todas las funciones de correlacion

de los campos descendientes en funcidn de las funciones de correlacion de los campos
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primarios. Esto quiere decir que toda la informacidn dindmica de la teoria conforme

estd contenida en las funciones de correlacion de los campos primarios.

2.4 Algebra de Virasoro

En la teoria cuantica de campos, las funciones de correlacién estan definidas como el
]

valor de expectacién de vacio del producto ordenado temporalmente de operadores

de campo locales. En nuestro contexto es conveniente introducir las variables o

(espacial) y 7 (temporal) de acuerdo a las férmulas:

et z=e"v, (2.40)

2 =

Eligiendo ¢ y 7 reales, siendo o una variable angular, o¢€[0,27] se obtiene el espacio
euclideo usual. El orden cronolégico en las funciones de correlacién se tomara res-
pecto del tiempo euclideo 7. Con esta convencién el punto z = 0 corresponde al
pasado remoto y z = oo al futuro lejano. Circulos de radio constante juegan el rol
de superficies de tiempo constante. Los campos conformes evaluados en el origen

crean estados asintéticos IN y evaluados en el infinito crean estados OUT.

A(O)IO > = |A>in
£_nA(0)|0 > = L_.n|A >IN
int [dw]w™ 1T (w)A(0)]0 > (2.41)

Vemos entonces que los operadores L_, aqui definidos pueden ser pensados como
actuando sobre un espacio de Hilbert y que son efectivamente los momentos del
tensor de energia impulso
T(z)= Y L.z7"? (2.42)
" n=oo
Los operadores L, forman un dlgebra cuyas relaciones de conmutacién pueden

hallarse a partir de la EPO del tensor de energia impulso con si mismo (ecuacién
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(2.39)). El resultado es:
L Lim] = (7 = 1) L + —l%n(n2 — 1)bnsmpo (2.43)

que es conocido como Algebra de Virasoro y que denotaremos L. Este algebra es
una extension central del dlgebra de los 6pera,dores diferenciales conformes dada en
(2.17). |

Los campos primarios definen a través de las ecuaciones (2.41) las representa-
ciones de maximo peso del dlgebra de Virasoro L. El estado |A >y definido en
(2.41) ( de ahora en mds lo denotaremos |A >) se denomina estado de maximo

peso y debido a las ecuaciones (2.36) y (2.41) tiene las propiedades:

L,JA> = h|lA>
L.JA> = 0 n>0. (2.44)

Aunque el dlgebra de Virasoro es infinito-dimensional, la subalgebra de Cartan solo
contiene a 1 y a L,. Siendo L, el unico elemento no trivial de esta subalgebra lo

utilizaremos para clasificar a los estados.

Se deduce de (2.43) que‘:
[LoyL_n])=nL_, (2.45)

luego el estado L_,|A > es un autoestado de L, con autovalor n+h. Vemos entonces
que los estados de la teoria subtienden un conjunto de representaciones de dimensién
infinita de £. Los estados de maximo peso son creados por los campos primarios y
los estados descendientes se organizan en familias conformes.

El conjunto completo de estados descendientes de un estado de méximo peso
|A > se denomina Médulo de Verma. Un médulo de Verma es entonces una
representacion de L caracterizada por la carga central ¢ y la dimensién h del estado
de maximo peso. Esto refleja el hecho que las propiedades conformes de los campos

descendientes estdn totalmente determinadas por las de los campos primarios.
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Recordemos que tambien hay un tensor de energia impulso antianalitico T que
dara origen a otra algebra de Virasoro £ generada por los operadores L,. Luego el
espacio completo de estados de una teoria de campos conforme bidimensional tiene

la forma:

®i; H: @ H, (2.46)

donde H; denota el espacio .de Hilbert de estados en la representacién de descen-
dientes de |A; >.

Discutamos ahora brevemente el problema de la unitariedad. Este probiema se
reduce a encontrar los pares de valores de c y h de tal manera que la representacién
de méaximo peso correspondiente sea unitaria. La condicién de unitariedad para los

generadores de Virasoro es:

Li=1_, Vn ' (2.47)

Puede verse facilmente que una condicién necesaria para obtener representaciones
unitarias es que c >0y h > 0. '
La solucién completa a este problema la dieron Friedan, Qiu y Shenker (Frieda.n,
Qiu y Shenker, 1984) estudiando el determinante de Kac (determinante de la matriz
formada por los productos internos de estados de peso conforme dado en un modulo

de Verma arbitario) y establecieron: “Los valores de ¢ y h que conducen a una

representacion unitaria del dlgebra de Virasoro deben satisfacer:

c>21y h20 (2.48)
o bien
1 0 (2.49)
c=1- .
(m+2)(m+3)
y 2
h= [(m+3)p—(m+2)q] —1 (2"50)
4(m +2)(m + 3)
dondemzo’l,... ; p:l’z,...’m_*_‘lyq:1,2,-..,p.”
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2.5 Algebra Afin de Kac-Moody

Una importante clase de teorias cuanticas de campos conformes son las teorias ra-
cionales. Estas teorias estdn caracterizadas por tener invarianza frente a un algebra
quiral A asi como a un &lgebra de Virasoro £(L C A). Las teorias racionales mas
simples son las teorias conformes con invarianza a frente a transformaciones quirales
de un grupo de Lie compacto G. Las corrientes asociadas a esta simetrfa son un
conjunto de campos conformes Jo de peso (1,0) y J® de peso (0,1) y su EPO es de

la forma:
k6ab 4 ifabc
(z-w)?  (z~w)

donde f* son las constantes de estructura del grupo de Lie G y k es una constante

J(2)J(w) = J(w) + t.r.
denominada nivel de Kac Moody. El producto de operadores anterior es conocido
como algebra afin de Kac Moody. Existe un algebra similar para las corrientes
Je.

Las corrientes J? estan al mismo nivel que el tensor de enrgia impulso T. Ellas
generan un conjunto infinito de simetrias de toda la teoria cudntica. Estos conjun-

tos infinitos de simetrias generan identidades de Ward generalizadas que permiten

calcular todas las funciones de correlacién de campos por medio de ecuaciones dife-

renciales.

El algebra completa de los operadores J* y T es:

T(2)T(w) = -;- e _1w)4 +5 _QW)ZT(w) + z—_lw—)awT(w) +ir
T(2)J*(w) = (7;1—;)—2J“(w) + z—%—;ﬁw.}“(w) +tr.
J?(2)Jb(w) ke i J(w) +t.r.

(z—w)? z-—w
Del mismo modo que hicimos para el tensor de energia impulso se pueden hallar los

generadores del dlgebra de Kac-Moody como los modos de las corrientes J°:
Jo = f [dw]w"J? (w) (2.51)
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Las ecuaciones (2.5) son entonces equivalentes a:

[Lna Lm] = (n - m)Ln+m + -l%n(m - 1)‘Sn+m,o
[Ln, J3] = —mJ};

n+m

[Jas Jm] = [ iim + n§6a65n+m,o (2.52)

Estas ecuaciones permiten construir, como lo hicimos en la seccién anterior, el
espacio de Hilbert de la teoria a partir de representaciones de maximo peso respecto
de los operadores L, y de los operadores J2 . Es decir que si A; es un campo primario
(se tranforma segin la ecuacién (2.19) frente a una transformacién conforme y
covariantemente frente a una transformacién del grupo G), los estados de méximo

peso |A; > obedecen las condiciones:

LjAi> = hi|Ai>
JAi> = 4> |
LiA; > = JlAi>=0 n>0 - (2.53)

donde t¢ denota los generadores de G. Los estados descendientes se construyen de

|A; > aplicando los operadores L_,, y J*,, .

2.6 Construccion de Sugawara

Una caracteristica importante de estas teorfas racionales es que se pueden construir
generadors del dlgebra de Virasoro a partir de generadores del algebra de Kac-
Moody.

Consideremos la construccion:

1

T(Z) = ——Z_B

1 J%(2)J%(z) :

. o/ N 1a kdim G
= —2—11m J(2)J*(w) — 5

g (- w)

(2.54)
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donde el orden normal sustrae los términos singulares. La constante # se fija requi-
riendo que T'(z) satisfaga el producto de operadores candnico del tensor de energia
impulso (ecuacién (2.39)) o que J%(z) se transforme como un campo primario- de
dimensién (1,0) y resulta:

B =—2(k+Cg) (2.55)

donde Cg es el Casimir cuadratico en la representacién adjunta; Cgé®® = focd fbed,
Se verifica directamente que T'(z) y J*(z) satisfacen el dlgebra (2.5) y la carga

central de Virasoro resultas:
_ kdimG
T k+ Ce

Esta forma de construir el tensor de energia impulso en términos de las corrientes

(2.56)

c

se llama construccién de Sugawara.(La idea de construir el tensor de energia
impulso como funcional de las corrientes fue original de Sugawara , quien lo desarrollo
durante los ’ 60, para el caso de 4 dimensiones).

En términos de los operadores L, y J% la ecuacién (2.54) se escribe:

1 o0
L,= 3 > Jade . (2.57)

m=—0Q

Esta ecuacién nos dice que el dlgebra de Virasoro £ esta contenida en el é,lgebfa de
Kac Moody y por ello los estados descendientes respecto del dlgebra de Virasoro pue-
den construirse como combinacién de estados descendientes respecto del dlgebra de

Kac-Moody. Los descendientes del dlgebra de corrientes subtienden completamente

el espacio de representacion.

2.7 La construccion del Coset

El valor de la carga central del 4lgebra de Virasoro en la construccién del Sugawara,
dada en la ecuacién (2.56) esta acotado. En efecto, con elementos basicos de teorias

de grupos de Lie se puede demostrar que para cualquier grupo G:
rango G < ¢ < dimG
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(el rango de G es la dimensién de la subdlgebra de Cartan) y por lo tanto la cons-
trucciéon de Sugawara no nos permite obtener teorias conformes con ¢ < 1 (mini-
males). Sin embargo existe una construccién muy interesante, debido a Goddard,
Kent y Olive, que permite obtener teorias minimales a partir de la construccién de
Sugawara; es la llamada construccién del coset (Goddard, Kent y Olive, 1985).
Sea G un grupo compacto de Lie y sea H C G un subgrupo. Elijamos una base
del 4lgebra de G tal que los primeros dim H generadores generen H. Obtengamos
ahora via la construccién de Sugawara (ecuacién (2.57)) los generadores de Virasoro

correspondientes a Gy a H:

dimG oo

L@ = JeJe | 2.58
" k —2(k + Cg) az—:l m;oo (2.58)

dmH oo
(H) — & o A 2.0
W= g X B, (259

Las cargas centrales correspondientes tienen la formas:

kdim G
@) = 2.60
c "7 Co (2.60)
¢ kdim H
) = 228 2.61
k+CH (261)
Consideremos ahora las relaciones de conmutacién (ver ecuacién (2.52)):
[LQG),JQ] - "m‘]:z+n .
l1<a<dimH (2.62)
[L$1H)) J:z] = -m’]:z+n
Sustrayendo en (2.62) obtenemos:
(L) — L Je] = —mJ2s,, 1<a<dimH (2.63)
Acon lo que deducimos:
[L© — [ D)= g (2.64)
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y si definimos L/ = L&) — LF) tenemos finalmente:
(L7, LG = [10), 149 ~ (149, L) (265)

es decir que L{®/H) satisface un algebra de Virasoro con una carga central:

G'/H G CH _ kdimG_ kdimH
k+Ce k+Ch

Los argumentos anteriores implican que cualquier estado en una representacién de

(2.66)

G se puede descomponer como un estado en H y un estado es el espacio coset G/H.

Eligiendo convenientemente los grupos G y H se pueden obtener valores de ¢ < 1.
Por ejemplo si G = SU(2),, x SU(2); y H = SU(2)14m (el subindice indica el nivel
del algebra afin de Kac-Moody), obtenemos con la construccién del coset, una teoria

conforme con carga central:

3m 3(m + 1) 6 !
GIM _ 7" T 2.67
¢ i (m+1)+2 (m+2)(m +3) (2:67)

que es precisamente la serie de valores ¢ < 1 consistentes con representaciones uni-

tarias del algebra de Virasoro (ecuacién (2.49)).

2.8 Bosones Libres, Fermiones Libres y Modelo
de Wess-Zumino-Witten

Finalmente en esta seccién ilustraremos los principales puntos de este capitulo con

3 ejemplos simples.
A. Bosones Libres

Comenzaremos considerando una teoria en espacio euclideo bidimensional de un

bosén escalar libre sin masa ®(z). La accién estd dada por:
1
S=— / &20,59"® (2.68)
2w
que en términos de las coordenadas complejas definidas en (2.9):
z=X'4iX?, z=X'-iX?
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se escribe:

2
§== / d2dz0,8(z, 5)0;9(z, ) o (269)

y las ecuaciones de movimiento toman la forma:
8,0:%(z,2) =0 - (2.70)

Se deduce directamente de (2.70) que las soluciones de las ecuaciones de movi-

miento se separan en dos partes con solo dependencia holomérfica o antiholémorfica
respectivamente:
1 1. ‘
B(z,2) = 29(z) + 34(3). (2.71)
Las funciones de Green tambien se separan en partes holomérficas y antiholomér-

ficas y resultan:

< ¢(2)p(w) >= —In(z — w) (2.72)
< ¢(2)p(@) >= —In(z — @) (2.73)

El tensor de energia impulso de esta teoria es de traza nula y su componente

analitica tiene la forma:

1
T(z) = -5 0,90, ¢ :

1 1

= —3lim |0.60.0 - (2.74)

donde hemos usado la prescripcién del orden normal para sustraer los términos
singulares en la EPO.

El cdlculo de la EPO entre el campo ¢(z) y el tensor de energia impulso se realiza
facilmente y se descubre que este no es un campo primario. Un célculo similar nos
asegura que 0,¢ efectivamente lo es. Usando el teorema de Wick y desarrollos en

serie de Taylor encontramos:

T(:)0,4(0) = (o Bo) + T 080(w) + (2.75)
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es decir que J,¢(w) es un campo primario de peso conforme (1,0). Analogamente
se puede demostrar que 8;4(&) es un campo primario de peso conforme (0,1).

La ecuacién (2.75) tambien nos permite calcular la EPO de T'(z) con si mismo.
El cédlculo es directo y da:

1/2 2
G—w)i o)

T(w) + G—_{T)BWT(w) +ir (2.76)

verificando que T satisface un algebra de Virasoro con un valor de la carga central:

T(2)T(w) =

c=1. (2.77)
Consideremos ahora el operador de vértice:
Vio(z) =: e | (2.78)

Tomando la EPO de V,, con T encontramos el siguiente desarrollo:

93 Va(w) awva(“)

2(z-w)?  z-w

T(2)Vo(w) = +tr. (2.79)

luego V,(z) es un campo primario de peso conforme (%?,0).

A partir de estos campos conformes, por aplicacién de los operadores L_, se
pueden construir todas las familias conformes y obtener la representaciéon completa
del ilgebra de Virasoro asociado a cada campo primario.

B. Fermiones Libres

Otro ejemplo interesante de teoria cudntica de campos conforme en 2 dimensiones .

es el de una teoria de fermiones libres sin masa. Consideremos entonces una teoria

de un fermién de Majorana libre:

Y = [ g’: ] | | (2.80)

donde los componentes ¥ y W_ son reales. Debido a las propiedades de las matrices

de Dirac en 2 dimensiones, la acccién puede escribirse:
S= Si [1,0:0, + 90,8 ) dsdz ' (2.81)
T
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donde las variables z y Z son las ya definidas. Las ecuaciones de movimiento resultan:
0.¥_=0;¥, =0, (2.82)

es decir ¥, tiene solo componentes analiticas y W_ solo componentes antianaliticas.

Las funciones de Green de estos campos tiene la forma:

<UL ()P4 (w) > = = _{ ” (2.83)

1

zZ—@

<V_()V_(w) > = —

El tensor de energia impulso es de traza nula y sus componentes analiticas y

antianaliticas se escriben:

T(:) =, 5: Us(2)0s(2):
T(z) = %:w_(s)\p_(z); (2.84)

y utilizando las funciones de Green (2.83) se verifica que satisface un algebra de

Virasoro con carga central:

1
=Cc=—. 2.85
c=¢ 5 ( )

Del cdlculo de la EPO de TV, y TV_ se verifica que los campos ¥, y ¥_ son
campos primarios de pesos conformes (1/2,0) y (0,1/2) respectivamente.

Consideremos ahora una teoria con 2 fermiones de Majorana libres sin masa. En
este caso la accién tiene una simetria SO(2)L x SO(2)r global y, como veremos, la

teoria es racional. Las corriente de Noether en las coordenadas z y z tienen la forma:

Jo = Jitil=-:0 02 —0iyl

1
2
J = Jl_z-.h:%:\pl_qzz_\pz\pl_: (2.86)

y las ecuaciones de conservacién J;J, = 9,J; = 0 se satisfacen automaticamente en
virtud de las ecuacioness de movimiento, por lo tanto J, sélo depende de z y J; solo

depende de z.
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El calculo de la EPO de T ‘Jz y T'J; nos muestra que J, y J; son campos primarios
de pesos conformes (1,0) y (0,1).

En este caso también es directo el calculo de los EPO J,J, y J;J.. En ambos
casos se comprueba que satisfacen la relacién (5.1) que define el dlgebra afin de Kac-
Moody, con nivel K=1. Concluimos que debido a que se satisface completamente el

algebra (5.1), la teorfa de 2 fermiones de Majorana libres es racional.

C. Modelo de Wess- Zumino-Witten

Por tltimo mencionaremos brevemente otra teoria racional, quizés las més ejem-
plar: el modelo sigma no lineal con término de Wess-Zumino, también conocido
como modelo de Wess-Zumino-Witten (Witten, 1984).

Su accién esta dada por:
1
Slg] = 1—1—/\—2/d2xTr5,,g0,‘g"1 + nIg] (2.87)

donde g es un campo que toma valores en un grupo de Lie G y I'[g] es la accién de

Wess-Zumino en 2 dimensiones:

Ilg] = 5%; / " Tr(g™ 0997999~ Org)d’y (2.88)
La integracién en (2.88) se realiza sobre una bola tridimensional B cuyo borde es
el espacio bidimensional real. La variable g se extiende en la nueva dimension de
manera arbitraria (suave). Por supuesto que la manera de definir I'[g] no es unica,
sin embargo la diferencia entre 2 valores de I' obtenidos de 2 extensiones distintas
del campo g es un multiplo de 27. Esta ambigiiedad discreta no afecta ni los valores

clasicos de las ecuaciones de movimiento, pues I' sera estacionaria para las mismas

trayectorias, ni su cuantificacién, pues solo se exige que €'l sea monovaluada.

El grupo de renormalizacion provee, para este modelo, un punto fijo estable

infrarrojo para
= AT (2.89)

n
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y en este punto el modelo es invariante conforme. En adelante llamaremos modelo
de Wess-Zumino-Witten (WZW) al dado es las ecuaciones (2.87) y (2.88) con el
valor de A (2.89) y lo denotaremos W]g]:
Wlg) = 116’; / Tr(9,9™'9"g)d?z + nT'[g] (2.90)
La accién Wlg] satisface la identidad de Polyakov-Wiegmann (Polyakov y
Weigmann, 1984):
Wigh ') = Wlg] + WL '] + l—é;/Tr(g*l ,gh18,h)d*x (2.91)

(las variables z y Z son las ya definidas en (2.9)) que permite probar la invarianza
de W frente a las transformaciones:

g — Q2)gA™(2) (2.92)

con Q(z) y A(Z) elementos de G arbitrarios. Llamaremos a esta simetria quiral
GL X GR.

Las corrientes asociadas a esta simetria son de la forma:

n
Jata = —0f, -1
o 99
Jot* = —n—g“1 .9 (2.93)
27 ‘

(t* son los generados de G) y satisfacen las ecuaciones de conservacion:
0:J° = 80,J* =0 (2.94)

Tambien puede calcularse la EPO de ambas corrientes y comprobar que satisfacen

sendas algebras de Kac-Moody conmutantes (ecuacién (2.5)) con una carge;. central:
K=n (2.95)

El tensor de energia impulso es naturalmente de la forma Sugawara (ecuacién

(2.54)):

1 a a .
T(z) = m—:l—c—cj 1 J¥(2)J%(2) :
T(E) = m : Ja(f)Ja(E) : | (296)

29



y ambos componentes satisfacen algebras de Virasoro con carga central:

ndim G
=—— 2.97

El campo g es un campo primario y la EPO con el tensor de energia impulso

demuestra que sus pesos conformes son:

(2.98)

donde Cg es el Casimir de G es la representacién a la que g pertenece z Ce = tot°

con t* generador de la representacion de g).
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Capitulo 3
El Modelo de Gross-Neveu

3.1 Introduccién y Generalidades

En este capitulo y los siguientes estudiaremos algunas teorias bidimensionales de
campos desde el punto de vista de sus simetrias. Como sefialabamos en la intro-
duccién estos modelos simples presentan caracteristicas y propiedades que serian
bienvenidas en teorias realistas en 4 dimensiones (libertad asintética, generacién
dindmica de masa, invarianza de escala, etc.). Este capitulo sera dedicado al modelo
de Gross-Neveu (G-N) quiral. Este modelo, que consta de N fermiones de Dirac sin
masa con una interaccion cuartica, fue introducido por D.Gross y A.Neveu en 1974
para estudiar la ruptura dindmica de simetria en teorias de campos asintéticamente
libres (Gross y Neveu, 1974).

Los autores, en su trabajo original, analizaron esta teoria usando la aproxima-
cién 1/N (N es el n° de fermiones) y obtuvieron dos importantes resultados: 1) la
teoria es asintéticamente libre y 2) ocurre una ruptura dindmica de simetria con
la correspondiente aparicién de un bosén de Goldstone. Sin embargo este wltimo
resultado es contradictorio pues se opone a la tesis del teorema de Coleman (Cole-
man, 1974) la cual asegura que no existen bosones de Goldstone en 2 dimensiones.
Esta contradiccién fue resuelta por Witten (Witten, 1978) quien usando técnicas de

bosonizaciéon bidimensional demostrd qué el modelo de G-N no presenta ruptura de
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simetria y que por lo tanto aunque existe un bosén no masivo este no es un bosdn
de Goldstone. Asimismo mostré que la aproximacién 1/N es una buena guia para
conocer todas las propiedades de la teoria excepto para saber si existe ruptura de

simetria.

El lagrangiano propuesto por Gross y Neveu tiene la forma:
L = Viy.0¥ + ¢?N/AN[(T¥)? — (T~°T)?] (3.1)

donde ¥ es un espinor de Dirac de N componentes. Este lagrangiano es invariante
frente a las siguientes transformaciones globales:

a) U(1) vectorial

U -0, ¥ — P (3.2)

b) U(1) quiral

T — 0 | ¥ — Peits (3.3)

(en ambos casos § en una fase constante)

c) SU(N) vectorial

U ey, U — T (3.4)
con ¢ perteneciente al algebra de Lie de SU(N).

El lagrangiano (3.1) puede llevarse, por medio de una transformacién de Fierz

(Mitter y Weisz, 1973), a la forma:

-, 1., .. 145 4.0
L= Viy.0¥ — ggiw" - §y?v1p1” (3.5)

donde g4 = ¢%/2N y j,, j,‘f son las corrientes de Noether asociadas a las simetrias

vectoriales U(1) y SU(N) respectivérnent_e:
= Iy (3.6)
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e = Jy e (3.7)

(t® son los generadores de SU(N)). Esta forma del lagrangiano de G-N es muy conve-
niente pues pone claramente de manifiesto las simetrias de la teoria y permite, como
veremos, proceder a la bosonizacién de manera tal que estas invarianzas continuen
explicitas.

Mencionemos finalmente una propiedad de este modelo descubierta por R.Dashen
y Y.Frishman (Dashen y Frishman, 1975). Estudiando la funcién § de Callan-
Symanzik del lagrangiano en su versién (3.5) encontraron que el modelo deviene
invariante conforme para un valor determinado de la constante de acoplamiento gy.
Notemos que este resultado parece contradictorio con el de generacién dinamica de
masa obtenido por Gross y Neveu. En las secciones siguientes utilizando técnicas de
bosonizacién no abeliana en el marco de la integral funcional, reobtendremos este

resultado dentro de un resultado mas general.

3.2 Fl Campo Vectorial Auxiliar

Esta secﬁién y las siguientes estaran’dedicadas al estudio de las simetrias del modelo
G-N quiral con el auxilio de técnicas funcionales. Los resultados que obtendremos
constituyen una de las contribuciones originales de esta tesis. Parte de ellos han
sido expuestos en la referencia (Moreno y Schaposnik, 1989).
Recordemos que lagrangiano del modelo G-N podia ser escrito luego de efectuar
una transformacion de Fierz, de la forma:
= | P P
L= Wiy.00 ~ 5945"ju — 587" I (3.8)

1
Como ya habiamos mencionado las constantes g4 y gy son proporcionales, sin
embargo generalizaremos este modelo al considerarlas constantes independientes.
Recordemos también que el lagrangiano (3.8) es invariante frente a los grupos de

transformaciones globales U(1) x U(1) quiral y SU(N) vectorial.
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Resulta 1til para nuestros propésitos eliminar los términos de interaccién cuér-
ticos introduciendo campos vectoriales auxiliares. Por ejemplo, el término de inte-

raccién proporcional a g% puede escribirse:

exp{—2g2 [ d®j*jz} = [ DAL expli [ d’x(%AZA‘“‘ — ALY (39)
donde A} es el campo vectorial auxiliar con un indice en el dlgebra de SU(N).
Una ecuacién similar se encuentra para el término de interaccién del sector U(1)
proporcional a g% introduciendo un campo vectorial abeliano a,. En término de

estos nuevos campos la funcional generatriz del modelo toma la forma:
7= / DUDYDA®DE expli / 22(Ler + LruenTEs)) (3.10)

donde:
Lpr = 'Z"Y-(a —gaa— gAY + -;—aua" + tr(A#A“) (3.11)
Hemos definido A, = Ajt* siendo t* los generadores hermiticos de SU(N) en la
representacion fundamental:
[t%,¢"] = ifebete . (3.12)
normalizados segﬁn tr(t°t?) = 16,

Notemos que aunque los campos vecéoriales A, y a, interactuan minimamente
con los campos fermidnicos la teoria no es invariante de gauge debido a la presencia
de los términos cuadraticos a? y A2

A causa del papel manifiestamente distinto que juegan las simetrias U(1) respecto
de la SU(N) es conveniente tratarlas separadamente. Destinaremos la siguiente
seccion al analisis del sector se simetria U(1) y la subsiguiente al andlisis del sector

SU(N).

3.3 Bosonizacién. Sector U(1)

Es posible factorizar ficilmente la contribucién U(1) de los campos fermidnicos rea-

lizando un adecuado cambio de variables. En efecto puesto que en 2 dimensiones
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todo campo vectorial bajo ciertas condiciones generales, puede descomponerse en
la suma @ = rot¢ + divy podemos entonces realizar la siguiente transformacién
(Furuya, Gamboa Saravi y Schaposnik, 1982):
1
ay = E;(Euuau¢ — Oun) (3.13)

U = 58y = U,y . (3.14)

J = Xe(—"ﬂ+i‘78¢) =)-<Uo

Teniendo en cuenta las particulares propiedades de las matrices de Dirac en 2
dimensiones, es ficil mostrar que el anterior cambio de variables desacopla com-
pletamente al campo a, de los campos fermidnicos en el lagrangiano (3.11). Estas
transformaciones, cuando se las introduce en la funcional generatriz Z, no estdn
libres de un jacobiano. |

Consideremos por ejemplo la transformacién (3.13). Puede demostrarse facil-

mente que su jacobiano asociado es de la forma:
Da,Da; = det(’—;%auaﬂ)Dqun. (3.15)
Este determinante se puede exponenciar utilizando ghosts anticonmutaﬁtes £y &
det(——5,0%) = | pépe exp{— [ =tce) (3.16)
9a 9a '

Denominaremos Zgh a esta contribucidén a la funcional generatriz, que por no de-
pender de los campos 7,¢ ni &, solo tendra relevancia en el calculo de aquellas
magnitudes que involucren a la métrica (por ejemplo el tensor de energia impulso).
Mencionaremos que una teoria de ghosts como la definida en (3.16) es invariante
conforme. Las componentes holomérficas y antiholomérficas del tensor de energia
impulso:
Ten(Z) =-:0280z¢:

TGH(Z) = Bzgaz‘f (3.17)
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satisfacen algebras de Virasoro con carga central ¢ = —2.

El jacobiano asociado al cambio de variables fermidnicas (ec. (3.15)) requiere mas
cuidado. Fujikawa (Fujikawa, 1979) ha mostrado que siendo la medida de integracién
fermiénica sensible a los cambios quirales, la transformacién (3.15) involucra un
jacobiano no trivial dependiente de los campos ¢ y 7. Este jacobiano puede evaluarse
usando diferentes técnicas de regularizacién como el método de funcién ¢ de Riemann
(Gamboa Saravi, Muschietti, Schaposnik y Solomin, 1984) o el método del niicleo de
la ecuacién del calor (heat-kermel) (Fujikawa, 1979,1980). El resultado es: (Furunya,
Gamboa Saravi y Schaposnik, 1982, 1987): ‘

: p
Jr = exp{z—;-/dzxap¢3“¢} exp{%:]ri/dzxa“au} (3.18)

donde a es un parametro indeterminado relacionado con la prescripcién de regula-
rizacién utilizada. En particular el valor de a = 0 corresponde a una regularizacién
invariante de gauge (regularizacién que no estd justificada en nuestro caso pues el
lagrangiano (3.11) no es invariante de gauge).

En términos de las nuevas variables, la funcional generatriz Z se escribe:
Z = ZSU(N)-ZU(I)-ZGh (319)
donde

Zsuwy = [ DXDXDA,expli [ dzlzy.(i0 — g A)x +trA, 4%} (3.20)

Zyy = J D¢Dnexp{5; [dz[(1 +a+ F)0.$0"¢ +
(@t 5)m.m)) (321)
La funcional “semi-bosonizada” (3.19), (3.20) y (3.21) permite ver facilmente

c6mo se desacoplan del resto las excitaciones no masivas asociadas a la simetria U(1).

Evaluemos por ejemplo la funcién de correlacién de 2 puntos < ¥(x)¥(0) >. Una
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vez realizadas las transformaciones (3.13) y (3.15) descubrimos que la contribucién

U(1) se factoriza:

<P(z)¥(0) > = < Ux(z)xU,(0) >

< x(z)x(0) >svn< Uo(2)U7 (0) >uq) (3.22)

El primer valor de expectacién se obtiene a partir de la funcional Zgy(n) (ecuacién
(3.20)) y el segundo a partir de Zy(y) (ecuacién (3.21)). Este dltimo célculo puede

hacerse exactamente en forma simple:

< Uy(z)U3(0) >= (ulx|)~#(E) (3.23)
con
94 1
H(ga) = —2 11— ———| >0 (3.24)
2w + =4 1+ 1+gA5 ajn '

El fenémeno del desacoplamiento de las excitaciones no masivas asi como el
comportamiento tipo potencia en lugar de exponencial decreciente asociado a la
ruptura de simetria para el valor de expectacién (3.23) fue predicho por Witten
quien afirmé de acuerdo a este resultado que el modelo no presenta ruptura de
simetria. Es importante notar que si g4 = gn/N se obtiene en el limite N — oo un
valor de expectacién no nulo para grandes distancias, es decir que la simetria esta

realmente rota en N = co como adelantaron Gross y Neveu.

3.4 Bosonizacién. Sector SU(N)

Estudiemos ahora el sector de simetria SU(N). Es posible desacoplar el campo A,
de las variables fermidénicas realizando un cambio de variables similar al realizado

en la seccién anterior. Escribamos

xL=g"1 , xr=h""9r (3.25)
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para las componentes fermiénicas de quiralidad izquierda y derecha respectivamente.
Los campos bosénicos g y h toman valores en el grupo SU(N) y estan relacionados

con A, a través de las ecuaciones:

Ay = —(—N)g‘18+g
A. = —(—)h"'0_h (3.26)

Estos cambios de variables desacoplan totalmente las variables fermidnicas de las
bosénicas y como en el caso abeliano tienen asociados jacobianos cuando se efectiian
en la medida integracién de la funcional generatriz.

Comencemos analizando la transformacién fermidnica (3.25). Su jacobiano aso-

ciado es:
7.0

donde ambos determinantes deben calcularse mediante una regularizacién adecuada.
Usando las técnicas ya mencionadas para el caso abeliano se obtiene el resultado

(Polyakov y Weigmann, 1983).

Jr = exp{—iW[gh™!] - iaTr[/ d’zg'8,gh 10 h]} (3.28)

donde WU] es la accién de W-Z-W definida en el capitulo II (ecuacién (2.95).
Nuevamente encontramos un parametro indeterminado, a , que refleja las distintas
posibilidades de regularizacién en el cdlculo de los determinantes. Por ejemplo el
valor & = 0 corresponde a una regularizacién invariante de gauge (Jr(a = 0) es
un escalar bajo las transformaciones locales ¢ — g0y h — AU con U € SU(N));
en cambio el valor @ = —1/4r corresponde a una regularizacién que preserva la
simetria global quiral SU(N) (es decir g — gV y h = AW con V, W € SU(N). Este
ultimo resultado se verifica facilmente usando la identidad de Polyakov-Weigmann

(ecuacién (2.91) del Capitulo II), pues en este caso Jp toma la forma:
Jr(a = —1/47) = exp{—iW[g] — iW[h']} (3.29)
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y la simetria es obvia.

Analicemos ahora los jacobianos asociados a las transformaciones (3.26). Tene-

mos:

DA, = JlglDg

DA_ = J[h)Dh | (3.30)

y es facil ver, considerando una transformacién infinitesimal en (3.26), que:

Jg] = det(;jl(gg) ) = det DAPI(A,) (3.31)

donde DAP7(A) es la derivada covariante en la representacién adjunta. Existe un
resultado que relaciona el determinante en la representaciéon fundamental con el de-
terminante en la representacién adjunta. En efecto, como se muestra en el apéndice

vale la siguiente identidad:

DADI( A DFUND( 4 2Csy(nN)
[t - [ e

donde Csy(n) es el Casimir del grupo SU(N) 7 la representacién adjunta. Para

nuestra eleccioén de los generadores tenemos:
Csuny =N (3.33)
Una vez calculadas todas las contribuciones a Zsy(v) podemos finalmente escri-
bir:
Zsuw) = /DﬁDneifd%ﬁ?n

H{=CN+1D)W([gh~1]—(L-+(2N+1)a) [ dztr(g—10+g1h~18-h
./DgDhe{( Wig ](;7;( ))f (9 9 )

. det(8D7) det(94P7) (3.34)

Los 2 dltimos determinantes (que prdvienen de las ecuaciones (3.31) y (3.32)) pueden

exponenciarse usando ghosts anticonmutantes p},e® en la representacion adjunta de

39



SU(N).
det(94P7) det(84P7) =
J Dp%Dp? DeDe exp{i [ d*z(p3.0-€* + p* 04€°)}(3.35)

Llamaremos Z a esta confribuciép, que como en el caso abeliano corresponde a
una teoria conforme. Puede comprobarse que det 4P/ solo contribuye a la com-
ponente holomérfica del tensor de energia impulso y det 4P a la antiholomér-
fica. Ambas componentes satisfacen un dlgebra de Virasoro con una carga central

¢ = —2dim SU(N) = —2(N? — 1).

3.5 Invarianza Conforme

Mostraremos en esta seccién que la funcional generatriz (3.34) corresponde a una
teorfa invariante conforme cuando la constante de acoplamiento gy toma determi-
nados valores.

Es'inmediato ver de la ecuacién (3.34) que un posible modelo invariante conforme
se obtiene ajustando la constante de acoplamiento gy de manera tal que cancele el

término cuadratico Ay A_, es decir que se verifique:

L +aNa=0 (3.36)
Y

Para esta eleccion de gy (que llamarenos gy ) la accién efectiva Zsy(n) posee una
invarianza local SU(N) : g — gU(z),h — hU(z) (U € SU(N)). Debido a esta
invarianza local, la definicién correcta de la funcional generatriz exige que se divida
por el volumen del grupo de integracién sy vy . Luego si redefinimos U = gh! (la

medida de integracién Dg es la medida invariante de Haar) obtenemos:

—ZSU(N) = /DﬁDneifd‘xﬁa".Zgh-/DUe—i(2N+l)w[U] (3.37)
Qs

puesto que la integracién en h es trivial y se cancela con Qsy(n). Es decir , obtuvimos

una accién efectiva constituida por tres factores independientes, cada uno de los

cuales corresponde a una teoria invariante conforme:
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a) fermiones libres.
b) ghosts libres. | .
c) bosones con una accién de W-Z-W.

Concluimos entonces, a la luz de los resultados del Capitulo I, que para el valor
de la constante de acoplamiento:

*2 1

g = "0 +2N)a (3.38)

la teoria es racional conforme y las corrientes asociadas a las simetrias quirales

SU(N)L x SU(N)g del modelo de W-Z-W:

Jy = 2N+ 1)U U (3.39)
J. = 2N+ 1)U U

satisfacen un algebra de Kac-Moody con nivel ' = 2N + 1 y teniendo en cuenta
las contribuciones de los ghosts y la de los campos abelianos ¢ y 7, el dlgebra de

Virasoro que satisface el tensor de energia impulso total posee una carga central:

c=1 (3.40)

Notemos que la simetria quiral U — Q(z7)UA!(X*) que posee el modelo en
este punto, es trivial debido a nuestra eleccién de la parametrizacion de los campos
A, y A_ en funcién de los campos g y h, y por lo tanto no corresponde a una
simetria de los fermiones originales.

Es posible encontrar otro valor critico de gn para el cual la teoria tambien pre-

senta invarianza conforme. Utilizando la identidad de Polyakov-Wiegmann podemos

escribir a Zsy(v) de la forma:

Zsuny = Zr - Zgh./DgDhe‘{_(2N+1)W[9]"(2N+1)W[h-1} (3.41)

—i{+@N+1)(o+ 1)} [ d*aTr(g™20+9h™ 0~h)
€ N

41



(ZF es la funcién generatriz de los fermiones libres). Se ve entonces claramente que

fijando gy, de tal manera que anula la ultima exponencial:

2 1

IN' = TN 1) (a+ 1/4n)

(3.42)

la funcional generatriz corresponde nuevamente a un modelo invariante conforme.

En este caso la carga central de Virasoro (teniendo en cuenta la totalidad de los
1

campos) sera:

c=2N?-N (3.43)

Es importante notar que en este tltimo caso la accién efectiva tiene una inva-

rianza quiral global SU(N) x SU(N) frente a transformaciones de la forma:
g—gA, h— hB (A,BeSU(N)) (3.44)

que se corresponden exactamente con las transformaciones quirales de las variables

fermidnicas originales:
\I’L——)A—l\I’L s \IJR—-)B—I\I/R (345)

como puede verse de las ecuaciones (3.25). Es decir que para el valor de acoplamiento
g** , la simetria vectorial se extiende a una simetria quiral.

Concluimos entonces que existen dos valores criticos de la constante de acopla-
miento gy , dados en (3.38) y (3.42) para los cuales el modelo deviene racional
conforme y la simetria vectorial global SU(N) se extiende a una simetria vectorial
local SU(N) en el primer caso y a una simetria quiral global SU(N) en el segundo.

Como habiamos mencionado en la introduccién R.Dashen y Y.Frishman habian
notado parte de este fenémeno. En efecto ellos mostraron que’para ciertos valores de
gn €l modelo presenta simetria anfprme. Eligiendo en nuestro modelo bosonizado
la regularizacién a = —1/47 (que asegura la equivalencia entre la accién de W-Z-W

y una accién de fermidnes libres) obtenemos el valor critico hallado por Dashen y
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Frishman:
4r

*2 __
VT AN+
(en la referencia Dashen y Frishman, 1975) aparece incorrectamente (N + 1) en el

denominador de (3.46)).

(3.46)

Para esta regularizacién no existe ningtin valor finito de g4 como puede verse

de la ecuacién (3.42). En este caso ¢g3? es el lnico punto critico de la teoria.
Concluimos sefialando que el haber hallado que el modelo de Gross-Neveu es
invariante conforme para ciertos valores de la constante de acoplamiento es uno de
los resultados importantes de esta tesis. En particular confirmamos por primera vez
en forma explicita el comportamiento predicho por el teorema C de Zamalodchikov
(Zamolodchikov, 1986; Ludwig y Cardy, 1986). En efecto vemos que el modelo co-
rresponde a una teoria en la que puede definirse una funcién C(g) tal que C(g*) y
C(g**) corresponden a valores de la carga central de Virasoro en los puntos g* y ¢**

donde el modelo es invariante conforme.

43



Capitulo 4

Modelos Fermidnicos
Constrenidos y Topologia

4.1 Introduccién

Trataremos en este capitulo una clase especial de modelos constreiiidos en los cual(;,s
juegan un importante papel las propviedades topologicas de los campos. Los modelos
constrefiidos son teorias cudnticas de campos fermidnicos o bosénicos que dan rea-
lizaciones explicitas de la construccién del coset. Recordemos que esta construccién
permitia obtener teorias conformes racionales con simetrias G/H (H es un subgrupo
del grupo de Lie G) a partir de las teorias racionales asociadas a los grupos G y
H. En particular para ciertas elecciones de los grupos G y H es posible obtener la
serie de valores de ¢ < 1 compatibles con representaciones unitarias del algebra de
Virasoro (series FQS, ecuacién (2.54) del Capitulo II) asi como otras impbrtantes
series conformes (ver Cabra, Moreno y von Reichenbach, 1990).

Los modelos constrefiidos han adquirido notoriedad pues permitirian representar
teorias de campos asociados a modelos estadisticos bidimensionales en el punto
critico. Ciertos modelos estadisticos durante las transiciones de fase de 2%° orden
son descriptos ﬁor teorias conformes minimales unitarios y por lo tanto el valor
de la carga central del ilgebra conforrﬁe pertenece a la serie FQS. Por ejemplo

los primeros valores de esta serie ¢ = 1/2,7/10,4/5,6/7 corresponden a teorias
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conformes identificadas respectivamente con el modelo de Ising, el modelo de Ising
tricritico, el modelo de Potts y el modelo de Potts tricritico. Estas identificaciones se
hicieron comparando los pesos conformes permitidos con las dimensiones de escala
de los operadores de estos modelos.

Otra importante aplicacién de los modelos constrefiidos es en problema de la
compactificacion, tema central de la teoria de cuerdas. El método mas simple de
compactificacion es la compactificacion toroidal, descripta por una teoria racional
conforme de fermiones y bosones sobre la hoja del universo (con simetria SO(N)). El
método que le sigue en complejidad hace uso de la construccién del coset. Proyec-
tando el grupo inicial de compactificacién sobre un adecuado subgrupo es posible
construir varios modelos no triviales.

En este capitulo consideraremos un modelo fermidnico constreiiido en el que el
multiplicador de Lagrange que hace efectivo el vinculo posee una estructura to-
poldgica no trivial. En particular estudiaremos la carga central de esta teoria y
obtendremos un tensor de energia impulso de bosones libres modificado por un tér-
mino adicional similar al propuesto por 1. Dotsenko y V.Fateév (Dotsenko y Fateev,
1984, 1985). Estos autores mostraron que las funciones de correlacién de la teoria
conforme general en 2 dimensiones pueden ser representadas por valores de expecta-
cién de operadores de vértice en un gas de Coulomb con condiciones de contorno no
triviales. Su trabajo encontré numerosas aplicaciones y es una de las contribuciones
basicas de los ultimos afios a las teorias conformes. ‘

Partiendo de una teoria de bosones libres y con el objeto de obtener modelos
minimales, introdujeron mediante, un operador de vértice, una “carga de fondo”
(“background”) en el infinito. Como consecuencia inmediata se modifican las con-
diciones de contorno de los campos bosénicos que se manifiestan por la adicién de
un nuevo término en el tensor de energia impulso holomérfico . Este término adi-

cional se determina estudiando las caraeteristicas de la EPO del nuevo tensor con
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los operadores de vértice y resulta:

AT(z) = iozoaa—:2 (2) (41)

donde 2ay es la “carga de background” y ¢(z) es el campo bosénico.
Puesto que el nuevo término que adquiere el tensor de energia impulso es imagi-
nario la tcoria que el define no es unitaria para un valor arbitrario de ap. En efecto,

un célculo sencillo muestra que la carga central asociada al nuevo modelo es:
c=1-1202 (4.2)

que corresponde a una teoria minimal, y como ya hemos mencionado, solo los valores
discretos de ¢ dados en la serie FOS son compatibles con teorias unitarias minimales.

En este capitulo obtendremos a partir de la teoria constrefiida antes mencionada,
un tensor holomdrfico de energia impulso con una modificacién similar a la dada en
la ecuacién (4.1). Sin embargo en nuestro modelo el término adicional surge natu-
ralmente real y consecuentemente la teoria que define es automaticamente unitaria.
Debido a la ecuacién (4.2) en nuestro caso la carga central c se ve incrementada y

no se obtienen modelos minimales.

4.2 Modelos Fermidnicos Constrenidos

Discutiremos brevemente en esta seccién sobre los modelos fermidnicos constrenidos.
Esta discusion nos servird de introduccidén al planteo del problema concreto al que
este capitulo se refiere y que abordaremos en la seccion siguiente.

Habiamos mencionado en el Capitulo II seccién 7 el mecanismo ideado por God-
dard, Kent y Olive que permite, a partir de una teoria racional, con simetria quiral
G, obtener otra con simetria G/H (H es un subgrupo de G) sustrayendo a los ge-
neradores de Virasoro de la teorfa original, los generadores asociados al subgrupo

H.
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Este mecanismo, construccién del coset, es una construccién general pura-
mente algebraica y permite describir cualquier estado en la representacién del grupo
G como una suma directa de productos de representaciones de estados del subgrupo
H y el espacio cociente G/H. Sin embargo esta construccién Bo pone de manifiesto la
teoria cuantica de campos cuya 4lgebra racional conforme posee estas simetrias. Este
es un interesante problema adicional. Los autores antes citados ya habian sugerido
que tal teoria de campos podria obtenerse a partir de una teoria racional conforme
imponiendo vinculos sobre las corrientes asociados al subgrupo de simetria divisor.
Teniendo en cuenta esta sugerencia se han construido teorias de campos bosénicos y
fermidniccs que realizan la construccién del coset (ver por ejemplo (Cabra, Moreno,
y von Reichenbach, 1990) y las refefencias alli citadas).

Para cumplir con el propésito de este capitulo solo mencionaremos en esta seccién
cual es el lagrangiano fermidnico que produce la construccién del coset sin considerar
los célculos que lo prueban.

El lagrangiano tiene la forma:
£ =Viy.00 +j**A% a=1,---,dimH , (4.3)

donde ¥ es un fermién de Dirac de K componentes, j#° son las corrientes de Noether

asociadas al subgrupo de simetria H C U(K) que se quiere constrefir:
§* = Uy t*¥  (t* generadores de H) (4.4)

y A}, son los correspondientes multiplicadores de Lagrange. Teniendo en cuenta
que la teoria definida por el lagrangiano (4.1) es invariante de gauge y usando las
técnicas de bosonizacién mediante la integral funcional descriptas en el capitulo
anterior, puede demostrarse que esta teoria es racional conforme y que su algebra

de Virasoro posee una carga central:

kdim H

c= CU(K) e m‘ (45)
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en completo acuerdo con la construccién del coset (ecuacion (2.71) del Capitulo II).
(Aqui cy(k) es la carga central de una teoria racional con simetria U(K) y las demas

constantes son las definidas en el Capitulo II).

4.3 Contribucion de Sectores Topoldgicos.

Estudiaremos en esta seccién y las siguientes una teoria definida por un la,grangiz‘mo
similar al dado en la ecuacién (4.3) pero con la particularidad de que el multiplicador
de Lagrange A, posee una estructura topolégica no trivial. Consideraremos el caso
simple en el que A, es un campo abeliano con un flujo total no nulo a través de una
superficie compacta. Analizaremos esta teoria siguiendo la propuesta de Bardakci y
Crescimanno (Bardakci y Crescimanno, 1989) para tratar campos con topologia no
trivial. Veremos que en este caso la ecuacién (4.5) que da el valor de la carga central,
se modifica para depender del valor de la carga topoldgica. Esta dependencia es
similar a la obtenida por Dotsenko y Fateev (ecuacién (4.2)) con la carga topoldgica
jugando el rol de la “carga de background”. Los resultados originales de este capitulo
se encuentran expuestos en detalle en la referencia (Cabra y Moreno, 1989).

Sea entonces el lagrangiano (4.3) donde el grupo constreiiido H es U(1). La

corriente es:

j* = Uy*Y (4.6)

y el lagrangiano se puede entonces escribir:
L= V7.(10 + AT (4.7)

(los fermiones de Dirac se transforman en la representacién fundamental de U(K)).
El multiplicador de lagrange A, se encuentra en el sector de carga topologica N

(el flujo de A, estd cuantificado en muiltiplos enteros de la carga fundamental del

voértice).
1
e

*Fd’z =N NeZ (4.8)
52
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donde S? es la esfera bidimensional y *F es el dual del tensor del campo electro-
magnético F,,.

F,, =08,A,—8,A,. (4.9)

La funcional generatriz de la teoria tiene la forma:
Zn = / DYDWDAY exp{— / Ty.(i0 + AV)Udz) (4.10)

donde la integracién en el campo A, esta restringida al sector de carga topolégico
N.

La funcional generatriz Zy tiene una invarianza manifiesta de gauge U(1):
U — ey, U Tt (4.11)

A, — A, +0,¢ . (4.12)

y con el fin de obtener una teoria bien definida el gauge debe ser fijado. Elegimos
la condicién de Lorentz:

8,A, =0 (4.13)

cuyo correspondiente determinante de Fadeev-Popov es:
App = det(—8,0*) = / DiiDyet{ 1 (4.14)

donde hemos usado la representacién funcional del determinante por medio de ghosts
escalares anticonmutantes (ver ecuacién (3.16) del Capitulo III).

La teoria definida por la accién efectiva Zy podrd bosonizarse realizando un
cambio de variables desacoplante (ecuacién (3.13) y (3.14) del Capitulo III). Las

transformaciones:

Ay = €1 0,0 (4.15)

X = e’y X = )26"5¢ (4.16)
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desacoplan totalmente al campo de gauge de los fermiones y el jacobiano que pro-

ducen es:
J =ex {———‘21 /3 0" dd*z} (4.17)
P1- © .

(usamos una regularizacién invariante de gauge). Es decir la teoria deviene una
teoria de fermiones y bosones libres no masivos.

Sin embargo la transformacién (4.15) solo es regular si A, pertenece al sector de
topologia nula pues es imposible definir al campo A, de manera global satisfaciendo
la condicién de cuantificacién del vértice (ecuacién (4.8)) con N # 0 . Existe, no
obstante la posibilidad de desacoplér parcialmente al campo A, de los fermiones.

Para ello escribamos:

A, =AY +¢,0,¢ | (4.18)

donde /12’ es una configuracién fija con carga topolégica N y el campo ¢ puede ser

definido globalmente ya que su contribucién corresponde al sector de topologia nula.
De esta manera al realizar la transformacién (4.18) junto a la transformacién fer-
miénica (4.16) se ‘separan en el lagrangiano los términos fermiénicos de los términos
dependientes del campo ¢. | .

El jacobiano asociado a esta trasformacién involucra al campo /iﬂ' y tiene la
forma:

I = exp(~5- [{8.60%¢ — ¢ F) (4.19)

donde *F' = 2¢,,,8, AV

La funcional generatriz Zy (ecuacién (4.10)) toma entonces la forma:

In = / DxDxDéApp. exp{— / &2[57.(:0 + AN)x —

1 S
— (8,60 + -4 1}, (420)

Dedicaremos las siguientes secciones a hallar la carga central de Virasoro de este

modelo a partir de la funcional generatriz (4.20).
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4.4 Carga Central de Virasoro. Fermiones

Calcularemos en esta seccién la contribucién a la carga central proveniente de la
parte fermiénica de la accién efectiva (4.20). Para este fin debemos estudiar el
término no regular en la EPO del ténsor de energia impulso con si mismo.

Una propiedad importante de este modelo es que debido a la existencia de una
estructura topoldgica no trivial en el campo A{)’ , €l teorema del indice garantiza que

la ecuacién de Dirac:

7.0+ AN =0 (4.21)

posee K |N| soluciones de cuadrado integrable.
Estos modos cero pueden hallarse explicitamente y son de quirialidad derecha

[

para N > 0 y de quiralidad izquierda para N < 0 :
s _ | "R
Ny = [ 0 J N>0

a
ML

ne = [O]N<O (4.22)

a=1,---,|N;i=1,---, K.
El célculo del valor de expectacién de vacio de una funcién fermidnica F[x, x]
se obtiene, en el marco de la integral funcional, efectuando las correspondientes

integrales de Grassmann. Para ello se desarrollan los campos fermidnicos X y x en

autofunciones del operador de Dirac:

IN|
x = Y Cn*+) Cmp™ (4.23)
a=1 m
IN] ~
2 — anﬁa+20mp-m
a=1 m

donde (7°,7%) son los modos cero (ecuacién (4.22)), (p™,p™) son las demas auto-

funciones del operador de Dirac y C, C son variables de Grassmann:
{Ci,Ci} ={Ci,C;} = {C;,Ci} =0 ¥i,j. (4.24)
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La integracién se realiza sobre las variables de Grassmann con las reglas de integra-
cién de Berezin:
/ dC; =0, / dCiC; = 6;. (4.25)
Puede demostrarse que tal valor de expectacién es nulo a menos que F[¥X,x]
contenga un término con exactamente |V| factores de la forma YpB8xr si N > 0
6 XrBxL si N < 0 (B es un operador arbitrario). En particular cualquier funcién
de correlaciéon de un ndmero arbitrario de operadores xrfBxr es nula. (El mismo
resultado se obtiene con operadores de la forma X¥r8xL)-
Concluimos entonces que no hay contribucién fermidnica a la carga central total.
La parte fermidénica de la funcional generatriz solo aparece como un factor multipli-
cativo el cual se cancela en el calculo de valores de expectacién de vacio del tensor
de energia-impulso (Debe notarse que debido a los modos cero este factor es nulo y

debe ser regularizado).

4.5 Carga Central de Virasoro. Bosones

Resuelto el sector fermidnico, nos dedicaremos a resolver la anomalia conforme para

el vector bosénico. Debemos entonces evaluar la funcién de correlacién:
< To(2)Ta(w) >= - [ DoTa(:)Ta(w)e™ (4.26)
donde Zp es el factor bosénico de la funcional generatriz total:
Zp = [ Déexp{~S5ld, A,)}. (4.27)

Sp esta dado por:
1 ~
Sp=5- / 0.60"¢ — ¢"FldPz (4.28)
y Tg es el tensor de energia-impulso asociado a la accién (4.27).

Es util para nuestros propésitos, escribir al campo Aﬁ’ en la forma:

(4.29)




donde el campo AL tiene carga topoldgica 1. Parametricemos ahora al campo AL:
Al =¢,,0,n (4.30)

(la definicién de n no es global pues depende del sistema de coordenadas definido

sobre la esfera). La accién Sg toma entonces la forma:

1
2

Sp = (0,40*¢ — 2N ¢0n)d>= (4.31)

y puede ser escrita como la accién de bosones sin masa interactuando con un campo

gravitatorio convenientemente elegido. En efecto, consideremos en S? la accién:
1
S = —5- [ P2 /5904056 ~ N4R) (4.32)

donde R es la curvatura escalar.

Elegimos la métrica conformemente plana:
G = €'6,,, (4.33)
donde el campo 7 es el mismo que aparece en la (4.30). En esta métrica tenemos:
VR =20,0"q : (4.34)

La eleccién de la métrica (4.33) para S? es consistente pues es compatible con el
teorema de Gauss-Bonnet. Este teorema puede pensarse como un vinculo topolégico

sobre la curvatura de una superficie de determinado género y expresa:

o= [ VaRds = x(%) (4.35)

donde x(X) es la caracteristica de Euler, que para una superficie compacta sin borde

tiene la forma:

x(X) =295 — 2 (4.36)

donde gx es el género de la superficie . Para la esfera 3_ = S? tenemos g2 = 0 y

x(8%) = 2.
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En términos del campo 7, el teorema de Gauss-Bonnet se escribe:
Jouory =2 (4.37)

que no es mas que la condicién de cuantificacién del vértice (ecuacién (4.8)) para el
campo /i}‘ (ecuacién (4.30)).

Luego, eligiendo la métrica conformemente plana (4.33) la accién (4.32) resulta
idéntica a la accién (4.31).

La accién (4.32) es invariante bajo transformaciones generales de coordenadas.
Elegimos entonces el campo 7 de manera tal que toda la curvatura esté concentrada
en el polo norte, el punto infinito en la esfera de Riemann.

El tensor holomérfico de energia -impulso para esta teoria se calcula variando la

accion respecto de la métrica. Evaluando luego en la métrica elegida se obtiene:
A 1 N_,, -
T(Z) = -5 024924 : +—2—32¢ (4.38)

El 24° término del lado derecho de (4.38) proviene de la interaccién de los bosones
con la curvatura escalar y tiene la misma forma que la correccién encontrada por
Dotsenko y Fateev (ecuacién (4.1)). Notar sin embargo que el término adicional en
(4.38) es real mientras que el dado es (4.1) es imaginario puro.

La contribucién del sector bosdnico a la carga central puede ahora evaluarse

facilmente a partir de:

< To(w)Ts(2) >= 5(1 + 3N2)(Z—j—tg)—4 (439)

resultando el valor:

cg =1+ 3N? (4.40)

El valor de la carga central total del dlgebra de Virasoro se obtiene agregando
a (4.40) la contribucién proveniente del determinante de Faddeev-Popov (ecuacién

(4.14)). El valor de esta contribucién ya fue mostrado en el Capitulo III:
Coh = —2 (4.41)
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Concluimos que la carga central total en el sector de carga topoldgica IV es:
cr=3N*-1 (4.42)

Es importante notar que este resultado solo es vdlido para N # 0. El caso N =0
es especial puesto que la ecuacién de Dirac (4.21) no posee soluciones de cuadrado
integrable para este valor de N. Por lo tanto los fermiones libres contribuyen a la

carga central total y tenemos:
Cr=K-1 (N=0) (4.43)

que corresponde a una teoria de fermiones libres con simetria U(K) a la cual se le
ha constrefiido la corriente abeliana U(1). Este resultado concuerda con el obtenido
por la construccién del coset en la ecuacién (4.5).

En sintesis considerando una teoria fermidnica constrefiido en un sector topols-
gico no trivial obtuvimos una modificacién al tensor de energia impulso depeﬁdiente
de la carga topoldgica. Esta modificacion es similar a la obtenida por Dotsenko y
Fateev estudiando una teoria conforme de bosones con condiciones de éontorno no
triviales. Una diferencia entre el tratamiento de estos autores y el nuestro es que en
este la modificacién al valor de ¢ surge naturalmente de considerar la contribucién
de sectores topoldgicos a la funcional generatriz que define la teoria mientras que en
el caso de Dotsenko y Fateev resulta de introducir de manera ad-hoc condiciones de

contorno no triviales.
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Capitulo 5

Anomalias

5.1 Introduccién

Por anomalia entendemos la invalidez de una simetria de la accién clasica debido
al proceso de cuantificacién. Como consecuencia la corriente asociada a la simetria,
cuya conservacion cldsica estd asegurada por el teorema de Noether, deja de ser
conservada luego de la cuantificacién. Llamamos a esta corriente anémala.

Las anomalias fueron descubiertas por J.Steimberger en el célculo, en teoria de
campos, de las amplitudes de decaimiento del proceso 7° — 2y basado en loops de
fotones virtuales. Esta anomalia axial surge de la consideracion del diagrama trian-
gular fermiénico con una corriente axial y dos corrientes vectoriales. Imponiendo
conservacion de las corrientes vectoriales y simetria de Bose en los canales vectoria-
les se obtienen identidades de Ward anémalas as{ como una conservacién anémala
de la corriente axial: 0,58 ~ F*F # 0.

Numerosas anomalias, en muy diversas teorias han aparecido luego del pionero
hallazgo de Steimberger; por ejemplo la anomalia de gauge no abeliana originada
en una teoria de fermiones quirales acoplados a un campo de gauge no abeliano y la
anomalia gravitacional que viola la conservacién del tensor de energia impulso son
los ejemplos mas conspicuos.

Fue Fujikawa quien hace mas de 10 afos estudié el origen de las anomalias
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en el formalismo de la integral funcional (Fujikawa, 1979,1980,1981). Demostré
que para todos los casos conocidos, las anomalias son originadas por la existencia
de un jacobiano no trivial que surge debido a la no invarianza de la medida de
integracién frente a las transformaciones de simetria. Evaluando explicitamente este
jacobiano, Fujikawa obtuvo los resultados correctos de las divergencias anémalas
asi como las identidades anémalas de Ward. Existe también una interpretacién
alternativa para el origen de las anomalias en el formalismo de la integral funcional:
la discrepancia entre las ecuaciones clasicas de campos y las ecuaciones cudnticas de
campos (Tsutsui, 1989).

El requerimiento de cancelacién de anomalias tiene consecuencias importantes.
En la teoria electrodébil unificada SU(2) x U(1) , que es potencialmente anémala,
impone el balance entre el niimero de quarks y el niimero de leptones; en la teoria
de supercuerdas fija en 16 el rango del grupo de simetria interna que queda asf
esencialmente determinado.

Desarrollos recientes permiten estudiar las estructuras globales de las anomalias
por medio de poderosas técnicas topoldgicas: teoremas del indice, flujo espeqtral,
homotopia, cohomologia y la estructura compleja de las variedades en 4 y'més
dimensiones.

Discutiremos brevemente en las secciones siguientes algunas propiedades con-
cernientes a la anomalia axial abeliana y la anomalia de gauge no abeliana como
introduccién al capitulo siguente er que estudiaremos la cancelacién de anomalias

en modelos o no lineales.

5.2 Anomalia Abeliana Axial

Analizaremos en esta seccién la anomalia abeliana axial por medio del método de
Fujikawa para el tratamiento de las anomalias (Fujikawa, 1979, 1980) y mencionare-

mos también su relacién con el teorema del indice de Atiyah-Singer (Atiyah y Singer,
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1968, 1971).

Consideremos una teoria definida sobre la esfera S?* que consta de fermiones de
Dirac acoplados a un campo de gauge externo que toma valores en el 4lgebra del

grupo de Lie G. La accién efectiva fermidnica tiene la formas:
eIl = / DUDYe [ X" ¥r.D¥ (5.1)

donde 7.D = *(i0, + A,) y A, = Alt® (¢ son los generadores hermiticos de G)
(No es necesario incluir en la derivada covariante la conexién de spin puesto que la
geometria local de S?" no juega ningiin rol en este problema).

La accién es invariante frente a las transformacién global axial

U — B2 | U — P (5.2)

(vs = "II22,7*). Consideremos entonces el siguiente cambio  de variables local

infinitesimal en la accién efectiva (5.1):
U = x +ia(z)x ; ¥ =x+ Xxvsia(z) (5.3)
La accion fermionica se transforma:
i / Uy.DVd¢ = § / %7.Dxd*™e — i / & 2(9,j)a(z) (54)

donde j¢ = Wy*y° V.
Como ya hemos mencionado en capitulos anteriores el cambio quiral (5.3) trae

asociado un jacobiano de Fujikawa no trivial J(«). Tenemos entonces: |
e-Wil - J[a]/DxDxeifd“z(‘f’fy.D‘ll—-apj"Sa) (5.5)

Derivando funcionalmente respecto de @ en ambos miembros de la ecuacién (5.5)

obtenemos la ecuacién de conservacién anémala de la corriente axial:

%%’l oo = i < 3,7(x) > (5.6)
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Esta ecuacién muestra claramente que el origen de la anomalia es la existencia de
un jacobiano de Fujikawa asociado a la transformacién (5.2).
Este jacobiano puede calcularse con los métodos de regularizacién ya menciona-

dos (funcion de Riemann o Heat-kernel) y resulta:

InJa] = —2K / gBranbagr(F o oo Fy g Ya(z)d® e (5.7)

Zn

22ngnpl "

K

Luego la ecuacién de divergencia anémala se escribe:
< 0,58 >= —2Ke*Pr-onbuir(F, o -+ Fy p.) (5.8)
que generaliza los familiares resultados para d=2 y d=4:
d=2 <d,jt>= ;—;tr(ewF,,,) | (5.9)

d=4 <0, e*°Ptr(F, Fap) (5.10)

~ 1672

Fujikawa también mostré la relacién existente entre el jacobiano (5.7) y el teo-
rema del indice de Atiyah-Singer (Atiyah y Singer, 1968, 1971) que determina la
diferencia entre los modos cero de quiralidad derecha e izquierda del operador de
Dirac 7.D a partir de las clases caracteristicas de Chern. En particular no es dificil

encontrar que el jacobiano de la transformacién (5.2) es -2i veces el indice de v.D.
/ A g Ke@bianbaTy(F, o .. Fy 5 ) =indy.D = np —ny, (5.11)

donde np y np son los numeros de modos cero de quiralidad derecha e izquierda del

operador v.D.

‘5.3 Anomalia de Gauge

Consideremos ahora la anomalia en la conservacidn covariante de la corriente de

gauge que aparece en una teoria de fermiones de Weyl acoplados a un campo de
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gauge. Los fermiones se transforman en cierta representacion p del grupo de gauge

G.

La accion efectiva fermidnica esta definida por:
el = [ DEDweH #nebrDR (5.12)

donde la integracién se realiza sobre fermiones de Dirac. D, esti definida en la

seccion anterior y Py = 1—+2'15 .

Las corrientes de gauge son: |
j* = Uy*° P ¥ (5.13)

donde ¢* son los generadores del dlgebra de G en la representacién p. Clasicamente

esta corriente esta covariantemente conservada, es decir:
D" = (iau + [A“,])j” =0 (5.14)
(* = j#1%)
Bajo una transformacién de gauge los campos se transforman:
Ay — AL =gA,g7 490,97 (5.15)
U —g¥; U Pg!

y la accién clasica permanece invariante. Si g es infinitesimal g ~ 14-v las ecuaciones

" de transformacién (5.15) toman la forma:
A, = A=A, — 1Dy (5.16)
U U4l U ¥—Tw

Analicemos entonces el comportamiento de la accion efectiva I'(A) cuando efec-

tuamos la transformacién (5.16)

e TA=D) = [ DUDW expfi f Uy.DV + i [(D,j*)*v"da] (5.17)
e T+ fo* < (Dug*)® >)
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Por otra parte:
¥~.D(A +1Dv)¥ = ¥(1 + iv)y.D(A)(1 — iv)¥ (5.18)

y el cambio en A puede entonces cancelarse realizando el cambio de variables fermié-
nicas sugerido por la ecuacién (5.18). Sin embargo, como veremos mas adelante, este

cambio de variables involucra un jacobiano de Fujikawa J(v, A). Tenemos entonces:
e T(A=iDv) = ¢=T(4) J( 4, v) (5.19)

Finalmente derivando funcionalmente respecto de v*(z) obtenemos la ecuacién ané-

mala:
61n J[A,v]
éve(x)

Es importante sefalar que la identificacién de la integral funcional (5.12) con

o =i < (D,j*)* > (5.20)

un determinante es problematica pues el operador v.D P, transforma espinores de
quiralidad derecha en espinores de quiralidad izquierda y por lo tanto no define una

ecuacion de autovalores. Este problema se resuelve introduciendo el operador:
D =iy.8+~.AP, = 4.DP, ++.0P- (5.21)

que agrega a la integral funcional fermiones libres de la quiralidad opuesta. Defini-

mos en consecuencia:
e T = /D\IID\I'e"f‘I'D‘I'd’c = det D. (5.22)

que satisface ciertos requerimientos de consistencia necesarios (Alvarez Gaumé y
Ginsparg, 1984): El operador D actia sobre funciones de Dirac y define un correcto
problema de autovalores. El acoplamiento con el campo de gauge solo involucra
a las componentes de quiralidad derecha luego la teoria de gauge definido por D
es en principio equivalente a la definida por 4.DP; a menos de un factor global
constante independiente del campo de gauge. Consecuentemente det D genera la

misma expansion perturbativa que det 4.D P, para pequenos valores del campo de
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gauge. Finalmente puesto que el operador iy.0P_ no tiene modos cero no triviales,
los modos cero de D son todos de quiralidad derecha y coinciden con los de ~.DP,
y las reglas de seleccién de quiralidad en presencia de instantones son los mismos
para ambos operadores.

Sin embargo, con esta definicién de la accién efectiva I'(A) la accién cldsica no
es mas invariante de gauge. Este es el origen del jacobiano de Fujikawa J(v, A)
asociado a la transformacién (5.16).

A partir de (5.21) puede entonces calcularse el jacobiano J(v, A) usando alguna
regularizacién adecuada. El resultado para 2 dimensiones es (ver por ejemplo (Mo-
reno, von Reichenbach y Schaposnik, 1989)):

54 — jgnn .
InJ(a,v) = —T/tr(a,,A,, —ald, A, +i[A,, A))v (5.23)

donde, como en capitulos anteriores, el pardmetro o determina distintas prescrip-”
ciones de regularizacidn.

El jacobiano correspondiente a una transformacién de gauge finita puede obte-
nerse a partir del jacobiano infinitesimal (5.19). En efecto, consideremos la familia
de transformaciones de gauge g,(z) que interpola entre la identidad y cierta trans-

formacién g(z) cuando t varia de 0 a 1. Tenemos entonces:
1 or(As”
T(A) = D(A%) = — / dt%——z (5.24)
0

Pero puede comprobarse facilmente que:

r .- -
aa—t(Ag» ) =In J[A% vy (5.25)
donde el segundo miembro esté dado en (5.23) con v, = —0,9:97 1 Un célculo directo
aunque tedioso nos permite obtener de (5.24) y (5.25) para 2 dimensiones:

(8 — i), [ #al(Aug0,97 + a(A AL — A,A,)] (5.26)

InJ[4,9"] = Wlg) -

donde W/|g] es la accién de Wess-Zumino-Witten definida en el capitulo II (ecuacién

(2.90)).
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Capitulo 6

Modelos ¢ no lineales acoplados a
fermiones de Weyl

6.1 Introduccién

Vimos que las teorias cuanticas de campos de fermiones en interaccién con campos
de gauge no abelianos exhiben en algunos casos una anomalia en la corriente de
gauge. Esta anomalia es generalmente una manifestacién de una obstruccién global
para definir la teoria correctamente. Recientemente se ha observado que ciertos
modelos o no lineales presentan anomalias cuando estdn acoplados a fermiones de
Weyl que no se transforman en una representacion libre de anomalias.

Los modelos o no lineales son teorias campos en los cuales las variables dina-
micas (bosdnicas) toman valores en una variedad Riemanniana M. Los modelos o
homogéneos son aquellos en los que la variedad M resulta el espaéio homogéneo
G/H siendo G un grupo de Lie y H el subgrupo de isotropia.

Los modelos o homogéneos acoplados a fermiones de Weyl son relevantes para
la fisica de particulas en las aproximaciones de bajas energias (Coleman, Wess y
Zumino, 1969; Callan, Coleman, Wess y Zumino, 1969). En una aproximacién de
lagrangiano efectivo se considera una teoria que incorpora un grupo G de simetrias
quirales (realizadas linealmente en alguna teoria subyacente) espontaneamente rota

a un subgrupo H por debajo de cierta escala energética. Las teorias de bajas energias
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describen entonces a bosones de Goldstone que toman valores en el espacio coset
G/H con G realizado de manera no lineal como grupo de simetria. Los teoremas
de bajas energias se deducen de las identidades de Ward manifestando la presencia
de la simetria original G en el mundo de las bajas energias. Cuando se acoplan
fermiones de Weyl a estos modelos las identidades de Ward devienen andmalas.
Estas anomalias deben ser canceladas para asegurar la consistencia de la teoria.

Proponemos en este capitulo un método de cuantificacién de los modelos ¢ ins-
pirados. en las ideas de Polyakov (Polyakov 1981), Babelon, Schaposnik y Viallet
(Babelon, Schaposnik y Viallet, 1986) y Faddeev- Shatashvili (Faddeev y Shatash-
vili, 1986) sobre cuantificacién en presencia de anomalias que conducen a teorias
consistentes.

La idea que subyace tras nuestra propuesta es la siguiente. En el formalismo de
la integral funcional la accidon efectiva debe considerarse como una integral sobre
el total del grupo G aunque clasicamente los grados de libertad definidos sobre H
pueden ser trivialmente eliminados. Debido a la presencia de los fermiones de Weyl
estos grados de libertad no pueden ser eliminados sin crear términos anémalos.
Como consecuencia los campos sobre H reaparecen integrando una accién efectiva
no trivial que contiene una accién de Wess-Zumino. Este mismo fenémeno es el que
ocurre con la accién de Liouville en la cuantificacién de cuerdas y con la accién de
Wess-Zumino en la cuantificacién de teorias de gauge y gravitacionales acopladas a
fermiones de Weyl.

La propuesta aqui descripta se halla expuesta en la referencia (Moreno, von

Reichenbach y Schaposnik, 1989).

6.2 El modelo ¢ no lineal

Consideremos una teoria de N campos escalares ¢; que toman valores en el es-

pacio coset G/H donde G es un grupo‘de Lie y H es el subgrupo de isotropia.
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(Ng = dim G — dim H). Los campos escalares estan acoplados a fermiones de Weyl
transformandose en alguna representacién py del subgrupo H.

Llamaremos H*(1 < a < dim H) a los generadores del algebra de Lie de H
(k) y "1 <i < N, B) a los demds generadores de G. Asumiremos también que el
algebra de Lie de G admite una separacidn reductiva es decir que las relaciones de

conmutacién tienen la forma:

[H®, H®] = if**H° (6.1)

(H°,T) = i fT

[T%,T7) = if T* + ifH".

La primera ecuacién (6.1) expresa la condicién de subgrupo de H mientras que la
segunda es la condicién de separacién reductiva (que es siempre posible si H es
compacto). Usaremos la convencién siguente: los indices (a,b,c,....) corren sobre los
generadores de H y los indices (¢,4,k-- ) sobre los demds generadores de G . Los
generadores de G y H son ortogonales respecto del producto interno invariante G
definido por la traza.

Los campos ¢; son coordenadas locales del espacio cociente G/H y siempre pue-
den ser definidas de manera tal que las isometrias en H dejen el origen invariante
(Coleman, Wess y Zumino, 1969). Estas coordenadas estan parametrizadas por los
elementos de G:

g (p) = T (6:2)

El modelo o acoplado a fermiones de Weyl puede ser formulado a partir del si-
guiente lagrangiano en el espacio de Minkowski bidimensional (di Vechia, Ferrara y

Girardello, 1985): ‘
£ = tr(D,g) D*g — i%y.DV (6.3)

donde ge G y D, es la derivada covariante respecto de H:
D,g = 0d.,9—gA,H® (6.4)
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D,V = 3,9 — A%py(H")Y,

pu(H?®) es el generador a-ésimo de H en la representacién fermidnica py y A, es un
campo auxiliar que toma valores en el dlgebra de Lie de H. Los fermiones ¥ son de
quiralidad derecha, ¥ = v5W.

Las ecuaciones de movimiento del campo A, permiten escribir a este en funcién

de los campos g y ¥ :
- 1 M 71 2 a
Au=97'0uglu + 5ij* H (6.5)

donde
J*¢ = Uykpy(H®) Y (6.6)
en la corriente vectorial fermidnica y hemos indicado con el subindice g la proyeccién

sobre la subélgebra H.

Reemplazando este valor de A, en el lagrangiano obtenemos:
L =tr(g7'0ugle/ng ™ Ougle/n) — 197.D[AL(9)]¥ (6.7)
donde la derivada covariante toma la forma:
DuIA] = 8~ Au(9) | (69)
con A,(g) la conexién candnica (Ginsparg, 1985):
Aulg) = pu(g™"Buglm). (6.9)
En virtud de la parametrizacién (6.2) podemos escribir para los elementos de a:
g=g"h . (6.10)

con g* dado por (6.2) y heH:
| h=e" neh (6.11)

Mencionaremos ahora 2 importantes propiedades, consecuencia de las relaciones

de conmutacién (6.1). si ge G y he H valen las siguientes identidades:
Rl (g7 dg)hln = h7 (97 dg)lmh (6.12)
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h™ (g7 dg)hle/m = h™ (g7 dg)lc/uh (6.13)

Utilizando la parametrizacién (6.10) para los elementos de G y con la ayuda de

las identidades (6.12) y (6.13) podemos escribir el lagrangiano (6.7) de la forma:
L = —g:i($)0.¢' D5 — 1¥7.D[A*W[g]]¥ (6.14)

donde g;;(#) es la métrica natural invariante G sobre G/H:

9i;(4) = tr(e"i"s%—j;e‘“%lc/y) (6.15)
y la conexién A,(¢) toma la forma:
Au(8) = prr(e®0,6%]1). (6.16)
Hemos definido:
A = o(8)7 A, p(R) + p(R)Dup(h). (6.17)

Es importante notar que clasicamente el campo k no juega ningun papel en el

lagrangiano (6.14) pues puede ser eliminado mediante una transformacién de gauge:
U — p(h) 0, ¥ — Up(h) (6.18)

resultando:

£ = —g;;($)9,4'0"¢ — ily.DIAIY (6.19)

Sin embargo, como fue discutido en el capitulo anterior, la transformacion (6.18) es
anomala cuando los fermiones involucrados son de Weyl. Tomaremos entonces al

lagrangiano (6.14) ( y no al (6.19)) como punto de partida para la cuantificacién.

6.3 Simetrias

A nivel clasico el lagrangiano (6.14) es invariante frente al grupo de transforma-

ciones globales G. Estas transformaciones se implementan en las coordenadas ¢*
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definidas en (6.2) por multiplicaciones a izquierda g* — Kg*. El elemento Kg*, que
se encuentra fuera de G/H, se lleva a la forma standart por una multiplicacién a
derecha de un elemento de H. La transformacién combinada mapea elementos G/H

en elementos G/H:
e — e = Ke* f~¢, K] (6.20)

donde KeG global y f es el elemento compensador. En los fermiones esta transfor-

macion se implementa:
Vo (Y, T Tp(f)T (6.21)

Analicemos ahora el comportamiento de la métrica g;;(¢) y de la conexién cané-
nica A,(¢) bajo la transformacién (6.21). De su definicién se deduce que la métrica,

se transforma segin:

’ - 186i¢l — laei"”
9ii(8) = gi;(¢') = tr(e™ 541 ¢ 967 lG/z) (6.22)

Utilizando la forma (6.20) para las coordenadas ¢’ y con ayudas de la igualdad (6.12)

obtenemos:

/ a¢* a¢*

9i;(¢) = gre($) 5 =7
’ d¢; 04

Es decir: la métrica en G/H se transforma covariantemente frente a las trasnfor-

(6.23)

maciones G globales y por la tanto la invarianza del primer término del lagrangiano

(6.19) es obvia.

De la misma manera, pero con el auxilio de la igualdad (6.13) pude probarse que

la conexidn A,(¢) se transforma como un campo de gauge:
Au(®) — AL(¢) = A0 (9) (6.24)

y compensa exactamente la transformacién fermiénica (6.21). Verificamos entonces

la invarianza del lagrangiano frente a la transformacién G en (6.20) y (6.21).
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La utilidad de la parametrizacién standard (6.2) para los elementos G/H queda
manifiesta en la forma que adquiere las transformaciénes (6.20) para simetrias en

H(KeH) . En este caso el campo compensador f es global y se reduce a K:
e — e = Ke*K~! KeH (6.25)

Infinitesimalmente estas trasformaciones se pueden escribir de la siguiente ma-

nera:
A Si KeH
K~ 1+¢H®
6 ey
6V ~ iep(H®*)W (6.26)

Es decir que las transformaciones en H estidn representadas linealmente en los
campos y no cambian el origen de G/H.

B Si K estd generado por los T;

K ~ 1+ €'T!
b = & — Le'fligk + e St fIt fie
6V ~ —Lig'l fiep(H®) ¥ (6.27)

que generan una transformacion ne lineal sobre los campos.
Las corrientes de Noether asociadas a estas invarianzas son:

para el caso A:
12 = 20($)0,8' 0 ¥ + Uyup(e 0e™) U f* + 5 (6.28)
y para el caso B:

W = 20im(8)0ud’ — gin(9)0u8' ¢ F1* +

1 . - . .
+ 590900, 8 0[5 + Uruple O )Y .
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1 -1 t m 1= -1 1 ma rka
—5¥up(e POpe|n) Ve [, k+z‘1”hﬂ(e PO0ke’ | ) WGP f10 f* —
z"tJ. am 1] '
S, (6.29)

Finalmente notemos que si mantenemos al campo k en el langrangiano (como en
la ecuacién (6.14)), las rotaciones globales G pueden ser vistas como transformacio-

nes de los campos bosénicos ¢ acompanadas de rotaciones fermidnicas:
e — Ke'*f~1[¢, H] (6.30)

U p(h7 fR)U (6.31)

o como transformaciones de los campos ¢ y h sin afectar a los fermiones:
e — Ke*f! (6.32)

h— fh. (6.33)

6.4 Anomalias

Hemos visto que el grupo de isometrias G actia sobre el modelo ¢ como una trans-
formacién de gauge en el subgrupo H (ver ecuaciones (6.21) y (6.24)). Luego, como
ya mencionamos, €l modelo puede presentar anomalias si los fermiones no se en-
cuentran en una representacion libre de anomalias.

Las anomalias surgen en este modelo a dos niveles. Primero, partiendo del
lagrangiano (6.14), la eliminacién del grado de libertad de gauge h no es posible.
Aunque la transformacién fermidnica (6.18) lo elimina del lagrangiano, aparece a
través de un jacobiano de Fujikawa debido a la no invarianza de gauge de la medida
de integracién. Esto es andlogo a lo que ocurre en teorias de cuerdas para d # 26
debido a la anomalia conforme. El grado de libertad de dilatacién de la métrica
bidimensional, que clasicamente desaparece de la accién, reaparece como un grado

de libertad fisica en la accién de Liouville luego de la cuantificacién (Polyakov, 1981).
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Existe un segundo lugar donde las anomalias pueden afectar la cuantificacion atin
si se parte del lagrangiano (6.19) (es decir, se fija el gauge clasicamente y luego se
cuantifica). En efecto, puesto que las anomalias surgen debido a la imposibilidad de
regularizar las divergencias ultravioletas de manera tal que la simetria sea respetada,
el teorema de Noether cudntico presentara un término anémalo, indicador de la
rotura de la simetria G. Con el objeto de analizar esta situacién consideremos la

accion efectiva del campo ¢.
eTlé) = / DUDYe [ WrDUGNEe _ det o DIA(4)] (6.34)
Hagamos ahora una transformacién infinitesimal de la conexién A, (ecuacién (6.24)):

p(f)~1+41v (6.35)

Au($) = Au($) = iD,w (6.36)

La accién efectiva T'(¢) cambiard entonces (ecuacién (5.17) del capitulo V):
e T@)TE) = 1 44 < / &P2(D,j*) v > (6.37)

Por otra parte la transformacién (6.36) puede cancelarse mediante una rotacién fer-
midnica adecuada (ecuacién (6.21)). Sin embargo debemos tener en cuenta, como
lo expusimos en el capitulo anterior, que la integral funcional (6.34) estd mal de-
finida debido a la presencia de los fermiones de Weyl. Este problema se corrige
introduciendo fermiones libres de la quiralidad opuesta que modifican el operador
de Dirac. El operador modificado no es mas covariante de gauge y su determinante

no es invariante. Obtenemos entonces (ecuacién (5.19) del Capitulo V):
0@ -T@) = J1A ] (6.38)

donde J[A,v] es el jacobiano de Fujikawa asociado a la transformacién (6.21). La
ecuacién de anomalia toma entonces la forma (ecuacién (5.20) del Capitulo V):

6J[A,v] . na
Fora) - i < (Dyuj*)* > (6.39)
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Es decir la conservacién covariante esta subordinada a la eliminacion del jacobiano

de Fujikawa. ;

El valor del jacobiano J[A,v] fue calculado en el capitulo anterior (ecuacion

(6.30)):
InJ[A,v] = —Zi;/dzmtr{(a_AJr — a03A- + a[Ay, A_))v(2)}. (6.40)
Su valor para una transformacion finita (6.24):
Au($) = Au(g)?” (6.41)
es de la forma (ecuacidén (5.26) Capitulo V):

nJ(A4,p(N] = Wi+ otr [ EelAp(£)O-p(7 +  (642)
CHa(AA — A_A)

donde W(g] es la accién de Wess-Zumino-Witten (Capitulo II). (El clculo del jaco-

biano en sus 2 versiones (6.40) y (6.42) puede hallarse en (Moreno, von Reichenbach

y Schaposnik, 1989).
La ecuacién (6.37) para las transformaciones globales generados por los elementos

T* (ecuacién (6.27)) se escribe:
, ; o i
T — 1 — §/d2xs‘¢1f}“ < (D,j3*)* > . (6.43)

y en virtud de (6.38) y (6.40) la simetria es anémala para cualquier valor del paré-

metro a.

Sin embargo para las rotaciones en H (ecuacién (6.26)) tenemos
@) = | 4 g / &z < D,j*)* > C(6.44)
y si a = 0 (anomalia consistente) vemos de (6.40):

8T(4] = 0. (6.45)
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Si a # 0 podemos, no obstante, agregar contratérminos adecuados al lagrangiano
original ( de la forma A,A*) de manera de obtenerse nuevamente el resultado (6.45).
Concluimos entonces esta seccién afirmando que: solo las rotaciones que no estan

en H son andmalas. Las rotaciones en H son no-andmalas.

6.5 Cuantificacién Consistente

Hemos visto que si los fermiones se transforman en una representacién anémala de
H, la accién efectiva (6.34) no es invariante frente al grupo de isometrias en G. Por
lo tanto, la teoria cudntica definida por esta accién efectiva no es consistente. -

Sin embargo, como ya lo anunciamos, un tratamiento cuidadoso de los grados
de libertad en H permite obtener una accién efectiva alternativa no anémala. Im-
plementaremos este tratamiento, que ha permitido definir de manera consistente a-
teorias de gauge y gravitaciohales acoplados a fermiones de Weyl (Babelén, Scha-
posnik y Viallet, 1986; Harada y Tsutsui, 1987; Schaposnik y Vucetich, 1987) en el
modelo ¢ no lineal.

Considermos la integral funcional completa que describe al modelo dado en la

ecuacién (6.14):
Z=ﬂ/D¢DhD®Dwaf”“ﬂW”“”W?W*D“WW“ (6.4€)

Intentemos eliminar al campo A fijando el gauge h = 1 mediante el procedimiento

de Faddeev-Popov. Consideremos entonces la resolucion de la identidad de Faddeev-

Popov:
1=/5me-npz (6.47)

Insertado (6.47) en (6.46) y haciendo el siguiente cambio de variable:

h— he
¥ - p7 ()T, T — Tp(¢) (6.48)

73



obtenemos:
Z = / D¢DIDUDLI[E-L, A(g)]et L@ +iTr.DA)¥ = (6.49)

donde J[£~!, A] es el jacobiano de Fujikawa asociado a la transformacién fermiénica
y esta dado en la ecuacién (6.42).

Vemos entonces que la accion efectiva natural para los campos ¢ es:
eT®) = / DUDUDLIE, A($))e [ ¥r-DMAIv = (6.50)

y solo en el caso no anémalo (J=1) coincide con I'(¢) (ecuacién (6.34)).

El campo ¢ valuado en H se presenta como fisico en el mismo pie de igualdad
que los fermiones y los bosones con una accién de Wess-Zumino-Witten.

Este punto de vista sobre cuantificacion de modelos anémalos esta inspirad9
en los trabajos de Polyakov sobre cuantificacién de teorias de cuerdas (Polyakov,
1981) y fue sugerido para teorias de gauge por Faddeev y Shatashvili (Faddeev y
Shatashvili, 1986).

Verifiquemos ahora que la accién I~’(¢) es invariante frente a las isometrias en G.

Hagamos para ello la transformacién (6.20):
@) = / DIDUDLI[E™, A($)Pn]e [ LD 1w (6.51)
Haciendo el cambio de variables fermidnica:
U — p7 ()Y, ¥ — ¥p(f) (6.52)
obtenemos:
T) = [ DYDWDLI[S, A, A%Del | FrPAIete (6.53)

donde J[f~!, A] es el jacobiano asociado a la transformacién (6.52). Finalmente

haciendo uso de la propiedad de I-cociclo que satisface en J:
In J[h, A] 4 In J[f, A"®)] = In J[hf, A] (6.54)
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(puede verificarse explicitamente de (6.42)), obtenemos, el resultado deseado:
e = / DUYDYDLJ[e?, Alet ] 1r-PlNds — (i) (6.55)

(Hemos usado que D{f = Df).

Esta invarianza resulta ain mas explicita si se integran los fermiones antes de

desacoplar el campo ¢: | .

~ eT®) = / Dedet~.D(A?®) (6.56)
Es entonces ovbio que ['[A(#)] = I'[A(¢)*Y)]. Como mencionamos en el capitulo
anterior, debido a las ambigliedades de regularizacién, el jacobiano (6.42) depende
de un parametro arbitrario a. La importancia de este pardmetro fue puesta de ,
manifiesto por Jackiw y Rajaraman (Jackiw y Rajaraman, 1985) en su solucién del
modelo de Schwinger quiral. Estos autores mostraron que si a > 1 el modelo resulta
unitario, invariante Lorentz y consistente.

Numerosos autores (Manohar, Moore y Nelson, 1985; Alvarez Gaumé y Ginsparg
1985) observaron que las anomalias de los modelos ¢ no lineales pueden cancelarse
en ciertos casos por medio de adecuados contratérminos agregados al lagrangiano
de tal manera que la variacién de la teoria efectiva resultante es cero. En efecto,

consideremos los generadores de G en alguna representacién pg . Sea entonces
7'(9) = alg"(#) = 4T (6.57)
el representante de G/H (6.2) en la nueva representacion, y escribamos:
Au(9) = 970,77 |1 = B(Au(4)) (6.58)

Si g; es una interpolacién entre g§ =1 y §; = §*, construimos la cantidad:

—e=]

[ det ST{AS ] = TIA] - TIA)) (6.59)

que es esencialmente una accién de Wess:Zumino-Witten para los bosones ¢. (Esta

definicién es independiente de la funcién interpolante).
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Bajo una transfornacién global G (ecuacién (6.20)) tenemos
A (Af“)fa.“k“ — (Aﬁ.")K"‘ (6.60)

Pero T'(A) es insensible a cambios globales, por lo tanto el primer término del lado
derecho (6.59) es invariante. El segundo término tendrd una variacién dada por
(6.40) en la representacién gy. Luego esta variacién cancelara la variacién de I'(¢)
si se satisface la siguiente relacidn entre las trazas de los generadores de H en la

representacion fermidnica y la nueva representacion p:
tr(p(H*)p(HY)) = tr(3(H*)5(H")) (6.61)

Podemos relacionar esta propuesta de cancelacién de anomalias con la nuestra

de la manera siguiente. Consideremos en (6.50) la integracién sobre f:
/ DFJIfY, A(g)] = £ CUI-T@) = in@) (6.62)

Luego A(¢) juega en nuestro caso el mismo rol que el contratérmino (6.59).
Notemos sin embargo que en nuestro caso A(¢) aparece naturalmente en la repre-
sentacion fermidnica. |

Hemos presentado en este capitulo una propuesta de cuantificacién del modelo
o no lineal definido en un espacio homogéneo G/H de manera que la teorfa cudn-
tica resuliante sea consistente ain cuando las anomalias internas estan presentes.
Mostramos que un tratamiento cuidadoso de los grados de libertad del subgrupo de
isotropia H nos conduce a un modelo con invarianza global G en el que los campos
en H juegan un rol dindmico. Este es el principal resultado y esta resumido en la
ecuacién (6.50) donde se expone explicitamente la accion efectiva (4] invariante
frente a las isometrias de G. La presencia del jacobiano de Fujikawa asegura la can-
celacién de la variacién anémala de la medida de integracion fermiénica. Este punto
de vista de cuantificacién esta inspirado én el tratamiento de Polyakow de la teoria

de cuerdas: grados de libertad que clasicamente se desacoplan, reaparecen a nivel
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cudntico con una accidn no trivial (la accién de Liouville en el caso de las cuerdas y
la accién de Wess-Zumino-Witten dada en J[A, f] en el caso de los modelos sigma).

Nuestra propuesta puede ser comparada con la desarrollada por Manohar, Moore
y Nelson; Alvarez Gaumé y Ginsparg y Bagger, Nemeschansky y Yankielowickz
donde la cancelacién de nomalias se prodﬁce por medio de contratérminos agregados
a la accién. La diferencia basica con nuestro formalismo es que en este la accién
de Wess-Zumino-Witten surgé naturalmente del proceso de cuantificacion y no es
agregado ad-hoc. Sin embargo ambag propuestas estan relacionadas como se ve de

las ecuaciones (6.59) y (6.62).
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Capitulo 7

Conclusiones

Como senalamos en la introduccién, el propésito de esta Tesis fue el analizar la
realizacion de simetrias a nivel cuantico, asi como su eventual violacién, utilizando
como laboratorio modelos bidimensionales relevantes en distintos campos de la Fi-
sica. Hemos utilizado para este propdsito el formalismo de la integral funcional. Es
importante notar que los fenémenos que describimos no dependen esencialmente del
hecho de que trabajemos en d=2 dimensiones, por lo que son de esperar en d=3,4,...

El primer modelo tratado fue el de Gross-Neveu quiral, introducido originalmente
para estudiar la generacion dindmica de masa en teorias con libertad asintética,
fenémeno este de interés en modelos que pretenden describir interacciones funda-
mentales. La bosonizacién completa del modelo nos permitié obtener de manera
sencilla dos importantes resultados. En primer lugar, mostrarnos como las excita-
ciones no masivas del vector U(1) se desacoplan del resto. Este fenémeno, predicho
por Witten a partir de un andlisis heuristico, (Witten, 1978) se obtiene de manera
muy simple y clara con nuestra técnica de bosonizacién no abeliana. En segundo
lugar, al analizar el sector de simetria SU(N) pudimos mostrar que el modelo deviene

invariante conforme para dos familias de valores de la constante de acoplamiento:
i) ¢o=-1/2N 4+ 1)a
(o es un pardmetro arbitrario que determina la regularizacién elegida para el cilculo
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del determinante fermidnico).
i) g=-1/(2N +1)(a + 7/4)

En ambos la simetria clésica vectorial global SU(N) se amplia: Para los valores de
la constante de acoplamiento correspondientes al caso (i) la realizaciéon que da el
modelo de los generadores del grupo conforme corresponde a un algebra conforme
con una carga central c=1. En este caso la simetria clésica se extiende a una simetria
vectorial local SU(N). En cambio, para los valores de la constante de acoplamiento
dados por (i) la teoria conforme que resulta posee una carga central ¢ =2N?— N
y la simetcia original se extiende a una simetria global quiral SU(N).

Es importante sefialar que esta extension de la simetria clasica debida a la cuan-
tificacién del modelo es un fenémeno de mucho interés que puede encontrar aplica-
ciones en otros campos de la Fisica. En el caso presente esta ligada al “teorema C
de Zamolodchikov” que describe la posibilidad de que un dado modelo (no necesa-
riamente bidimensional) devenga invariante conforme segin las propiedades de una
funcién C(g) de la constante de acoplamiento, ligada a la funcién beta de la teoria.

El segundo modelo que analizamos corresponde a una teoria de fermiones some-
tidos a un vinculo a través de un multiplicador de Lagrange con topologia no trivial.
Dada la estructura topolégica no trivial del vinculo el modelo no puede bosonizarse
en forma ingenua. La teoria efectiva resultante contiene un sector bosénico que
puede ser escrito como una accién de bosones sin masa en interaccién con un campo
gravitatorio convenientemente elegido. Este sector, que incluye una interaccion con
la curvatura, recuerda la construccién de Dotsenko y Fateev (Dotsenko y Fateev,
1984, 1985) para obtener las funciones de correlacién de una teoria general.

En efecto, la construccién de Dotsenko y Fateev corresponde a una teoria de
bosones libres con condiciones de contorno no triviales por el agregado de una carga
en el infinito. Esta carga aparece en nuestro modelo como la carga topologica N del

vértice que actia como fondo (“background”). El 4lgebra de Virasoro resultante
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posee una carga central ¢ = 3N? — 1.

Hemos asi mostrado que la ténica de bosonizaciéon via integracién funcional no
solamente da lugar a una formulacién sencilla en el caso de simetrias no abelianas
sino que tambien permite en forma natural el estudio de fenémenos asociados a
propiedades topolégicas de los campos.

Finalmente analizamos en esta Tesis el modelo sigma no lineal homogéneo aco-
plado a fermiones de Weyl, que es objeto de mucho interés por su relevancia en la
construccién de modelos de cuerdas y supercuerdas.

El modelo de bosones en un espacio homogéneo G/H presenta anomalias cuando
los fermiones de Weyl no se transforman en una representacion libre de anomalias
del subgrupo H. En este contexto hemos presentado una propuesta de cuantificaciéon
consistente aun cuando las anomalias internas de la teoria estan presentes. Nues-
tra propuesta estd basada en un tratamiento cuidadoso de los grados de libertad
asociados al sugbrupo H, que aunque cldsicamente se desacoplan, reaparecen a ni-
vel cudntico a través de una accién de Wess-Zumino. Este nuevo término cancela
exactamente la variacién anémala de la medida de integracién fermiénica y asi la
simetria global G se restaura.

Nuestra propuesta esta inspirada en las ideas de Polyakov sobre cuantificacién de
la cuerda y fue aplicada con éxito a la cuantificacién de teorias de gauge anémalas
(Faddeev y Shatasvili, 1986; Babeldn, Schaposnik y Viallet, 1986). En el caso
presente, los grados de libertad en H que reaparecen en la accién de Wess-Zumino
son equivalentes al modo de dilatacién de la métrica que reaparece en la accién de
Liouville en la cuantificacién de la cuerda.

Nuestra propuesta puede ser también conectada con la formulada por otros auto-
res (Manohar, Moore y Nelson; Alvarez Gaumé y Ginsparg; Bagger, Nemeschansky
y Yankielowicz) que obtienen una cancelacién de anomalias por el agregado de con-
tratérminos a la accién. La diferencia bdsiea con este tratamiento es que en nuestro

caso el término de Wess-Zumino no debe ser agregado ad-hoc sino que surge natu-
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ralmente en el proceso de cuantificacion.

Como colofén a nuestro estudio de simetrias en modelos fermidnicos podemos
senalar que la cuantificaciéon de una teoria afecta profundamente las simetrias que
esta tiene a nivel cldsico, mas alla de las eventuales anomalias que puedan aparecer
a causa de la necesidad de regularizacién. En efecto, hemos visto que una simetria
clasica puede extenderse por efectos cuanticos (fenémeno este opuesto al de aparicion
de anomalias, qu'e son violaciones a simetrias cldsicas). Por ello, el tratamiento
de los grados de libertad asociados a las simetrias de un modelo debe ser muy
cuidadoso. Atn cuando tales grados de libertad estén ausentes a nivel clasico, el
proceso de cuantificacién puede hacerlos reaparecer enriqueciendo asi las propiedades
del modelo. Este fenémeno, descubierto por Polyakov en la cuantificacion de la
cuerda y en el origen de la aparicion de la accién de Liouville, ha sido revelado por

nuestro analisis en conexién con simetrias globales, conformes y de gauge.
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Apéndice

Demostraremos en este apéndice la identidad (3.32) del Capitulo III que relaciona
el determinante de la derivada covariante en la representacién adjunta con el mismo
en la representacién fundamental del grupo G.

La derivada covariante en la representacién adjunta se define:
u(A)ADJ Za _gN[Aua] (A'l)

donde A, = Ajt® siendo t* los generadores del grupo en la representacién funda-
mental que satisfacen:

[t°, 1] = i febete (A.2)

tre®t® = %6“” (A3)

La ecuacién (A.1) puede escribirse en términos de los generadores de la repre-

sentacién adjunta T
Dy(A)as = 104605 — gNAL(T )b (A.4)
donde los generadores T° estan definidos: |
(T%)oe = —2f* (A.5)

y satisfacen el dlgebra (A.2) en virtud de la identidad de Jacobi.
Volvamos ahora al jacobiano (3.27) del Capitulo III:

det(y.(:0 — gn A))
det v.:0 (A.6)

Este determinante se calcula usando alguna regularizacién adecuada (por ejemplo

Jp =

el método del Heat-Kernel) y se obtiene, en un paso previo al resultado final (3.28),

el valor (ver por ej. (Schaposnik, 1978))
det'Y'(za_gNA)] - tT(ta / dt/d2z6quat

In| det 4.10
+i2agd / doAcAL) (A7)
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donde F}, es la curvatura asociada al campo Aj:

Fl, = 8,A, — 0,A, +ign[A}, Al (A.8)

7.At = —zﬁe‘%d’t'y.ae%“ (A9)
g

El resultado (A.7) muestra que el valor del determinante solo depende de la repre-
sentacién elegida de los campos en el factor ¢r(¢°¢?). Para la representacién adjunta

tenemos:
trTeT® = — 29 55 = g6 (A.10)
donde Cg es el Casimir en la representacién adjunta. Teniendo en cuenta la nor-
malizacién (A.3) para los generadores en la representacién fundamental obtenemos

finalmente el resultado deseado:

(A.11)

det D(A)*P7] det D(A)FUND
n[detD(O)ADJ = 20eIn | 355 (0)FoND
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