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INTRODUCGCION:

Los sistemas dindmicos que presentan inestabilidades han sido
objeto de investigaciones ‘exhautivas en la Gltima década. Sin
embargo, a nuestro criterio, los efectos que introducen las
fluctuaciones o excitac:icmes_ irregulares en tales sistemas, es un
campo abierto de estudio e investigacion.

Es bien conocido que sistemas dinamicos no lirxeales:.' con
comportamiento periddico suelen funcionar en la vecindad de un
punt.o de bifurcacion, esto es una inestabilidad. Tal es 1a
caracteristica de sistemas gque presentan bifurcaciones de Hopf,
cuyos atractores o soluciones estables consisten de puntos fijos o
sumiderosd y soluciones periddicas (o ciclos limites). )

En este trabajo de tesis se aborda el estudio de sistemas
dinAmicos con ruido que presentan bifurcaciones de Hopf.

En la mayoria de las situaciones experimentales es de interes
el conocimiento de las correlaciones de las variables dinamicas o
bien su- densidad de potencia espectral o espectro, ya que los
mismos dan informacién directa sobre la dinamica del sistema
estudiado.

Los sistemas dinamicos que presentan bifurcaciones de Hopf
- funcionando en el regimén de ciclo limite y en la vecindad del
punto de bifurcacién, presentan un espectro que ademas de contener
una contribucién principal a la frecuencia, presenta armonicos que
estan caracterizados por las caracteristicas no lineales del
sistema. Estas, estaran determinadas por el /los parametros de

bifurcacion vy su intensidad y se Ias denomina usualmente



resonancias.

Una descripcién mas realista debe inc:orporar. excitaciones
irregulares del sistema. Las mismas son consecuencia de ‘la
inestabilidad de los parametros, ruido externo, interno o térmico.
Cabe preguntarse si las mismas incorporan informacién nueva en el
conocimiento del sistema, esto es, si se modifica el espectro por
e jemplo. Si la respuesta es positiva, es de intéres establecer los
nuevos efectos a los que dan lugar excitaciones o f luctuaciones.

En el Cap.l., se establecen conceptos generales sobre
sistemas dindmicos qgue presentan bifurcaciones de Hopf vy se
enuncia el problema investigado. Se trata de establecer Ia
importancia que significa el conocimiento de estos sistemas en 1a
naturaleza. O=ciladores autoexitados investigados en la
Ingenieria, los fenémenos de variabilidad climatica de interés
actual en la Geofisica y Metereologia y las oscilaciones de
estellas pulsantes en la Astrof isica, son algunos de los sist.emas
que presentan bifurcaciones de Hopf. Aqui se introduce un modelo
sencillo de wvariabilidad climatica que modela las fluctuaciones
climaticas cuaternarias. Finalmente se establece la importancia
del estudio de Jos efectos que introducen las fluctuaciones en
tales sistemas.

Para dar una respuesta a las cuestiones que se plantean ha
sido negesario har una formulacion adecuada al esquema
perturbativo en Integral Funcional para procesos estocasticos. Se
ha elegido una técnica perturbativa por proveer informacion
suficiente para describir estos sistemas en la vecindad del punto

de bifurcacién y se ha necesitado dar una formulacién adecuada que



tenga en cuent.a la topologia del sistema a investigar.

En CaplJl. se presenta el f drlnaﬁsmo en integral funcional
para procesos estocasticos definidos en el toro, con dos punbos~ de
partida bien diferenciados: 1O a partir de la Ecuacion A de
Fokker-Planck que describe la dinamica . de la- densidad . de
probabilidad condicional de las variables, 'y 2) a partir de las-
Ecuaciones Dif erenciales' Estocasticas que modelan‘ la dinamica de
las  variables. Tales presentaciones dan cuenta de la t.n')rilc)g:ia V.
comw  se vera, no son coincidentes con las dadas para espacios

abiertos. Se establece como deben realizarse los promedios
estocasticos a partir una la Funcional Generatriz de los mismos, ;
el calculo de la densidad de probabilidad condiciohal.

En Cap.Jil. se estudian los procesos estécasticos con ruido
blanco. Se introduce un ejemplo perturbativo sencillo, el proceso
de Wiener en el anillo; y a continuacion otro, que vsiv es
perturbativo, conducente a describir las nuevas contribuciones
eépectrales estocasticas. El e je central del capit.ulo lo
constituye el estudio de la Forma Normal de una bifurcaacion de
Hopf en presencia de ruidob blanco en sus formas aditivas y
multiplicativas. Se obtienen en ambos casos las contribuciones
espectfales armonicas principales, a los ordenes mas bajos,; en
teoria perturbativa.

En el Caplll. se analiza los casos enunciados en presencia
de ruido de uvolor que satisface un- proceso de Ornstein-Uhlembeck.
El esquema perturbativo aunque coincidente con el dado en el

Cap.Il. requiere un tratamiento especial, y dos enf oques sme dan en

tal sentido.



En CGapV. =e la formulacién matematica que justifica el
esgquema perturbativo utilizado. Se analiza la forma general vy
convergencia de la serie perturbativa y =se establecen l;DS
parametros de expansion a partir de argumentos dimensionales. ‘”Se
nmuestra que la contribucion al espectro es tambien una serie
perturbativa cuyo pardmetro de expansién es el mismo de la serie
det.erminada para la funcion de correlacién;

En Cap.VI. se investigan osciladores autoexitados en
presené:ia de ruido que presentan una bifurcacién de Hopf. Se

realiza un analisis teb6rico conducente a evaluar las dJdiferentes

cont.ribuciones espectrales, las de origen det,erminista
connsecuencia de las no linealidades del sistema y las
estocasticas introducidas por el ruido. Este capitulo, de

aplicacion, reune resullados conocidos en la teoria de sistemas
dinamicos, con los obtenidos a lo largo de este trabajo; y tiene
La finalidad Jde ilustrar el fendtmeno estudiado.

En  las Conclusiones se discuten los resullan? . Ledrioons
alcanzados en este trabajo y se comparan cualitativamente con los

de las experiencias numéricas.
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Capitulo I

Conceptos Generales sobre

Sistemas Dinamicos con Ruido que presentan bifurcaciones



CAPITULO I
I.1. SISTEMAS DINAMICOS QUE PRESENTAN BIFURCACIONES:

Una poderosa herramienta en el esxtudio de =sistemas dinamicos
no  lineales gue presentan inestabilidades lo proporciona  Ia t.emi'ia
de bif urcaciones:, 1a cual describe como las solugciones e
ecuaciones diferenciales  pueden ramificarse cuando uane o mas
parametros del sistema son variados. Las bifux‘(:acim'nes son
clasificadas en términos de su codimensitn, es decir el mmero de
parametros independientes que se necesitan variar para obtener las
distintas soluciones. En la vecindad de wun punto fijo estable, el
sistema queda caracterizado por una variedad central cuya
dimension es igual al numero de aut.ovalores comple jos conjugados
de la parte lineal del sistema, cuya parte real puede ser variada
caracterizando la bifurcacién. CGuando estos autovalores se vuelven
imaginarios el subespacio propio determina el o los modos oriticos
del sistema, y la dinAmica sobre la variedad central puede ser
reducitdla A una ecuaclon diferencial para el o ellos en la vecindad
del punto de bifurcacion.

Uno de  los resultados mas  importantes en la  teoria de
sistemas dindamicos no lineales es el Teorema de |a VYariedad
Central [Ke671 yue nos dice que es posible efectuar uwn cvambio no
lineal de variables en la vecindad dJdel punto de bifurcacion, de
forma tal que las ecuaciones diferenciales gue modelan el sistema

pueden ser transformadas en ecuaciones diferenciales para los

modos ariticos. Existten dJdiferentes téchicas [GsS83, GHB3, CE841},



conocidas come de las Formas Normales, para obLener ol cambio no
lineal ) variables Y las ecuaciones diferenciales para las
varviables orilicas son conocidas como Forma Normal FN> de vla
singularidad.

Los sistemas dinamicos que presentan bifurcaciones de Hopf
presentan dos tipos de atractores o soluciones estables: 1) |'.l.l,1l)‘.():‘>‘
fijos o sumideros y 23 soluciones periddicas <(curvas cerradas
simples)> o ciclos limites.

Para ilustrar la formacion de un ciclo limite consideremos el
wimt.enma dinamico descripto {(en coordenadas polares) por: P o= up—x\a
y 6 = m()) 0. Para K0, el 1:—1«;!6 derecho de la primera ecuacién es
siempre negativo v el movimiento son espirales que caen en el
sumidero r=0. Para ;20 es positivo en la vecindad de r=0 y el
punt.o  fijo deja de ser atractor; para r<g @>u) se tiene un
incremenbsy disminucion) de 0 con el Liempo. Asi ~l  sistema
evoluciona  al  ciclo  limite U=y, 6(L)=m0t,+60. El pasaje de un
pinto fijo a wun ciclo limite cuando 4 pasa por cero, que
caracteriza a esta bifurcacion de Hopf, es ilustrada en la
Fig.C1.1).

Lios  sistemas (que  presentan una bifurcacion de  Hopf quedan
caracterizados por wun parametro de bifurcacion p, gque es la parte
real del par de autovalores complejos conjugados de la parte
lineal del sistema de ecuaciones diferenciales gue los modelan.

La dindmica de Lodo sistema que presenta una bifurcacién de
Hopf queda modelada alternativamente por la Forma Normal de la
Bifurcacion de Hopf (FNBH). Su descripcion en la vecindad del

punto  de bifurcacidon  es cualitativamente el mismo, a un lado se



tiene <«como atractor wun punto fijo y al otro r  ciclo limité
cvircular, volviendose inestable el punto fijo. El cambio no lineal
de variables es una expansion polintmica de las variables
criticas, cuyo orden es u, y da cuenta de las resonancias
vont.enidas en el sistema dinamico. La composicidon espectral de las
resonancias es consecuencia directa del cc»mportamien(.o no lineal
del wmistema dinAdmico, es decir la forma funcional de la parte no
lineal de la ecuacion diferencial que lo modela. La FNBH no
cont.iene resonancia alguna si el cambio no lineal de variables es
efectuado adecuadamente. La metodologia de Formas Normales
propuesta por CGoulet. et al. [CE84, CE85]1 permite en una manera
directa y sencilla efectuar dichos calculos.

Cuando se incorporan excitaciones irregulares al sistema,
debido a 1a inest.abilidad de sus parametros, ruido axterno,
interno o térmico la descripcion anterior resulta incompleta.

Se muestra en este trabajo que el hecho de considerar al
gsist.ema afectado por ruido, da lugar a la aparicion de nuevas
resonpancias o Lérminos  especlrales, que llamaremos estocAsticas
por s=u origen, mientras qgue las gue son propias del sistema en
ausencia de excitaciones la=s Hamaremos deterministas. Este
fendmeno conjeturado por Coullet et al, tiene su origen en el
acoplamient.o del ruido al forzado ext.erno determinista,
caracterizado por la frecuencia de oscilacién o modos criticos del
sistema dinamico. El ruido en cualquiera de sus formas contiene
alguna porcion del espectro, el  blanco t.odo el espectro
frecuencial.

En la naturaleza existen dos casos de particular interes:



ruido aditivo y multiplicativo lineal. El ruido aditivo tiene en
cuent.a los efectos del reservorio del gue no da cuenta una
descripcion determinista y el ruido multiplicativo lineal tiene éu
origen en la fluctuacién de los parametros lineales del sistema.

Cuando se desea realizar la descripciéon de un sistema que
presenta  inestabilidades en presencia de ruido, la inclusion del
mismo en la dinAmica se debe realizar cuidadosament:e. Todo tipo de
Lransformacion no lineal debe efectuarse sobre 1= Ecuacidn
Diferencial Estocastica (EDE) qgue lo modela, obteniendose en este
CASO la  ecuacidén diferencial de la forma normal extocAastina
Hanada simplemente Forma Normal Estocastica (FNE> de Ia
singularidad [ET87a, ET87b, E]J871

La inclusion de ruido aditive o mulliplicativo trae como
consecushncia la aparicién de términos ‘“resonantes” en. la FNE, a
diferencia de lo gue ocurre en la descripcion determinista. Son
estos términos los que dan origen a nuevos tLérminos espectrales o
resonancias, que son armdnicos de la frecuencia fundamental del
sistema. El estudio de estas contribuciones es esencial ya (iu@
pueden entrar en competencia con las deterministas. l;.a intensidad
de las contribuciones dadas por los arménicos estocasticos en el
espectro estara caracterizada no solo por la intensidad de la
fuente de ruido, sino tambien por su tiempo de correlacién, los
parametros que gobiernan la bifurcacion y su frecuencia propia.

Se analiza en este trabajo los casos de ruido blanco y
coloreado, ambos con valor medio nulo y funcidén de correlacién no
nula. El ruido blanco, cuya correlacion es una distribucion delta

con  “tiempo de correlacién cero', tiene. por espectro o potencia
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espectral a todo el espacio de frecucncias; en cambio el ruido
coloreado contendra seolo una porcion del mismo, tal es el caso que
consideraremos aqui: ruido de color que satisface un proceso de
Ornstein-Uhlembeck y cuyo ancho espectral es proporcional al
inverso del tiempo de correlaciéon del ruido.

Existen g1 Aan variedad de sist.emas fissicos, quimicos,
biologicos v de la ingenieria que presentan inestabilidades tales
como una bifurcacion de Hopf. Aqui nos ocuparemos en particular
del estudio de osciladores autoexitados, que aparecen en circuitos
v dispositivos electricos [St63, FH83, TD89, Gvagl y de inodelos
sencillos de variabilidad vliimatica, de ul.ilidad para 1a
descripaion de fendmenos  paleoclimaticos [SaB2, 5582, Sufl, NN8i,
Ha76]}.

Los sistemas dJdindmicos gue presentan una bifurcacion de Hopf
en presencia de  ruido pueden  =er modelados  por N ecuaciones
diferenciales, de primer orden en el tiempo, que describen Ila
dinamica de las variablés lentas del sistema. Los términos de
ruide estocastico tienen en cuenta las excitaciones irregulares vy
asumen la existencia implicita de variables rapidas. En estas
condicioness en la vecindad del punto de bifurcaciédn, no Kera
posible despreciar los efectos no lineales del sistema. Por otro
lado existiran N-2 modos estables, es decir autovalores reales
negativos.

La EDPE gue modela a un sistema que presenta una bifurcacion

de Hopf es

li

L ua + N
> <

+ ~ Py > o
A gll) l"(k§u,t > aJ.1

'
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donde ll‘—‘?(ll1,...,l.lN) e un  vector N-dimensional de las  variables
dhinamicas, L()\~ es una matriz gque depende de los parametros
. F

('?-.‘)r-()x.t,...,)\ 2, al igual que la funcion N()\gu) no lineal en u vy

m

la funcién F-c>\§";t) gque  tiene en cuenta las fluctuaciones en el
sist.ema. FEx  este el caso en que la solucidn estacionaria wu=0
picrde sa estabilidadd,  es dewir los parametros Y Loman valores
o para el cual 2 autovalores tienen part.e real cero, mientras
los restantes N-2 t.ienen autovalores ¥ Co=1,...,N~-2> . reales
negativos, L.os autovalores imaginarios determinan los modos
inestables o criticos y los restantes los llamados estables. Este
es el caso general de un sistema dinaAmico cuya inestabilidad es
una bifurcacion de Hopf. De acuerdo al Teorema de la Variedad

Central sabemos que es posible efectuar un cambio de variables

u—->sCA,BD > Lo 1.2>

donde A:(,Ai,A?) Y B::(b‘,...,bN ?), de forma tal que a partir de Ia
Fu<1.1>, en el caso F=0, puede obtenerse una ecuacion cerrada

pava loxs dos modos criticos, conocida como FN, de la forma

A= Lo AE FCAD <1.3>

- . . -1 .
valida para tiempos G > (mclin yq) y donde J . es la matriz
O 1}

e,

diagonal con  autovalores criticos. La ecuacion para los modos
estables esx

T = -+ CAD ) 1.4.
Iu ncx ( }(x fi,cx Ad D L4>

A continaciéon consideremos un modelo Z2=dimensional que

describe un proceso  climatico que  presenta una bifurcacion  de

13



Hopf. En este tipo de modelos solo modos criticos estan presentes,
pero los mismos son suficientes para caracterizar el .t"eﬁémeno que
es motivo de estudio. Se establece explicilamente el cambio no
lineal de variables, asi como la EDE obtenida o Forma Normal

Estocastica (FNE) de la singularidad.

1.2. CARACTERIZACION DE UN SISTEMA DINAMICO QUE PRESENTA UNA

BIFURCACION DE HOPF:

Consideremos el sistema dinamico, introducido por Saltzmann
et, al. [Sa82, S§S82bl gobernado por 2 variables de un estado

climAatico:

no=¢ 8 - ¢_.n + R _(n,6:L)
* z " . s>

) 2
D o= -y + 3 - 3+ < H
8] v WZO ¥ &) 3{6 77,6834LD

donde 1 es el seno de la latitud de avance de los hielos marinos y
P es la temperatura promedio de un oceano. 4)1’ ¢:?, v, ¥, v vy  son

7z 3

constantes positivas t.ratadas como parametros Y R \Y 5{6
representan fuerzas estocaslicas multiplicativas o aditivas.

A pesar de ser un modelo sencillo el sistema sirve como
prototipo  de  todos los modelos climaticos  de dos variables que
admiten comportamientn de ciclo Hmite como puosible interpretacion
de lox cambios climaticos. Mas Aaun, tales sistemas se caracterizan
por presentar una bifurcacion de Hopf, y =u dinAdmica en gran
cantidad de casos queda restringida a la vecindad del punto de

bifurcacion. En [Sa82] se han realizado simulaciones numéricas |

mostrandose que las oscilaciones de ciclo limite dJde periodos

14



gramdes, que describen los viclos glaciarios cualternarios,
prresesotan esta caracteristica.

La introducion del ruido en el modelado del sist.ema dindamico
debe realizarse con precaucién, de forma tal que describa los
fenomenos observados. Asi informacion adicional, sobre el sistema
dinamico, puede ser recogida tal como intensidad de las
fluctuaciones y la regién del espacio de parametros en la cual el
simtema  “funciona’”. Las simulaciones numéricass directas, =i bien
proporcionan  informacion valiosa, pueden enmascarar la naturaleza
e sistema confundiendo efect.os deterministas con los
estocasticos. Una forma de trabajo, que “separa” tales ef'ectbs en
una manera clara es el tratamiento de estos sistemas a partir de
la  teoria de formas normales. Los calculos no seran dados aqui,
Aaungue el lector interesado puede remitirse al GapV, donde se
Lrat.a osciladores autoexitados que presentan una !:)i'uu(:éwr::iq.’rn e
Hopf.

el modelo presentado, un analisis dimensional muestira que =i

L) = 1 Y (61 = T, entonces [¢>Z] = [wz.l = [yJa] =t 7,
[ ) = cred’t oy [y 1 = Tt™ . La Ec.(5> puede ser MNevada a la
forma mas sencilla
Yy = x - y + Rv(x,)';f,)
] , \ <1.6>
X = —ay + bx - y x+ R (x,y;tD
donde las nuevas variables, parametros v constantes son

1 S .
Ixl indica la dimension de x ex, T es en este caso temperatura y

t. ] Cieampo.



adimensionales y se relacionan con las de Ecd{d5) a través de

_ - - = - =t =372 -1 -1/2
L=a L. 6=xx  np=Ay, a=y /¢, b=y /¢ con XA =¢ ., A=¢ @y,

(5]
172

y )\3=(j‘r;/zy!; . En la Ec<L6>: O=d/dt, Ry :Ry son los términos
de ruido convenientemente escaleados con los de Ec.(1.5).

Diagonalizando Ia parte lineal de 1a Ec.(1.6) se obtienen
avtovaloress tiQ,  con u=Cb-1)/2 vy ()2=((a-b)~pz) y aob. En =0
Ch=1> el sistema presenta un punt.o de bifurcacion \Y los
aut.ovalores se vuelven imaginarios fiw, w=a-b; para b<{1 el sistema
tiene una solucion estable de punto fijo mientras gque para b>1 una
estable de ciclo limite volviendose inestable el punto fijo. Una
base de vectores propios que diagonaliza la parte lineél es la
dada por u1=6ei+ez, nz=u: con (ei,ez) la base candnica de R? Yy
&=C1+iwd ', En la vecindad del punt.o de bifurcacidon pu=0 es posible
realizar un cambio no lineal de variables para hallar la FNE

correspondient.e a Ea.(1.5).

El cambio no lineal de variables es:

¥ 2} * (3 * -
U= zwt oz et U loz > + Utz,z > + - - , L7

donde '!=X91"'VD , 202, vy Jox vectores e cambio no lineal de
1 7 2

variables estan dados por

¥
ulz,z > = 0
- * x *
ulz,2% = (r/2iw) (~28°z"+ (6z+2|6|2)|z|zz + &%72>2°) x + cc.
ulz,z"> = 0

<1.8>

1

LR e
c.c. denota complejo conjugado y =46 6 ~-&> ' Luego de pasar a la

16



base canonica el cambio no lineal de variables es explivitamente:

2 3
X = aztazz + az + c.c.
1 2 3
» <1.9>
2 % 3
vy = bz + bz"2z + bz + c.c.
1 2 2
siendo a v b 4d=1,2,3)> funciones de o definidas por
1 1
C1- 3w 3 (1-iwd (& E S AN
,}“:’ = u ey v;..”r-w ) ;n‘? -_— - __..,.,.,_....-_...2..,,.._.;...._; ’ a-’ —_— A os v+ ctveminars e o l_...;--;
) Clion ) ) 8 I+ D w : 2 (B D w
iCBw ¥1w = (T 13D 1
o= 1 ; b = - \ b =~
1 2 3 2

8 o (1w D" 2 v’ e

<1.10>
La FN determinista en la vecindad del punto de bifurcacion es
7 o= QuHodz = Coetid|z]|"z + - , LA

Yy su  ecuacion . comple ja conjugada.  Siendo a3 Ia Re(%Hn)> de

.2 z. . .
yCS&THR2|S5|"> vy por Jo tanto funciones de w expresadas como:

. /1 '—3 /] .
o= M2 : o= _______f?_;_ ) 112>
1407 wC1+w’D
Considevrando =0lo un t.érmino de ruido en | Ec.C1.6>

impondremos que R =0 el otro  término  puede ser  aditivo o
Y
. . <. . ; 1.2, . -
multiplicativo. Si R {x,y:iti=g hix,yd7 LD, donde £ es la
X

intensidad del ruido vy L) es ruido Gaussiano, con media nula v

avbocorrelacion no nula. Tomando por ejemplo hix,y)=1 para el caso

17



aditivo  y hix,yo=x para el wcaso multiplicativo luoeal, eon La hase

. - . . . . 1,2, o .

canOonica el Lapmino estocAastico es & hix,y>) {LD) e y realizando
i 2

el cambio de base ez=c97z1+x2, la forma normal estocastica de la

bifurcaciéon de Hopf sera

. . . 2 1,2 * p -
z = (utindz - i |z|z + & "00z,z D D s A

y su compleja conjugada. Siendo la funcién que caracteriza al

ruido aditivo (A2 o multiplicativo lineal (M):

It

Gz, z D> { 1 CA> s <1.14>

%* .
4z CMD

La Ec.<I1.13> con =0 <(caso determinista) y o0 admite una solucidn -
extable dJde waiclo limite de frecuencia o y radio /z:(u/zx)i/z. De
agqui es facil ver gue si z es de orden 2, en efecto la expresion
1.7 exs una serie, cuyo parametro de expansion es 2, gque queda
definida sin ambiguedad. Es esta serie, o su expresion alternativa
19>, la que da la informacién sobre la composicion espectral.
Aparecen términos lineales, c<ubicos, de grado 5, eta que dan
origen a términos de frecuencia », 3w, Sw, etc. respeclivamente.

Esta discusion se retomara al analizar el especiLro en la Seal. 4.

1.3. FORMA NORMAIL ESTOCASTICA DE UNA BIFURCACION DE HOFPF CGON RUIDO

ADITIVO Y MULTIPLICATIVO:

.a Forma Normal Estocastica de una Bifurcacion  de Hopf

(FNEBH> puede ser genericamente escrita

18



" . . - 2 1.2 . . * . g B - )
AR RL 3 IO VAR Ce T I TS N -7 I AN s GHE glz,z > FLY Tq.15>
Vs ecuacion comple ja conjugada, donde =z e €. F(L) es  ruido
aleat.orio O valor medio nulo Y aut.ocorrelacion ne nula
novmalizada a 1, & es la intensidad de la fuente de ruido F, Yy g
e una funcion definida segun el proceso sea de ruaido aditivo CAD

o multiplicativo (M):

g<z,z"> = { 1 CAD . <1.16>

CE+Ldz + F-ildz" M

Ui
[N

Todas las constantes son reales, en particular <20, 1120 el

sistema contiene oscilaciones de ciclo limite.
Notemos que a diferencia del caso determinista (=00 la Ec.d.18),
"; - 3 e - d
von glz,z > definido por <l.16>, no es invariante frente a
' . . (X%
Lransformaciones de fasie, es decir z-—ose' Tz . BEste es el origén de
la apavicion de nuevos términos espectrales, como se vera en este
Lrabajo, en todo sistema que presente una bifurcacion de Hopf que
. . . . *
e encuentbra en el regimén de ciclo limite. El caso g(z,z )=z es
claramente  invariante, pero este no caracteriza un sistema que
preszente ona bifuraacion de Hopf v no aparecen términns de esta
forma acompaiando al término de ruido en la Ec.(d.15).
La FNEBH puede ser escrita en una forma mas concisa

realizando un escaleado de las variables y constantes en los casos

(1.16>, Para el caso (M) hacemos la sustitucion

19



z o= o 72 L0
T T 2

3 = aB s CIATY

N
It

EY 21 p+S] e +iL 137

v la ecuacitn escaleada es

) S22 1 . * .
7 o= ez - AHBY|Z |22 + BV %z Fa C1.18>
COn A = argl GO+ D] »  mientras que para el caso CA>

realizamos la sustitacion

-1,z i2Z
2 e

g = o B , <1.19>

s T e Va2
& = E1/2|7'+1t,‘3| o E

o= arg (r+Hid)
obteniendose la ecuacidon escaleada

2

7 = (utionZ - A+HB 2172 + EYZ P . 1.20>

Las Bos (148> y (1.20> pueden ser escrithas  genericamente

172 LA
e

2 *
5 o= Qrbiedz - (i |zliz + & GCz,z > FCL> CL21>

ssiendo

20



<1.22>

o * { 1 A=0 CAD
3Cz,0 > =

L 3

VAN S <MD
don la finalidad de trabajar en un sistema coordenado mas
conveniente a losx efectos de los calculos en integral funcional
siguiendo  La jdea utilizada  por Spina et al. 1SV87), introducimos

el cambio no lineal de coordenadas

u+i@ .
z = Yu e s 1.23>
en  lugar  del cambio  de coordenadas  polares  usual tste ansatz

tiene  varias  ventajas, la variable u e Ry las técnicas  de
integral funcional en este espacio estan bien establecidas, por
otro lado es posible realizar un desarrollo perturbative alrededor
thee Lo siohacion estable determinista u=0 gue corresponde al regimén

de ciclo limite con radio Yu, . La variable angular @ requiere ser

definida correctamente, para evitar multivaluaciones que
. . . . . . 1

indeterminan el tratamiento en integral funcional. Si 2« %, es
decir el intervalo [0,27] con los extremos e Dervaiu

identitficados unn con el otro’, 1aa transformacion 1.23> es un

1 . ..
mapeo C—sRx<%, una banda cilindrica. Esta eleccion no es

. .1 . : F
caprichosa, va qgque [Rx% es el espacio cociente de IR por las

! . z
tranformaciones enteras modulo 2m: R°/2 R Sin  embargo, la
{mo

. : 2
resolucidon de nnestros problemas no se reduce a su estudio en [R5,

(<3 necesario BEYE una formulacion  en integral funcional que

S'= A = = (1 7 IZZ' = 1 )

21



cont.emple la topologia del problema bajo consideracion.
La EDE correspondiente a la FNEBH (1.21), en el espacio (u,8)

Sera

(? = w - 3 e 4 172 gi(u,(?) FL
> a.z24>
O = p 1~y 4 172 gz(u,e) FLd
sierndo para el caso (AD
gl(u,Q) = - e " sen@
gz(u,a) = e cose R 1.25>
v = £
y para el caso (M)
g:_l(u,t?) = send - smeni(26-A)
gz(u,B) = cosA + cos(26-A) , C1.26>

=&

A low efectos de obtener las nuevas contribuciones espectrales, es
factible linealizar Jas Ecs. (1.26> alrededor de u=0, la solucién
estable determinista (s=0), ya qgue términos de orden superior
introducen correcciones a esta que es la contribucién dominante vy
por ser <w 1a variable que da cuent.a de apartamientos
perpendiculares al ciclo Iimite. Nuestro interés esta en la
iﬁformac:ién contenida en la fase €, y sera en esta variable donde

se efectua el calculo perturbativo para obtener las nuevas

22



contribuciones espectrales de origen estocastico. Es  entonces
suficient.e linealizar alrrededor de u=0D reteniendo términos
lineales en o] vector de arrastre e independientes en la malriz de
difusidn. Realizando la sustitucion
G = 9o + QL - A2 » 1.27>
con 2 = w - B las ecuaciones (.24 se reducen a
. 1-2 .
> = —201 u + v g;l(tp-l*()t,) FdLD
> 1.28)>
. 1-2 )
u = -2u u t+ v g?(tpﬂ}t,) FdtD
siendo para el caso (AD
g;i(z//) = -seny R g,'?(w) = cosy » C1.29D>
v para <l caso (M>
g,"'l’) = Aarmenly . ;;';7(w) = btcom2y > <1.30>
2,2
con a +tbh =1 vy a=m=senA.
, . * o .
El bhecho de que g(z,z ) este dado por Eadi6>, o bien por la
(1.22>, nou es invariante frente a tranformaciones de f(ase y en
ConsecIeneia tLampouco lo s=ea la FNEBH, se manifiesta en  la
FGALZ28) en gue las funciones g () no son invariantes frente a
1
traslaciones de la fase yw, es dJdecir frente a tGLransformaciones
g (g Cpted, (AR 2n).  La  invariancia se da solo en el caso
) L
g =1, gque no dJdescribe a la FNEBIL. Por esta razdén sera de utilidad
)
ostbantioe o el tormalissmo e integral funcional EDE

I~dimensionales de la Fform

Al
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. 1,2 . N et - .

p = & “glotatd FW) 131
para entender el mecinismo por el cual aparecen nuevos Lérminos en
2} espectro,. Aqui gy es una funcion 2Z2r-periodica. Esta ecuacién

puede ser interpretada como una EDE gue describe una bifurcacion

de Hopf alrrededor de la solucién estable u=0 en la Ec.(1.28).

I1.4. EL ESPECTRO DE UN SISTEMA DINAMICO QUE FPRESENTA UNA

BIFURCACION DE HOPF:

En la mavorfa de las situaciones reales es de interés conocer.
Loz MNnmicione:s de correlacidon de Las variables dinamiaas que
descariben a los sistemas bajo estudio. Alternativamente es de
utilidad su densidad de potencia espectral o espectro que es
simplemente la transformada de Fourier coseno de la funcion de
correlacion, va que esta puede ser obtenida en registros
experimentales.

Para hacer un analisis detallado nos remitimos al caso
estudiado en la Seccion 1.2, para el cual las funciones de
correlacién del proceso (x,y) a tiempos t y L’ es decir la
autocorrelaciones de (x> e (y) y la correlacién cruzada de xD con

Cy), que se denotan por

CxCLd xCL2D>
{y<Ld yCL?>> C1.32>

’ CHCLD vaLD>
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pueden  ser  determinadas por el cambio no  lineal de  variables
1.9, =i es de inLerés el estudio del sistema en la vecindad del
punto  de bifurcacion. Consideremos aqui la autocorrelacién de (X,
por e estba una varviable  relevante  en el sistema  geofisico
considerado,. Recordemos que a menos de un factor introducido en el
emccale o, (x> desarihe a | temperatura €1y el areden o e
variabilidad clim&tica considerado. La autocorrelacion de (x) sera
A serie formal cuyo parametro de expansion es el cuadrado del
raddio del ciclo limite N, o en términos del parametro de

bifurcacién it es . /c. La autocorrelacion de (x) es
CRCLD xCL?D> =
B P * : 4
=2 Re { Ja_|"<zcto ZCL2Y> |a, 1<z Jzetd 72" cerd fzce > | 7> +
2 2 3% * 2%
+ 'aql Lz L) Z= LD o+ (a1 a, <z |z %z oy +

: 3 ¥ *
+ A q: <zLd z > + a, a: (z(t)'z(t)[zza(t’)) + c.c.) +

1
AT <D DS 4l G [z | Paced fact > | o
2 . 3 3., 3 . a_,,. .
+ A <z L) 2 CLPO> + a a (<z <L) 2z’ D> + =z L) zCD) +

taa (<ZCt) [z P2t 0> + CzChd zCed |zee > |7y +

I IO EITA Y P AR A PR AN S S EET TR Y TSRS Y RO W
1.33>
De aqgui se desprende gque determinando las funciones de

ES
avt.ocorrelacién vy correlacion cruzadas del proseso (z,z2 ) al orden

e



{z(L) zCL’dD> »

€1.34>
%
Lz L) zCL’d> R
sus correcciones al orden (;,l/ot)z dadas por los momentos
<z ZoCLd>
*
(zet) ZoL >,
1.35>
<ZLL> ZCL Dz | 7>,
. % . F4
{zCLd zL D |z |,
v al orden (/.x/u)ﬂ por
zPced Z2end>
3%
z2eed> 22>,
3 . 2
<zT LDz D |zt > |7y,
€1.36>

X 2
ey zlu |z |5,
. z N 12
<z |zt | zC D |z D>,
*
<z |z 2ziu oz |,
y =us comple jos conjugados.
Para una descripsion determinista del espectro es necesarin

dntroducir al concepto de funcion de aut.ocorrelacitn de 1a

variable (t> al tiempo t y a un tiempo posterior t+r. En el

20



presente caso no tLendremos un proceso aleatorio y deberi estar

tdada A traves del promedio temporal definido por

T
Ly - 1 . '

e LT = . . s ; » XS . =
<gey qaL+T)d> TL—g'Pw ST JT dt” gdt™) qdt >+ ) 137

N | congideramos la solucion estable determinista  de .21

alrrededor de u=0 dada por

i R el
z = Yu e (1.38>

donde ¢ e la condicidon  inicial para la fase, podemos determinar
o

el expectro del sistema descripto por la variable (xD.

bz necvesario definir el promedio de la autocorrelacion sobre la

avse tnicial como

2n
(<> = J,. '.'lfp‘_) < ?sflpo) ’ 139>
8
siendo en este caso P f(po) = 1/2n.

Las unicas contribuciones no nulas a la autocorrelacion de

x) en (1.33) estaran dadas por

* RO
CZCL) ZCLHed> = (ure) et @t

ety 2y = (ure) et T , €1.40>

Y . ~ 12 3 T
2L |20 | T2l bt |zCLved 7> = (u/od’e
Se alesprends gque x(L) Liene conbLribuciones espectrales principales

de frecuencia v al orden 1 en 1, 3w al orden 3 en u, etc.



En wuna descripsion estocastica, Jos resultados al orden cero
en una teoria perturbativa no deben diferir cualitativamente de
los dados agqui. BEste es uno de los puntos que se responderan a lo
Lavgo de esit.e Leabajo.

Agqui resulta  de  interés preguntarse =i Jas  funciones de
vorrelacion del proceso (z,z*) datlas en d.34) y gue son de orden
f en g no dan contribuciones de frecuencia 3w gue sean relevantes
frenkbe a las deterministas. Esta cuestiéon se respondera en el
presente teabajo  ubilizando el esquema perturbativo  en Integral

Funcional que presentaremos en el proximo Gapitulo.
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Capitulo II

La Integral Funcional para Procesos Estocasticos

definidos en un anillo



CAPITULO I
I1.1. INTRODUCGCION:

Se presenta el formalismo que permite obtener las
Representaciones por Integral Funcional <(RIF), para densidades -de
probabilidad de tLransicidn, promedios de funciones de las
variables periddicas y funcionales generatrices, en el caso que el
proceso estocastico este definido en el toro. En la forma normal
de una biturcacidén de Hopf con ruido las variables coriticas (z,z*)
definen un proceso estocastico en el plano comple jo, en cambio en
coordenadass polares (o,8> el espacio de configuracién es el

1

cilindro [R'x% Aqui $l=R indica reales médulo 2 y tiene

mod 210
la topologia del anilloe, es decir los dos extremos del intervalo
[0,2771] se identifican el uno con el otro. En este caso R es su
1 .
espacio de  recubrimiento, va que & es el espacio  cociente
IE/Z"( A, de los reales por el grupo de traslaciones enteras
moa 2. .
modulo 2. Un proceso estocastico definido en el toro
. . I R | . . . P>
Z2-dimensional T '=%"x% admite como espacico de recubrimiento a [R".
ssto motiva a desarrollar un formalismo para obtLener RIF que
Lenga en cuenta la topologia del espacio donde esta definido el
. . . d_ .1 I
proceso  estocastico. El toro d-dimensional T =% x: ' x% (d veces)
se trata de wuna variedad compacta y no de un espacio abiert.o tipo
B . :
RY., Todas las funciones de las variables definidas en el toro, Y
que  caracterizan el proceso estocastico, deben ser perviodicas, en

el caso de %' deben ser 2n periddicas.

|23} formalismo de int.egral funcional a desarrollar es

a0



aplicable  Lambien al caso en el cual el proceso estocasbico este

definido  en an espacio  abierto tipo R, pero existan

poeriodicas Jde contorno.,

condicioness

Las RIF son halladas en primer lugar Secc.dl.2) a partir del

formalismo de operadores de la Mecanica CQuantica,

alternativas del calculo usual de la Integral de Casmino

wiguiendo las

de Feymann

IFe481 definida en IR, aunque el punto de partida es baxicamente el

mismo se introducen nuevas alternativas en los calculos que tienen

en cuenta la topologia. Se obtienen las RIF para la Densidad de

Frobabilidad de Transicion OPTY asi como la Funcional

FG> de momentos y funciones de correlaciéon de

periodicas. . FsLos  resultados  son obtenidos en  la
pavtir de La Eouacidon Diferencial Estocastica

Generatriz

funciones 2n

SecaJIl.d3D)

a

<EDE> que

caracberiza al proceso estocastico en estudio. En ambos casos se

. . gs . 1 . .
extuadia el caso unidimensional %, siendo la extension
NLAYIY . el dimensiones inmediat.a SN present.ar

Adicionales,

11.2. DERIVACION DE LAS REPRESENTACIONES DE INTEGRAL

PARTIR DFE 1LA ECUACION DE FOKKER~PLANCK
II.2.A. Formalismo:

Sea PWO,L 16 L ) la solucion o propagador de  la
i~ lJ() ()

diferencial de primer orden (en el tiempo L) de:

[ 9 ro,e.0 J FCOAD = O

a un  numero

dificultades

FUNCIONAL

ecuacion

aI1.1D

A

de



Las condiciones de contorno periddicas deben ser especificadas en
el espacio 6, mientras que la condicidn inicial debe tener en
cuenta la periodicidad de la variable. E! operador £ no debe ser
necesariamente hermitico y puede depender explicitamente del
tiempo. Los oasos de interés fisico aqui son los que contienen el
opeEvrarior :‘9-"-“4?/0&_. hasta orden 2. Puede ser escorito en foom  seperal

como:

£C8,3,t> = 172 ¢ a“avo“"cg,w + 6NA’H<§,L) + 1/c VO,
<11.2>

donde los indices griegos van desde 1 hasta d, la dimension del
espacio €. ¢ es un numero comple jo. con parte real positiva. Si
=i la ecuacion d11) es una ecuacion de Schrodinger, si =1 es
una ecuacitn tipo difusién o de Fokker-Planck (EFP).

En el caso que (I1L1) mea una ecuacion de Schridinger se Lisne que
P(@,L'QD,'&,“) = <§?,t.|l:?0,t0>, es 1a Densidad de Probabilidacd de
Transicion (DPTY de que el sistema pase del estado lg?o’t.'o> al
tiempo LO al estado l?,b) al tiempo t. En el caso que represente
una ecuacion de Fokker-Planck, P(Q,L l?o ,Lo D t.iene 1a
interpretacion de una DPT o condicional de gue el sistema este en

w
t es conocida

6 al tiempo t. si estaba en 90 al tiempo t.o (L(LO), Q
como matriz de difusidon y A\‘u como veclbor de arrastre.

La propiedad de P(g,b |QO,LO), que permite obtener su

representacion por integral funcional es la ley de semigrupo:

P(B,Ll@ b ) = J de’ P(Q,t,le’,b’) P(e’,t,"e S D N (II.Q)
o "’0 0 -~ ~ ~ ~ . No O



con d@ = (lnl...cl&?.) e integrando sobhre todo el espacio 8.
En dindmica de Fokker~-Flanck <J1.3> se Hama Ecuacidon de
Chapman-Kolmogorov v expresa la propiedad de Markov del proceso

estocastico 6.

~

Consideremns el caso unidimensional de aqgui 21 eidelen e,
suprimiondo lom sabindices grirgos en la notacion, Una RIF de la
DBPT = obliene de la siguiente forma: se divide el intervalo de

Liempro it L} =3B N+1 int.ervalos de longitud e=(- LD .)/(N+1),

[R)

inulicando lo= Liempos intermedios por t. _=t.0 + je Cj=0,...,N+1D y
i

tomando G = L. Heramndo (1.4) obtenemos (ocon q = >
N N+1

~ N _ Nf:l_ -
rcLtloe Lt > =J "]j de, !w! P(Gj,t.jloj__i,t,j_1)

aJ1.4>

Fsx de  interdéss expresar dL4) en el Jimite No-—3» o, ai é:=t.,'—(.,1
. i

w=e  vuelve arbitrariamente peguefio vy P(Qj’t'jiej-i"t'j-n) =  llama en
MecAnica Cuantica propagador a tiempos cortos. Se demuestra [LR82]
que =i el Iimite existe cada propagadonr a tiempos cortos
cont.ribuye a P(Q,Lleo,t.o) con términos a orden £ solamente. Esta
nmanera Je hallar la RIF ha sido analizada  profusamente en  la
bibliografia a partir de los trabajos de Feymann ([Fe48, FH65) Nos
coupAaremss agui del caso en el cual el proceso estocastico este
definido en %' para obtLtener la RIF. Las mismas pueden ser halladas
por Jdiferentes px-«,)c:.edimient,c)s que describiremos a continuacidn, y
Ly extension A H'd ressulta inmediata en  todos los  casos. Se

presenta uan enfoque a partir del formalismo de operadores de la

MecAnica Guantica. en  forma andloga a el calculo usual de la



integral de camino de Feymann definida  en la linea, aunque el
punbo de partida es el mismo se introducen nuevas alternativas en
el mismn. Estos resullbados pueden ser tambien obtenidos a partir
de  la EDE, teniendo en cuenta la topologia en la cual esta
definido el proceso estocastico.

condicion  de  periodicidad para el operador £ debe ser

I.a

exigida:
£CH,3,L) = LE+21,0,6D s a5

de emta forma QMO,L), AW,LY, VO,L) deben ser periodicos.
Consideremos el caso de la EFP dI1) cuon o=t y V@,L0=0 |,

para  obtener una RIF para la  DPT P(O,thn,t.o). La «ondicion

inicial [Gr831 estara dada por
= 6" e-g > . AL6> -

= &Ee-8 ~2nn)
E % o

~ ”~

Introduciendo operadores 68 y n cvon reglas de conmutacion

Pt |68 .t >
0 0o o

[6 , n] =i , CILTD
vy con representacion
8 —s 6 , n-—— -i afoe s>

y definiendo estados |6> v |In> de forma que



s S
6 je> =06 |e> R n {nd> =n |n> R <11.9>
con normalizacion
PSS P - ~1.,,2 ine
OS> = SCO-07 O In)> = (2 e . C11.10D>

Las  relaciones de completitud para los estados base estan dadas

por:

£ In><nl =1,
'21'2

[ a8 16> B = 1
‘0

d1.11.ad>

a1.11.b>

Aplicando el bra <2 v el ket |0> a dLilad y el bra <] y el

ket. |n> a (IL11.b) se obtienen las relaciones de completitud y de

normalizacion respectivamente;

Y oexplindg-e7)) = 2n 50-3°D
e

21
l' de exp(itn-n’d3) = 2n &

k4
e
(8]

Podemos identificar el operador X de

Hamado “Hamilt.oniano®':

FCE,mt) = i FBB,in;tD

» an12.ad>

11.12.b>

I1.1> con un operador

aIi.13

A Lravev de la regla de correspondencia (JI.8) Lenemos:

W
G



Az ,.

WML = i [~1/2 n GO -i n AW | . C11.14>

De esta forma, utilizando la representacion de Heisemberg ya gue:

PO,L|O L) = (8,b|9 L > s aJ1.15>
o] Q .

los operadores dependientes del tiempo son definidos como:

-1

nctd> = U D> n ULd -~ CIL16.aD>
A A"l A
ACL) = U D) 6 UL> <FL16.bD-

y los vectores de estado bra y ket como:

O = <Ol UCCLd , |O4> = % D> |6> , AT
siendo ?}(L) = ‘&(L,O); asi tenemos que:
PCO,L|O7.L7 = <.r;|7'2<t,,bo>|9u> , aris>
donde ‘Zt((t,tﬂ) satisface:
[ i g? B } ?’k(t,,t'.m) =0 , C11.19>

" con condicion inicial:

36



fz}tct,o,t, > =1 . <11.20>

(8]

El uso repetido de la propiedad de semigrupo del operador
evoluciton ‘Z}i(Li,(.z) = ‘ZL‘(Li.t,’) ?Z(b’,t?) con t,i<t,"<t.2 y la relacion
de  completitud para el estado 16> dada por dlL.11.b) permite

obtener <11.3), que en términos del operador eveolucién a tiempos

cortos U 4L, 1), con L_-t,j 1= £3 , queda expresada como:

LI ] -
2n
- N N+1 ~

PeaLle L > = T T de TT <6 L.t > |o

| oo [ rir dpi ‘TI <Oj| uc itj.-l) ! i1>
- | ke el
3]

C11.21>

~
Fl procedimiento usual es aproximar U LG, 1) a orden &, ya que
b

son moly términos Jde este orden los gue contribuyen en la integral

fymzioaval cado N - by £ e 0, cion l,-t,o finit.o. Asi:
U M D= 1 - ie %W@,mLD + 0D, CI1.22>
Ri - )

con . < L <t
1

-1 3 i
Int.roduciendo en el propagador a tiempos cortos
<6 | UL Lt ’) |6, 1> la relacion de completitud
i o A
”~.
1 , e obtiene utilizando dI1.10):

Eni.c-Z I"_i> <"j| =
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B UL Lt d|e. > = <2n>"’z§ (1-1ehin_,8. >) explin A8 O
1 L et | -1 ) 1-1 ] ]
n F_Z
1

(Zn)»x/zz exp (inA@- is hin,0. )
1 -

n &2
C11.23>
con AR = 8-, siendo: -
k) 1 b
hn.@ > = -GG/ 2> n° GO, D + n. A@. D> . a1.24>
N i} -1 ] 11

El operador Hamiltoniano dI.14)> esta dado en orden anti-estandard

7~
o normal, exs deacir, Ltodos loss operadores n estan a la izguierda de

los operadores @. Esto da Iugar a la RIF en la discretizacién de
pre-punto, es decir, el Hamiltoniano q1.24> es evaluado en
o, |= ace 1)_, suele dencot.arse por 2 €OD. Prescripoiones de
1- 1

discretizacion diferentes pueden ser oblenidas, estas se derivan

ol foles Lass formas posibles de ordenar los fact.ores
o~
no~conmutantes en el operador Hamiltoniano & La técnica para

obtenerlas es desarollada en [LaB.’z’:]1 . A efectos de este caélculo

se utilizo la discretizacion p0>, aungue cualgquier obLra podria
haberse elegido.
Reemplazando 1.23> en (<II1.21> se obtiene la siguiente expresion

para la DPT <{con 8 = @ J:

1Pagg;.lS

ag



2N 2T

. - E: 1 de de
ot e . p— L1 N —_— st P
Pee, ' O t'o) f;-l}»{}lw E_. 2 J ZuN J 21't1
n . eZ

n a2 (o) o
N+ 1

N+1

! 2
" X : - Y - £ e
X exp j,_é, [1nj(A8j .EA(Qj_1 b} e/2 nj Gcej_1>]

<I1.25>

Bxta RIF para la DPT no es la adecuada a efectos practicos,
yva qgue las integrales van de 0 a 2 y tenemos una suma mualtiple de
caminos, La expresion obtenida es analoga a la RIF en R, el rol de
oz momentos  conjugados de la coordenada es  desempefiado por
entb.eros oo, i = 1.....N+vl. La existencia de lIas variables enteras
e natural vy consecuencia de la periodicidad. Aqui la integral
funcional gueda restringida a $'. Si al comenzar los walculos se
hubiese tomado V6B # 0 y 2rn periddico, se agrega en la suma del
exponencial de dI1.25> el término '5V(9i_i) y la inclusion de este
terminoe no agregara dificultades en los calculos.

El cAaso ACBY = GBY = VB> = 0, conocido cComo caso de
particula libre no masiva en Mecanica Quantica, ba sido analizado
extenzamente por medio de expansion en autofunciones [Ma80, MT781,
a partic e teoria de grupos [Do71, Do74, Sh6e8, Shetl, etc. En
Reef., IWe?791 una de las conclusiones es gue no es posible encontrar
nna expresion cerrada para las sumas Gaussianas (11235 como en of
caso Jde las  integrales Gaussianas de los momentos conijugados de
Ly coorvdenadas definidas en 2, salvo en el acaso de particula

libre sin masa. Agqui se da una forma alternativa de efectuar los

calculos.



. PN B N 1
IL.2.R. La Densidad de Probabilidad de Transicién en &7

En esta Subzmeccion se muestra que cocomo el rango de
integracion para € puede ser extendido del intervalo 10,211 a [R.
La técnica consiste en utilizar una identidad, generalizacion de
la conocida formula de Poisson [Be6l1l, aplicable al propagador a

tiempos cortos <11.23):

1 . . - 2 —
o ?exp{lnbi(AGj cAC@ > - es2 n, G, O} =

'
X,
J

[ A0 - 2nn - cA©, D] 2 }

. -1/ 2
= (2n£6C0 _ >) ZE‘XP{ R e R
i-

C11.26>

que =i halla demostrada en el Apendice. La expresion d1.25> para

La DPT seva, a menos de una fase Z2nn, ’n en 11.26>,
) 11

P(G,L'QO,LO) =

de da

n, eZ n o
N+1

il
—
<
i b
-
=
=

N 2 N+1 [!,\Gj- ann - + 2"3‘—1" - EA(ei-i‘)]z
< M (2n=0G<CE | _.1)) exp{~‘ PN TCRD : }
i=1 1=1 -t
1.27>
Haciendo La sustitucion n= 6j+ 2n v §. j=0,...,N+1), por
, ) i

periodicitad ALg O=ALE D y G(qi)=0(8j) es posible Hevar el
Jd R .



inbervalo  Jde inbegracion de [0,2n] a [2nnr , 2ntHn) de la
i i
siguient.e manepra
Z2¢n+1y 1 +00
—— -
} Cod ) = I Ced dyg
st
red 2nn -
Laego
Feotle 6 > =
o’ o
w
- 102 f N 1,2
= Lim 2neGa D i d 2reQGCe >
E£--H0 ( 0 ) .n q_L( e -1 )
N+ (0 = i=1
ned ~ 00
: 2
N+s [ A8 — 2ACE, D]
x  expd- 1 -1
’ o . 2 & GB . O >
1=1 L <y .;G{;‘,H,q =0
N+ 1 0 o
aL2e>
N 1
De esita forma se ha pasado de tener una RIF en & a otra
deefinida en IR, sin embargo ta Ec.(11.28> guarda memoria de la
Lopologia en I suma sobre ooy en gque 8y (30 exten definidos en
R wsba expresion resulta de utilidad a los  fines practicos,
puast.o que =i es aonocida la expresion para la DPT en [R, es
posible determinarla en el presente caso. Una notacién abreviada

Ec.d.28) es

3

ned

para la

PCOL|8 1 >
(2] (0]

Yo

. t .
J Dqg exp {~ 172 f de L (t'q(“t‘),q(r))}
t

F Oy [s)

SECq ~0 > SECq-842Z2nnd ,
o o

AL29.a)



LCpgd = G [ - Ap)? . CI1.29.b>

siendo la medida de integraciéon definida por

N
. . e ~1/2 _ i 1.2
Dq = £I:J>{|,| (21(&0(80)) .n (lq_L(Zne.G(Gi_i)) R <I1.30D
N-—3» + L= §

y €02 nos indica que las funciones de q deben =mer evaluadas en el

pre-punt.o,

11.2.C. Representacion por Integral Funacional de Promedios

Asticos:

3
144
vi
-
~
‘d
~
P

Es e interés derivar una expresion en  integral  funcional
pava  promedios  estocasticos  de  funciones 2n peritddicas de la

vaviable 0 a Lismpos comprendidos en I't,“,(.] a partir Jde

211 N+1
<F{9(t,j)}> =J | d@)_ m@j} ;VN*?g.eNﬂ,.t,.Nu;...;ao,t.o) ,
o iz
CI1.31>
con et D=(GL 3,...,6CL 3, t. ¢ - <L < - <Kt , =siendo
i 1 N+1 O k N+1,

W (B st e LD i1a Densidad de Probabilidad Con junta
N+2Z N+1~ N+1 o’ o

(PG> del proceso 0. Si el proceso es de Markov, la DPQ es

expresable en terminos de la DPT:

N+q

W A A s Lt > = P(a,i_,|9 L )Y WEe L L D
Nt2 N+1 N+1 (8] O (9] 0 O O

it

C11.32>

12



D esba forma L) puede ser expresado albernabivamente en el
¥ T

formalismo dde opeoradores,  con condicidn  inicial 70?0 Dm=Aono 0
» i LR

rpuacla;

27 ~
<r'(n<1,.i>}> = ] d0  <¢e LlF{r?j}'O()t.()} . . 11.33>

O

S5 F es periodica para todo 6, es posible definir una
i

funcion x5 LR Lal que  F{O }=F{R<G D}. Realizando los oaloculos ya
i J

descoriptos para la DPT tenemos que:

L) ©
AUIRCL DYy = Lim (2reGeo N VP | ag [l du, (ZreGeo. N P
: 1 E-—-310 O N+t . i -1
N-—3 4+ m S . L=
- (0 - 00
N+t | AB — 2ACE 1)]2
v ol D . _ 1 ‘ -
F{RC i H cvxp{ 2 5ETaCE 3 }
e 1ot ('n ﬁ”

<I1.34>

Notemos gque esta Gltima expresion no contiene una suma sob‘re
1, a difevenacia  de o gquez  ocurre para la DPT C11.26). En
cvonsecuencia el promedio de funciones 2 periodicas on 5! es igual
al promedio de estas en K. En el calculo usual  no existen

restriceiones acerca de las funciones con las cuales se  Grabaja.

La Ec.(J1.34)> puede ser escrita abreviadamente

t Yo
ALYy = [ by «»-x.,{-wvz ]' dr L GO ),q(r))} FARCO D} &<y -0 D
; ) i i :
: PRGN - f.
(8]

C11.35>

siendo en o aybe caso la medida de integracion
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N
o . ) . S s -1,2 .
Dqg == e:'_!::_l)ﬂl (Zar.r,.(-(GO)) quv‘,'1 ' M dqi(ZNe:G(Gi)) . <IL.36>
N~ + 0D 1.=1

I1.3.  REPRESENTACGIONES POR  INTEGRAL FUNCIONAL A PARTIR DE LA

ECUACION DIFERENCIAL ESTOCASTICA:

Dada la Foauacion Diferencial Estocastica EDE> o de Langevin

para un proceso unidimensional definido en $%:
8 = AW + ' %gcod rCtd (mod 2r) <I1.37>

con condicion inicial

o, > =6 11.38>

e inberpretada en el sentido de Lo, es decir Lodas  las funciones

e & son evaluadas en el pre-punt.o 60 d=0 . i dividimos el
1 1

int.ervalo e tiempo I t’n .13 en N+1 intervalos de longit.ud

e=, ~ Ln 74 =t J=1.L L, NHD, mod 2 indica que 1a variable
] »

"Nt
Gcsﬁi,mientl‘as que A vy g<C0) son funciones 2n periodicas. f(L) es

ruide blanco Gaussiano con valor medio nulo v con aut.ocorrelacién

una distribucion delta de Dirac:



It

<ECLDS> o ,

11.39>

FCLD> £CLO> SL-L>
v 1 es la intensidad de la fuente de ruido. La EDE d1.37) admite

como  solhaviaon para (L) fijo a Of(i,;(,?o,tf) un  funacional de £
A

definido en .

Fsuribiemndo ba EDE en ssu forma diferenacial

g8 = ACO> dl + 5 Tecod dw CI1.40)

dople hw es el diferencial de un proceso de Wiener definido por

dw = fCt.> dt A1.41>

podemos considerar la  DPT  para el proceso estocastico 6y
con=truir la RIF para ella a partirv de la EDE.
A efectos de una desaripaion suficientemanto proeaisa,

conideremns Ia ecuacion 140> en el discreto:

M= A RO D n' e D Awo . CTLA2D
i i- ¥ i
sk 0= L)), A= @ - w= wi{t ), Aw = w-w_ . Sualquier
A 1 1 1 1 1 i} 1 1 [}
fuancional P{{?i < Lk b e feLD, usando Ia notacion
RN P E=Va S O NST 2 N P v {6 CLDYy=(0 (L >,...,60 (L 3D, puede ser
f k. f RS B & { k f 1 { N+1

expres oo como



™ N1
Fin <t >} = ] N da, F{R)D} S¢g -6t , 1,43
[ * . . J i 3y f .
=00 izo
siemlo R la  funcion  definida en Ia Subsecc.<11.2.G.D. Usando la
propiedad de Jla "funcion” delta de Dirac
Sf gdxd) =

Z LS(X"X' >
il
3
= De.lag/axllx

n n

<11.44>

siendo % lom ceros de Ja funcion gOx), tenemos que
™
ML N1 .
. . 3 218 1.72 . A
1 Sy 0, D= 1 Dext.. (—-~» éﬁ; -ACqg . .)'-;q’ ?g(q . )é—v—lj
b v f i AN ay ) & 11 j-1 & ‘ .
im0 jo 0 . 15 q =63 oD
k f k
)65 éf‘vi -Adq )*7}'1'/255(«;1 )é‘_“ij) 65Cq -8 > =
e j~1 i1 £ [¢] )
N+ 1

Aq 1.2 Aw :
Ag . _ ] . C ow 5Cey ~ D)
I <17e> &( —i l\(tlj_ 270 L S ? g") (C'(q(; %

)=1
11.45>
donde 6 bt ;& ,L >)=0 . Reemplazando en la Ec. (I1.43)
f (= N 5 R & (o]
w Nt Ay 1.2 Aw
3¢ - - § - (;‘ '_;w_’. - - L - Hw .
r{«'u,k); [ T (daq i/t,) & ( i A(«;j_rl) 7 g(qimi) g
: i Y} &ECQq €
> F{R(qj } (qo (90)
J1.46D



Escribiendo cada una de las "funciones"
)
SCo ) =J dp. (&/21) e
3
-0

y wome el ruido blanco es un proceso de Wiener Aw_=£:fj , w0=0, los
3
promedios sobre el ruido de funcionales del ruido { =se efectuan de
la siguiente manera:
® N, -4 Nrt » :
FUB = Lim [ ogmip PO ex '{" ze L (av) } J
N—3»+00 -0 j=1 L=1 w”:()
(11.48>
Asi el promedio de la Ec.(11.46) sobre f es:
© Nt dp . dw
SEERS™S = Li 1 B {RGy
ey = Lim [ da, R geie FARG D}
N3 (0 Q=4
N+1 P
.-;< exp-{ i 5 pQAg - ¢ A(q,”’)-’- n ‘g(ql_i)Aw,)}- J
is1 4 i i1 i J q =8
0 o
N+1
1 2
= @X['{' s— L (Aw ) J
2 i
S | w, =0
C11.49>
Integrando sobre se obtiene la Ec.(1.34) siendo

{w > {p 2
i) y FJ

rel r')p,
J

delta como

s CIL47)

G(q)=g(q)z. Una RIF para los momentos conjugados Ap,q} puede ser

obtenida integrando solo sobre los {w)
)



(e 0] N+1

T80 C = : dp -
KF {ofu,j_)}) = _Lim f dq mn dqj 37 F-{R(qj)}
N——% + 00 - 00 =1

- N+ 1
. Axg . . n : .
o gt IS + M4 5 o
x exp{ i .i‘: [ p.i( = A(qj%i)) i 3 G(qj_‘) ] } ¢ (q0 (,0)

CI11L.80D

Avui p =R ez 1a variable conjugada de los g, , no ast de la
i i

variable estocastica 6@ . Esta ultima ecuacion puede ser escrita
i

formalment.e comon

) L yeon :
F{OCL D)y = ’ Dy Dp F{RCgq D} exp{i] dr| pg-H (.p,q)]} SHCq -8 D
! RERGE & i ¢ o
(8]
arsn»
siendo 1a medida de integracion
N+1 dq .
. ) = l. AL : ¥ "-;“ E‘ ?
Dp Dg = 6[_}):}1 dqo .” o.lqj ST CILS2D
N-—> + 00 1=1
y ] Hamilt.oniano
Hip,d = ~i/2 p° G + p glqd . AI53)>

e importante mefalar qgque cualquier otra prescripoion puede
ser determinada a partir de la EDE en un sentido de discretizacion
arvbitraria, &5 decir gue todas las funciones son evaluadas en

tri - . .
A = 0 4+ 1 A9, Vr: relD, 1]l (siendo r=0 el caso particular  de
)t 11 }



L), La derivacion de la RIP pava una discrelizacién arbitraria,
sohy difisye en el calculn del Jacobiano  de transtormacion de
coordonanbag que APATee e CI1.45). La prescripaion de

dissoretizacion W elegida aqui es suficiente para lo que sigue.

I1.4. PROMEDIOS ESTOCASTICOS:

HoLAD L Denssidad de Probabilidad  de Transicion  como  wn promedio

estocastico:

=i 13‘= f-?[(b;(’-?o,t.n) es la soalucién de la EDE dL37) para una
foncidn fijga FLD con condicion  inicial G‘(ﬁt,o;eu,t. > = & , la DPT

0 (8]

pAava este proceso determinista es

P ale b > = 3 S0-0 ¥2mn)d N C11.54>
f 00 = {
w.

v oabialace I ecuacion de continuidad derivable de (J1L.A7D

or. _ @
at. — B0

£
-d
w’

[ A + 5" Pgeed 1) P s

2} promedio sobre fL), definido en la Seccion 111, permite

obtener una RIF para la DPT:

reot|e ot 3 = (P @EL|e b >, I1.56>
OO0 f [S RS ]
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que verifica el proceso de Markov definido por (I1.37)

Utilizando la expresion que expresa el promedio sobre el
vuido  de un funcional  del  ruido, dado en la  Seccion 111, es
posible obtener ta DPT en el espacio de configuracion dada por las

Fos, 127> ¢y L3989, o bien en el espacio de las fases a partir

le by Foss, C11.34) v L35>, obt.eniendose Ia expresion
abreviada:

it

—- t Yo :
Pao,t. |nu,(,0 > Z—‘ [ ‘(Ol))q Dp cexp{ 1 ‘fl dr [ pg- H <p,p} }
mese ¢ o

x (S(qo-'é?o) Sq-6+2mnd .

aJ1.87>

La medida de integracion esta dada por la expresion dLS2) y el

Hamiltoniano por <dL53D.

11.4.B. Funcional generatriz de funciones 2n periddicas:

Cualguier funcional F{E?f(t.j)} de LD con Gle:‘; ,»  puede  ser
desarollada en serie de Fourier
. ed -
Fie L} = § a, exp-{lp‘éf} R I1.58>
}

N P
p

donde 1’) ex un vector de enteros (N#H1D) dJdimensional v ér; {Gf(t. b))
1

i=1,....N+1. Bs entonces factible definir un funcional generatriz



Yoo

t
* .
ZLg, 0 ]=J Dg Dp exp{jr dv [ pg - H# <(pap +
JRCR - t,

De esta forma el calocule de JI1.58) se reduce a

@xp{ii';'a‘} = Zf _i(->>=g”f: n, SCemt 3 =0

.5 APENDICE:

Sea {433, con 056<2n, una funcion desarrollable

Fourier TLi64}

. &
Ca> = 'lV
1o E’hGZ ar\ © ’

con coeficientes de Fourier dados por

FAR

a =@ de e reod
" o
Bs entonces posible escribir
<&y = Fe4+2mmm)d
ZhGEZ ! >
A pearbiv de I ddentidad
R ) 5CO-2mid
= f £ 4L
E z"mt—f:‘?(_'

. ]
g

Pruebh.a Jde (LA, Sea

* .
g *+ i p]} 6(_([0'90)

Aarse>

C11.60>

en  serie de

{dI.A.1D

CI11.A.2>

CII.A.3>

CILAAD



+ 00 =
x> = x - 2n §, &x-2nnd> + 2n §, OC¢Cx-2mo , UALASD

12=% A n=0

Ia funcion mantisa de x definida en [0,27)., La misma admite un

desarrollo en serie de Fourier

Lnx

f(<x> = + 5% (1) e . AV A 6D
nXo

Derivando CILASY y (11.A.6> con respect.o a b e igualando
oblLenemos (I1.A.4D.
Para demostrar (I1.A.3), sea
N 3y b5
ack> = <2n>"“J‘ ae e ¥ feo> LA
(]
con atk=1D=a dado por JLAZ)., Tomando
14}
Y
. =)
Feod = [ dh Atk et CIT.A6>
= Q)

Utilizando Ia didentidad C(A1.A.4), quada demostrada CI1.A. 4> luego
de un  breve  calculo. Siguiendo este procedimiento, se puede

demostrar la igualdad <JI1.25):

~2711— ?;exp{inj(Al?_j*a‘l\(@j_‘ D) - &/2 nj G(iji)} =
i
® 2
= ? f dk 2 exp{ik(AG,-aA(@_mj)) - /2 k‘G(G,_l{)} SCk-n D
-l‘. NP J 3 J 3
i
o0

= ? [k 2 exp k[ (AG —2n 1) - cAC@. D1 = £72 rﬁ(‘:(@jml)}
P ; :
1

A6 — 2n nn -~ s=ACE D] z
j J i-d

- - e 4s2 =3 &- . .
| = (Zn‘e(}(.ojvl)) Z l,,.,‘(],){ 3 2 G 5 }

1—- 1

i
AIA9D



CAPITULO I

TI1.1. INTRODUCGCION:

Se  presenta el esquema perturbativo en Integral Funcional
para determinar funciones de correlacién o momentos en el régimen
estacionario. Para ello, se introduce un modelo no perturbativo,
el proceso  de Wiener en el anillo a fin  de establecer los
prinuipios sobre el cual se asienta el calculo perturbativo. El

mismo es considerado, a continuacidon, para un modelo simplificado

que muestra como se determinan las nuevas contribuciones
espectrales.
El e je central de este Capitulo es determinar las

contribuciones espectrales de sistemas dindmicos gque presentan
bifurcaciones de Hopf. Para ello, el punto de partida es
considerar la forma normal estocastica de wna bifurcacion de Hopf,
la cual es presentada en el sentido de Ito, dado que la misma
facilita ] tratamiento en integral funcional. Se consideraran los
casos de ruido blanco aditivo y multiplicativo lneal.

1

111.2. PROUCESO DE WIENER EN 5. DESCRIPCION A PARTIR DEL

FORMALISMO EN INTEGRAL FUNCIONAL:

insideremos  la  Ecuacion Diferencial  Estocastica (EDE>  que

1
caracteriza al Proceso de Wiener en 57:



6 = w+ &7 CIIL1D>
Onod 2r>

donde (L) es ruido blanco Gaussiano delta correlacionado y & su
int.ensidad de ruido.

Estamos interesados en el calculos de funciones de
autocorrelacion de un proceso h{8t)), s=iendo h(BY 2n periédica.
Es entonces posible definir a partir de CdIS59) la siguiente
Funcional Generatriz FG> de promedios estocasticos de funciones

2n peridéddicas:

- T - -
* * .
Z 1,13 = [ Dqg Dy exp{ift dr{pg - % <p> + jq + | p]} SCqit >-6 >
0

aIl.2.ad

H (P> = -is2 & p° . <TI1.2.bD

El  subindice 0 indica gue estamos en presencia de wuna teoria
libre, es decir H'O no contiene funciones periddicas. La FG@ dada en
112> la conoceremons de agqui en mas como Funcional Generatriz
“libre' (FGLDY 0 no ()scilat.c:)rl-ia, la  misma es QGaussiana y en

consecuencia su integracion es inmediata:

T
. . * — :
ZLij1= exp{ ie jt dr j<r> }

0

- T T
. - -
x exp{*i/z J J dr dv’[ 21 KIS’ €1’ + KRG, 1) K1 D} }
t L

O (o]

AaI1r3a»

a
a



siendo lax funciones de Green

SCr, )

QCt-1’> s <JIT.4.a0

RC1,T°) = & (min(r,'r’)—tn) . AIl.4.Db>

Not.emos gue Z [, j 1--0 cuando t —s-m , a menos gque se satisfaga
(W ) O -

J dr 3 =0, CITL5SD

(8]

AN cuyn saso es posible definir una Funcional Generatriz  Libre

Estacionaria (FGLED:

. .
J dr drtl 2i IS, )+ KD, KT )) }

<111.6D

donde la funcion de Green estacionaria es

PDCr,t°) = & min€r,r ™D . <I11.7>

D acuerdo a la condicion AITSY o estacionaria sobre Ia

fuente §, Ia misma debe ser evaluada como

Jj<od =%, n SCo—-t D . aIr.s8.a>
L t
eZ



L n =0 . ' CA1L.8.1D

ie=Z
con ne&Z. En consecuencia solo es posible calcular  promedios
i .

estocasticos de la forma exp{in] 8LI-6CL>]} a efectos del calculo

de funciones de correlacién del proceso h(8<(L)). Explicitamente:

Cexplin] 8LI-0¢t D] 1> = explinect-td} Ef;sfn(é(o——t.)ﬂr}( oL 30 ]

exp{inwit-t"d-£n’ jt-t> |}

CI11.9>

Como se ve estLa cantidad es estacionaria, es decvir depende solo

e La difevencia T=t-1’. La funcion de autocorrelacion de h(8) es

st

KO = <heact) head, ™= ¢ b | <explin[ 8<t>-6Ct>>] 4>
? A

aI11.10D

Teniendo en cuenta que el valor medio de h(eL)) es ho’ 1a
variancia del proceso hOLY) esta dada por dII10) pero n=0
excluido en la suma.

Para un proceso de Wiener con w=0, la variancia es.

simplemente

oCT> = T (2/n”) expi-en®|T|/2} . CIIL.11>

N0

La funcién de  autocorrelacién de un proceso de Wiener

definido en R, es simplemente dada por Rd,LD que es no



estacionaria, mientras gue si el proceso esta definido en s!' es
simplemente KOD=r40(T> el cnal es estacionario. Dos cantidades de
interdés maracterizan a un proceso  estacionario, tales como el
tiempo de  correlacion T,V el weeficiente de intensidad 2 del

proceso 006L), Asi:

aw = [ dr oD = ?~ tCad> N2>
- -

nos da una idea de la intensidad de las fluctuaciones, mientras

que

2 - ery = 2 L6 ‘
o= I ‘[0 dr 1 o) = el e CI11.13D>

nox  da idea del lapso sobre el cual 1a correlaciom se extiendes
entre valores del proceso L. § es la funcion Zeta de Dicmiaon

1 : ) N R .
FADIY definida por K(S)—-—{‘,’(:lk s =eiN. Se podran despreciar
correlhaciones cuyo Liempo de geparacion T sea mucho mayor que L
de A e Liene apes parsa bajese inLensddoades de raido todas
Ly corerelbacionss se vuslven importantes, yva gue el sistema se
relaja lenbamente.

FPara determinar  la  Densidad  de  Probabilidad de Transicion

(DPTY =e pueden utilizar los resultados conocidos para el proceso

e Wicner on I recta

1 Form.23.2.1.(Fag.807)

£ CAd=n"/90=1.0823 y £ <6>=1.0173 (Pag.811>

A
2



. 1 {(x~-x ) '
PoCx, . = s E@RpLT o5 - . TR
wOt I = T *’*P{ 2z |?] : A
donde x<IR y r=t- |
9
De las Bos, (J154) vy (J1.56) se tLiene
1 - co-e +2nmd’
TA]O by = ot R R o S . JIT.15
‘l l [4] (8} 27‘{5_11 ' }_' va{ Zgiil } L1535

“

E=st.os resultados pueden ser alcanzados  alternativamente a
partic Jde Ia Bouacion de Fokker—-FPlanck (BFP), con condiciones de
cont.orno  periddica para la DPT dada por EcdIL7> vy coﬁdicién’
inicial  dada  por Ec<ll.6>). Una técnica a u.tilizazv es separaciéon
de variables que ha sido profusamente utilizada en la bibliogrgfial
fRig1, dad3dl. La condicién de normalizacién para la DPT debe ser
definida  en .'E’, luego la  corriente de probabilldad debe ser
periddica. En un proceso de Wiener lineal la DPT y la corriente de
probabilidad se anulan en fown, pero en el anillo 5! los extremos
del intervalo se identifican mutuament.e, en consecuencia se tiene
una convlicion de continuidad en todos los puntos de este. Las
soluciones estacionarias de la EFP han sido tratadas por Gardiner
[t1a83] para contornos reflejantes y absorventes, y ocomo e jemplos
Lrata procesos de VWiener. En particular Risken I[Rig4] ha tratado

el caxo de movimient.o Browniano en potenciales periodicos.
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111.3. CGONTRIBUCTONES ESPECTRALES EN UN FROCESO ESTOCASTICO

UNIDIMENSTIONAL DEFINIDO EN &'

ngideremos Ja EDE i-dimensional

D= o+ s g £ A <111.16)

nod 2>, .
Q= gt D
o O

domde g453 vy =su derivada s=son funciones 2n periocdicas v continuas
en [0.21)], de forma que admitan desarollo en Serie de Fourier.
Pediremos que sean funciones acotadas en (-1,1) para asegurar la
convergencia en los cAlowlos gue siguen, La EDE <(JI1.16)  puede ser
interpret.ada en un sentido arbitrarvio, es decir =i realizamos la

particion temporal del intervalo (6 £ en N trozos de forma tal
LN

e L= ¢t + jeo <Cj=1, ,N+1> donde s=(t-t. D>~N, L=t Lenemos  que
} (%] ) [} N+1
11

, G s AG CAB =6
i it j i

8. . AN s5=0 la EDE se dice

Gt Dy = £
) -1

-
vques Ly EDE e interpret:xs en el sentido de 1to (prescvipaion de
discretizacion  del pre-puntod y  ssi s=12 en ] sentido de
Stratonovich o  del calculo usual  (prescripcion del punto medio).
Nosotros nos independizaremos de 1a prescripcion de
discretizacion, elegimous una arbitraria con sel0,1] pero a efectos
del tratamiento cvon integral funcional levamos esta EDE a otra
definida en el sentido de Ito. Luego de un calculo estandar que no

daremos agui pero gue esta detallado en el Apendice A se tiene la

siguient.e EDE
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1

0 =+ 5 & gl@ g + & Pged Ly, CAI1.17>

e = 0Ct D>,
[ ]

0

donde £=10,11 ¢ g’ indica derivada de g con respecto a 6. El
faserminog g00) 27 ex conocido como de arrastre espurio.
El Hamiltoniano correspondiente a integrales funcionales definidas

en el espacio de fases (J1.51) sera de acuerdo a I1.53):

w1 Clpaptd = -2 o Anpz + } (—mAL;»z/z -Bp) explil[ q+0t]} ,
Lez
(0]
CI11.18>
donde A y B son  los  coeficientes de Fourier de gz(e) y

L i

g0 g’ respectivamente vy Q=w+BO . y<€0) indica prescripcién de
disovetizacion  del prepunto en la  integral [‘uuc:iunal y Z?n=Z‘~{0).
En el Hamiltoniapo hemos separado explicitamente dos Lhoeminos, uno
libre o no osacilatorio a partir del cual se efectun el calculo
perturbativo v el otaro término oscilatorio o perturbativo.

A continuacion e TR Y el caleutlo de IAa funcion de
AavLocorrelacion del  progeso  cosdb), lo gue dara origen a la
aparicion  de  las  contribuciones espectrales orden a orden en

teoria perturbhativa. La funcidon de autocorrelacién estacionaria es

GCTY = 1.2 Re{ <exp| I(OCT>»-0¢03)] ST+ <exp[ i(6<TY>+ac0»)] $°Yy ,
119D

La funcional generatriz (FG@ dada en Ec.(JL.59) la expresamos como
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- n b3 e ]
2Lij1 = } “;]r I Dp Dq (-if ar o “lp,q;id)"
t,

i Yoo o
T .
® exp{i r dr | pyg —%')(p) + jg + i pl }J >
T ) Ayt D=0
o (o} o
CIT1.20D5
siendo el lamiltoniano libre o no perturbado
% p> = (—1/2)5-A0p2 , CI1L.21)>
v la parte pertuabativa
x O - - 2 ) - ]
K paptd = (alp -[3‘ p) expiilf gL} } . <JI1.22>

L FZ
[}

o "*L:(""/'»)/\L v I?l‘:‘-.':'l!L O Fl tArmine n=0 en la o sama Jde la

Ec.CII1.20) define la FOL, que al ser integrada e imponiendo la

condiciéon de régimen estacionario JILSY permite obtener la FGLE
dada en dIL6). En este

caso las funcionesxs de Green son

SCr,r’) = OCr=t" . a11.23.ad

PCr,r’y = e.AO mindy,r’) J11.23.bD

Laa contribucion a orden cero a la fvincion de correlacion GOTY, de

Acuerdn A ba condicion sobre La fuente vieone dada por
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Cexpiif CTI-aC0d] }>ff""= exp{iQT} ;zz'“[” (5Co=TI-EC6));0]

= exp{iQT-(2A /2) |T|} . CII1.24)

Por no satisfacerse la misma condicion se tiene en cambio que

<exp{i[ OCT>+6>] 1>2%'= 0 . Q1125

Luego la funcion de autocorrelacion del proceso cosf es

G C(T> = 1,2 cosOT exp{—(aAo/Z)'Tl} . CI11.26D>

A orden 1 Ia contribucidn del FGLE es

2%t 4.5 1 = -ie f dt h etV g [-é-z-*--—ﬂi -6 ( ! é-—*—»«-—)
g ' LT Lt Al st
(8]

x zzstj(o)+lé(o—t,);j*<a)]

A11.27>

La unica contribucién no nula a la funcién de autocorrelacién
viene dada por el término l=-2 en la suma, ya gue solo en este

caso se satisface la condicién (J11.5), siendo
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Cexpii] BCTI+E €O | }>‘;"3"= exp{iQT} Ejsf(&(o-'l')-é(o));ﬂ] =

¥ L2021 &7 16
wm = F o ey Yoy * - ne L .. . Y : ’_'_‘_ S
fe explial} J“” = [*2 RN i1l AR O 4:3_,*0,))]
e)
p e W
<20,
fig 6I=ECe=TIHEC 0 I~25Co~1D
j Ced=0
<111.28)
Utilizando Ja relacion (9) del Apendice A
1 5 =z T
i ke Ty = - et oS 4 CI11.29.
AT 0 Im dt’ et -t> jin Z o, 111.29)

evaluando en las fuentes, y teniendo en cuenta gque la prescripcion
de discretizacion elegida es la del pre-punto (es decir 6(0)>=0) la

CeLlIT.28) swe expresa como

T
Lanpfi] ACTIHC0D ] }>:~e,t= 1 exp{ildT} J dt. [ex
i -

C1+OC-LI>+3 1
2 -2

x C1+00-L)) exp{-i2Qt + Zngmin(t,,O)}

CIIT.30D

Este Lérmino da solo contribuciones espectrales a la recuencia
fundamental QO dada en dI1.24),  introduciendo =olo correcciones a
esta. El otro término que aparece en la funcion de correlacion
adr> tiene contribuciéon nula ya gue no se satisface en este caso

la condicion (JI1.5) sobre la fuente j.
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Las nuevas contbribuciones espectrales, de [frecuencia 3Q,

vienen al orden dos. En este caso la contribucidon de la FGLE es

—d

2 T T —
o5 & v
#4531 =~ & dt dt exp{iQCl t +1 t O
t
") ") Z
(9]

&7 52 1S
[. Crprens)n TSP s)] ["} Fita) A g $1‘i"“€t;s)]

“’h(nﬂ (5Camt DH]_S5Comt D3 1Y ¢
<1131

Loy commteibucinonm Al orden 2 a GCTY viene dada por loss Lérminos

1 =1 =170 en la suma de (I11.31):

Cexp {i[ BCT>~6C0>] }>Z”‘= exp{iQT} ;z:sfcéco-n—(sco));r)] =

£ ] - . -
= - & exp{iQT} JL dt,1 f (‘lt,2 { é e\xp{ii)l(t,1 t,z)}

/]

5 , &” . 16
. [ \ (a3 )2] By [ iy 3’;*2{7 ]["‘~t [”éfi*«,l)z.]“ﬁ-L( 137w >)]

JC o D=5 Co~TIHECDHI(S (ot D-6C-t D)

X 1 2

d Ced=0

C111.32D

El procedimiento para evaluar esta expresiéon es el siguiente:

whilizamos  la relacion (JIL30> y evalunamos en las fuentes con la

presaripaion  de  discretizacion del pre-punto. Teniendo en  cuenta



el integrandoe es simetrico en las  variables de integracioén,

pucsto que ba suma ge extiende sobre £
O

eal

Coxplif @CTI- a0 ] }>;

r

=~ 20 explCiQ - T |

t
-4
t dt. Jl de. g Lty f ct)

(8] © neE
o
CHRE.G3SD
siendo las funciones integrando
g (L DO = Ot D(a &L D+ )
3] 1 1 Yy 1 r
erplAnOL =oAL /2D 20t “mindt ,«)))h{"t,' 1%, CITE34.20
<ty = (UL ) (o OCL DFnd+3 )
n 2. I -y 2 el 3
. 2 T
¢ expltinQt ~(s 2)[ 2n(~1._+mindt -n"t_ 1} 34.b
€3 pf .lnSNz (LAD//)[ 2n( 12 mln(iz,O)) n (2]} JI1.34.bD

Agqui no ex nuestro proposito integrar explicitamente JI1.33) sino
calcular: s0lo contribuciones espectrales o resonantes de

frecuencia (n¥1>0, nx0. Estaran dadas por

Cexplif ¢TI~ > =
2.r1es

= - &0 exp{(iQ - £A_/2)T} } G T [F’r(()") - F WDy,
1 1 N

ness
l:)

C111.35)>

tdonde G (LY s Ja primitiva de Ia funcién g (L) y F L) es la de
” ’ T n
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£ <63, mientras qgue F <0 - F 0> es la discontinuidad de la
integral en LZ=O. Es este hecho el gue introduce 1a aparicién de
nuevos  btérminos espectrales o resonantes. Hasta aqui no se ha
dicley - naula acevca  del  parAametro de  expansion  pervturbativo, el
mizmo  debe /ser- una cantidad adimensional, un simple calaulo
muestra qgque el mismo es £ La demostracion se efectua en el
lap. V. En  términos de pardmetro de expansion la Ec/IIL.35) es

explicitamente

Cexpii[ 8CT>-0¢0>] }>:’S: =
,re

=3

= (-%02 } D e/ expil i(n+1)§)—(n+1)25A0/2] T}

nes
o
I11.36.a>
o+ R nino H3 D DAL +Hn0a H3 D
D (E)= T n - ;Y'v _ =Yy il 4}
Y (in—EAgn( n+2>,2) (- in+EA0n /2) (-1 r;.+EIA0n(n+Z)/2) ’

BB R IRCTON

siendo B=as 0.

l.a  otra contribucidon a G al orden 2 esta dada por
].‘=-~<fl?~?2)?f() en la expresion ((I11.32)>. Los calculos no seran dados
A, va gque no  ofrecen  nuevas alternativas, se evaluan las
fuentes, se sigue utilizando la prescripeion de discretizacién del
pre-punto vy ose tiene en cuenta que el integrando es simétlrico en
las variables de integraciéon.  Las contribuciones espectrales
nuevamente GLienen su origen en la discontinuidad del integrando.

Expresada en términos del parametro de expansién



st

Cexpli] OCTIHOC03] 3> =
2,r1es
(%-)7‘ E CeD expll i<ﬁn+1)§')-(.n+1')zeA0 /2] T}
7.62‘
O
CIILAT .2

ot F {?

L2 (C2tnd o +43 h) B+ (3+Hnd o 2 )
FAF et ) S _onnA mn-2t ~n-2 “n-2
T (in- F.A‘_ NninE222)1(-i (n+2)+EAU(n+2') 72) (-i (.n+2)+EADn(n+Z 2-°2)

CII11.37.b)>

Do do visto hasta agui a orden 2 en el parametro de expansion
£70 aparecen términos que dan nuevas contribuciones espectrales de
frecuencia 0, ., 20,..

El procedimiento agui detallado puede seréa extendide para el
calculo de funciones de correlacion de cualquier proceso hde> 2n
periodico. Hemos:  elegido agui el caso h@@)=cos6 por ser este el

que merd considerado en las proximas subsecciones cuando

consideremos el calculo de funciones de correlacién a partir de la

Forma Normal de la bifurcacién de Hopf.
En algun caso puede ser de interés conocer wvalores medios de

un provesoe hddd, que se remite al caloculo de los valores medios

LexplinTI> = explinQT} Zf ndC--T;0] s I11.38)

con et A orden cero en Leoria perturbativa la contribucion es
nula  de  acuedo con la condicidn estacionaria dI1.5). Las primeras

contribucioness no nulas aparecen al primer orden. las mismas  son
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tLodass e frecuencia Q.

111.4 FORMA NORMAL ESTOCASTICA DE UNA BIFURCACION DE HOPF EN EL

SENTIDO DE ITO:

Las Ecuaciones Diferenciales Estocasticas ((EDE) dadas en la
Secc 3. son  interpretadas en el sentido usual del célculo o de
Stratonovich, en el cual las funciones de las wvariables dinamicas
son interpretadas en la prescripcion de discretizacion del punto
medio. Puede ser de interés en algunos casos tener EDE definidas
en el sentido de Tto, es decir con prescripcion de discretizacion
del pre-punto. La tLécnica como pasar de una EDE interpretada en el
sentido  de  Stratonovich a otra en el de Ito ha sido tratado
profosament.e en  la  bibliografia. En el Apendice A se da una
demostracion trabajando en el discret.o de como pasar Jde ana FDRE
dawda en un sentido arbitrario a otra €1 i Jipdan TS T

prescripaidon siguiendo las  técnicas desarolladas en  [LR821.  En

t.odos los casos, se introduce un términoe de arrastre espurio que - -

debe ser considerado. En este trabajo elegimos como convencion la
interpretacién de Ito, siendo necesario dar la Ec<I.10> en tal

sentido, Asi, realizando el cambio no lineal de variables [SV87TL

z = /4 e CITL39)

con M= oen el caso (A v M= + w2 en el (M), la EDE (110> en

el sentido de Ito es
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A= w-M¢pe +

o= M -2+ 12 v h (u,8> + T

172 v h Cu,e> + i

g, <u,6> FL)

-2
= senz2@

-2u
= cosZa

sicndo para el ocaso CAD
h (u.@>
1
h_ u,8>
2
v para el D
h1 C1.8) = -2 send

h<uBd> =1 - 2
2

Realizando Ia

alrrededor e

¢ = —20M u + w2l

0 =

siendo para el caso (A)D

h1(yl) = senzy

y para el (M

send send28-A) -

sustitucidon

“ZM W+ wsZ b CpHOLD 4+ v:

co=(26-A) + senl2(268-A>]

cos[2¢26-A>]

<1.13> con

Q= w - M

u=0 Las EDE (I11.18) se reducen a

1V ety + w72 g, CpHOt> F

A

g (ptOt> FdO

, l;z(w) = ~COoS2y ,

2 g, 1.8> FCL

AIL40D

CII1.41>

C1I1.42>

Iinealizando

CJ1L.43)

CIIT. 44>



111(74:) = =2Z2a sen2y * sendy , h?(w) = -2Z2a cos2y ~ cos4y . C111.45>

TI1.5 FORMA NORMAL ESTOCASTICA DE UNA BIFURCACION DE HOPF CON

RUIDO ADITIVO:

LA Forma Normal Estocastica de wuna Bifurcacion de Hopf
CFNERIDY en presencia de ruido aditiveo, como se ha visto puede ser
franxformada a una EDE para variables (u,8) a través del cambio no

lineal de vaaariables:

7z = Y expf{ut(p+Ot.D} <I11.46>

COnN Or=co— L3 La EDE obtenida viene dada por Ia - Ec.<111.43).
Consideraremos por simplicidad el caso 3=0, la EDE 1nt,e1~pret,ada4 en

el sentido de Ito es

¢ = 172 v =enly - Ui'/zsenw LD
o= -2 u - 12 v coxZy + vifzc:osw <ty |, J11.47D>

w::pi-wt,

donde uslR define  peguelios  desplazamientos  “transversales" a la
goulucion  estable u=0 vy q{.”(—E‘Ei define la fase de osacilacion del
sisstema,

Est.amos interesados en determinar las contribuciones

espectrales o resonancias que son Armonicos  secundarios a  las
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funciones Jde correlacion . cruzada vy autocorrelaciéon del  proceso

. .
L,z )
N X . g - .
Czoz’d> {zCbozdtH)> . CII1.48>
respectivamente, v |SUS comple jas con jugadas. Asimismo

determinaremos los momentos y funciones de correlacién del proceso
) *
(z,z > al orden cero en » o contribuciones principales.

De acuerdo a los resultados alcanzados en el Capitulo II., se
tiene gue la Funcional Generatriz Jde momentos vy funciones de

correlacion es

T
g s 2 ¥ . . L0 ) ]
SEj.i 1 = l Dyg Dp exp{if ddr [p1ql+ b, ot i’e,g;t) +

iy t
(8]

* »*
+ 1qu+ quz-l- j1p’+ ‘_jz])z] }
oSGy L D= D> Sy (L Dd-u >,
1 18] O 2 (@] 0
I11.49>

stendo Jorr momentos  conjugados B:(pl,p?) \Y% g,]::(qi,«]?) . las fuentes

o

*
j=Cji ,i > =Cj , i & rdid: = integracid
A=CH -0 v J 1,51, y la medida de integracién

Dg Dp = Dqquszll_)pZ. El Hamilt.oniano es



b ) . . L7 £. ; 2 cost ‘
M, post) = —~is2 » P, sen q’+wt,) - i72 v P, cos (.|1+Ll)t,-) +

+i/2 v 2 PP, s:en(qjhot,) cos(ql-i-wt,) -
g U (21t q?+ 172 v t::c_ws[?,(qi*'mt,)l) +

-+ P, 1.2 v Ften[2(ql+mt)fl s CA11.50>

del cual es posible separar una parte "libre’ o no oscilatoria

A Pty = =172 /2> pz - 172 Cu2> pZ - 2 p. airsn»
© B 1 2 22

siendo la parte perturbativa 5 O ¥ C2 g

Definimos una Funcional generatriz "libre" (FOL> o no

oxcilatoria i?‘f,j.i] reemplazando el Hamiltoniano “libre' CI11.51D
l’ YIRS

en la ecuacion JIL49> La expresion es facilmente integrada <(en

el Apendice A se dan los calculos) obteniendose

T

, * . r
A Li.i 1 = @xp{iqw]
R ol

. . . + L4 *
oz "'1 Crd IUUJ

L
[ 8] (o]

©o

dr jz('x') exp{:/.u(t.uvr)} }

T

e e -. = ) : - s * T ; o~ 2 : oy 3 .
® exp{ 1/2] dr dv’[ 21 €108 7,772 0o+ § (IR 7,770 (7 >] } ,

t
O

aI1.52>

donde v=1,2 e inidices repetidos implican suma. Las funciones de

Ureen son en este caso

~]
@



S (Lt = ad-ty | CI11.53.a>
S, (Lt = OCt-t) exp{-2uCt-tD} ., CII1.53.b)
RJ(L,L') = /2 (min(.'l.,t,’)-—t.,()) R CII1 53.0)
R4t = (u/8){exp| =2u |-t |1 ~exp[ ‘2}.1({,4‘{,"‘2{,0)] }. AI11.53.d>

P
Notemos gue 7 1,§ -0 cuando t —s-m, a menos gque se satisfaga la
0
vondicion

T
[ dr j<a> =0 . CIL54)

: 1
l
o)
Esta condiciéon es la que permit.e caracterizar al sistema en el
régimen estoacionario, es una condicion  noecesaaria y suficiente. En
el reégimen transitorio no es necesario imponer tal condicion.

Reemplazando  en la EcdJIL32) y luego tomando teo —*—w se obtiene

la funcional generatriz libre estacionaria (FGLED:

el . ¥
7 Li,i b =
0 v
" .
= eNp '-“1/2] de de [ 20 €3S Cr,17) e+ OD (1,17 1] .
4 8] w bR b 1 v
|8
COI11.55)
siemndo Ins funciones de Green
l)l(t,,t.’) = w2 mindt.,t.’> | CJI1.56.a>
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D LU = (/1) expl —2p|t-tr ] . CIIL56.bD

Las funcionmes de coreelacion no nulas al orden cero son

~esl

% s . . . .
(z(T)z(lO))(:t= 1 exp{ioT} Z [ $Ce~TDO=-ECod; —1CEC~TI+SECDD; 0; 0]

= p explioT} exp{-v|T| /4 + (v/16.)(1+exp-2u|T|>)}
I11.57>

Fara efectuar el calculo perturbativo gque permite encontrar
las contribuciones espectrales mas significativas damos la FG@ en
el régimen estacionario para realizar el esquema perturbativo a

partir de (JI11.49)

e t .
2N = z _%.!_ J pg pp (-if ar & Clp,git> )"
L

neZ yom o
) "Td'[ q, + 3. - % (p,g;t> + + + i'p+ § |
< exp _lj' v bpa+p,a,- % (pg; da,* d,a,* i p* ip,)
0

x &ECq (L D= D> SCgq b d-u D

1 0 o 2 o o
I11.58>
- } )
El términoe perturbativo %« introduce correcciones orden a orden
en el parametro de expansion perturbativo, que como veremos a
contimuacivm  es vw/w. La correccidon a orden 1 a las {fonciones:  ade
correblacion  dadas  en J1I148)  es de términos espectrales  ocuya

frecusncia s w. Este caloculo no 1o daremos aqui. Para ilustar . el

procedimiento possemos a determingge las correcciones de 2 orden gue



son Las gque dan Lérminos de frecuencia mualtiplo de la fundamental
: e d O Seri -
w.  Dando K por su desarrollo en Serie de Fourier, se vuelve

mak sencilla ba aplicacion de la condicion IS4 vy los  caloulos

g siguen:

i "f’é'k,,,.:.;t.:) = —juR { | ¢ p7+i,pf) - Zi(p?**ipl)] exp{iZ(qiﬂnb)} +

+ [ Cp_~ip 2%+ 2iep - sxp{-12¢g_ +ot.
I P, ip") 2i (pz ip1 D)1 expi 1)(”1 wt.D} }

a11.59>

Las contribuciones no nulas a las funciones de correlacion

(148>, al orden 2 gquedan determinadas por la condicién ILS4)

sobre o tuente _il. Reemplazando  los momentos conjugados P,y P,

. . . . ~est .
por -i veoes la dervivada funcional de = respect.o de las foentes

,,i1 v _i? respectivamente:
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* e
<z<T>z(o>>:’5"= u exp{iwT} 2’29‘[&('0—1')—5(0); ~1C5Ce=TI+ECDD; 0; 0]

T T

= p exp{iwT} —%—- (%_)z [ J at ac { exp{izudt -t >}
LY . 4
(] O

1S S (2> 16 S
“ [( Pences taitas) T AH(Tspas tsiw >)]

P 5 N2y 16 _ S
‘ [( i aitces T osivas) AT Evras T are >)]
2 1 2 T2 2 1 2

st o,
b [ i-i 1} J EX
N jl('o)=(S(u-'l‘)+f5(o)+2((5(o-bi')-6(0“-(,?.’))‘; -
£ »* g
3, 0= 1C6CeTI+ECDD; j Cod=j Ce>=0
+ Pt Lt D }
1 2
CI11.60D

2> indica derivadas funcionales de orden 2 vy P(L1,‘L2) denota el
t.érmino gque =se obtiene permutando t,1 v t’z en el sumando previo.

Efectuando bhas derivadas funcionales se tiene:

oot ¥

= - [ @CT-L)-@C-E2+2¢aCt —Li-at -t30] 2 " [j, i) J
1 2 (o] e
‘}1(0)

CIII.61.20
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. et . Lk
5, - vivi 1
: S e e (1 ;TN =
i 5 j < t.D ..
7 P <)

el

= § [ OT-1) exp{-2uCT-t2} + O¢-L> explzuty] 205 IR J
Jz(a)

AaIt.é1.bd
ji( 6 =5 =T HECe IH2CECo- Ll)“c‘}( u~t.z)) » aIlot.cd

J,Ced=mi(SCe=TIHECa)) CIIT.61.d)

Pratia t=t L . Bl dutegrando en Alla1d es  simétrico en L1,l-

¥ 2 2

luego Hevamos  1la region de integracion a T)t.1>t.. Trabajando en
2 X
la prescorvipoion de discretizacion del  pre-punto, es  decir con

R OI=0 me Liene:

L3 K 3 . .
XN RPAYY )}? ’12(:;:i)?/l axp{iaT) expf-o I'l' I/rf + (/10 rexp -2 IT ' 2

T t
) . . - N
X \] dt. gt > J dt o fet > ,
L t
o 0
I11.62.a0
_e;(,Li) = | [ CexpC-2.4T> + @(—Li)) exp(?,ul,i) - G-)(t,i),l 2.
- 2 | (expl-2uT> + @(—ti)) exp(Z,ut,,) - @(Li)]}
x expi iZwt.‘- v( 2t.1- min(O,Ll) | SN JIL.62.DbD

FCLD s { ] (expl=24T> + OG-t D) explaut > + (2+@<L?‘))|2—
= 2 | (exp(-2uT> + (-’)(-l,z)) e.*q_)(zm-z) + (2+@(l.?))] }

< expd ~iZot + w0 26 - minc0, L >}
2 2 2
AIN62.c)



Las contribuciones espectrales principales de f(recuencia 3w

aparecen a este orden de la teoria perturbativa. Estan dadas por

¥ (B B 72 - .
CrCTHZC0” ! r-(g—)? poexplioT} exp{-v |T| 2 + (v/16L)(1+exp-2u|T |2}
2,30 ’

< QCTY JFCO™> - FeoHy o,
CIIL.63)

donde: G(L{.l) Y F(t.z) son las primitivas de las funciones integrando
g(t,!f) v ,f(t,?.‘) respectivamente Yy [Feo > - F(O+)] es Ia

dizcontinuidad de la integral en t,?=0. Integrando en cada una de

las regiones y evaluando
acry = ! -4 + 3 exp{(iZo-2v)T}
& TR AVE 3 PAN 2p-2vtHi2w ~2vHi 2w ) ' ’
I11.64.ad>
. . 2
(exp(-2TO+1)” O{expl-2TO+) 8 .
0 D) = + + 111.64.
o> A o-12 ZuFo- 12w ize | ¢H1.64.b>
L D expC-4uTY 8 exp(-2uT)> 15 .
4 4] = + + 64,
Fan o | 4rrZ2u— 120 2201 2w 2v-12w I1.64.e>
Analizando cada uno de los términos gue aparecen en la

discontinuiddad se tiene: ad que el factor expl{-4uT> es de orden 1
en v y como el calculo perturbativo es a orden 2, este término
introduce una contribucion que es de orden 3 gue deshechamos, b)
2]l tévrmino gque conbiene a exp(-2uT) tiene contribucidon no nula a
orden 0 en v, es de orden 1 en u y lo retenemos en los calculos

gque siguen, vy ) el Lérmino independiente no tiene contribuciones



despreciables. Luego reteniendo solo términos a orden cero en u:

ATy [ Fed -F D] = w"’z{A(u/u» exp(~2uT) + B(u/w)} exp{2<iw-v)T}

AI1.65.a0

L 11 1,2 2 . N
ACo) = [ 5;;; E;_—:i— ] [ EB'-;T (—‘;‘_i 3i/2 ] > JI1I.65.bD>
R M P 3 o1 12 2 e
BCo)Y = l' ;_-);“7-: i + Z:-:«-i 7i2 ] [ "2“(‘;;‘)7' ;_'i_i 3172 ] . J11.65.¢:)

Reteniondo solo Lérminos de orden 2 en el parametro de expansion

perturbativo v /0 1a funcion de correlacion dada por dIl67) es

. ¥ est 1 v 2
<Z<T)Z(-0): 3(0= a3 M (——;«) exp{i3wT-2v|T|}

x {AQu/wd exp(—2uT) + B wd} J11.66D

x exp{-v|T| 4 + (v/16.) (1 +expC-21|T |}

La funcion de autocorrelacion del proceso z<(L) es
- a3l N B
CFCP7eo = 0 AR

2,80

va que nn se mallisface la condicion de régimen estacionario.
VA rég
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Wi6. FORMA NORMAL ESTOCASTICA DE  UNA  BIFURGACION DE HOPF  CON

RUIDO MINLTIPLICATIVO:

I.a FNEBH en presencia de ruido blanco multiplicativo lineal,
de acuverdo a la introduccion dada, puede ser transformada en un
sistema de EDE para las variables (u,p) a traves de wun cambio no

*
lineal de coordenadas de las variables criticas (z,z D

z = YM exp{utiCe+Qtd} d11.08.2

Q= w - 34 , CI11.68.b>

M=+ 72 . I11.68.c:>
| %5 EDE obtenida puede ser linealizada convenientemente
Alvededor de =0 de acuerdo a lo ya visto, por sepr esta la

solucion  estable de wiclo limite., En la EDE la variable wu<slR define

. . 1
peduenos apartamientoss "transversales al ciclo limite y pe% es

la fase de oscilacion del sistema. El espacio de configuracién es

ahora (u,pd, v la EDE explicitamente es, en el caso (3=0,

@ = & (—a cos2y +1./2 sendy) + g:"’lz(a - senZ2y) FdLd

a = -2Z2Mu + £ (~a sen2y¢y ~1/2 cosdy) + 51/z(b + coszy) LD
CII1.69>

2.2 : : .
con yw o= o+ oty a+th =1, (L) es ruido Gaussiano con valor medio
mlo v Midelba” correlacionado. LLa Funcional Ueneratriz (FG)  viene

Joda por ba BEadXILBE3) siemlo en este caso el Hamiltoniano

a1



é’f.’)'“)ik».q;!_.) = ~i.,2 & pi' [ = *Sen[?,(q1+wt,)]] -

-2 & pz [ a +cms[2(q‘+wt.>3]2~

~is/2 = 2|>1p? [ a -senl';?:(,qi-*'r.ot,)]] [ a +czosl.'2<fqi+mt)]] +
) -2M (Z[?""F (—a .\'.‘.u*nx[z(’qi-i-mt,)] -1-2 (:«:)S[4(ql+o:-t)])]

+p Je(-a cosl'Z('qlh.ot.')] +1./2 senf4(q1+wt}])] ,

1
<II1.70>
del cual ex posible separar Ia parte “libre” o no o=acilatoria
2 2
K pd> = ~-i72 (& p +e p 42 pp -2 ; CIIT.
RS 4 i72 (& P, teLLp, elzpipz) 2M ap, - 111.71>

.2 2 .
con s 1=-‘-._f~(_m 1720, g? =aoCh #1172, e =eabh, siendo el detarminante
1 2 12

Ches La matriz e difusion no nulo: =

2
> £ e =39, La parte
117 22 12

Fo (0 .
¥e )=gt,) 18] -9

perturbativa es % o

Defintmos la  Funcional Generatriz “libre” o no oscilatoria

reempbazando X en  la ecwacion JIL49). La expresion resultante
O

vl s fowtiimente inpLegroada en el ApA s dany Joss catoualoss)
[ .,

rhanslo

¥ T :
— N ¥ — s 1 .. . . R . . . ) -
Z 3= exp{J_quJ dr § >+ uoj dr 3,<> exp{2M t -1 )}}

~
2 t
(8] O

T .
. *
® exp --1/2’ de A’ 214 €08 Crar’)j GO+ j GidR Cr,7’2j§ €] >
1 ) b r T v P o

o

CII1.72>

donde  indices repetidos v.o=1,2 indican suma. Las funciones de

82



Ureen, correctamente simetrizadas, son

Sl(t,,t.’) = Ot-t’> , AdIL73.a>
SZ(IL,L") = OCL-L") exp{-2Mt-tD} , JI1.73.b>
R“(L,L’) = e:u(mi.n(.'t,,t.’)-t,n) s AIL73.c>
RZZ(IL,L’) = (4:‘22/4)»1){exp[ ~2M|t-t’ |1 —exp[ ~2M(t,+t,’—2t,o)] },CAIL73.d)
R“(t,.(,’) = (_.{le/f‘lM) {exp(-2MtO+exp(-2ML * D}

x {expZMmindt , t>))>- exp(ZMLo D). <111.73.eD

Definimos wuna Funcional Generatriz Libre Estacionaria (FGLE),
teniendo  en cuenta gue 2 40  cuando t.( —T00 A menos  que  se |
o )

satisfaga la condicidn de régimen estacionario <«II1.54)>. La FGLE

sera

. T )
. *
= exp —1/2] dr dr’[ 26 (708 Cv,r'dj e+ j GoOD. (v, D)) .
< e B 5 v 3Yo4 o

(& ]
U700

siendo lax funciones de Ureen para el régimen estacionario

D Ly =+ mind, L) 111.76.a>
i1 11

D} L.t = (¢ >xp| =2t -t (I11.76.b>
IO (e, /4M)  exp[ 2M |t i
Dl?(l,,t,’) = (;if‘2/4M) {exp-2MtO+texp(-2ML"D} exp(ZMmindt,t’>)

CA11.76.¢D
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La condicion de régimen estacionario ((I1.54) impone gque a orden O

Ja wumica funcion de correlacion no nula sea

e el

<z<'r>z50>>:;""‘= M explioTh 2 %[ SComTI=6Ced; ~1(SCe=TI+6Cdd; 05 0]

= M exp{ioTl} exp{-& [T} 2 + (5-22/8M)(1+exp(~2MIT|))}

OIL77D

PFara determinar contribuciones espectrales a las funciones de
correlacion cuya frecuencia no sea la fundamental, partimos de Ia
FOGLE dada en AII58), =siendo la parte perturbativa desarrollada

#n Serie de Fourier a efectos de los calculos que siguen:

il "”2,7.,.,;1,'-»= —-is R {[ (f];y?+ip1)2~2i<.’p2+ip1')] exp{i/-{(ql-FmL)} + c,z.,}—

~ie 2 {[ (apl+l:»):»7~.a)<.p2+i P, >1 exp{iZ(qlﬂot,)} + c.c. } ,

aI1.78>

donde c.c. indica conple jo conjugado de la expresion precedente.

A primer orden en teoria perturbativa no aparecen armonicos de la
frecuencia «, solo correcciones a la expresion <JdIL7?7), como se
concluye de un breve caloulo que no daremos agui. Recien al orden
2 en teoria  perturbativa aparecen las nuevas contribuciones
espectrales o Armonicos que caracterizan el espectro de la FNEBH
con ruaido multiplicativo. A continuacién consideraremos las mismas
para las funciones Jde correlacion del proceso (z,z ).

. . . . x eat
i Contribudciones espectrales o armonicos a <7.(T)7,(_U))? :

-1



© s

% ZX-3R
<ch>z<0>>;SH= M exp{lwT} 2 M 6Ce-TI-65Ced>; ~1CECa-TI+S5CedI; 0 o]

e - T ,.T
= M exp{iuT} {{—?1: (;—;)2 j J «;It.l«;lt,? { exp{i4m(t,i—tz)}

(8] (6]
1 & & Y & &S
" [( IR IEC A Y B 2i) (1 3{22‘? Y ETTS ]
15 S ) 5
[( psies o sitan TPy st T srw >)]

*
'
__il Cod=bCe=TI-ECo D+H4(EC o"bl I=S5Coe- (,_' 2
N 2
'jz Cod=—1C(ECe=TI+S5CDD; j1 < o)=\]? e =

- - T T
. 1 A4
+ Pt + = Cz . dt Wt -~
ree e D } { 5 (3D J; J‘ dt. dt. { exp{izoct -t >}

] S 1 & - 1 6 S

y A T ke +h o = M = bl S S

(» 5 ; it b &) <t a) ( i35S T 3w ))

- 1 2 1 2 1 1 1 -
. 1 & R ) - 1 &

<)l 1 Epees YT apas AT Epras m @ >) ]
ol 1 2 2 A 2 2
W@sl *

x o I J > 1 ] J +

J, €O=EComTI=5CI42¢E o=t I=5Co=t_ 3D
J, €= 1C5CamTI+ECDD s cho =j:(o)=0

+ Pt Lt D } } CI111.79D
1 2

P(tl,b > denota términos que se obtienen permutando t,i \Y t'z en los

estl

sumandos previos., La derivada funcional de :Zo respecto de la



x .
fuente i1 evaluada en Ia fuente estara dada por  EaddIl.eib),
reemplazando ¢ por M, v derivando respecto de j2 y luego evaluando

se tiene qgue

18 Zri.d1
P ajas ¢ T T cny oo
t il N H(Q)
1
as *
= = | T4~ t.f)+n(@(t,l—L)*G)(.t.?~i,))] f‘f:’t[ni,i 1 J
J,EHE.U>
1 .
C111.80.a>
’;"3 I R Y N I E P T E ST aNT 4 '.--~l,')~r5( o-l,7)) . <111.80.b)>

siendo L=t . vy n=2,4.

172
En estos  caloulos se utiliza el hecho que el  integrando de
CHIT.79) o simeLrico (a3} T variahles de integracidn, \%

trabajamos en la discvretizacion del pre-punto. ssta ecuacidén ha

gido escrita con dos sumandos bien diferenciados, el primevo da la

z,

contribnclones espectrales o armonicos de frecuencias Sew v ilo,\;y el
seguwwlo A Oy 3. Los cAlculos para determinar la contribucion a
B, w=ignen bw Aallernativas de Jos dados en ba Seccion precedente
para el caso de ruido aditivo, con la diferencia gue se evalua
F 7 en j en la aproximacion /M < 1.

i) Cemtribucion espectral o armonico de frecuencia Swe

El mismo cunda determinado A partir de la integracion de
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(i‘?) M explieT} exp-{—azull‘l/z + (5?22/8M)(1+exp(—2M|TI))}

. ' CIIL8LAD
S .
X .ft dt. gt > Jt a1t >,
Ke) o
g(t,i) = | (expC~2MT> + @(-'Ll)) exp(ZMLi) - (@(t1)+2)]
« [ (expC-2MT> + OC-t )) exp(2Mt > - Ot J] CI11.81.b>
x expf{idet - 4 C 3t - mind0,t >} ,
4 11 1 1
feL 3o (expC-2MT> + OG-t 1) exp(2Mt > + (6+oct. )]
x [ (expC-2MT> + ©C-t_D>) exp(ZMt > + (4+0<t D)) AI1.81.c)

x expf -4mf,1+ 45:“( 31,1— min(O,t,j)}

Al igual que en el caso  aditivo, la contribucion espectral de

frecuencia 9o estara dada por

<z<1‘>zf(»)>*’*"’*=(g)zm explioT} expi-z  |T| 24, /8M(1+exp-2M|T |}

2,050

« GCTY [FCo > - Feo'dy

C111.82.a>
A= ! - 4 + 3 expi(itu—12 DT}
T I T2 Fide | 2M 12 +ide @ —1ze *Hidw g “% 41

11 11 11
<I1L.82.bD
. 2 .
N CexpC-2MTI>+1)" 10(exp{-2MT>+1) 24 )
D § ) = + + » [1.82.
Feu [ A 4B - ido 2 +82 _-idw | B2, ~1dw C111.82.¢)
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ot exp(-4MT> 12 exp<(-2MTD 35 . .
ol %s) m A -+ A S s 32l
Feo [ G Fi2s ~idw | 2M ¥ize -ide | 12e, ~ide | 82D

Reteniendn términos de orden cero en la discontinuidad y separando
explicitamentas Iba dependencia en el pardametro de expansion £70 seé

t.irene

£ aat 1 £ 2 2
<TI0 = -3 M (—-aj——) exp{iSceT-12eCa”+1-2>|T |}

2, %00

< {AM ) exp(-2MT) + B(M/wd>}

v

x exp{-e€a’ +1/2> |T|/2+(=/8MICb +1.,2>(1+exp-2M | T | )}

II1.83.a>
RO B Ve I B O Y ) 1T e
) I g 5 | 174 2
oy o ISR R & B | R i g 83.c
BCo [ et R g 11;/4J [ 5T T ey T B4 ] <I11.83.c)

i.2> Contribucidon espectral o armonico de frecuencia 3ow:
Loy mizsna esth contenida en el segundo sumando de la primera
integral v el primer sumando dJde  la  segunda  integral  de la
B 11179, f.os caloculos para obtLener esta contribucidn . se

realizan siguiendo La metodologia indicada en i12, la misma es
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(T2 00> = _‘}- M (_g—-)" { {CM wd exp(-2M T) + DKM wd} e 7C7 +
2,30
+ %‘5 {ECM 0> exp(~2M T) + FcMrwd) e 23¢T
5 exp{-'!?a:(az-'-l/z Y|T |24 (= /8M) L4120 1 +exp C-2M [T
C111.84.a)
e 1 C2b btia L b-iZa
Dy = - - - = N .
- A | 2551 T o ] [ So% | oFl | 20 ] ’ (11.84.b>
1t [ b 2h+i3a b b-2ia
e = + - - -
DCer> T |z o + éa] [ SoFi e} Za] , , <111.84.cD
_ " 1.2 1 14 2
S = S o — + - + 3i
E<od B ] [O_i —Lor + 3i4 ] , CIIL84.d>
S B Ve B Ve T 1./4 2 _
Feod = B i ] [ STt Sy v i ] ) <IIL.B4.eD

ii> ContLribuciones espectrales o armonicos a <z(T)z(O)):'s'“:
A diferencia de I gque ocurre en el cazo aditivo de la FNEBH,
o, Ia  antocorrelacion de 2z al orden 2 es  nula, por no
sealintacerse la condicion  de  regimén  estacionario, agui  existen
contribuciones armonicas de {recuencia 3w, Las mismas estan

contenidas en el acalculo de
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<z<T>z<m>;”“"‘= M exp{iwTl} ;w:‘:gt[csch)hsco); ~1C(SCe=TD+S5CeDd; 0 0]

- )
1 ,e.2 -
= M exp{iuT} 5 (Z) f fl dbﬂdtz { exp{iw(‘zt,{-"rt,z)}

L
8] (¢

16 18 1S & :
R | e ¥ e funi o S
(=5 A A T Sl A & 2) (3 Fj ¢t 3 T &)< )J]
~ 1 1 2z 1 2 i 1 1
) | B & 1 & &
D S — W 7 —_— e — PSS S,
(i eyees sty Y20y avas ~ sita :>)]
- 2 2 1 2 T2 2 1 2
IR *
s Fi.igl J +
B CO=ECoTI=ECH2ECo~t D=5 Camt. D
i Cod==1COSCe~TO¥SECeDDd; § (o j)=_i*<j T ¢ )
2 1 2
+ It Lt D }
i 2
CII1.86)

La contribucion de frecuencia 3o a la funcion de autocorrelacion

Aal orden 2 es

i3y

2Ty 0> = }F M (297 { {PM ) exp(-2M T) + QM wd} e +
2,30 L O (D}
+ {RMM/0) exp(-2M T) + SWM/w} e 297
3= 9 A H L2 | T 24 (o /EM) (LT /2D (1 +exp-2M | T D)
CI11.87.a>
1t [ w2t 10 b b-i2a v o
Flod = 5 [ e =21 ] [ Zo*i oF i 2a ] > <111.87.hD

00



- 1 174 5 s b b~2ia _ . .
()((]’) = ;,:’: [ '—::'l (";:-‘;’ 111/4] [ S+ C’+i Za] > (111.84.(.4)

o2 v h-iad 14 2 -
R.( (&) ) = l 2("/'*‘ i iy ] [ S’:'j‘- + a:,}:’i* + 3i/4 ] » (.III.8?.C’)

- b CAb-3iad 1.4 2 .
Sy = [ 25F1 oF 6 ] [ ;;':‘i' E):.i—i_ + 3i/4 ] . II11.87.eD
LI1.7. APENDICE A:
el sentido

interpretada una EDE en

Se da anqul como debe ser
de o cuatedo la o misma tiene  orviginalmente una  prescripcién  de
HecreLizacion arbiteraria,

Dala La EDE

Tt . ) 'y { Lk ;

c[fr- al G, + oy g 0’:_ Cgatd K>, CIITLAL.aD

con condicion iniaial
7] I .
q ¢t > = Q R CIILLA 1D
o o
e .
donde M=, ,m Yy siendo r <L Ck=1,...,d=mD ruidos blancos con
valor medio nalo v fanciones Jde correladion
CII1.A.2>

ke rleeny = o st

La FedJiIT.A1) puede ser esorita en forma diferencial como

o1



A . 1.2 i k
do= At ae 07 Gl cquo awt

. |2 | S .
Fierndr dlbw= L) dt. Esta ecuacion  puede ser

dizereto en un smentido arbitrario, es decir

o Lo g = g o Ag. v
1 i i1 i
Ny =~ ,
nqj ]j | | »
L- bt = £ > rel(d, 11
] )1

La Fe.AJILAA3) sera

7]

I 4, 1) 12 . Ir} - k
LAy = £ a . wbtD t+ gy o (g Lt Aw
qJ "*'J =i ’ k 9.1 -

con o Tt alrrededor de

‘J'.J. Desarrollando en serie
i B i

Y
i .4 ) 1.2 da 12
Ay o=ow af Coy S I TR L, FAYs I 1 +
i SRS B 5 1 i
’ a¢
1 ~1
3ert!
12 ) ao i .
vy | ot Cq D+ = e A+ 1 Aw
| RS Bt N L \
g
i-
con s=(0,1). Teniemndo en cuenta gque Aw, es de orden
1

puest.o gue

JIT.A3D

interpretada en el

<IILA 42D

CQILA . 4.bD

(IIT.A 4.

ILLASD

.

AITA.GD

172 en &,



Aw'Aw'= £ QY , CIILATY

tenemos que

1.2

gt = ' oM g > AWt o+ s> CIILA.8)
J k  ~Vj-17—)

Reemplaz.ando en 1a Ec.(I111.A.6D, reteniendo términos de hasta

orden 1 en & luego de usar la Ec(II1.A7), se tiene que

11
,1.'3(]"?' = s AH g, LD+ )71/2 O}J(g_ LD Awk s CIILA.9D
1 1T k -1 -
dorndde
Is) L
H = al + 9 Ve kt ‘ .
A (gj_‘ ,g.j) a (3,'-1’3’5) n s k ‘71‘3,--1’5-'3 Q CITLLAAOD
c‘iqj_1

es  llamado término de arrastire espureo. La Ec.{dILLA9) se dice
que esta discretizada en el prepunto, o que esta en la forma de
‘Tto. La misma guarda “memoria” de la EDE original II1I.A.BD>
unicamente a traves de del parametro se€(0,1). De esta forma los
terminos gue se agregan al arrastre provienen solo de los
element.os de la matriz de difusidon. En Ec(IIlLA9 si =s=0 (s=1/2)
se dice que la Ec.(III.A5> esta en el sentido de Ito
(Stratonovich). Cuando se dice que Jos calculos son efectuados en
el =entido usual nos referimos a que la EDE es interpretad en el
sentidoe de Stratonovich. A lo largo de este capitulo se ha

utilizado O''= 1.
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111.8. AP'ENDICE B:

Agqui  doremos el calcualo de  integracion de la FOL  que  es

utilizada a lo largo de este Capitulo:

. "“
¥ e [ Pe N . e 4 Gy R Lt
J 1= J Dp Dy e:-.p{iftdr [(i/Z)pprvpv + pu(q T+

o

vy * 2
+ ._i‘uq‘ + 3 HpH g }J . y
glct d=0"
« (0]

<HII.B.1O
v determinaremos las funciones de Green.

ULilizamos 1a propiedald que satisface todo funcional Kixl de {x“}

%)

j‘ MK s KIxd = 0, CIIL.B.2D
B ~ o x“( T) ~

) imponiendo L condiciones de contorno sobre las derivadas

funcionales: de 2 respecto de las fuentes:
(8]

) G — ¥ Mo . L .
f T & . = Z (], R CIILB.3.2
i aj s Toldd ’J Ry Folidd HLB3.2
'y t.=t
0
1 é—*u«—— Z 1] J*j = ) CIII.B.3.LD
i S Ty TR =T '

De  acuerdo A la propiedad ((I71.B2Y derivando el exponencial de
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(111.B.1) respecto a q“(‘r) se obtiene :

T
L D . - . r Y, . .
ANTpoo+ 3§ exp{lftdr [puq + 9(0(;3,5],1") +

0= | dp D -+
J e oog I P, " L
(el

u *p
+ +
jatt e e }qum o
O (6

JI11.B.4>
exprezion gque dada en términos de .,?0 es
Qb ) R R .
; T v o e—— 2 = ] - 5
Cl/de=x") ; tcf.io(b) .’7‘.’0[.‘!,,\1 ] ',,U(T) 20[4,4 ] CI1I1.B.5>
Derivando funcionalmente el exponencial de (JILB.2> respecto de
pu(r >:
[€¥)) *pe Y T ¥
0 = ] D Dy [q,J +N qll + i +iC pv] exp ift(jr [puq + %O(E’S;T)" +
o
L%}

* 'uqM i Lpu | } J ¥ ¥
_ TR
«f (t.o. -QO

<IJI1.B.6>

v expresada en térmminos de 550 es
gqn 1 & - ¥ LI S S - *
) o - + O D ,
(/42 > i (’":'j“(r) ,c,o[J,'é 1 = (j'u(l) C éj;(l‘) ) A‘)[J,J 1

AdIiIB.7>

La Ec.I1I.B5> con condicion de contorno dI11.B.3.b> tiene
P l(t“”pp })H?\qu

[4 ¢ .t - - ;)
. L),(‘, »4 j/.a



solucion<T= LD

T
1 & ) * Lty * X
v owg¥oee & Ljaj 1 = - -8 2l ) 2 , ,
e RN .fﬁlz STCr-tD 3,60 F 5T, CI1L.B.8>
1 ‘o
siendo la funcion de Green
LD . .- gy ) . .
Nty = @G expf-nT G-y CHIEnR.9>
L.a Fo LB S1878) condicidon de contorno CJII.B.3.aD tiene

solucion

. WX i Ly . } - »*
e = o Y ~t = -
7TEs Totdnd b = 0 expi{= et FL 0000

jade ]yt
i n

T *

-~ J dr ( <> + ¢
i ,tl
s}

WrlaaNe
4

Lk G
R B 20 2P {2 t—
&j 1D ) 341 expt o

(8]

CI1I.B.10D
Reemplazando explicitamente (A8 en la BEoc.CA.10)
| B ¥ gy T ¥ X
&> . - 5
I .. g N I | «Q L A B P> STl o+
i 5 '( > n"‘-i- ‘! ' "n «t ()) J' e i a2 s Lo
Lt o
T ns v
v oae R e e
J,
C
<JILB.A1D

siendo la 2da. funcion de Green
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R'G s = ae sPPren Y s @ LB 12D
“
(8]
Ly ’ Vi, .
Yo satisf ace 1a propiedad R" (1,1’ = R "<’ Integrando
JI1.B.12> se tLiene:
n 1 ot ) ) 1 o o0
R"er,em= exp(-? + =X r)texp(—X v =2 )
2 A, )\(l)>

Cpt>

® [exp[ ( + .)\(w)min(T,r’) ~expl| (7\(’J)+ ?\”)))Lu]

(111.B.13>

an

En el caso  parvticular A= 0, que se  utiliza en varias

oportunidades, La funcion de Green es

Rl'“)(:'! ’1,9) - CIJI)()IlilI(T,T’)"’LO) . I11.B.14D>

o7



CAPITULO 1V

V.1, INTRODUCCION:

Un aspecto de interées en los i“en«ibmérms no lineales fuera del
equilibrio  es Ja influencia  del ruido en tales sistemas, que  puede
Lo via brigen @n un reservorio o ser generado en el Iaboratorio
Y aplicado al sissbema, | SEX bien conocido [5588] ue el ruido
exbernn produoce modificaciones de interés en ] comportamiento de
Vv mistemas, por ejemphs cambio en los parametros oriticos de una
Lromssicion e .lnu;-v:u fucicy del equilibrio TARYR,  SSATL e osmichos
vamos e deinterds predecir el comportamiento  del  sist.ema
vecdprcto e Toms parametrom que caracberizan ool ruideo, perc CR TR I
neayoria e loz casos Jos  sistemas, modelados Por  Eouaciones
Diferencinles Estocasticass (EDE>  no  lneales. son desariptos  en
CLormino e raido bhlanco Gouasziano., En Lal caso el proceso es de
Mavkov, v como hemns  visto los  céaleculos  con  ruido  blanco  no
presentan dificultades  desde el punto de  vista matematico, pero
los resultados no son completamente satisfactorios, puesto gque no
permiten an estudio completo de La influencia  de Lodos  los
povshmeteos del sistena, BEsto se debe a gue el lmite Jde  ruido

Blonco ewitia caracterizado por un solo parametro, = intensidad  de

vvido s o mientras gque o ruido mas real easba caractervizado  al
TTTE FYRPES P abro paramet o, =0 iempo e vorrelacion T, En
i wrioness cyperimentales L int.onssidial o ruide e (¥

identificada por el producto de parametros er del ruido real. De

esta forma, al M NOs 2 parametros pueden ser variados
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independient.emente en un ruido real externo. Es de interes
esmtwadiar  la  validez dJde Lla idealizacion de  ruido  blance y  ver
cuales son los nuevos efectos que no pueden ser descriptos por la
teoria de ruido blanco en el contexto del problema que se estudia.

Consideremos La EDE unidimensional

GqeL> = Al L) + gy, L) LCL)
av.o

act >= g _

donde LD es ruido multiplicativo <(aditivo si g=1)> no blance o
coJorendo v puede ser asumido COmo un  proceso estocastico

estacionario. La funcion de correlacidon para el ruido { <L) sera

KL,t?) = L > av.z>

v werd una funwion de la diferencia de tiempos T=st-+0,

A fin de estudiar el comportamiento del proceso estocastico
(L) ftrent.e al comportamiento de los parametros gque caracterizan
al ruido <L), su intensidad £ vy su tiempo de correlacidon =

definidos ponr

(s &}
£ == f dx K{xD > CIvV.3.20
-
(48]
T = f dxy x K0 R (@ AR 3 P
- Q)

se  hace necesario wuna expresion explicita para la autocorrelacion

del ruido dV.2). La EDE puede ser convenientemente redefinida a
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fin de gue la funcidon de correlaciéon del ruido este normalizada a

1 en AV.3.a) De esxta forma Ia EDE se vuelve

1/

QLD = Aqtd + £ Pgeqtd reLdy . Aav.4>

Aqui estudiaremos los efectos del ruido coloreado (L) cuando
este satisface un proceso de Ornstein-Uhlembeck [S588]1 es decir un

proceso con valor medio nulo y funcién de autocorrelacion

KT = (p/2) expi-2»|T|}+ av.s>

v tiempo de correlacion 1=1/y. Ademas, el limite de ruido blanco

es recuperado en el limite de “"tiempo de correlacion nulo':

KCTE 20 50y CIV.6)

Todo proceso de Ornstein-llhembeck, puede ser descripto por una EDE

lineal para /D

r = -t + (_:'l'.?l'(b)
Av.7>
e D=8

o 53

donde c::—")vz para que =e salifaga dV.6>. En este caso L) es ruldo

blanco Gauasiano con valor medio nwalo vy "delta”  correlacionado  con

intensidad de ruido » °.

El proceso estocastico definido por las variables (q,0)> es
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Markoviano y 1 consecuencia =e satisface una Ecuacion de
Fokker-PlLanck (EFP) para la Densidad de Probabilidad de Transicion
MPT>. El proceso g es no Markoviano y la DPT no satisface una
EFP. Sin  embargo es posible obtener en ambos casos una
Representacion por Integral Funecional (RIF) para la DPT del
proceso estocastico q en  presencia de ruido coloreado [, .y
efectuar calculos de promedios, moment;oé vy funciones de
correlaciéon de funciones de la variable estochastica q.

El hecho de considerar una EDE no lineal con ruidoi coloreado
que =satistface una EDE lineal {dV.7)> por técnicas de Integral
Funcional es una posible alternativa de trabajo, que puede ser
Hevada a cabo dando una formulacion para las variables dinamicas
{L]/J} (u=1,.,d> de un proceso d-dimensional, o bien aumentando el
numero de variables incluyendo los ruidos como nuevas variables vy
extadiar e]  proceso Markoviano result.ante en el espacio ampliado
{(:]‘u,(' L} d=1,...,n> de (d+nd>-dimensiones. Ambos tratamientos no
presentan dificultades practicas a los efectos del calculo, aunque
veremos que Jos resultados no son  coincidentes, si lo son
formalmente va que sus expansiones en términos de la intensidad de
ruido £ coinciden orden a orden [CWB9]

Aqui =e estudiaran los efectos que introduce el ruido
coloreado en la Forma Normal Estocastica de wuna FRif-rvoeacion '!~;'
Hopf (FNEBH> para los casos de ruido multiplicativo lineal vy
aditivo. Se trata de hallar los nuevos efectos que se deteclan en
el espectro, tales como la aparicién de nuevas contribuciones
espectrales, su intensidad y determinaciéon de los parametros de

expansion perturbativo con respecto al caso de ruido blanco vya



examinado en ol Capitulo precedenteo.
Se presentan dos enfoques utilizando técnicas de Integral
Funcional aFD. En primera instancia s& considera ]l proceso
*

z,z2 > v en segundo  lugar se  incluye al  ruido como  variable

i ndand o

v.2. REPRESENTACIONES FPOR INTEGRAL FUNCIONAL PARA PROCESOS

ESTOCASTICOS EN PRESENCIA DE RUIDO COLOREADO:
IV.Z. A, Formalismo:
Dada la EDE d-dimensional

d"“'(c_,) = A'”qg,t,) + g""zg‘:(g,t.,) rleed

. «av.sd

(XN . .
q L o= Q

i .
donde  i=to..om oy m3d . {7} son ruidos  coloreados  cuvos  valores

medios son nuloss vy su correlaciéon esta dada por

kUL = <oty ricens CIV.9>

S gr:qzl(t.;gn,bn) es solucion del sistema dV.B), cualguier

faoncional dee Toss {{'} pucde s=mer eccribo como [LRB2)

104



T -
Fig,1 = l Dp Dy exp{if dr p“[ q* - A’u(g,r) - si/zgtl(gﬁ) L.<e2] }
N S

(&)

¢ i 2
X C C -~
{OCy LU> )0 >}

av.10>
El promedio sobre los A([,"'} viene dado por
g T T . - . -
g 1> = [ Fly, ] exp{—i/zj‘ [ ar dr’ {'l(r)JL“‘(r,r’)(‘J(“r’)} .
. ,f)"l)
av.11>

donde NANE? ) es el nucleo inverso de K% ST detinido a

traves de

T . . .
[ at K et Mev,r = sYsar-1 CIV.A2)

t
(8]

Recmplazando la EcdIV.A0) en ba (V11D =me  tiene luego de  integrar

sobre los {£'}

Fly, 1> = l Dp Dq PX]"{iJ. dr pN(r)[ ((f]'u - Au(g,r)_)+
, . ]
0
T . )
+ i 2 gMeg.o | ac K, e g%(q,r’) p (T’)]}
2 v . IR 1
‘o

I Ny
s 4S5 t. - D
{S5C qU < >~ Q) o }

av.13>



1l proceso  estochstico {qu}» u=1,.,4> =i tiene definide un
conjunt.o  de  variables en una subvariedad TU° con a<d, gqueda
cvaract.erizado  sin ambiguedad por las  ecuaciones (IV.li). vy AVAD
debiendo  contencer las mismas  informacion sobre la perlodicidad  en

Ia condicidon inicial, de acuerdo a lo obtenido en el Capitulo II.

IV.2B. Contribuciones espectrales en un modelo sencillo:

Clong=ide oo Lia EDE unidimensional, interpret.ada en el

: . . 1
zentido de Tho, para un proceso estocéastico 8L definido en %

; 1. er -
o= w + £ 2&;(9) LD

a
~
-

Cmod 2r Aav.i4d

a7, D=0
t

* (B} -

donde  © es la intensidad del ruido, g¢(8) es funcion 2r periodica y

g

) ex ruido coloreado con valor medio nulo, gue satisface un
PROCHEO do Ornstein-Uhtembeck, e decir con funacion de
Aantocorrelaciéon dada por V.5, siendo 1 el tiempo de
autocorrelacion vy e, De acuerdo a lo visto en la Subseccidn
precedente la Funcional Generatriz F@) para el proceso 6<¢.), dada

en la prescripuaion de discretizacién del pre-punto, es
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- T
¥ .
ZLi.i 1 = | pp Dy exp{ij dr {pCr> | qCrd> +

1

F0 o

T
+ i = ogdgUrdFerd f dr' KCr.t?) glalr  D+wr?’) plr’dl}
t

O

L3
+ §C1y g<rd> + 1) 7 SCyCt D, |
JC1D g<r. J <o pdlr oD} } J(q(to CO)
av.5>

Es necesario defini» un PG “libre” o no pertur-bativo a part}r
dal  cual  realizmar el asloculo perturbative en  potencias de e. El
criterio agqui es considerar gue el limite de ruido blanco debe ser
recuperado para “tiempo de correlacion nulo”, expresable ‘a traves
de la expresion <IV.67). De esta forma el calculo perturbativo
describira  pequefios  apartamientos del caso de ruido blanco, pero
incorporara IO VO elementoos: U poestpes o o ot Cuando 1a
funcidn ile autocorrelacion  del ruido =se vuelve una funcion
“delta', el t.ermino  no  oscilatorio  del desarrollo en  Serie de
Fourier de gz(ﬁ). que  Hamamoss A0 en el caso dJde 1uldo  blanco
considerado en el Capitulo Ir, permitia  definir una  Funcional
Goeneraatriy, Hbre (,l"U.l,) de téerminos  oscilatorios. Aqui, el criterio
es tLomar una funcion «() de forma gque esta tiende a AO en el
limite de ruido blanco. Aqui no nos  ocuparemos de la  forma

funcional de o, que sera considerada con  mayor detalle en el

lap.V. La FGlL sera
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. ¢ T

" . - < - )

72 bl ,']==_l Dp Dg 4."—.‘xp{il dr {pdrd[ gD + ié{x [ dr’ Kr,t’> plr'r) ¢
' S

O
PR L

(9] O

+ O qCrd + j Ty plrd) }zﬁ(q(to)-éo)

IvVA6d

Este  funcional de las  fuentes puede ser evaluado explicitamente

con by oavadka ade s Lécnicas esstandar. B el Ap.A se  maestra,

siguiendo el procedimiento dado en [LRB2], que luego de

integrar
AV.16Y sme obtiene
* _.r
ZoUjei 1 = e.\'p{i@ [ dr i<a> }
© [AD
l‘u )
- T T N
= exp{-— 1/2] rdr dr [ 21 j<1OS<r, v GO+ jCrdRCr, 77D §C1 %)) }
toto
<IVA7D
siendo las funciones de Green
SCr, v’ = Olr,1*> ., av.is.ad
RCr,t’) = sax | miu(ﬁr,T’)—t.o— KCr,r?) + Jv.18.b>

+ (172 Cexpl-p 1 4texpl-13>> exp(yt,c 3]
]

Para definir una Funcional Q@Generatriz Libre Estacionaria
(FOLE> es suliciente exigir la condicidon de regimén estacionario

gque se impone sobre la fuente jCL):
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-
J‘ <> dr o= 0 . CAV.19D>

L
(o]

Luego de tomar t,n—-+—m en la expresién para la [FOL dada en

Fc.dAV.19) se obtiene la FOLE:

el h 4
Z5 .41 =
o i

T T _ -
x exp{—i/z [ | ar d2'[2ij ISCT,17 IO+ ICTORCE, T2 §Cr )] }

Lot
o o
av.zoo
siendo la funcion de Green
PCr7) = got [ minCr,v’) - KGr,7?> 1 . av.z21

Como se ha establecido a lo largo de este trabajo 4la fuente
puede ser expresada como combinacién lineal de funciones ‘'delta”
con coeficientes enteros de tal forma gue su suma sea cero.

Consideremns para ilustrar el prodedimiento pertucbativo el
caso  gdM=cosA, dalcularemos fTundiones  de  autocorrelacion para el
proceso g(6) a orden cero y perturbativamente a orden 1 en el
parametro de expansion gue en este caso serd £7), yva que esta sera
la contiribucion espectral dominant.e de frecuencia distinta de la
fundaunental. La funcion de antocorrelacion para el proceso cos@ es
determinada a traves de los términos de su desarrollo en Serie de
Fourier.

Al orden cero la funciodon de autocorrelacion estara dada por
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1.2 Re{ explioT) z:;’”[&(w'_r')vﬁ(o);«.)] } av.22>

il

T
5

172 costaT) expl-s/4] |T|-(1/;»)(1-exp(—y[Tl))]}

Faos: contribuciones: perburbatidveas o la fancion de aatocorrebacion

son  caliuladas a  partir de la  expresion dAV.AS) en el limite

estacionario, es decir con Lom—»—oo, reescrita como

4+ 00
— T n
eal * - £ n . . . . . )
z"ti, 1 = Z -3) ‘_[ ” Dp Dq | ” (H,jc.lt,j p(tj)k(.t.j,b\’i)p(t,j)
=0 yeoo B

X [g(c;;(t,j)+wt,i) g(q(t,;)ﬂot,‘,’) -

. T T
. S *
< exp{i ] dr {pCrof qdr )+i;a[ do’KCr ,v?0pCr’ O] M iodqlrd+j CodpdrDd }}
RN 3 o (a4}

av.23>

A orden 1 aparece la contribucion espectral de frecuencia maltiplo

Ia misma contenida en «] calculo de

vl Ia Hundamental, estando
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ry

Coxp{i] OCTI-0C0 )] }>”"““= expCGwl> 277 [ 6Ce=T>=5C02:0]

T . 2
- __E -y gy "~ - 1 . v - ‘ ..CS " e
= -5 expinTd ...!md",“"'z"“’i’t},){{ T exptioct —t 5} ( Zﬁ“‘(ti')é,j “'z))
e TP Lt )} -
1 2

i
J FJCoI=SCoa=TI=ECoDHECo— . . -5 o-t,? 2;§C e d=0

T )
J_](v)-‘f—é(-s—’I')-—é(o);_j(o)z()

av.z4>

Teniendo en cuentba que el integrando es simétrico en las variables
ches integracion, llevamos 1a misma a 1a region T)LBLZ. Los
calculos no  seran  dados aqui, pero wuna breve prospeccion  del
integrando muestira que el término gue contiene a exp{iw(t,l—t,z)} en
factor es el gue introduce nucevos armonicos en esle caso  de
frecuencia 2w, El otro sumando, que contiene como factor a su
comple jo  conjugado, agrega teéerminos de frecuencia 0. Finalmente el
termino gque contiene a o debe ser analizado por separado yva que
por corrececion al orden 1 de fracuencia o, debe ser agregado a
ecbos, L Léaconloa de clleculo es La ya sehalada a lo Lbargo de este
trabaijo, traba jando en la prescripcién de discretizacion del
pre-punto. La F@ evaluada en las fuentes puede ser desarrollada en

serie de potencias de £/ como sigue:
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ST RC PESComt D=5Co=t D501 =

©
= Z77HSCe=To=5Ce>:0) exp{-1,2 [ DCL .t > +DCtL ,t > -2PCt b D+
(5} 1 1 2 2 1 2

+ 2 (DCT,t > =DCT,t > =DC0, ¢ > +DCO.t D) ]}

~ ZHSCe=TI-5Ce ;01 { exp{-cor2 [3t -t -2mindt ,t >-
0 1 2 1 2

-Zmin(D,t,j)+2.min((),t2)]} + Sesy) }

Iv.25>
Para /7y« el primer swnando de (IV.24) es
* T L1 -
-~ /4y ‘F,-S< SCoe=TH—/ o) ) . 9 : . L s ! 0.
(e743) 70 ECe=TH=S5C->:0] l dtl ;;,(t,i) f dtz [(tz) s V.26
o0 =0
g('t.l‘) = exp{(im*,)')t,.l“a:f.:x(Bl.l_/Z"min(D,t’))} @(LI) , av.2o.b>
feL > = n:q.){-‘(,ir,w;;)l,.2+.s:u(3(-?/2“min(t_),l,?))} (@(ty)-ﬂ) , V.26,

estando en ¢l contenidos los términos principales de frecuencia 2w

Cexpli| €CT-aC0D]) }>‘;"; = —(es4r) zf;"""h_f)c;o—T)—(sco)_;m
w GCTI[ FCO >-Few ™) AvV.27.ad
GO = (iomp-3e/4) ‘expl (iw-p-3,4)T) , CIV.27.b)
ey ) == (»'(1‘-’;\ +tff/") ! - V.27 .
T’y = 2(-iwtp+3es4) 0 CIV.27.d>
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donde G y F son las primitivas de g y f respectivamente, como se
ha visto con anterioridad Jlas nuevas contribuciones espectrales
est.an Jdadas por la discontinuidad del integrando en t.z=0 dada por
FCO D-Fco™D. Finalhmente la contribucion a la funcion de

correlacion, en funcion del parametro de expansidon £/ sera

(_‘.10 (T = -(£78)) exp{-(e+p) |T|+ (/42 (1-expli~»|T|2]}
x Re{ expZ2iwTd Sdasy,0yd> } Iv.28.a0
SCowd = (~iv-30/4-1) [ (ivtora+ ) - 2(-iv430.-4+1) 7] V28

con o=£/y v v=wy. Como solo términos de orden &/ son de interés
podemos tomar el desarrollo de S(o,) alrrededor de o=0 y retener

el primer término. Finalmente:

AN
[
1

(I> = -(£/8y) expl{-(e+)T+(e/43)(1-expl-3 |T|>)] }

: 2
1-(w7y) 2wy . .
x Frmieetta o2 cos20T - —S--—r2-2 sen2 CIv.29>
X { (1+(w/)/)?)? cos2wT (1_}(0‘)/}/)2)2 sen2sT

La metodologia dada aqui para determinacién de los arménicos
en en el esquema de calculo perturbativo por integral funcional,
es aplicable para el calculo de otros términos, tal como el de
frecuencia 0 que tambien aparece al primer orden. Los resultados
aqui alcanzados pueden ser obtenidos en el contexto de la IF al

considerar el proceso estocastico de las variables (B,f).
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IVv.3. FORMA NORMAL ESTOCGASTICA DE UNA BIFURCACION DE HNOPF CON

RUIDO CGOLOREADO:

Consideremos la EDE en las variables du,8) que describe un
sistema dinadmico que presenta bifurcacién de Hopf, siendo u la
variable "transversal” al ciclo limite y que en este caso describe

pequeiios apartamientos del mismo. La misma en el sentido de lto es

b= —2pp u + v g Cpretd £

s Aav.3od
u = -2n u + vl"tzgz(go-i-cot) f<td
donde para el caso Aditivo v=e/p y
gz(w) = cosy , gi(w) = -seny , CIv.31d
y para el caso Lineal Multiplicativo v=g vy
gz(w) = c + cos2y , g;1(w) = s - sin2y , <Iv.32)>

ft.? es ruido coloreado con valor medio nulo y autocorrelacién
dada por IV.5).

L.a Funcional Generatriz es en este caso:
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S ¢
- - . .‘* " « . . . > - - . . . .
| Joilr = l I)Q I_)g G’JXP{IJ 5 B {pl Cr (4 . <y )+2u(;qi )+pz Cr o, vy iU_Z at

L

RS
O

T
(8] .
4 . > - ¥ & L - Yyt ? " .
i 5 ] e l),L(I) gt(.q(z> wrd KCr,v') gj(q(.r dHwr D pj(? >1}

o
3 <> g G+ jf(r) p <o} } S<q b >=6 > &<, <t dmu >,
<IV.33>

* ) "
donude J, .-*_:~:<\)j jj >, jzr—z(_j?,j? D, ij.=1.2 e indices repetidos implican
suma. Siguiendo el mismo criterio de la Subseccidén precedente el

IFOL, serA:

-
" . .
Z,,'J‘J V= l Dp Dq nxp{ij de {pt(l)(«'],( :‘)+2;.q’u:;l)+pz(r)(4'|?('t‘ )+2p(|2)+
' Yo T , ' 2
t
v L o
+ i - a"’ Jdr? p <> K<r,m°> p <1231} +
2 L i )

(8]

N }
+ ,j_l('T) qi(r) + ji(r) pt(r)} }

x SCg L OX-8 ) Sg ¢ d-u >,
1 o o 2 o (5}

av.3s5>

donde ai’j(,v) tiende al coeficiente Aii, del desaarrollo de Fourier
dex g_t((?.)gj(”), cuando p-—s—oo.

Para ilustrar el procedimiento consideremos el caso de ruido
aditivo con (3=0, o= =0 y o =oo =a. Teniendo en cuenta que

1, en este caso, queda luego de

> ' 3 I*J 7 [ ’ l*] 7 l’ 3 I*
K"r)'“!"'\! T % ',1"’]1 “o "]2""?_

integrar la FGOL dada en (IV.25)



. ’r
.Y S S e , — Te 2 e .
ZU[J‘J 1 = [ ( e.xp{l()of iy J“(.l) S”(z.t, )}

Jimd, 2 : Lo :

*
dr di’ [ 21 S Cr,e'0j Cr'>+j IR Cr,ridj <1°)]
H H ¥ o H H

Iv.36D
sihendo (\):)-:()n \% ()i*—‘-'uo y las JTuvnociones Jde Green
Sl('t,,l,"_) = ot-t> V.37
Sz(‘l..L') = BCL-t") exp{-Adt-t."D} Iv.37.bd
Rt(‘_i..t,‘) = e | min(l-.t-")—'-”*K(l-,|-") +
+ (1723 )(expy totexpd~yt>D) exp(}/to)) s AV.37.cD

R_CL.L™ = (vo/2) O L O explr |t-to |y +
+ (=) T expCa -t D -
- (20020 exp(~k(t+t’—2b0)) -

- (=) ! (expd-At-pt’dtexp (-t ’—y‘t,))exp((y-*)\')t,o)]
aAv.ar.dd

COnN r=2e. Imponiendo la condicidon de regimen estacionario
establecida  sobre la  fuente ji(t,) y luego tomando el limite
t,‘—»-‘a.en la Ec.(4.362 queda definida 1la Funcional Genratriz Libre
C

Estacionaria (FGLE):
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) v p
aexpl—-1.2 dr dr’ 2ij GOS8 (rv?Df e+ f GeOD v, tyi D
) III? r{ J L I t L2i, N 1, 1, y 3, }

o o
1v.38>

siendo en este caso las funciones de Green
l),(l,.l,’) = v |ominCL,U)-KCL .8 ] . C1vV.39.ad>

DLy = oy G AT (1729 )expl-y | 6= 0 D=L 20)exp(-A [ t-t" |)]

IvV.39.b>

A orden cero en teoria perturbatltiva determinamos funciones de

correlacion del proceso (z,2). La funcién de autocorrelacion es

<z<1'>z<_0)>:’“":0 , CIV.10)

ya que no se satisface la condicion de regimén estacionario. La

funcion de correlacion conjunta es en cambio

¥ et el . - s . - -
LA CTIZ Sy = o [l SCe=TI=SCa 2= 1(HCe~TIrHEC D)0 expUinTd
16 3

= AT expliceT) .,
av4ia

ALTY = axp{-val [T+t ﬁ)(,\»z(4;'2—;"2')4-1)(@}(;)(—}' T31)-
] |

= oGl =2 T Y exp-2 T D= 1)) AV.41.DD



La contribucidén espectral de frecuencia 2w al orden 1 en teoria de
perturbaciones, con parametro de: expansion VY esta dada

unicament.e por la funcidon de correlacion cruzada

¥ s . . . .
(Z(IT')Z(.()’)‘}1 ;(_= vy ACTY dlosy,u7p) expliZzoT-GQ+d |T |} Iv.42.ad
Ao = [ Gomed o+2o-10Co-20-10] 1, CIV.42.h)

con o=wy Yy o pmuSy.

IV.4. EL RUIDO COLOREADO COMO UN PROCESO DE ORNSTEIN-UHLENBECGK EN

EL FORMALISMO DE INTEGRAL FUNCJONAL:

Lo resultados hasta agui obtenidos a partir del formalismo
presentbado en la Subsec dV.2.A) pueden ser alcanzados incluyendo
al ruido como una variable relevante en la dinamica, para lo cual
suponemos: e se satisface un procexo  de Oprnstein-Uhlembech
desf iavielo o I EDE CIV.7H. D> Y] ) foema Tors vevaltoowions
alecanzados: son formalmente igual en una expansiéon en términos de
los parametros perturbativos. Aunque no son coincidentes permiten
obtener de un:Aa manera sencilla, utilizando el formalismo de
Integral Funcional para Procesos con ruido blanco, las
contribuciones espectrales o armonicos  principales en la  teoria
perturbativa. Para ilustrar estas ideas consideremos el sistema de
EDE definido por Ecs., V7> y AVH14d. La FG es definida de

acuerdo a la Bo<ILGe):
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T
* . . (o
2rj,j1 = I Dp Dyg exp{if dr | P4d, * pa,- s” tg,g;t) +
Y t
Lo

+ 4, gy + jf(w) ptcr‘);}

x  6Cq (4 -6 &Cq b >-L >,

Iv.63.ad>

Yoy ) 2 1,2
b2 N H = - oI + - .63.
{B_g LD iyr-2 P, £ P, g(q1 wt)D q, ¥pPd, v.63.b>

a partir de la cual definimos la FGL

- "‘ .

* _ . . 2

zZ il = I,,(E? Dgq exp{iftdr tpa, +p,(q,%rq) + iys2 p, +
(e ]

+ J > g+ j:(‘r) p, (T} }

S, - - -
X L(qa(t’c) 60) 6(q2(t > >,
<1V.64)>

que  integrada sobre variables y momentos conjugados permite

obtener la expresion (dV.36) con funciones de Green

Si <LL,b?D) = iodt-tD> av.65.ad>
St = 10Ct-t" expi-yCt-t>} , - CIV.65.0h
RZ(L,L’) = (/2> [exp('-yIf,-t.’|)-exp(—y(t+t’-2to))] ; IV.65.c>

En el limite 1,0—--»-00, como la FGL debe ser independiente de las
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condiciones iniciales, es natural exigir la condicién de regimén
estacionario CIV.a9)D, Queda asi establecida 1a FGLE CIV.38>  con

funcion de Green

l)z(t,t,’) = K, av.66>

La funaidén de correlacién para el proceso cos® al orden 0 sera
GO(T) = 1/2 coswT AV.67D

Las contribuciones espectrales, en teoria perturbativa se
determinan siguiendo las técnicas ya establecidas. Al orden 1, en
el pardAmetro de expansion &£/, se tiene que la contribuciéon de

frecuencia 2w es

C*Ty = ~(es8r) expi-» |T|} -315»‘91’2;-2 cos2wT- 22977 ., sen2wT
1 ) A+ ) D)" 77 A+ y) )" )

av.68>

El desarrollo de la Ec.dIV.29) en potencias de &/ coincide con
esta ultima expresion, lo cual permite ver que para el calculo de
las «ontribuciones espectrales o armdnicos el método establecido
da la contribucién principal en potencias de &£/7y. Sin embargo, no

es de utilidad para establecer la contribucién de orden cero.
IV.5. APENDICE:

Se evaluara la FQ@L generica gque aparece en un proceso con
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. L . . .
ruido  coloreado donde K (. es la funcién de corrvelacién de

lox ruidos gue intervienen en un proceso. La misma es de la forma

T
e ; X e Q> e
d 1= [ Dp Dy e,xp{iftdr [p“(q +A gq ) +

(8]

T :
i . g MV . 7. * 1
+ = of dre TIK LT >+ Moy !
5 Jtrir p“(.r)k CT,7'op LT ‘juq i p ]}

(8]

. ac e e M
> ASCaTCh D=0 )}

{aV.A.1D
Utilizando la propiedad de cualquier funcional GIx] de {x“}:
[' Y §< GIx) = 0O ) IV AL
N -.:‘\{ E;{“ 'il— 3 N }5 - X / .

¥

v utilizando Ias condiciones de contorno sobre Lass derivadas

funcionales de la Funcional Generatriz Libre (FGL) respecto de las

fuentes:

-z J = o' =z CIV.A.3.2)

14
i ;—S—j*uas zo jL—T = 0 (AV.A.3.b>

es posible determinar una expresion para la FGL y las funciones de

Green.

Devivando funcionalment.e av.A.D respect.o A los momentos

conjugados P,V teniendo en cuenta la propiedad <(IV.A.2):
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T
0 = [ 2p Dq [ gy + ia [ ae KHL(T,T’)[)D(':-’)]
L

0
ot By i N v
B m.xp{i J dr | pu(«:';“+>\ H q" >+ 5 uJ dy’? pu(rN(lJ Cr o, 1")[)?)(r’)
t L
©) (8]

. ) YL ‘ - { A4
+ j qﬁ + i L]‘.vu_]} {/._’;(:q’L (,LD)—Q:))}

CIV.AL1D

Egsta relacion puede ser expresada en términos de la FGL como

T
d RETEIEN < Ry . HY & -
e AT e e .l B IR ¢ + o dr? K BT e 2
(-dz' A ) iRy ,(") Z., (,_] 1> o JL(IT K77 Cr,t%> | T .)70

! o
CIV.ADD
N . ", e

Derivando funcionalmente respecto a las variables {q’ } la FGL

AV.AL v en virtud de la propiedad (JV.A.2) se tiene

0 = [ I Dy o v LI I

- . T
v ex e Sy, CHD L LI *p oMY e op
*-»7\1.'{1_] S GO | pu(q + o ) + 5 uJ', (3§ pu(r)k Cr,7 )pl)(r >

L
0 (o]

, y kgL ' i )
T L ﬁpu|} {5Cq (.t,”)-Qi')} R

Jy
CIV.A.62

gque expresada en términos de la FGOL es
d gy 1 S - s . : :
(E? » ) T 3’3*“?%‘3 Z,= __;uu) z, - CA.7D

122



Esta altima EBcuaciéon Diferencial (ED)> con condicién de contorno

C(IV.A3.b> admite como solucion a

T
1 6 _ s <y, s
[ 2iHeEs Bo= I l dat’> sH& o LRI CIV.A 8
O
siendo
sHiL 0> = e -1 exp{-A*ct-tdy CIV.A9D

la funcion de Oreen que resuelve la ED AV.ATD

Los caloculos para determinar la solucién de la ED dV.AS) con
comndiciéon . de contorno (OV.LA3.a), que no daremos agui dada su
ext.ensidon, requieren de la forma explicita de las funciones de
correlacion  de los ruidos coloreados. En los casos que nos  ocupan

las mismas estan dadas por
Kb = 172 AMY expi-Alt-t |}, CIV.A.10)

ess decir cOon tiempos de correlacion iguales pero diferentes
intensidades. El caso mas general no ofrecera dificultades
adicionales. La solucion de la ED (IV.AB) sera

-

E 3
Z.= O expn 'ty Z - [ atr st M+
) O O O « L

|
i

~
)
- |

e
r~
(V2]

o
T f¥lo4 o,

+ ia r dr’ RTCr’, 1) J < >
t

0
AV.A11D
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stieedo Ja funcion de Green

T
ter

RY ¢ = [ oat dt st KMt s CIV.A12)>

t
oy

y explicit.amente para el caso (V.A10) se tiene

| Lo ey - X oL

R ¢r > = "G+ KTt 20 T CIV.A 1320

PGy = o2 AP O AT - Tt

w [ &y -1D (exp(-—)\(gé'z’wr)) - exp(-ACr’-1vd)) -

- e.'.q,)(—%.(u{t'—~t,n)) (exp(-)\.co.%?"’—t,o)) - exp(—z\(r-’—(,'__,')))] +

cory - 18 oy Cpy

+ (A AR DN ) exp(—i [N 1)

v | rexp((?\('u)* >\.‘O7)min(t,t’)) - exp((')\”’“-F )x(u'))l.o) 1}

CIV.A.13.bD

102

. L Ogn [{as] E5S |
FEs de dnterds el caso  particalar A= A= 0 \Y At A para el

cual la funcion de Green es explicitamente

R(t*,t) = A~z [ minCr, 7> LO— KCr.t') + CIV.AA5D

+ 2 (Cr,t. D+ KO, bt D
2 ( F\(T_,QO) K t,o > 1]
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Capitulo V

BEstructura de los términos de la Expansion Perturbativa.

Determinacion de los Parametros de Expansién



CAPITULO V:

V.1. INTRODUCCION:

En este Capitulo se presenta el formalismo general para la
determinaciétn de lJla estructura de los términos de la serie
perturbativa a que da lugar el formalismo de integral funcional en
el calculo de funciones de correlacién estacionarias. Se analizara
el caso general de ruide blanco, y se extiende para un caso de
ruido coloreado gue satisface un proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

Para determinar los posibles parametros de expansion
perturbativa se analizan los=s posibles escaleados que pueden
llevarse a cabo en la Ecuacién Diferencial Estocastica (EDE> y los
criterios de eleccion de ellos. Los parédmetros de expansion deben
ser adimensionales y un simple analisis dimensional muestra, en
cada uno de los casos, las posibles elecciones.

Se  analiza la  convergencia de los términos de 1la serie
perturbativa, asi como la estructura general de ellos y se da la
forma general de la serie.

Finalmente se muestra que el espectro o potencia especlral es
t.ambien un desarrollo perturbativo en los parametros de expansion

elegidos.
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V.2, RUIDO BILANCO:

V.2.A. Ezaaleado de la Ecuacion Diferencial Estocastica:

sonsideremos la Ecuacién Diferencial Estocastica (EDE):

72

& =w + 7% g fret> .

donde fd{t> es ruido blanco Gaussiano con valor medio nulo y

funcion de autocorrelacion

C L) L™y > = &6C -t v.2>

donde w es la frecuencia caracteristica del sistema, £ es la
intensidad de ruido.

Un  analisis dimensional muestra que si [t] = T d{dimensién del

Liempo L es T, g(M) es adimensional y D] = T ‘?; ser Liene
que los parametros fisicos son
[£] = [w] = T ' | .3

De agqui se tiene que £/w y w/e son las dos posibles elecciones de
parametros adimensionales para realizar una expansion
perturbativa.

Para obtener la EDE que se obtiene luego de un escaleado,

hacemos La sustitucion G = + v t . Hamando t. = 2t @,

PL> = >, > = Y% fd  , la EDE  y  la  funcién  de
et



correlacién del ruido escaleada son:

dp/dt = Ae>'? guettpctd> £, V.4>

CLCL L) > = 6C -t .5

respectivamente. Podemos fijar el escaleado con Ja eleccion:

re = 1 » Q= we . Lt =t (v.0>
o con la alternativa
Aw = 1 N E = s/w R Lt = ot . vV.7>

Las funciones de correlacién de funciones Zn-periodicas pueden ser
calculadas en Ilas nuevas variables escaleadas, es decir para un

proce:=o hGIced)d, con 0L = Jwtte(t), se Liene:

GC LU = ¢ e haa™ > w.8>

que esta relacionada con las variables originales como

CC LD = GC LU, w.od

a traves del reemplazo ¢ = A

La eleccion  del escaleado (V.6) esx  la que se adopta agqul  por

razones que se justifican en la Seccidén siguiente, resultando la

EDE escaleada:
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dp/dt = gQL+et? 1w, w.10>

siendo una ecuacién a un parametro 2, con intensidad de ruido 1 y

fu) ruido blanco Gaussiano.
V.2.B. Serie perturbativa:

Interpretando la FEDE escaleada (V10> en el sentido de Ito,
es decir today  las funciones del tiempo son evaluadas en el

pre-punto, la funcional generatriz de momentos vy funciones de

correlacion sera:

T
* i . » ’
Ui, ) 1 = ] Dp Dg exp{ i j dr [ i g+ ipl }
. L

Tyoo o _
Va1
I
_ ) . (o), ) cro .
b exp{ i J'L dr [ p q ot (p.g,rd] } mqq,_o) po) >
) O
# Vp,grd = - 12 Aopz + Z (-1-2 A p*) explikq+tQrd}
o
Va2
donde A =1 a a es el coelficiente de Fourier de gz(e) y

k ' 12 -

inG?
g(a8> = ET a e, Separando una parte "libre" o no oscilatoria en
Ll n

el Hamiltoniano <(V.12):

o p,g,1d = %_Cp> + x" Vep,q,t> V.A3.a>
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Hp> = - i/2 A p SRERS)
(s} (s}

es posible dar la funcional generatriz como una serie formal:

T “y
T . * 1 . XGRS
Ej,j 1= E — J Dp D [-1 [ ar o (p,q-.T)J
n Yo ‘o
I ;
»
X expq i ‘ S + 7 + 5 -
exp{x ft dr [ p g %, p> ja+ ipl } 5¢qlt >-p > »
o
V14>
y definir una funcional generatriz “libre” o no oscilatoria
estacionaria, integrando (V.14>, inponiendo 1a condicion de
regimen estacionario
T
J dr 3a> =0 V15>
t
0
y tomando el limite de 1,0 » - se tiene
I
' , *
Zzstj,j*] = exp{ -1/2 f dr dv’f 2 1 j<rd SCr,t’> j (r’) +
~w
+ jCr> RCT,T’)> j<r’d ] } R
V.16D
donde las funciones de Oreen son
SCr,t’) = &r~-7’> ., V.17.a>
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RCr,t7) = Ar) mindr,r’> . : (VAT I

La contribucién n-sima a la suma en V.14> en el regimén

estacionario es

T 2 r
S

=
&j cro?

25,471 = m%i [ 17z [ dr Z A, exp{ik(q+Ord} (-

3]
-0
8]

es ¥
S-S I T I

w.a8d

Los momentos y funciones de correlacién de funciones 2in~periodicas

son determinados a través de

) | T »y{({ ‘P';Q:: 29 o~ o .
< expi{i] B eCT> + ke <] } < 2, |l u"ué( T + [_105( >, 011,

V.19
siendo R Y B, € Z
La contribucion a V.19 del n-=simo término de la serie
est
< exp{i[ u BCT> + 11 B8COd]}Y > =
n+di - C - n
T T
1 - - n+1
— t, . PO
= — E A“ u J d " f dt exp{ iO ,ukt.k }
" ™ - -00 k=0
Lli(t:aii“'h)
Ei, oty =0
" 2 est
S . L®
1 [— —-——1————2] 20 Fi.jl
=1 S o =gt ui6(o-bt);j*(o)=0
L=

v.20>
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donde T=¢ >t >..5t , t =0, 6C=¢eI>+QT. La

r+1 n 1 o
restiriccion ETW; m= 0 sobre los términos de la suma equivale a la
1=
o3t . o = - n 18]
condicion <V.15) y A“ ot (-1/2) |’|,L'_l A“..
1 n i
Introduciendo la identidad
m "
nm ot-to =1 .21
=4 L= v ]
! tﬂ)

es posible llevar la region de integraciéon de R” a la definida por

T = ¢ o t > .. .>t.1 y cancelar el factor 1/n!.. Teniendo en-
18] 1R b
cuenlba que
st X (=111
< -y LR . e € .
11“ ?L;;o__ = - [ dr ecr-L> = _( IR w.22>
&3 <L -0

luego de evaluar en las fuentes, y sobreentendiendo de aqui en mas

la suma y el coeficiente, la Ec.(V.20) e=s

T t

2 n+1 n n+1i 2
R " - s -
Joat ... dt  exp{ in z pt b (B et -to )
-0 -00 k=0 L=t j=o
n+i
x expd -An/z 'E MKy min(t.j,t.k) }
i, k=0
€v.23>
I.La suma conlLenida en la productoria pi.lede ser escrita
T+ 1
L &t -t D> = - o LD - s , V.24 .ad
o Al L (o] L L
I=
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L v
= b My : v.24.b>

k=0
v la suma del exponencial
n+1 n
n ,ui My mln(t,,,,tl() =T + ¥ q&k t‘;, » V.25.ad
3 k=0 ‘ ) k=0 )
b, = si_i— S: +2p p (minOL O/t - 1), (V.25.b>

con = = 0. La integral (V.20> luego del cAlculo indicado es

i - . si
N WL + = . _
Cexplilp  6CI> + p 03]} 5°'= exp{ -AT/2+1Qu T}
L) t
- . 2 n -
: A“ C r dL - o J ‘jt'i [] (qu @(LL) + s,l)
i 1 " - - i=d
’Ji('-:;i»,,';:l' R
z'\. :0“'120
mn
x~ exp{ L (1 Q Hy = Ar¢k/2 ) ('k}
k=1 ~
V.26

V.2.C. Convergencia de la serie perturbativa:

Se prueba en esta Seccidon gque una integral malt’; Te del

) B
(¥.26> no contiene divergencias. Para esto es suficiente estudiar
t
0 2 k ” k
| dt f dt. T (1, @t D45 ) exp{ L (lﬁuj— A0¢>‘i/2)t,j},
-0 -0 1=9 =1
V.27



donde 1<k<n vy stz‘-O V i k. Obviamente la convergencia la da el
coeficiente que acompalia a Lk. Not.emos gue 0 > tk > .2 t.1 >=-w

Para t = R, denotamos a d»j
)

P =5 - S, . s =0 . V.28

Ademas ®(tt) = 0 en la regién de integracién. Luego de inteé;r-ar en

f’i""'t'km; se Liene

. 2 - -1 © 2

-"1 s, Gau- A ¢ /2) | oodt.k exp{(iQs, -A s /2)t } . e
= -

Notemos que si sk#O la expresion (V.29> tiende a cero cuando t,k-»-co

va gue A())() », en cambio si sy=0 se tiene que es identicamente

nula. De esta forma queda probade gque si s =0 con 15ifksn la
A

integral (V.27)> es cero.

V.2.D. Forma funcional de la serie perturbativa:

Para la region de integraciéon T = ¢ >t > .. .)f,i es sencillo

mostrar gue
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=
-

3] r4
Joae [ oae oo f dt  FCt ...t > =
-0 - - Q0
T t t t
- n 3 2
= [oat  [oat ... [ a4t f dt. FCt ...t > +
(8] Q C -~ 00
T L t 0 L
- n 4 2 .
+ § » g s 24 ) * . i L +
Jat [ oae o] dt_ [ dt [ dt Fct ...t 0
O (6] (3] - - 00
+ L+
T o o Q L?
I oae . f v f a dt FCt oo,t D
(8] -0 - —-Q0 -
(V.30
introduciendo la identidad
™
1 = n (at)> + ac-t.D> ) , . V.31
. A2 L

v=2

en el lado derecho de (V30> y teniendo en cuenta que existen

=-1> contribuciones no nulas dadas por

> ...0Ct D,
2

ot D et
" n

aCt D o, PR 14 A BN OTER D I
4] n—1 3 2

ol D o, > oL et > BC-t > B~ > .. LBt D>,
n -1 k+1 k k-1 2

Ot > O-t d... BOC-L D
n n-41 2

v.32>

La integral «V.26> definida en la regién T = t >t > .. .)t.1
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se escribe como suma de (n-1> términos definidos por las

subregiones dadas en (V.32)>. Una integral tipo es:

T L o s o t
- k+1 2
Jav .o f at [oae, [ odt oo [ dt [ odt
) o -0 -00 - v -0
la} 2 n
N ) + . _ .
* ;.r.]l(u':’@(t") SL) exp{j);1 (1Quj Ao¢j/2)t.j}
V.33
Teniendo en cuenta gue
‘0 (V] (s ] tz k-1 ,
1 at, | de, ... | dt,ZJ dt. n (u, @t d+s. )
-0 7o) -0 - i=1
k-1 k-1 k-1
= e:«:p{'z (1S2uj~ Ac‘qu/Z)t,j} = ’z (’l—c‘)s' ’0) ‘n K_L(Q) .
J A 1=1 t v=4
V.34)
el calculo se reduce a
I Lk+1 " 2 " .
.[ dt .. ._[ dt. m (Ot >+s) exp{.}: (muj- Aoq’)j/Z)Lj},
O C i=k i=k
V.35
donde
+ 2 2 .
= = - - 2 . <V.36>
=S TS Ha H;

Si s 20 para 1<i<€n, cada integral Ia evaluaremos en ttﬂcon
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integrando

S * 7eaNg = '
exp(i!)yfl A()d&l/Z)LL , <5.37.ad>
+ L-4 +
(;,'L‘ = ¢)L +Y . s <5.37.bd
jop 4 ‘
-1
T o= + " - 3{(.C
wl, ul E > ; uj N (5.37.c>
=k
donde }“j = (7"“'_10“2. O‘jﬂoi con o'k =0, 1 que indica que cada

Lérmino integrando es evaluado respectivamente en el extremo
inferior o superior de intervaloc de integracién. Notemos que si

}/cx = 0 CV o J < a< k-1 D, ent.onces }’,L = 0 vYic<l, va que

= ; L :
}’j }jﬂ [ uego
el : + 2 2
P =P = T P, =(s_+t pu dY-(s, + p > , V.38.a0
1 (T j a o ! 0
=012
’l', = >=,:/(GL’= E M. =S - s s (V.38.b>
1 L L i L ~
AEISEE Bt |
con y o= 0. El calculo final muestra que (V.35 para So = s, puede
escribirse como
g A_ D exp-{(iQw: e Aoqb:w/Z)f_If_ } .39
P 1 1
o

s“‘e W ko

Notemos que S rotula todos los posibles términos consecuencia de
todas las contribuciones dadas por evaluar en cada wuno de los

limites de integracitn.
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Para el caso g(@) = cox 8 . la funcion de correlacion estacionaria

del proceso cos 68 es

Qr L[Q(Iw@(m] pt[t’?(p-g{o)]

GCTY = 172 Ref e [<e S k(e > 1}
<V.40D
luego se tiene que py =1 , =1y s=-2 o pu==-1y s=20
e+t o n ) n
Para Bo= M= 1, s = -2 el exponente de V.39 es
1+ L R 141 .
(o : P .
¢ 1= (= + 1> 0 RY para o= 1 u = -1 y s =0 es
8] (& LR ] [0} n
rf_‘;: “Cr o= (.:.z”— 157> 0, con  lo cual =se muestra qgue la funcion
] [
decar exponencialmente en este caso.
) ) >
En el caso s, =S se tiene de la EcV.38) que qbf” = wfros 0 para
'k 21 £ n yv en consecuencia se originan términos lineales en t'l.’
mas aumnm  si existe S TS, 'f?'((,x)"-“ wl(?‘)- 0O para k =1 = P=n

aparecerian términos cuadraticos en t'l" De esta forma se originan
los términos polindmicos en T, que acompafian al exponencial o
constantes de la expresién generall La maAxima potencia que aparece
en cada orden puede ser determinada en cada caso particular, aqui

lo haremaos para el caso g<(@6) = cos € , en términos del paradmetro

de expansiétn perturbativo.
V.2.E. Determinacién de los parametros de expansion:
Analizando Ia integral tipo que aparece en el calculo

perturbativo dada en (V.33>, =e tiene que para la primera

integracion ¢ 0 > t'z > t.1 > ~w ) se tiene el factor
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- . . - —q
> = = « .
kl «2 ¢ ity A A0¢1/Z h) R v 41?

v para las k-2> integraciones intermedias 0 >t’k—1> >t,2 >t,1)

por cada integracion se obtienen los factores

) 2 -1
Kz «wd = ( iQS2 Aosz/z ) (1 ész,o) ,

. - - -1 _
K, €0 = (i -Ag /2 )" (1-6 ) |,

s ,0
3
V.42>
. . - y 1 _
Kk_i(O) = ( iQuk_1 Ao¢k_1/z b} (1 6Sk_1’°) s
v por las (n-k-1) integraciones para T >t > .. >t,k> 0 se tiene
n °
- (ou (o -1
- > x

C i()wL Ao¢l /2 ) =\ #S
K’ «» = » V.43>

L o

con k £ 1 2n y a>k

Factorizando Q' en todas las funciones de ., teniendo en cuenta
que O l'= srw » se tiene gue este es un parametro de expansién
perturbativo y junto con las potencias en T dan el orden
perturbativo. Luego por cada integracion exponencial se tiene un
factor Q' por una funcién de Q', en caso contrario se agregan

constantes de la integracion del polinomio en T.
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V.2 F. Estructura general de los términos perturbativos:

El orden del polinomioc en T a que da lugar cada orden quedara

determinado por la expresion

1 .ll’l l3 l2 18} 2
Jat | de ..o foae dt (e @ct O+s)
(] C (o] - 00 L=1
1aj
xexp{L (0w - A & /2t }
i=1 ‘

<V.44)>

contenida en el calculo de la funcién de correlacién. La primera
integracion, de un exponencial, introduce un factor Q. Luego el
orden del polinomio en T es -1, es decir, el numero de
integraciones restantes.

La forma general de los términos de frecuencia Cp+1)Q al orden n

en la zerie perturbativa para el proceso cos€@ en el caso g(6)=cos6

es
< explif 8CI> + o>} > = exp{ (i<Zp+1>Q - A0<2p+1)"/2) T }
N, (2p+1)§2
ne g
Z 1 k n-k (Z2p+t1> -1
= —_ Y > >
~ ¢ Q ) I nk «2
k=1
v.45>
donde  SPP™>  =zon  constantes o funciones de la  forma

rk

. i1 . : .
(ib+a0’) y n es par dmpar) tomando el signo + Y en el
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exponencial.

V.2.6. El espectro como una serie de potencias en el parametro

perturbativo:

Fl  espectro o potencia espectral es obtenido como la

Transformada de Fourier coseno de Ja funcidén de autocorrelacion

[St.i]lz
0
K> =4 [ dT CCT> cos kT . : V.46)>
o ) ’
En las variables escaleadas se tiene gque T = €T y como CQ(T) = QCDD
se tiene:
K> = £ Pk, vV.47>
con k =k/e . En la resonancia k = Zp+1Dw tenemos k = Qp+1dQ ya

que O=u/c. Como puede concluirse de un simple analisis dimensional
[£1=T"" y [F1=T , luego £<k> es adimensional.

Las contribuciones de la forma

Gy = 172 f_I:k exp{-aT} {ACY cosl2p+DIOT] + AKY coslZp+1DQTH}

v.48>

en la Ec. (V45> tiene tLransformada de Fourier inmediata dada en el

1Pag.23_, Vol.I.
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ApVB y se puede concluir luego de un breve calculo que el
parametro perturvativo, lo es tambien en la potencia espectral.
Solo se introducen variantes en los términos polindmicos que dan

origen a un o por cada orden en T. Para Qp+dQ » o, Vp, la

densidad de potencia espectral es

FC2p+HdD & k1! ot oA . V.49>

V.3. RUIDO COLOREADO:

V.3.A. Escaleado de la Ecuacién Diferencial Estocastica:

Jonsideremos la EDE dada en (V1) siendo w la frecuencia del
sistema, £ la intensidad de ruido, g<(8> una funcién 2n periodica vy
FCLD ruido coloreado Gaussiano ©con valor medio nulo \Y que
satistace el proceso de Ornstein-Uhlenbeck <O-U>

F = —F + 7%re> CV.50)

siendo ¢ la intensidad del ruido blanco Gaussiano L) y ;/_1 es el
tiempo de correlacién del ruido coloreado. La funcién de

autocorrelacion de un proceso F) es

ACLLL = (oy2p) e IV V51>

172 172,472

. Un analisis dimensional muestra que IFl = [ c7] [c} 7T



[1 = [w] = Tw1 se tiene gue [cllel = T—a. Algunas de las posibles
combinaciones paramétricas adimensionales son
A eVt vy eed
by woy vy (e::c)i'/a}'_l,
@ pro y Ceedt Pt
thha ver escaleado o] sistema de EDE dadas por Ecs. (V1) y (V.50
se reduce a uno a dos parametros. Veamos a continuacion las
ecuaciones escaleadas. Haciendo los reemplazos t = At >
Oty = 6CLd , FD = o FCL ., <> = A %> las ecuaciones
V1> y V.60) se reducen a
decty/dt = Qwwd + (77%0 A) gB Fb (V.52.a)
dFCtD/dt, = ~(N D> F + ((l)xlc)_i/}o) <Ly, V.52.b>
C LD Ktd > = SL-L» (V52.0>
FPodemos fijar el escaleado, a traves de XN tomando (I;\Ic)-i/z = o,
de tres formas diferentes con A>O:
a> A = ', entonces £'%0 A= (ccw HY?,
b> A = » ', entonces &' %0 A= (ecyp P,
eI N = (V%) = (ee)

Consideraremos aqgui

se vuelven
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dgdty/dt = Q + g@> FLy V.53.a0
dFCL/dt = =T F + LD, v.53.b>
con 0 = w (sc)_va % I =y (5c)_1/3, siendo la funcidén . de

aut.ocorrelacion del ruido FLD

ACL.L™D = (1/21) N Rl (V54>
El c¢aso oo = )-'2 se corresponde al limite de ruido blanco cuando
3 ++© . Los parametros de las Ecs.(V533) vy V54> son I' = p/= y
0 = w'=, siendo O el parametro elegido en el caso de ruido blanco.

En el presente caso tenemos 2 parametros y debemos elegir uno de

ellos como parametro perturbativo.

V.3.B. Serie perturbativa:

Haciendo la sustitucion 6D = pdtd + Ot 1a primera de las

ecuaciones (V.83 sera

dp<td/dt, = glptatd> FCby . V.55

Esta ecuacion se interpreta en un sentido arbitrario de
discretizacion, va gue se trata de un proceso con ruido coloreado
LLRB2]. Aqui utilizamos por simplicidad en los caAlculos 1a -

prescripcion de discretizacion del pre~punto. La funcional
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generatriz de momentos y funciones de correlacién esta dada por la
expresion (VA1), donde ahora el Hamiltoniano es

T
20D -

I p,,t) = ~172 pCrd gdqlrd+Qed rdr’ AlT, T’ gq<r’d+’) pdr

t
(]

V.56

El criterio para separar una parte “libre” o no oscilatoria es el
utilizado en el Capitule IV. Si Ao es el coeficiente de Fourifer no
oscilatorio de g"(e) v est.amos Iinteresados en peqgqueiios

apartamient.os del caso de ruido blanco tenemos que

O Y

* (p,q,rd = 960(p) + K (p,q.v> , V.57.ad
I

Ap> = ~i/2 o plrd [ dz* ACr,z> p<e™> V.B57.bd
T
o

donde 0O<adl es una constante a ser determinada que depende de los
parametros del sistema I vy Q, que tiende a Ao en el limite de
ruido blanco.

Asi es posible escribir la ecuacién V.11> como la serie formal,

dada en la expresiéon (V.14)> en la cual

T
P -
K (p.g,7) = ~-1/2 pdrd rd'r’ [__\(T,T")[ QCTIHQT) g DT Dd-a) pl
i
o

V.58
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La funcional generatriz libre estacionaria viene dada por Ila

ecuacion (¥V.15) con funciones de Oreen

SCr,t’d = r-1’> |, v.592.ad>
R{T,T%) = __‘3‘; [ mindr,z?> - Az, ] . V.539.bd
r

Detalles de estos resultados se encuentran en el Ap.IV.A.

En el limite estacionario la funcional generatriz es

T
- n

T
et ., * - 1 - N 2
2°°t5,.471 = 5 5 (-172) J pp g [ ...f O, 4t dt
-0 -
n Yo

X PGl > ACL b7 pat [ Ut IH0L D glqlt IO+OLT - al
- 3

T

% exp{ij dr [ p g- 9(‘0(p>+jf-1"'j*l3] } .

-0

V.60>

5l térming nesimo puede  ser  escrito  simbolicamente  tomando el
desarrollo en serie de Fourier de la funcidén

@t 2L D gCaUt DL = o
J ; R
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T T
s e 1 - n . - " R ,
= b3, = Rt > R | [0, dt. ded ACt 67D E A A,
- 00 - N
>

X

exp{ i[ ! €At D+t D>+ 17 CqCeD+0L 1}

2

x [— S . . ] 2% 1,3
83 Ct >8]} <> ©

v.61>

Los momentos y funciones de correlacién se calculan a traves de la
expresion (¥.19), siendo en este caso la contribucion del n-simo

téermine de la serie

ast

xpdi 3 + =
<explifp, <D p, €031} >

I I nea
1 -
= E A b f_wdt,% f—mdt, exp{ igzkzouktk}
CRERES PRPR :3)
Lm0 IJ'L

T
> - At 2> |-

i-1 Ls_j*"'ct,i)é;‘i (t.;')]

*

x 22t .30
© +1 *
j(o)==2_,,t:0 uié(o—t,i‘);j Co D=0

V.62
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IV.3.C. Determinacion de los parametros de expansidtn para el caso

€8> = cos&

Determinaremos la funcién de correlacién para el proceso cosé@
en el esquema perturbativo detallado hasta aqui y explicitamente
el parametro de expansion perturbativo.

A orden cero en teoria perturbativa se tiene:

Coxpl I(BCTI-<0D)] >ZSL: e zz*""[é(o—p-é(o);()] , .63.a>
Coxpl iI(ECT>+O0>)] >§s‘= o, V.63.b>
£:$l[z5(o—1)-(5(°);0] = exp{-(a/2I"[ T-(1/TX(1-e " 3]} . V6300

A primer orden y utilizando la metodologia de calculo sefalada
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Cexpl i(ECT>-@0>)]>7%" = o' 2 225 ECmTr-6C3;500 =

T T .
[ at j dt 174 expCitt -t D> At ,t D
L—-(D 1 Yo 2 ' 1 2 - 1 2

= ~-1/2 pi'QI

(OCT— 1 D=OC-t D+OC0d-OCL_~t D) (OCT-L_Dd-OC—1. D+l ~t_I~O0))
1 1 2 1 - 2 2 1 2

es i

ol LSCe~TI3-S5Cod+ECo—t D-&Co~t._D;01 + PILL ,t ] J =
() 1 2 17 2

- o AL Lt ) (OCT-t >-0C-t 1) (OCT-t >-0d~t )
- 1 2 1 1 2 2

” .,335’"[45(0—:1_‘)—'5(0);0] } ,

V.64

donde P[t,l,l,?_] indica wun  término en el cual se ha realiza la
permutacion de las variables de integracion en el sumando previo.
Tomando  &Wd=0 , es decir la prescripcion de discretizacién del
pre-punto, lHevando Ja region de integracion a T )t,1>t,z y teniendo

en cuent.a que en el integrando

Z N SCe=TI- S Co PHEComt D=6Comt 3501 = ;zf;‘“usco—jx_i)—(su);()]

(&)
exp{-(a/zrz)[ 3(t’,—t'2 )-2minCo ,t,1 )+2min(0,t,z)] }
F ) ) . . }
e qp - 3 _ -2 SO+ L O St -
exp{~(a/2I' )| éx(t,1 st 1)+£&( Lz ,t,z) Zé(tl t z) 2CACT 1) ACT z)

SACOL L DAoL D))}

V.65
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Como la integracion de este ultimo factor es no trivial y nos
interesa el limite I ta—m, desarrollamos el mismo v vemos que r2
et un buen  candidato  para paridmetro  perturbativo. n  estas
condiciones reteniendo solo el primer término del desarrollo vy
luego de efectuar la integracion (V.64) tenemos las contbribuciones
de orden 1 en 2 que las separamos segun su  descomposicién
espectral.

ad Orden 1, frecuencia 0. La contribucién principal a esta

frecuencia ex

est

<exp[ i(QI>-g<02] > " = r? S;Z(w/r, 73y exp{-(+E@Ga 22T}

ﬁzzs"[csc e=T>-ECo2;01

V.66.a>

S' oy T = 18 Ciwry =o' 22) iw/r-143a22)7" (V.66.b>

b> Orden 1. frecuencia . La primera correccién al orden cero dada

por 85.63> es

<expl i(@CI>-8<0>)] >TS(L) =

3

e P 8 oy T+ TT S o T e T
100 110

(@ S -3,
Sla(_r,o/y I 0]

R S0 Tt SRR R B

(V.67.ad
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Ty T = cf ez 4 1B (et i-a 22) W iesp- 1430 22y 4

10%

A

+ 18 (Gosy=1-3al 22) 7' (e i+l 22) -2 (miwp+1+3ar 22) 71 )

CV.67.bD
et 1 -~ 3 : . -3.,4-1
Tl e T = 14 | 200 - (Cloy HH3al 22)77) V.67.0>
s:::_:_m/;«-,r‘a) = /2 . V.67.d>

¢ Orden 1, frecuencia 20. La contribucion principal esta dada por

<exp[ i(8CT>-8<0>)] >":S;Q= r? S;Z(w/}',f’—a) exp{(iZO-T-Ba 2I"°>)T}

« ;gZS‘[éco—z)-éco);OJ ,

v.68.ad

1

S12 oy I D= ~108 (losy=-1-8or " 22) "1 [ (m1wsyHirar 22y -

~2Ciwsy-1-3a0"22)™ Yy

¥V.68.b>

El otro término gue aparece en la funcién de correlacién del

proceso cosd al orden 1 es
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Cexpl i(OCI+EC0>)] >7°" = et 27 16ComT+5¢2);00 =
Yoy e -
= 1,2 e Jav,  Jat [ 1/4 expC—iQCt +t D> At ,t D
* oo 1 ~ 2 1 2 - 1 2

(OCT-t H4@(-t I-OC0>-8Ct -t D) (OCT-t Dd+0(~t_>=~&<t -L_>-8C0)
1 1 2 1 2 2 1 2

O

met [S6Co-TIH5Ce -5 o=t I=5Co=t D301 ]

V.69

Los cAlculos se efectuan de la forma usual y las contribuciones
espectrales al orden 1 son

d> Orden 1, frecuencia 0. Se agregan a las ya calculadas en ad

Cexp[ 1(2CTI+E<0))] >';““"‘ =1 ?

(€ -3 . <2
a3 T+ 2\
< Rma Cwsy I ) exp{-(I"'+{a"2I""D)T}

x 3?"[«5(»—1»6(0) ;01

V.70.2)>

R;':;cw/r,r"'3> = ~1/8 (-lop+ital 22) -tusp-1rar 22) V.TOb>
C

3231'[6(-9—1)-*6(0);0] = exp{—(a/zrz)[If(i./r)('1+e~r LY V.70.0)

e) Orden 1. frecuencia ). Se agregan a las ya calculadas en b
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Cexpl i(CTI+6¢03)] 37" = 1 ? RYcwry,r 7> %
- = 1,0 1o
est . .
x ZOMSC-TOHEC 201, V712>

18 (o p ol 22) T 2(-iwpr Y-

it

(1, 3.
Rl(l(‘ % S B

- Ciwsyr-1+al " 22)7Y . V.71b)

De lo que resulta de los calculos a primer orden, la
composicion espectral viene en 0, Q y 20. Una cuestion de interés

se plantea al guerer recuperar resultados para el caso de ruido

blanco. Para ello debemos estudiar 1a estructura de los
. Ay - 3] =
coetlicientes o) ','k((-.\/;" N > v R,”.‘k(w/}" N 3), n=0,1,2,... De una
1] Ljk

breve inspecccion vemos gue contienen términos de la forma

¢y, T = (inesr+atbl D) imesprerdr Tt 5.72>

con nm € N vy ab,c,d € R Tomando r 3= esSy y O=£/y , en el.

limite p ro+00

2oy, , 5.73>

e 0 . si a0 vy o0
“ a0 tam+da ™ si a=0 y c=0

cntonces la unica contribucién no nula esta dada por (G.61> en
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este limite

Cexpl I(ECTI+EON)] >fs:ﬂ= ot Ry eMTIYT V.74.2>
RV ca™ = -1,4 (-izv ™' . W.74.b>

Esta contribucion coincide con la gue se obtiene partiendo de la
Ec.¥.1> interpretada en el =entido de Stratonovich, vya que el
limite de una EDE con ruido coloreado gque satisface un proceso de
Ornstein-Ulhenbeck cuando p r»+m es una EDE con ruido blanco con la

prescripeion de discretizacion del punto medio.
I11.3.D. Estructura general de la serie perturbativa:

Clomo se ha visto hasta aqui el parametro de expansién es rt
ara determinar la estructura general de la serie perl;urb.::(,.ix;a se
hace necesario ver cuales son los términos polindmicos en T que
aparecen y cual es el orden de los mismos. Si n es el orden

perturvativo apareceran 2n integraciones, n funciones 4 y por cada

—.1 " -
una de ellas wn ' 7, luego hay un factor comun [ " al orden n.
Para determinar el orden del polinomio en T de
o ey 2 .
Cexpl i(aCId>-a))] >° C;Q consideramos las contribuciones que
- - LTS ¥4

contienen solo funciones A en el integrando de Ec.(V.62) con

. ~1
,y? 1= v y.e(= ~-1. Por cada integraciém se genera un [ y un
. Zntt ) ] '
termino  lineal por la  integracion sigulente. Luego se tiene un

- Y
factor I vy un polinomio cuyo término de mayor orden es ’_l‘_‘, Asi
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(I/T"Z)n es el factor que aparece en este caso. Para determinar los
términos polindmicos que aparecen en las contribuciones de
frecuencia CpH1OQ al orden n, consideremos que la primera
integracion en EcdV.62> introduce siempre un factor rt y las

2Zn-1) integraciones siguientes dan el orden del polinomio.

Kexpl i(ECII£EON] ST | = exp{ [i<p+1O0-(b T HyT )

x  expi-(a/4r) [ T-C1-TX1-e" £37}

2N p
« § r—(n-»k) :I.,.Zr\——k - S”H’&w/}/,l"_a) exp{—ép+1)l"1‘} ,
L - r

nkj vk}
kot =& !
(B § o]
V.75
donde p=0 solo en el caso de signo - en el exponencial.
V.4. APENDICE A:
Consideremos’ Ia funcion de correlacion de un pProceso
estacionario ) dada por
LTI WDD> = r(7) coswt + s=(1) senwt |, CA.D
para ™0 y donde r(r) es una funcién par y s{t) es impar.
Introduciendo el concept.o de densidad de 1a potencia
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espectral [St,i]1 ’ o simplemente Densidad Espectral <DED, del
proceso ()
+00

Ik = 2 j dt e
- Q0

K cceoreody CA.2>
la densidad espectral para (A1) sera

JE) = A (ktwd = A (ktwd + A (k-wd + As(k'—w) > (A3
< 8 < 3

siendo A v A, las Transformadas de Fourier Coseno (TFUC> vy Seno
< -]

(TRS)Y de rCr) y s€{1) respectivamente, definidas por

+ Q0
AU =2 [ dt rdd cosat CA.4.a)d
< o
+00
A KD =2 [ dt sdL) sendt . A 4.b)
~Y « 0

Es facil concluir que A es una funcién par mientras que A es
< =]
impar. Si estas funciones =on apreciablemente diferentes de cero

para =0, mientras son pequefias para QO=k+w y frecuencias positivas

se tiene gque

1F‘ag.Z'\-‘!, Yol.I.

2 . . .
x indica "aproximadamente igual a'.
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Sk x Ac(k-w) + As(k*‘w) . (A5

V.3, Apendice B:

Las funciones de correlacién que aparecen en un proceso con ruido
blanco =on de la forma (A1) donde r(r> v =(> son funciones que

se pueden escribir genericamente como

1,2 7" 7Y B.1D

para 0. Para n=0 las TFC y TFS definidas en Ecs.{A.4) son

At = S, (B.2.2)
© Q7+ o

A% = ?Q — <B.2.b>
S g) + C{‘

Para n>0 podemos determinar las transformadas a partir de las

obtenidas para n=0, a partir de las siguientes relaciones

Zn
n d

A = =" S A%, (B.3.a)
L% Z2n (5
dk
+1 'Zh*i Q
A" e = MY S A%, <(B.3.b>
< 2n+1 b=}
dk
er\ ¢
AT = 1" AS’m) , ¢B.3.c>
1=

dkz n



AZ"‘”(Q) = -t 4 A:(m , B.3.d>

con nsiN. Explicitamente para n=1,2 se tiene que

Al((}) = ———‘?—1*—'-—2—*— - ———Z-gg?“?’z s (B.‘i.a)
- QO+ o «2r + >
2 1 40”
A;(O) = 20 3 . z+ 5 > s s {(B.4.b>
- ST o™ €+ oD .
All‘i-Q) = _“_Z'ﬂfl;._ , B.4.c)
s %+ o
2 62 8a’
ATED = P - . - g . B.4.d>
- O+ o Y+ oD
) - ) o -1 1 .. -2
In Lo resonancias =0 Jas TG sOon A COd=an 7, L COI=a T,
c [ )

AZ(O)=2<¢;¢~3, etc., nientras que las TFS dan contribucién nula.
<

V.6. APENDICE C:

Agqui se dan las expresiones para las DE que aparecen en un
proceso de ruido de color. Se determina el comportamiento
asint.otico, asi como el valor que toma en las resonancias.

Las funciones de correlacién gue aparecen en un process con
ruide  coloreado son de la forma (A1) donde (1) y sws@r) son

funciones gue =se pueden escribir genericamente como



T

-—;w— exp{ ~v[t -1 + e 1 vy g LSRN D)

para 0. Estudiemos las transformadas de Fourier coseno (TFQ) y
seno (TFS), va gue estas determinan las funciones de correlacitdn.

Pueden ser determinadas a partir de

. +00 ) ’
[’:.;(Q)] = [ Ke J J d1 exp{ -v[t -1 + e '] } exp{-iQr} . «.2>
S(Q) Im o

Realizando el cambio de variables z=t=3—T

- 1 ‘. .

b) ) Bl A 1{2- : -
(AC(Q.] = of [ Re ) ]- dz o V7 zqu 1 a3
AE'(S')) Im

Esta funcion puede =ser expresada en términos de la funcidén gamma

incompleta TAb1 13:

X
rea> = | A [ A 4>
O

luego de hacer la sustitucién vz=t

3Form.(6.5.1), Pag. 260.
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’ ¢ ’ ' | R I Y
[Ao(“»J = & [ Re J [ v tk yHiO,p) ] . .5
As(Q)

S5in embargo esta expresion analitica no es de utilidad a fin de

caloulos practdoos, Desarrollando e} exponencial exp{-v e‘t} por
su expancidn en serie, la Ec.(C2) ex simplemente
+00
JNEde}) v [ Re | }: -0 1 .
A €D - Im ’
o Nn=—oO
o luego de tomar la parte Re se tiene para la TFC:
+0
™
» - +
Ay = et E i34 [ Ty ] . T
[} n: 2 2
- )"+ O
Nn=0Q
Mient.ras gque tomando la parte imaginaria, la TFS es
+ 0D
v 2" Q
A = e E o [ 3 2] . «a.8d
° ) i+ + Q
n=0

Es de interés desaribir el comportamiento asintéotico de ambas
transformadas, para (21 es posible desarrollar la serie alternada

dada para la TFC Jde la siguient.e forma

160



N .
A = o E Sr‘i’.i [ _?mzvgvf*_’?i"“ S— ] =
‘ ' Ccnted’+ QPO cntr+1d 7+ 0%

j -uo" i
= e‘) n‘; [ 2 2 = 2 2 + €G.9>
— ) CnHed 7+ O 2Cnte+107+ Q7D

Para » <«

Luego la

para ot,

+ Buz(pﬂﬂl > . ]

cented®+ O cintu+1d%+ 02 ntu+d+E 0%

1 se tiene gue

i

ACGD x o + satat <C.10>

¥+ 2H @+ o+

TFC de <(G.1> para v « 1 tiene comportamiento asintotico,

dado por

ACD x v ot o+ satah . A1)

En particular la contribuciéon en la resonancia estara dada por

A = vt o+ ety . A2
C

La expresion para la TrF¢ es una suma alternada de Lorentzianas que

: -4
Liene  comportandento asintotico Q2 7, win embargo la contribucidn
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en =0 esta dada por el primer término de la serie. Para la TFS la
contribucion asintdtica dominante es Q“z, y en la resonancia la
cont.ribuciton es nula,

Exs de interés conocer las Transormadas de Fourier de la funcidn
de correlacion mas general dada por

A" expt ~ult -1+ e 7] ) expi-prd . G.13>

La TFC v TFS para n=0 estan dadas por Ecs.(Q.7> vy 8> Las
transformadas para n>0 estaran dadas a partir de estas dos, las

TFC seran explicitamente para n=1,2 se tiene

+ Q1

—— n ) 2
/\1 ) = -_4” S")-)— [-£;~-, - M'""—""&Q_z”"';";] CCL14.ad
¢ = " e+ OF o 057
e
. r 2
-1 |
AT = e é -(n*l" z[ ! g * 402 - 3](v+f3+n)
- ’ o+ + O Cn+oHIDF O

n=0

G.14.bd

En la siguiente tabla se da la contribucién resonante de 1la TFQ,

para v, (320 y n=0,1,2
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(3=0 >0
e = . - —
ATCOdx 2 T+ 8D o+ T+ 9D
: 2 —1 2 (CJS)
A COOx v+ 8 D) | H3dT T 8D '
AZcodx | 207+ 8™ |20+ 7%+ sa
C
FPara n=1,2 las TFS estaran dadas por
+ 00 :
- T
- 2 +/3+
Ai‘.(Q) = ev (rz > 20<w fr n)Z -, <CA6.2>
Z ! o+ 0%
n=0
2 }: =" 60 80’
A;(K)) = ev llll) [ 2 2.2 - ' 2 2 3]
— ’ o+ "+ Q7D o3+ O
=
CG.16.b>

La contribucion de la TFS en la resonancia serid nula para todo”

ne<i.
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CAPITULO VI

VI, OSCILADORES AUTOEXITADOS QUE PRESENTAN UNA BIFURCACION DE

HOFPF:

Las osciladiones autoexitadas, presentes en varios fendmenos
fisicos, pueden ser modeladas por ecuaciones de formas muy
diversas que describen su comportamiento. Aqui nos ocuparemos de
osciladores  descriptos  por  una  ecuacion  diferencial  de segundo
orden en el GLiempo v qgque presenten una bifurcacion de Hopf para
algun  parametro oritice en el espacio de las fases; «‘_:onsidex‘emoé
agquellos  gue son generadores de onda sinusoidal, es decir agquellos
Cuya szalidia es aproximadamente de esta clase. Pueden ser
representados por

= f{x}(x,i(;t,) » VL1

donde xCLD es la variable dinamica, por e jemplo volta je o
corriente en un dado circuito. Por cada punto encima éle las
variables se indica wuna derivada temporal. f{k) es alguna funcién
determinada por la naturaleza especifica del oscilador a describir
v el subindice ) indica el o los pardametros que caracterizan la
bifurcacién y que dependera de las constantes fisicas del sistema

bajo estulio.

Una caracterizaciéon de 1la forma de obt.ener salidas
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cuasi-sinusoidales ha sido analizada por Stratonovich [St63]1, asi

como los apartanientos del caso senoidal puro.
Si la sefial generada por un oscilador x(t) es puramente

senoidal, y wo es su frecuencia, se satisface la Ec.(VI.1) con

£, Gokitd = -wz x VL2

en cambio si no lo es, pero las desviaciones son pequelas,

introduciendo un pequehio parametro &£ es posible escribir

. 2 . :
f{}\)(x,x,t) = wo x + £ Fo\)(x,x,t) . <VI.3>

La Ec.<VI1.1 con V1.3 permiten describir oscilaciones
cuando excitaciones externas e internas son aplicadas al sistema
oscilante. En este caso F<7\> depende explicitamente del tiempo t.
Oscilaciones externas son usadas 'para sincronizar la frecuencia
del oscilador; este es el caso de excitaciones regulares. Pueden

existir excitaciones irregulares, debido a la inestabilidad de los

pardmetros del sistema, descargas de ruido interno y térmico, asi

como ruido ext.erno. En todos los casos, las excitaciones
irregulares dependientes del tiempo deben ser descriptas

estadisticamente. Luego la sefial generada por el oscilydor a 1z
salida del dispositivo es una funcién aleatoria del tiempo. En

algunos casos no es conveniente despreciar las fluctuaciones, ya

1F’ag 222, Cap.IX ,Vol.2.
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que las mismas permiten obtener oscilaciones resonantes.

i el sistema oscilante presenta inestabilidades en el
espacio de las fases X)) tal como una bifurcacién de Hopf, y su
funcionamiento esta en el régimen de ciclo limite, es de esperar
que el ruido incorpore nuevos elementos que deben ser
considerados, como se ha visto a lo largo de este trabajo. En una
situacion real la potencia espectral o espectro es de interés y la
misma contiene contribuciones de origen determinista o bien
estocastico. Es necesario discriminar unas de otras, para ello un
anAlisis tedrico puede ser de utilidad.

A fin de caracterizar a este tipo de osciladores es necesario

. S es una funcidn

dar una forma funcional explicita para F('}\)

polindmica de x y %, es posible separar el término lineal en x

F()Q(x,ic;t-) = w %X + N{h.(x,:k;b) R VI.4>
donde N{)\) es un polinomio de grado mayor o igual a 2 y la
constante © con unidades de frecuencia w, se introduce para

mantener las dimensiones correctas si elegimos a £ como parametro
adimensional. Luego se tiene que el sistema a describir puede ser
modelado por ecuaciones diferenciales de primer orden en x) e <y
de la forma:

o + ) .
u L()\)“ N(?\gu.) . V1.5

2

'En  la base canonica (el,ez) de [R7, tenemos que u=Xe1+ye2. Las

partes lineal y no lineal estan dadas por
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0 mz

L = [ ‘o ] , ' VI.G.ad

<> . )
~1 EW

! -2 } 2 .
N(Kgu) = £ © N(Kgx,woy,t,) R V1.6.b>

El sistema descripto presenta una inestabilidad, es decir en
un punto AS del espacio de parametros L tiene dos autovalores con
parte real nula amados modos criticos, y en una vecindad del
parametro critico el estado estacionario u deja de ser est,al;le.
Tomando £>0, L tiene autovalores utiQ), con u=cw/2 vy Sh(wz-yz)i/z
para |<00|>|u|. para p<0 la solucién estacionaria u=0 es estable y
para >0 de ja de serlo. En este caso A=sw/2, y AC=0.

Aplicando el Teorema de la Variedad Central [Ke671 se puede
efectuar wun cambio no lineal de variables (x,_v)—-»(Al,Az), en el
punto de bifurcacion p=0, de forma tal que la Ec(VI5) se puede

transformar a una ecuacion diferencial para las variables criticas

A;(Ai,A?) de la forma

A=DA+ F(A , VL7

donde D esx la matriz diagonal con element.os i*iwo. Cuando esta
ecuacion esta escrita en la forma mas sencilla posible se la
conoce como Forma Normal de la singularidad o simplemente Forma

Normal <(FND.
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V1.2, FORMA NORMAL DE UN OSCILADOR AUTOEXITADO:

Con el objeto de ilustrar como obtener la Ecuacion de la
Forma Normal (<VI.7) para wun oscilador aut.oexitado, consideremos el

caso en el cual las no linealidades de (VI.6) estan dadas por

) 2 3
N ud = (cy +d e . V18>
S (cy +dy?) e,
t
A efecltos de encontrar las ecuaciones para las variables criticas

Ai(t,) (i=1,2) efectuamos el cambio de variables
u = A+ uia> + uA> v - CVI9>
1%

donde los findices repetidos indican suma vy {xi,xz} es la base que

diagonaliza a L
0>

= D_ = s VIio
<O> j ik k

en el espacio critico §')C=C. Los vectores U’ del espacio Z;c son
de orden r. La Ec. (VL7) para los modos criticos escrita orden a

orden es

A= D A+ rizbu + f;atA) + oo V111D

donde f‘FrlA) es de orden rz2 en A y Az. Es posible calcular
A"

1

[CE84, ET87, Ti88, DT89, BCA6] orden a orden en potencias de A‘ y

A2 los vectores U TIAD y los coeficientes fzrlA) para el caso
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general de un sistema que presenta bifurcaciones de Hopf [CE84].

Agqui daremos =olo una breve descripsion de como se efectuan los
N H *

calculos.  Eligiendo una Dbase nlm *iwoel*- ez, :cz=n1, evaluamos la

Ec.(V1.7) orden a orden, es decir

a’= [Lu + Naw] "', VL2

que se satisface identicamente a primer orden ya que

= LCA 2> = jw A 2 - iw A x . CVLA3D
T\ o 1 1 0 2 2

A orden r puede escribirse la Ec.(VI.12) explicitamente como

sal= (d-Lu= 1= £ k", <VI.14>

i

donde

D =D A 0 (Y1.15.a>

[r—-s+1)

trl LJArd =1 Is1 du
I''= NG g;:z (B AD" A

1

VI15.b>

La Ec.(VI.14> es definida en el espacio producto tensorial
. *

f’)=$5¢® %*, donde i‘)c es el espacio de los vectores criticos u, % es

el espacio de funciones f(A> en la representacion de Bargmann

[Bast, Bac2). En el caso de funciones de varias variables f(A),

*
A=(A!,...,A >, se define el producto escalar en $
™

171



t.e> = | fCA> gCAY ducAd> V116>

con AL= %, + iy,t , en el cual la funciones {1,‘?’5!!\? 21} forman una
base ortonormal y los operadores éff(A d=A £CAD, ﬁif(A d=(3/3A IECAD
1% 1 v

+ r .
son adjuntos entre =i [ A ,A]1=46 . La medida de integracion es
DR | i}

18]
-1 s 2
dueAd> = 1 exp( Ei’:ilA,J ) i.[-—:li dxidyi . VLATD

El product.o escalar en i)c gqueda definido por

<";”‘j>=‘5-b,- . ' Vv118d

*
Entonces D actua en $ y L actua en i)c. Luego =i L' es el adjunto
de L respecto del producto escalar definido en <(V1.i8), el espacio

%" es invariante frente a L vy L". Es facil ver que el operador

(ri}

£=D-L tiene eutovalores cero, luego es no invertible y JXfu =Kl”

no tendra soluciones para u”’ Aa menos que
K= maced = $ L u#u(fJ')Z(Teor-en\a de la Alternativa de Fredholm).
Debemos encontrar una basie del HuCED e imponer que K" sea
ortogmnnal a cada elemento de la base eligiendo los coeficientes no
concidos f’i” en una forma minima y luego determinar u[”, de

acuerdo a las condiciones de ortonormalidad de los productos

definidos por las expresiones (VI17) y (VI18)D.

zﬂ{a(if): rango de X%; Wu(é‘f+)={ve§3/.ﬁf+v=0}: nucleo del adjunto de .€+;

%Lﬂ'u,(.i’:’+): complemento ortogonal de A" en %.
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A orden 2 tenemos que 1cud = N[ziuui, expresando KZlA> en 1la

base (x ,» ):
1" 2

KZA> = o2 (A1+A2)2(n1+>c2') - f;ztA) . . CVI19)>
L

Despues de un breve calculo se concluye que 0 es vector base para
J’LL<I£+), luego KIZ&A) genera la imagen de ¥ con la eleccién minimal

para los coeficientes

£2ta> =0 . : ~ VL20D
El vector UZIA> lo determinamos de forma gue satisfaga (VI.i4):

123 . z2 ., _ L2 _ _
u'¥tay = (c/iw)) (AT/2 - A2/6 - AAD CVI.21>

2 ., _ a2 _
(c/iw ) (A2/2 =~ AZ/6 = AAD 2,

A orden 3 tenemos que 1= Nm%uui, luego en la base (”1’”2):

KZiA> = -2 (A1+A2)3(7ct+:e2) - rf’tm x I.22)>

Una base ortonormal para HulE> en el espacio % esta dada por
{(ji/’/Z)AfAzn’_.(1/‘/2)A1A;x2}. Cada uno de los vectores base debe
ser ortonormal a szﬁA), lo cual exige una eleccién minima para
los 1 ;31/\) realizada de acuerdo a los product.os escalares

definidos:
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f'i"'%m = @2 d AfA? , f’i"!:A) = (3,2 d AiAZ ) (V123D

Resolviendo la Ec.(Vi.14> utilizando las relaciones VI.22) y

VI1.23> se obtiene:
133} 3 3 z ‘ i
UPIA> = (a/410 ) (A) - A2/2 - BA AD) 2 (VL.24>
) a _ .3 _ z '
(/44w ) (A = A 72 = BATA )

A orden 4, se sigue el el procedimiento descripto, la eleccidon

minimal para los coeficientes es

%Ay = 0, CVI.25)
1
y el vector de cambio de variables
[4 2 2 4 3 . 2 2, 2
= (¢ - 2T +( G 2 + - +
uia> (crw ) =(2c” /271w IATHBA/2IATA_+(3d-(4c” /910 DIATAT
+ Cd/6OA AP+(26% /4510 YA 2+
- 1 2 o’ 2 1
2. 2 4 3 2 2,2
+ (erwl (2’ /2710 IATHBA/2IATA +(3d+cac’ /91w DIATA’

3 2 4
+ CA/6OA_AT-(27 /451w DATT %, CVI.26>

Damos por finalizado el procedimiento con la eleccién minimal de

los coeficientes
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£'2A> = 27d®8iw >A%A%
1 Q 1 2

CVI.2T>
rPA> = - 27d%8i0 >AZA®
2 () 1 2

Resulta inmediato que si A =A:. se tiene qgue f;rh\) = firtA)* y

2
ir} .. Ir N
que U? iA) = U1 tA). Llamando A1=z, z=C y expresando en término
de la base candnica el cambio de variables V19D es

explicitamente al orden 4

* * *
X€z,z ) = -iw Cz-z > —(c/a)(zz—élzlz +z2%y -

* »*
- A8 (z -6z | Cztz > +27 ) +

2

+ (40./135(02) (cz(z4+z4*) - 145dw0|z'2(zz-z *)),(VI.ZB.a)

Y7z > = (z4z'> + i(2c/3w0><z2—z2*> +
+ i(3d/8w0>(z“+z|z|zcz—z*> +z %y 4
+ (c/135w2>(13c2(224+15|z|‘—2z‘*)+
+ 45do |z| 75z +18 |z |?+527") . CVL.28.b>

v la Ecuacion Diferencial o Forma Normal para los modos criticos

E 3
(z,z ) es



% = iz + Gd2D|z|"z + @rdssiv d|z|'z CVI.29>

y su comple ja conjugada.

Estamos interesados en conocer la Forma Normal en la vecindad de
la  singularidad A =0, para lo cual consideramos perturbaciones
constantes &i=u alrrededor de 2°=0. La matriz L «que depende del
parametro p v N gue contiene los terminos no lineales pueden ser

expandidos en potencias de u:

L=L +pLY+squ> , CV1.30)

donde L.D v Nn estan definidos por las expresiones dadas 0 (VI
y (VL8> respectivamente. El cambio no lineal de variables, en

lugar de (V1.9) puede ser indicado por

ucA> = TP utA> + gj__iuj uTiady CVL31>

[j,r} denota orden j en p y orden r en las variables Ai.' Es claro
que UMA> = A2 de acuedo con 1a Ec.<VL.9). La Ecuacién
LA

Diferencial para los modos criticos alrrededor de la inestabilidad

esta dada por

. 400 |, _Ir} i oLLir)
= +
A =¥ _Af, tas LM 5 tasy CVI.32>

13
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donde f:ll'A)=D,”,Aj de acuedo éon la Ec.(VI.13D.

tj,r) , .
Los vectores U’ {A) son evaluados orden a orden de acuerdo a:

o= [Lu + N} _ CVI.33D>

Para el orden r=j=1 puede ser reescrita como

sutttadr = - Ay 2, V1ot
L L

con £ definido a traves de la Ec.(VI.14).

Los veactLores v{Alxl.Azae?} son base para ./f74,(.i€+), luego cada uno de

ellos debe ser ortogonal a f,“’ltA), gue éleginlos de forma minimal
L

no trivial como

£f' Ay = A, e Ay = A . CVL.35)
1 1 2 2

Reemplazando en (VI.33), la Forma Normal en una vecindad de la

singularidad p=0 es

Z = (uHo Dz + @dD|z|%z + @rd’ e D|z]'2 CVI.36>

y su compleja conjugada. Solo se han retenideo términos lineales en
t, va gque como se ha visto en la vecindad del punto de bifurcacion
z es de orden 1 en u y términos de orden superior solo dan
correcciones a la Ec.(VIL.36).

Para dK0 el =sist.ema describira oscilaciones de ciclo limite de



radio (2;1/3‘«:1')1/7' v frecuencia w, oA orden 0 en uyu En esta

ecuacion retenemos términos de orden 5 en (z,z*) para introducir
correcciones a  la frecuencia al orden mas bajo. El cambio no
lineal de variables dadn por la expresion VI.28) a orden cero en
# es suficiente para describir la resonancia determinista,
aparecen contribuciones espectrales de frecuencia w, 2w, 3w, etc.
correspondientes a terminos lineales, cuadraticos, cubicos, etd.
en <z ,z* b respectivamente. Como estamos interesados en las
contribuciones mas importantes, el cambio de variables a orden 0
en i es suficiente.

LLas contribuciones espectrales det.erministas, pueden ser
det.erminadas a traves de las funciones de correlacion del proceso
(x,y0, siguisndo 1= metodologia empleada en 1a Secc.(1.4),
Omitiremos aqui desarrollos intermedios, pero es suficiente para
esto considerar la solucidon estable determinista alrrededor dada
por Ec(I38> y calcular las funciones de correlacién a traves 'de
Ec.<(1.37) promediando sobre 1a c:oncﬁcién inicial con Ec.(1.39).
Las contribuciones no nulas a la funciones de autocorrelacion de

(x> e (yd soan
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<XCE> xCLD> = 2 Re{o <z(t) ZCt2 0> + Cer332¢zad 228> +
+ ac’ |zt |2 |zt > | P> + cdssdiczcd 2oy +
+ Bd Az |22 |zt Pzt + CVI.37.a)
+ ac? 135025% ¢zt > 24Ty +

S T e e e ET Y R O NPT A Y i S D

]

YLD yCLD> = 2 Re{ <zCLd z&L?>> + <2c/3w052<z2(t> z2EL> +
+ 3dsBe >z’ b z2EL2>> +

+ BdsBw D |zt [Pzt [zt P2l o) CVI.37.b>

+ 16c7/1350) 3%z ct> 2Tt ooy +

+ (Zc/9w2>z(i4c2+2?dwo)2('z(b)|4lz(t’)|4> }

De aqgui se tiene que las contribuciones espectrales
principales son de frecuencia w al orden 1 en u, 2w al orden 2, 3w
al orden 3, etc. En ambos c¢asos aparecen contribuciones de
frecuencia 0 al espectro que son de orden 2 en la autocorrelacién’
de x> y de orden 4 en la de (y). La autocorrelacién cruzada de

(x,¥? se calcula en la forma indicada en la Secc.<l.4> del Cap.l.
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vi.a., FORMA NORMAL ESTOCASTICA DE UN OSCILADOR AUTOEXITADO:

Las fluctuaciones irregulares, debidas a inestabilidawies  de
los parametros del oscilador, ruido interno o térmico, on  todos
los casos dependientes del tiempo deben ser consideradas como
ruido  en Ly ecuaciones que rigen Ia dinamica del sistema
oscilant.e.

Las funciones aleatorias que son introducidas en las
ecuaciones originales no conservan su  forma en la Ecuacidn
Dif erencial de la FN. En la vecindad del punto de bifurcacion, los
nuevos términos de ruido son consecuencia del cambio de variables
no lineal efectuado. La forma funcional dependera explicitamente
de Ia gue tenga la Fcuacidén Diferencial Est.ocastica <EDE>
original.  Aqui  se analiza que el caso de ruido multiplicativo
lineal qgue tiene su origen en la fluctuacién de alguno de los
parametros lineales del sistema, y ruido aditivo que describe
fluctuaciones internas o del bafio térmico o reservorio del =sistema
oscilante.

La EDE que tendrid en cuenta tales fluctuaciones sera:

u = L u+N<

Cuad + ddLD + mdbou R <V1.38D
Ny >

bN

donde ddtd es un vector columna y m(td) es una matriz, cuyos
elementos tienen valor medio nulo y funcién de correlacién no
todas nulas siendo ruidos Uaussianos.

Analizaremos agui ambos efectos por separado, ya que no es

nuestro interés estudiar el fendmeno de interferencia.
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Separando un término de ruido aditivo nl/‘zf('t,) el la ecuacidn

del oscilador (VI.3) se tiene explicitament.e que

dtd = P %rcd e, CVL.39)
2

en la base candnica de Rz
Si el término de frecuencia w en la Ec(VI4)> es una funcién
aleatoria del tiempo w(td) que fluctua alrrededor de su valor

medio, es decir

W) = w + 7Ly, : CVI.40)

siendo f(tD> en las dos ultimas ecuaciones ruido Gaussiano con
valor medio nulo, y (W) y () miden las intensidades del ruido en

ambos casos. Haciendo el escaleado vezun en (V1.40) tenemos:

mit) = ni/z [ 0 (1)

0 ] <L . V141D

La FNEBH en la vecindad de la singularidad u=0 sera

#*
z = Qutio Dz + B2 |z|°z + @rd'/Bie D |z|*z + 7' Cecz,z 7>

V1. 42>

*
y =su compleja conjugada. G(z,z > se determina siguiendo Ilas
tecnicas de Formas Normales. Para el caso de ruido aditivo,
expresando ddLd> = 172 nl/zf‘(t) ("1+"z) . en la base (:ei,zcz) es

inmediato que G(z,z*) = 1/2. Para el caso Multiplicativo Lineal
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172 *, 3
mlLou = 172 g LY (zdz D) (ac1+n2) al orden cero en pu en la misma

base, es inmediato que G(z,z*) = 1/2 (z+z*).
VI.4. RESONANCIAS EN UN OSCILADOR AUTOEXITADO:

Daremos aAqui una descripcion del fendmeno de aparicion de las
resonancias o nuevas contribuciones espectrales en un oscilador
aut.oexitado cuyo regimén de funcionamiento sea el de ciclo limite
en la vecindad del punto de bifurcacién w=0. No solo es de interés
conocer Ias nuevas contribuciones o resonancias de origen
determiniz:ta sino las que introduce el ruido estocascice. Se
considera agui el caso de un Oscilador Autocexitado gue contiene no
linealidadess en términos cubicos =olamente, para caracterizar el
fenomeno que nos ocupa.

Realizando el cambio no lineal de variables =z = poexp{u+i3}, con

P 2u/3|d] = ew/3|d|, la Ec(VL42> se vuelve en las variables
Cu,BD:

o = w - (:3y2/20:-0) et 4 ai/zgi(u,()) £CLD

(V1.43>

u = p(i.—ezu) + o‘lzgz(u,f)) ) & #]
Para ruido aditivo: g1(u,6) = -e “seno, g2<u,6) = e “cos6,
1.2 1.2 ,, T = - B N
o = g /2(’)“; v Prara multiplicativo: g!(u,G) = -genie,
g.?(ﬁu,G_‘) = P haosA3, o= n”""'/z.
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VIt A. Ruido blanco:

La FNEOA dada por Ecs. (VI42) y (VI.43) esta interpretada en
el sentido usual del calculo o de Stratonovich. A efectos de los
los cAlculos en Integral Funcional es de interés dar la misma en
el sentido de Ito. Se introducen de esta forma términos de
arrastre espureo.

De la Forma Normal Estocastica de un Oscilador Autoexitado
(FNEOA>D, interpretada en el sentido de Ito, desarrollada
alrrededor de u=0, reteniendo terminos lineales de arraste espureo
e independientes en la matriz de difusién, se obtiene la EDE:

1/

e = - (6;42/%) u + o2 hl(qo-l-?)b) + o zglcwﬁw £,

<VI.44D

d

U= -20 u+ o2 hz(pﬂ“:t,) + ot Zgzcmﬁt) £,

siendo © = 9+?’)t,, Q=0 —(3u2/2w0). Los términos de arrastre
espureo para ruido aditivo son: hi(zp) = senzy y hz(w) = ~cos2y, u
para multiplicativo son: 111(1;/) = sendy y hz(w) = ~cos4y. Para
ambos casos los términos de difusién son: gi(zp) = -seﬁw Y
gz(w) = cosy. El término de arrastre —(6u2/wo)u puede ser
despreciados por ser de orden 2 en u, a los efectos del analisis
que sigue. En la vecindad de} punto de Dbifurcacién podemos
considerar a la frecuencia dada por Q, ya que las correcciones son
despreciables,

Fara el caso de ruido aditivo la ecuacién que se obtiene ha

sido estudiada en la Sec.IIL5. Nos limitaremos aqui a aplicar los
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resultados alcanzados para el caso c=0 en Ec.<(V1.8). Solo
contribuciones espectrales de frecuencia Q y 3Q se obtienen hasta
el orden 3 en el parametro de expansion perturbativo o/

Para la funciéon de autocorrelacion de (x) las contribucion de
frecuencia Q mas significativa, es decir al orden 0 en el
Coeficiente de Expansién Perturbativo <CEP> o/Q y orden 1 en el

pardametro pu/Q que denotamos por [0,1], esta dada por

. . [O,1) 2 . ¥
/ ' & z — N
(xCT D x(())}Q = 2 W Re {(z(t> z(D))o
(V145>

= zc.,>i,;>i cosQr exp{-os4[ |T|- /4> (1+exp-2u|T|MN] }

La contribucién espectral de frecuencia 3Q a orden ceroc en
teoria perturbativa, es decir al orden 0 en el CEP y orden 3 en el

parametro p/Q, es

<xCrd w0y 20 = d/8>% Re <z<1 z?o»o
CVL.46>

=(d/8)zpz cos30r exp{-9o/4[ |T |- A am(1+exp-2u|T[M]} -

La razoéon entre las densidades espectrales obtenidas a partir de
las LEos.VI46) y (VI45) evaluadas en 3Q nos da informacién sobre
la region del espacio de parametios donde la resonancia se

presenta en forma mas intensa. En la regién de parametros o
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[0 3]

(3Q2)
Iy o4 Q
D_ > ) = <V1.47>
3" Q2 Q [0,1] -
fa() (302)
2 2 -2 .
* 510 L T s )

C

Vemos que la contribucidn espectral de frecuencia 30 es
significativa para pequefios valores del CEP y que se vuelve poco
importante en la vecindad del punto de bifurcacién del sistema si
fijamos la intensidad del ruido, pero se satisface que ‘Daﬂ > 2%
Las Fig.(dl.1.a-b) muestran el comportamiento para distintos
valores de los parametros adimensionales o/0Q y pu/0.

En teoria perturbativa queda determinada la otra contribucién
espectral de frecuencia 30 a la funcién de autocorrelacién de (xD,
que viene al orden 2 en el CEP y orden 1 en el parametro u/Q. De

la Ec(II1.66)> se tiene que

[2,11] . 2 3 ¥
<xCTd x(O)) = 2 w Re (z7 (1) = (0))2,30
(VL48)
= (wi/32)p>o (-%--)Z exp{-90/4[ |T|-1/4p(1+expC-2u|T |21}

x Re { &7 [ ACES exp(-2u|T] + B(ED T}

donde AQuQ) y BQuw/) estan dados por las Ecs.(I11.65.a~-b)>. La
razon de densidades espectrales entre esta distribucion y la

dominante de frecuencia 2, evaluadas en 30, es
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A € 19))

. et o - 3(2
{;30( Q7 Q ) = P ,11(30) V149>
E19]
X %Re BQu D + OCosD
Las Figs.dl.2.a~-b> muestran 830 , para wo, es solo funcién del
parametro JEVLON Las contribuciones estocasticas son de poca

intensidad frente a las de origén determinista y son negativas, ya
que =05 < ‘590 < 0. Luego el ruido tiende a disminuir los efectos
de origén determinista, e inclusive desparece toda contribucién de
frecuencia 327 en alguna region del espacio de parametros.
Observemos que para 170—0 toda contribucién de origen
determinista o estocastico se anula.

Sin embargo, en la region de paramet.ros donde las contribuciones
resonantes deterministas son importantes las contribuciones

espectrales estocasticas son despreciables y no juegan ningin 1rol

frente a agquellas.

Otra cantidad de interés, que describe estos efectos, es
8‘30= j)g()/‘é:,g . Su comportamiento, en funcién de los parametros u/N

y o/, se da en las Figs.(L3.a-b>. Es negativa y muestra que en
la mayoria de los casos son de origén determinista. Las

Figs.<Il.4.a~b> nos muestran que §_.= .‘2’)3 es decir Ila

+
3Q 2 89(’2 ?

contribucién neta en 20 es poco significativa cuando es negativa e
importante cuando es positiva en la regién donde se da la
resonancia determinist.a.

Luego, para un oscilador autoexitado con ruido blanco las

unicas contribuciones resonantes son las de origen determinista,
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el ruido solo introduce correcciones poco significativas desde el

punto de vista del fenémeno que se investiga.

VI.4.B. Ruido Coloreado:

A partir de la FNEOA (VI43) y con la finalidad de evaluar
las cont.ribuciones espectrales consideremos gue es posible
despreciar las fluctuaciones transversales al ciclo limite, es
decir alrrededor de wu=0. El cambio no lineal de variables se
reduce a =zZiD=vy exp[i(p('b)+?)t.)]. En el caso que el ruido de color

sea aditivo la dinamica queda descripta por
. 1,2 ~
© = 0o g1(qo+Qt.) <t s VIS0

con g;i(w)-':—sem;f R 01/z=n1/2/2p0
La funcion de autocorrelacién del proceso (x> al orden Oen el CEP

Coy) sera

[ O]
<xCT> XCOX>_ = 2 W’ Rez(rd z <O _ =
Q 1,02

= 2 wz p cosQt expl-aor2 [|t|-dpd>d-~"7 L P
CVI51)>

LLa contribucién espectral estocastica principal de frecuencia 20

viene dada en la funcién de correlaciéon al orden 1 en el CEP por
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[ 1]
*
CXCTD XCODD> =2 wz Rez (1> z (03> _ =
2Q2 1,20

= 2 w(z) p Cossyd expl-Coo+pd|T |+(ocx/2y)(1-e'7 |- l)]}

x [1+¢0/3>%217° 2 ¢ 1<pd%-11 cosz0r - 20> sen2ir >

<VI.B2D>
El parametro o, que fue dejado libre en la teoria, se fija por 1a
relacion o = 1.2 [1-!—(('\')/}/)2]_1 para asegurar la convergencia de la
serie perturbativa.
Para o/3<d, la Ec.(V1.52) es simplemente
t11

RETD RCOD> = ‘*’f; 1 Coragd expl-p |t |3
22

w [14¢3/90%217% € 1<% 11 cos26r - (A1) sen2r )

VI.53>
La contribucién al espectro de frecuencia 5, que se deriva de
Ec.(VI.51) a través de las relaciones dadas en el Apéndice C del
Cap.V, muestra que el comportamiento asintético del espectro ‘es
Pk k—“ mientras que 1a contribucidén a la frecuencia 2?),
evaluada a partir de Ec(VI52) con las relaciones del Apendice B
del Cap.V, es P o k2. Luego, es posible comparanr 1a
contribucién de la cola de la contribucién de frecuencia Q cén la
resonancia en 202

La densidad de potencia espectral o espectro para la

N
cont.ribucién resonante en 2, en la aproximacién oy, es
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82D = 12 w _Corr> usyd [0 ~11 11+ %172
20

V154>

Se concluye que es una contribucion positiva para 5/}' > 1, es

decir cuando el t.iem-po de correlacién del ruido es mayor que el

periodo de oscilacion de ciclo limite. Si es igual la contribucién

es nula y si es menor la contribucién es poco significativa. Las
simulaciones numéricas como se vera corroboran estos resultados.

La contribucién espectral principal de frecuencia ?), evaluada

en 25, para 5/;/ > 1 es

DD = 12 w Corrd uryd Gy Ty %12

9
VIS5

La intensidad relativa de la contribucién resonante oo, respict.s  a
la cola de la contribucién de frecuencia dominante es

8 2w o

—~2Q—— = () Ty 0T-11 . VI.56D

D 2D

Q

Esto indica gue, si el tiempo de correlacién del ruidoe es mucho
mayor que el periodo de oscilacidén de ciclo limite se tiene una
contribucion  al espectro significativa. Es por esto que nos
referimos a este fendmeno como de resonancia estocastica. Estos
resultados estan cualitat.ivamenté: de acuerdo con las experiencias
numeéricas.

En las Figs.dII-X> =e muestran algunos resultados de las

experiencias numéricas. Se dan los graficos del espectro de las
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funciones de correlacién (z,z*) en funcién de la frecuencia para
una bifurcacion de Hopf en presencia de ruido blanco y coloreado.
Tambié¢n se muestran los graficos para las funciones de correlaciéon
de los modelos considerados en este trabajo que tienen Ila
finalidad de ilustrar el fendmeno estudiado. Se hallan comentados

en el pie de pagina de cada una de ellos.
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Conclusiones



CONCLUSIONES:

Se investigan, en este trabajo de Tesis, cuales son los
aefectos del ruido en sistemas dinamicos gue presentan
bifurcaciones de Hopf en el regimén de ciclo limite y en la
vecindad del punto de bifurcaciéon. Se investigan tambien modelos
sencillos de procesos estocasticos definidos en un anillo.

Se determina el espectro o densidad de potencia espectral de
tales sistemas en presencia de ruido blanco y ruido de color.

Los sistemas dinAamicos estudiados son procesos estocasticos
definidos en espacios compactos. Para su investigacion es
suficiente utilizar una formulacién perturbativa a partir de las
representaciones por integral funcional. De esta forma es posible
calcular densidades de probabilidad de transicién, funciones de
correlacion y momentos para procesos estocasticos definidos en un
anillo. La extenwsién al toro resulta inmediata y puede ser de
utilidad en el estudioc de osciladores acoplados autoexit: ks con
ruido o cualguier sistema dindmico que presente multiples
bifurcaciones de Hopf. La generalizacion a otras variedades
compactas que puedan ser expresadas como el cociente de espacios
abiertos por algun grupo de tranformaciones, es un punto abierto a
futuras investligaciones. La comprension de estos problemas no es
solo de interés en la investigacion de los Procesos Estocasticos
sino tambien en MecaAnica Cuantica.

Se presenta el formalismo que permite obtener las
representaciones por integral funcional para el caso que el

proceso estocastico este definido en un anillo. En el caso de
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sistemas que presentan una bifurcacién de Hopf la dinamica puede
ser descripta en un espacio semiabierto, el cilindro, para el cpal
se pueden aplicar las técnicas de integral funcional
desarrolladas.

El esquema perturbativo queda establecido a partir de definir
una funcional generatriz de funciones periddicas. EstaA es
coincident.e con la dada para la recta, pero la prescripciéon para
efectuar los calculos de promedios de las variables estocasticas
as diferente.

Para realizar calculos perturbativos en el regimén
estacionario ha =sido necesario establecer una funcional generatriz
libre o no oscilatoria, que contiene términos no oscilantes. Un
aspect.o de interés, lo constituye la condicién sobre la fuente de
la wvariable dinamica que esta definida en la funcional generatriz,

que permite caracterizar el regimén estacionario e independizarnos

de las condiciones iniciales. La condicién de regimén
estacionario, es decir que la integral - sobre el lapso en el cual
esta definido el proceso - de la fuente sea nula, implica una

unica eleccién para la misma, esto es, que sea combinacién lineal
de distribuciones delta de Dirac con coeficientes enteros tal que
la suma sea nula. Esta condicién es el punto de partida para
efectuar los calculos perturbativos que combinan esta prescripcidn
con la de las técnicas wusuales en integral funcional. En un
espacio abierto, como la recta real, no es necesaria tal
condicién.

Se determinan las contribuciones espectrales para procesos

estocasticos con ruido blanco. En este caso no es posible
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referirnos a las mismas como reson;—nncias, como se muestra en el
Cap.Vl para un oscilador autoexitado con ruido las contribuciones
espectrales estocasticas son despreciables frente a las
deterministas en la regién del espacio de parametros donde estas
se vuelven importantes. Las contribuciones espect.rales
deterministas y estocasticas entran en competicior en un:  region
del espacio de pardmetros que carece de interés ya que las
contribuciones son de pequeiia int,ensidad.. Luego en un sistema
dinamico con ruido blanco que presenta bifurcaciones de Hopf, las
Unicas contribuciones espectrales resonantes son las de origén
determinista.

Se demuestra que para sistemas dinamicos con bifurcaciones de
Hopf gque contengan fluctuaciones con tiempo de correlacién no
nulo, tal como el caso de ruido coloreado que satisface un proceso
de Ornstein-Uhlenbeck, el espectro contendra contribuciones
espectrales relevantes a las cuales nos referimos como resonanbés.
En el caso de que el ruido sea aditivo Cmultiplicativo) la
contribucién perturbativa al espectro es de frecuencia igual al
doble <(tripled de la fundamental o de oscilacién de ciclo limite.
La dinamica de los sistemas estudiados queda esencialmente
descripta por las variables lentas o criticas, en el caso que el
tiempo de correlacién del ruido sea mucho mayor que el tiempo de
relajacion de las variables rapidas o no criticas vy siempre es
posible realizar una eliminacién adiabatica de estas ultimas
[Le®5). Luego es posible describir el sistema unicamente por la
ecuacion de la forma normal estocastica para los modos criticos

con ruido de color.
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La resonancia estocastica se verificarid solo en el caso que
el tiempo de correlaciéon de los ruidos sea mucho mayor que _el
periodo  de oscilacion de  los modos  criticos. El fendmeno se
acentia cuando mas coloreado se vuelve el ruido. El sistema
responde ante el ruido de color como si estuviera excitado por un
forzado periddico de amplitud constant.e y frecuencia préoxima a la
de oscilacidn de ciclo limite. Este ultimo caso ha =ido
investigado recientemente [FH83, MW89, GM89} y == lo ceporta oomo
resonancia estocastica. Sin embargo, el origén del fenémeno es
diferente, fluctuaciones irregulares o ruido de color en nuestro
caso y regulares en los trabajos citados.

Experiencias numéricas permiten corroborar los resultados
tedricos alcanzados, tanto para el caso de ruido blanco como de
color. Estas permiten ir mucho mas alla de la teoria, gque como se
ha sefalado es a partir de técnicas perturbativas.

[l fendmeno de resonancia estocastica para los sistemas
dinAmicos que presentan bifurcaciones de Hopf es una consecuencia
directa del hecho que la forma normal estocastica contiene
términos resonantes gue no pueden ser eliminados en un cambio no
lineal de wvariables. En otras palabras, es wuna consecuencia de la
ruptura de la simetria que introduce el ruido y que se manifiesta
en la no invariancia de la forma normal estocastica frente a
transformaciones de fase.

Los =istemas dindmicos que presentan bifurcaciones de Hopf
han concitado la atencién de los investigadores en esta década.
Osciladores autoexitados y e}l fendmeno de variabilidad climatica

presentan estas caracteristicas. Recientemente [Co%0], el estudio
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del fendémeno de oscilacién de algunas estrellas pulsantes, ha
despertado interés en la Astrofisica. La inclusion del ruico en el
modelado debe ser tenida en cuenta y evaluar los efectos a los que
da lugar es de gran importancia para dar una descripciéon completa

s %;/
e /

del fendmeno.
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