CAPITULO I

TI1.1. INTRODUCGCION:

Se  presenta el esquema perturbativo en Integral Funcional
para determinar funciones de correlacién o momentos en el régimen
estacionario. Para ello, se introduce un modelo no perturbativo,
el proceso  de Wiener en el anillo a fin  de establecer los
prinuipios sobre el cual se asienta el calculo perturbativo. El

mismo es considerado, a continuacidon, para un modelo simplificado

que muestra como se determinan las nuevas contribuciones
espectrales.
El e je central de este Capitulo es determinar las

contribuciones espectrales de sistemas dindmicos gque presentan
bifurcaciones de Hopf. Para ello, el punto de partida es
considerar la forma normal estocastica de wna bifurcacion de Hopf,
la cual es presentada en el sentido de Ito, dado que la misma
facilita ] tratamiento en integral funcional. Se consideraran los
casos de ruido blanco aditivo y multiplicativo lneal.

1

111.2. PROUCESO DE WIENER EN 5. DESCRIPCION A PARTIR DEL

FORMALISMO EN INTEGRAL FUNCIONAL:

insideremos  la  Ecuacion Diferencial  Estocastica (EDE>  que

1
caracteriza al Proceso de Wiener en 57:



6 = w+ &7 CIIL1D>
Onod 2r>

donde (L) es ruido blanco Gaussiano delta correlacionado y & su
int.ensidad de ruido.

Estamos interesados en el calculos de funciones de
autocorrelacion de un proceso h{8t)), s=iendo h(BY 2n periédica.
Es entonces posible definir a partir de CdIS59) la siguiente
Funcional Generatriz FG> de promedios estocasticos de funciones

2n peridéddicas:

- T - -
* * .
Z 1,13 = [ Dqg Dy exp{ift dr{pg - % <p> + jq + | p]} SCqit >-6 >
0

aIl.2.ad

H (P> = -is2 & p° . <TI1.2.bD

El  subindice 0 indica gue estamos en presencia de wuna teoria
libre, es decir H'O no contiene funciones periddicas. La FG@ dada en
112> la conoceremons de agqui en mas como Funcional Generatriz
“libre' (FGLDY 0 no ()scilat.c:)rl-ia, la  misma es QGaussiana y en

consecuencia su integracion es inmediata:

T
. . * — :
ZLij1= exp{ ie jt dr j<r> }

0

- T T
. - -
x exp{*i/z J J dr dv’[ 21 KIS’ €1’ + KRG, 1) K1 D} }
t L

O (o]

AaI1r3a»

a
a



siendo lax funciones de Green

SCr, )

QCt-1’> s <JIT.4.a0

RC1,T°) = & (min(r,'r’)—tn) . AIl.4.Db>

Not.emos gue Z [, j 1--0 cuando t —s-m , a menos gque se satisfaga
(W ) O -

J dr 3 =0, CITL5SD

(8]

AN cuyn saso es posible definir una Funcional Generatriz  Libre

Estacionaria (FGLED:

. .
J dr drtl 2i IS, )+ KD, KT )) }

<111.6D

donde la funcion de Green estacionaria es

PDCr,t°) = & min€r,r ™D . <I11.7>

D acuerdo a la condicion AITSY o estacionaria sobre Ia

fuente §, Ia misma debe ser evaluada como

Jj<od =%, n SCo—-t D . aIr.s8.a>
L t
eZ



L n =0 . ' CA1L.8.1D

ie=Z
con ne&Z. En consecuencia solo es posible calcular  promedios
i .

estocasticos de la forma exp{in] 8LI-6CL>]} a efectos del calculo

de funciones de correlacién del proceso h(8<(L)). Explicitamente:

Cexplin] 8LI-0¢t D] 1> = explinect-td} Ef;sfn(é(o——t.)ﬂr}( oL 30 ]

exp{inwit-t"d-£n’ jt-t> |}

CI11.9>

Como se ve estLa cantidad es estacionaria, es decvir depende solo

e La difevencia T=t-1’. La funcion de autocorrelacion de h(8) es

st

KO = <heact) head, ™= ¢ b | <explin[ 8<t>-6Ct>>] 4>
? A

aI11.10D

Teniendo en cuenta que el valor medio de h(eL)) es ho’ 1a
variancia del proceso hOLY) esta dada por dII10) pero n=0
excluido en la suma.

Para un proceso de Wiener con w=0, la variancia es.

simplemente

oCT> = T (2/n”) expi-en®|T|/2} . CIIL.11>

N0

La funcién de  autocorrelacién de un proceso de Wiener

definido en R, es simplemente dada por Rd,LD que es no



estacionaria, mientras gue si el proceso esta definido en s!' es
simplemente KOD=r40(T> el cnal es estacionario. Dos cantidades de
interdés maracterizan a un proceso  estacionario, tales como el
tiempo de  correlacion T,V el weeficiente de intensidad 2 del

proceso 006L), Asi:

aw = [ dr oD = ?~ tCad> N2>
- -

nos da una idea de la intensidad de las fluctuaciones, mientras

que

2 - ery = 2 L6 ‘
o= I ‘[0 dr 1 o) = el e CI11.13D>

nox  da idea del lapso sobre el cual 1a correlaciom se extiendes
entre valores del proceso L. § es la funcion Zeta de Dicmiaon

1 : ) N R .
FADIY definida por K(S)—-—{‘,’(:lk s =eiN. Se podran despreciar
correlhaciones cuyo Liempo de geparacion T sea mucho mayor que L
de A e Liene apes parsa bajese inLensddoades de raido todas
Ly corerelbacionss se vuslven importantes, yva gue el sistema se
relaja lenbamente.

FPara determinar  la  Densidad  de  Probabilidad de Transicion

(DPTY =e pueden utilizar los resultados conocidos para el proceso

e Wicner on I recta

1 Form.23.2.1.(Fag.807)

£ CAd=n"/90=1.0823 y £ <6>=1.0173 (Pag.811>

A
2



. 1 {(x~-x ) '
PoCx, . = s E@RpLT o5 - . TR
wOt I = T *’*P{ 2z |?] : A
donde x<IR y r=t- |
9
De las Bos, (J154) vy (J1.56) se tLiene
1 - co-e +2nmd’
TA]O by = ot R R o S . JIT.15
‘l l [4] (8} 27‘{5_11 ' }_' va{ Zgiil } L1535

“

E=st.os resultados pueden ser alcanzados  alternativamente a
partic Jde Ia Bouacion de Fokker—-FPlanck (BFP), con condiciones de
cont.orno  periddica para la DPT dada por EcdIL7> vy coﬁdicién’
inicial  dada  por Ec<ll.6>). Una técnica a u.tilizazv es separaciéon
de variables que ha sido profusamente utilizada en la bibliogrgfial
fRig1, dad3dl. La condicién de normalizacién para la DPT debe ser
definida  en .'E’, luego la  corriente de probabilldad debe ser
periddica. En un proceso de Wiener lineal la DPT y la corriente de
probabilidad se anulan en fown, pero en el anillo 5! los extremos
del intervalo se identifican mutuament.e, en consecuencia se tiene
una convlicion de continuidad en todos los puntos de este. Las
soluciones estacionarias de la EFP han sido tratadas por Gardiner
[t1a83] para contornos reflejantes y absorventes, y ocomo e jemplos
Lrata procesos de VWiener. En particular Risken I[Rig4] ha tratado

el caxo de movimient.o Browniano en potenciales periodicos.
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111.3. CGONTRIBUCTONES ESPECTRALES EN UN FROCESO ESTOCASTICO

UNIDIMENSTIONAL DEFINIDO EN &'

ngideremos Ja EDE i-dimensional

D= o+ s g £ A <111.16)

nod 2>, .
Q= gt D
o O

domde g453 vy =su derivada s=son funciones 2n periocdicas v continuas
en [0.21)], de forma que admitan desarollo en Serie de Fourier.
Pediremos que sean funciones acotadas en (-1,1) para asegurar la
convergencia en los cAlowlos gue siguen, La EDE <(JI1.16)  puede ser
interpret.ada en un sentido arbitrarvio, es decir =i realizamos la

particion temporal del intervalo (6 £ en N trozos de forma tal
LN

e L= ¢t + jeo <Cj=1, ,N+1> donde s=(t-t. D>~N, L=t Lenemos  que
} (%] ) [} N+1
11

, G s AG CAB =6
i it j i

8. . AN s5=0 la EDE se dice

Gt Dy = £
) -1

-
vques Ly EDE e interpret:xs en el sentido de 1to (prescvipaion de
discretizacion  del pre-puntod y  ssi s=12 en ] sentido de
Stratonovich o  del calculo usual  (prescripcion del punto medio).
Nosotros nos independizaremos de 1a prescripcion de
discretizacion, elegimous una arbitraria con sel0,1] pero a efectos
del tratamiento cvon integral funcional levamos esta EDE a otra
definida en el sentido de Ito. Luego de un calculo estandar que no

daremos agui pero gue esta detallado en el Apendice A se tiene la

siguient.e EDE
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1

0 =+ 5 & gl@ g + & Pged Ly, CAI1.17>

e = 0Ct D>,
[ ]

0

donde £=10,11 ¢ g’ indica derivada de g con respecto a 6. El
faserminog g00) 27 ex conocido como de arrastre espurio.
El Hamiltoniano correspondiente a integrales funcionales definidas

en el espacio de fases (J1.51) sera de acuerdo a I1.53):

w1 Clpaptd = -2 o Anpz + } (—mAL;»z/z -Bp) explil[ q+0t]} ,
Lez
(0]
CI11.18>
donde A y B son  los  coeficientes de Fourier de gz(e) y

L i

g0 g’ respectivamente vy Q=w+BO . y<€0) indica prescripcién de
disovetizacion  del prepunto en la  integral [‘uuc:iunal y Z?n=Z‘~{0).
En el Hamiltoniapo hemos separado explicitamente dos Lhoeminos, uno
libre o no osacilatorio a partir del cual se efectun el calculo
perturbativo v el otaro término oscilatorio o perturbativo.

A continuacion e TR Y el caleutlo de IAa funcion de
AavLocorrelacion del  progeso  cosdb), lo gue dara origen a la
aparicion  de  las  contribuciones espectrales orden a orden en

teoria perturbhativa. La funcidon de autocorrelacién estacionaria es

GCTY = 1.2 Re{ <exp| I(OCT>»-0¢03)] ST+ <exp[ i(6<TY>+ac0»)] $°Yy ,
119D

La funcional generatriz (FG@ dada en Ec.(JL.59) la expresamos como
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- n b3 e ]
2Lij1 = } “;]r I Dp Dq (-if ar o “lp,q;id)"
t,

i Yoo o
T .
® exp{i r dr | pyg —%')(p) + jg + i pl }J >
T ) Ayt D=0
o (o} o
CIT1.20D5
siendo el lamiltoniano libre o no perturbado
% p> = (—1/2)5-A0p2 , CI1L.21)>
v la parte pertuabativa
x O - - 2 ) - ]
K paptd = (alp -[3‘ p) expiilf gL} } . <JI1.22>

L FZ
[}

o "*L:(""/'»)/\L v I?l‘:‘-.':'l!L O Fl tArmine n=0 en la o sama Jde la

Ec.CII1.20) define la FOL, que al ser integrada e imponiendo la

condiciéon de régimen estacionario JILSY permite obtener la FGLE
dada en dIL6). En este

caso las funcionesxs de Green son

SCr,r’) = OCr=t" . a11.23.ad

PCr,r’y = e.AO mindy,r’) J11.23.bD

Laa contribucion a orden cero a la fvincion de correlacion GOTY, de

Acuerdn A ba condicion sobre La fuente vieone dada por
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Cexpiif CTI-aC0d] }>ff""= exp{iQT} ;zz'“[” (5Co=TI-EC6));0]

= exp{iQT-(2A /2) |T|} . CII1.24)

Por no satisfacerse la misma condicion se tiene en cambio que

<exp{i[ OCT>+6>] 1>2%'= 0 . Q1125

Luego la funcion de autocorrelacion del proceso cosf es

G C(T> = 1,2 cosOT exp{—(aAo/Z)'Tl} . CI11.26D>

A orden 1 Ia contribucidn del FGLE es

2%t 4.5 1 = -ie f dt h etV g [-é-z-*--—ﬂi -6 ( ! é-—*—»«-—)
g ' LT Lt Al st
(8]

x zzstj(o)+lé(o—t,);j*<a)]

A11.27>

La unica contribucién no nula a la funcién de autocorrelacién
viene dada por el término l=-2 en la suma, ya gue solo en este

caso se satisface la condicién (J11.5), siendo
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Cexpii] BCTI+E €O | }>‘;"3"= exp{iQT} Ejsf(&(o-'l')-é(o));ﬂ] =

¥ L2021 &7 16
wm = F o ey Yoy * - ne L .. . Y : ’_'_‘_ S
fe explial} J“” = [*2 RN i1l AR O 4:3_,*0,))]
e)
p e W
<20,
fig 6I=ECe=TIHEC 0 I~25Co~1D
j Ced=0
<111.28)
Utilizando Ja relacion (9) del Apendice A
1 5 =z T
i ke Ty = - et oS 4 CI11.29.
AT 0 Im dt’ et -t> jin Z o, 111.29)

evaluando en las fuentes, y teniendo en cuenta gque la prescripcion
de discretizacion elegida es la del pre-punto (es decir 6(0)>=0) la

CeLlIT.28) swe expresa como

T
Lanpfi] ACTIHC0D ] }>:~e,t= 1 exp{ildT} J dt. [ex
i -

C1+OC-LI>+3 1
2 -2

x C1+00-L)) exp{-i2Qt + Zngmin(t,,O)}

CIIT.30D

Este Lérmino da solo contribuciones espectrales a la recuencia
fundamental QO dada en dI1.24),  introduciendo =olo correcciones a
esta. El otro término que aparece en la funcion de correlacion
adr> tiene contribuciéon nula ya gue no se satisface en este caso

la condicion (JI1.5) sobre la fuente j.
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Las nuevas contbribuciones espectrales, de [frecuencia 3Q,

vienen al orden dos. En este caso la contribucidon de la FGLE es

—d

2 T T —
o5 & v
#4531 =~ & dt dt exp{iQCl t +1 t O
t
") ") Z
(9]

&7 52 1S
[. Crprens)n TSP s)] ["} Fita) A g $1‘i"“€t;s)]

“’h(nﬂ (5Camt DH]_S5Comt D3 1Y ¢
<1131

Loy commteibucinonm Al orden 2 a GCTY viene dada por loss Lérminos

1 =1 =170 en la suma de (I11.31):

Cexp {i[ BCT>~6C0>] }>Z”‘= exp{iQT} ;z:sfcéco-n—(sco));r)] =

£ ] - . -
= - & exp{iQT} JL dt,1 f (‘lt,2 { é e\xp{ii)l(t,1 t,z)}

/]

5 , &” . 16
. [ \ (a3 )2] By [ iy 3’;*2{7 ]["‘~t [”éfi*«,l)z.]“ﬁ-L( 137w >)]

JC o D=5 Co~TIHECDHI(S (ot D-6C-t D)

X 1 2

d Ced=0

C111.32D

El procedimiento para evaluar esta expresiéon es el siguiente:

whilizamos  la relacion (JIL30> y evalunamos en las fuentes con la

presaripaion  de  discretizacion del pre-punto. Teniendo en  cuenta



el integrandoe es simetrico en las  variables de integracioén,

pucsto que ba suma ge extiende sobre £
O

eal

Coxplif @CTI- a0 ] }>;

r

=~ 20 explCiQ - T |

t
-4
t dt. Jl de. g Lty f ct)

(8] © neE
o
CHRE.G3SD
siendo las funciones integrando
g (L DO = Ot D(a &L D+ )
3] 1 1 Yy 1 r
erplAnOL =oAL /2D 20t “mindt ,«)))h{"t,' 1%, CITE34.20
<ty = (UL ) (o OCL DFnd+3 )
n 2. I -y 2 el 3
. 2 T
¢ expltinQt ~(s 2)[ 2n(~1._+mindt -n"t_ 1} 34.b
€3 pf .lnSNz (LAD//)[ 2n( 12 mln(iz,O)) n (2]} JI1.34.bD

Agqui no ex nuestro proposito integrar explicitamente JI1.33) sino
calcular: s0lo contribuciones espectrales o resonantes de

frecuencia (n¥1>0, nx0. Estaran dadas por

Cexplif ¢TI~ > =
2.r1es

= - &0 exp{(iQ - £A_/2)T} } G T [F’r(()") - F WDy,
1 1 N

ness
l:)

C111.35)>

tdonde G (LY s Ja primitiva de Ia funcién g (L) y F L) es la de
” ’ T n
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£ <63, mientras qgue F <0 - F 0> es la discontinuidad de la
integral en LZ=O. Es este hecho el gue introduce 1a aparicién de
nuevos  btérminos espectrales o resonantes. Hasta aqui no se ha
dicley - naula acevca  del  parAametro de  expansion  pervturbativo, el
mizmo  debe /ser- una cantidad adimensional, un simple calaulo
muestra qgque el mismo es £ La demostracion se efectua en el
lap. V. En  términos de pardmetro de expansion la Ec/IIL.35) es

explicitamente

Cexpii[ 8CT>-0¢0>] }>:’S: =
,re

=3

= (-%02 } D e/ expil i(n+1)§)—(n+1)25A0/2] T}

nes
o
I11.36.a>
o+ R nino H3 D DAL +Hn0a H3 D
D (E)= T n - ;Y'v _ =Yy il 4}
Y (in—EAgn( n+2>,2) (- in+EA0n /2) (-1 r;.+EIA0n(n+Z)/2) ’

BB R IRCTON

siendo B=as 0.

l.a  otra contribucidon a G al orden 2 esta dada por
].‘=-~<fl?~?2)?f() en la expresion ((I11.32)>. Los calculos no seran dados
A, va gque no  ofrecen  nuevas alternativas, se evaluan las
fuentes, se sigue utilizando la prescripeion de discretizacién del
pre-punto vy ose tiene en cuenta que el integrando es simétlrico en
las variables de integraciéon.  Las contribuciones espectrales
nuevamente GLienen su origen en la discontinuidad del integrando.

Expresada en términos del parametro de expansién



st

Cexpli] OCTIHOC03] 3> =
2,r1es
(%-)7‘ E CeD expll i<ﬁn+1)§')-(.n+1')zeA0 /2] T}
7.62‘
O
CIILAT .2

ot F {?

L2 (C2tnd o +43 h) B+ (3+Hnd o 2 )
FAF et ) S _onnA mn-2t ~n-2 “n-2
T (in- F.A‘_ NninE222)1(-i (n+2)+EAU(n+2') 72) (-i (.n+2)+EADn(n+Z 2-°2)

CII11.37.b)>

Do do visto hasta agui a orden 2 en el parametro de expansion
£70 aparecen términos que dan nuevas contribuciones espectrales de
frecuencia 0, ., 20,..

El procedimiento agui detallado puede seréa extendide para el
calculo de funciones de correlacion de cualquier proceso hde> 2n
periodico. Hemos:  elegido agui el caso h@@)=cos6 por ser este el

que merd considerado en las proximas subsecciones cuando

consideremos el calculo de funciones de correlacién a partir de la

Forma Normal de la bifurcacién de Hopf.
En algun caso puede ser de interés conocer wvalores medios de

un provesoe hddd, que se remite al caloculo de los valores medios

LexplinTI> = explinQT} Zf ndC--T;0] s I11.38)

con et A orden cero en Leoria perturbativa la contribucion es
nula  de  acuedo con la condicidn estacionaria dI1.5). Las primeras

contribucioness no nulas aparecen al primer orden. las mismas  son
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tLodass e frecuencia Q.

111.4 FORMA NORMAL ESTOCASTICA DE UNA BIFURCACION DE HOPF EN EL

SENTIDO DE ITO:

Las Ecuaciones Diferenciales Estocasticas ((EDE) dadas en la
Secc 3. son  interpretadas en el sentido usual del célculo o de
Stratonovich, en el cual las funciones de las wvariables dinamicas
son interpretadas en la prescripcion de discretizacion del punto
medio. Puede ser de interés en algunos casos tener EDE definidas
en el sentido de Tto, es decir con prescripcion de discretizacion
del pre-punto. La tLécnica como pasar de una EDE interpretada en el
sentido  de  Stratonovich a otra en el de Ito ha sido tratado
profosament.e en  la  bibliografia. En el Apendice A se da una
demostracion trabajando en el discret.o de como pasar Jde ana FDRE
dawda en un sentido arbitrario a otra €1 i Jipdan TS T

prescripaidon siguiendo las  técnicas desarolladas en  [LR821.  En

t.odos los casos, se introduce un términoe de arrastre espurio que - -

debe ser considerado. En este trabajo elegimos como convencion la
interpretacién de Ito, siendo necesario dar la Ec<I.10> en tal

sentido, Asi, realizando el cambio no lineal de variables [SV87TL

z = /4 e CITL39)

con M= oen el caso (A v M= + w2 en el (M), la EDE (110> en

el sentido de Ito es
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A= w-M¢pe +

o= M -2+ 12 v h (u,8> + T

172 v h Cu,e> + i

g, <u,6> FL)

-2
= senz2@

-2u
= cosZa

sicndo para el ocaso CAD
h (u.@>
1
h_ u,8>
2
v para el D
h1 C1.8) = -2 send

h<uBd> =1 - 2
2

Realizando Ia

alrrededor e

¢ = —20M u + w2l

0 =

siendo para el caso (A)D

h1(yl) = senzy

y para el (M

send send28-A) -

sustitucidon

“ZM W+ wsZ b CpHOLD 4+ v:

co=(26-A) + senl2(268-A>]

cos[2¢26-A>]

<1.13> con

Q= w - M

u=0 Las EDE (I11.18) se reducen a

1V ety + w72 g, CpHOt> F

A

g (ptOt> FdO

, l;z(w) = ~COoS2y ,

2 g, 1.8> FCL

AIL40D

CII1.41>

C1I1.42>

Iinealizando

CJ1L.43)

CIIT. 44>



111(74:) = =2Z2a sen2y * sendy , h?(w) = -2Z2a cos2y ~ cos4y . C111.45>

TI1.5 FORMA NORMAL ESTOCASTICA DE UNA BIFURCACION DE HOPF CON

RUIDO ADITIVO:

LA Forma Normal Estocastica de wuna Bifurcacion de Hopf
CFNERIDY en presencia de ruido aditiveo, como se ha visto puede ser
franxformada a una EDE para variables (u,8) a través del cambio no

lineal de vaaariables:

7z = Y expf{ut(p+Ot.D} <I11.46>

COnN Or=co— L3 La EDE obtenida viene dada por Ia - Ec.<111.43).
Consideraremos por simplicidad el caso 3=0, la EDE 1nt,e1~pret,ada4 en

el sentido de Ito es

¢ = 172 v =enly - Ui'/zsenw LD
o= -2 u - 12 v coxZy + vifzc:osw <ty |, J11.47D>

w::pi-wt,

donde uslR define  peguelios  desplazamientos  “transversales" a la
goulucion  estable u=0 vy q{.”(—E‘Ei define la fase de osacilacion del
sisstema,

Est.amos interesados en determinar las contribuciones

espectrales o resonancias que son Armonicos  secundarios a  las
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funciones Jde correlacion . cruzada vy autocorrelaciéon del  proceso

. .
L,z )
N X . g - .
Czoz’d> {zCbozdtH)> . CII1.48>
respectivamente, v |SUS comple jas con jugadas. Asimismo

determinaremos los momentos y funciones de correlacién del proceso
) *
(z,z > al orden cero en » o contribuciones principales.

De acuerdo a los resultados alcanzados en el Capitulo II., se
tiene gue la Funcional Generatriz Jde momentos vy funciones de

correlacion es

T
g s 2 ¥ . . L0 ) ]
SEj.i 1 = l Dyg Dp exp{if ddr [p1ql+ b, ot i’e,g;t) +

iy t
(8]

* »*
+ 1qu+ quz-l- j1p’+ ‘_jz])z] }
oSGy L D= D> Sy (L Dd-u >,
1 18] O 2 (@] 0
I11.49>

stendo Jorr momentos  conjugados B:(pl,p?) \Y% g,]::(qi,«]?) . las fuentes

o

*
j=Cji ,i > =Cj , i & rdid: = integracid
A=CH -0 v J 1,51, y la medida de integracién

Dg Dp = Dqquszll_)pZ. El Hamilt.oniano es



b ) . . L7 £. ; 2 cost ‘
M, post) = —~is2 » P, sen q’+wt,) - i72 v P, cos (.|1+Ll)t,-) +

+i/2 v 2 PP, s:en(qjhot,) cos(ql-i-wt,) -
g U (21t q?+ 172 v t::c_ws[?,(qi*'mt,)l) +

-+ P, 1.2 v Ften[2(ql+mt)fl s CA11.50>

del cual es posible separar una parte "libre’ o no oscilatoria

A Pty = =172 /2> pz - 172 Cu2> pZ - 2 p. airsn»
© B 1 2 22

siendo la parte perturbativa 5 O ¥ C2 g

Definimos una Funcional generatriz "libre" (FOL> o no

oxcilatoria i?‘f,j.i] reemplazando el Hamiltoniano “libre' CI11.51D
l’ YIRS

en la ecuacion JIL49> La expresion es facilmente integrada <(en

el Apendice A se dan los calculos) obteniendose

T

, * . r
A Li.i 1 = @xp{iqw]
R ol

. . . + L4 *
oz "'1 Crd IUUJ

L
[ 8] (o]

©o

dr jz('x') exp{:/.u(t.uvr)} }

T

e e -. = ) : - s * T ; o~ 2 : oy 3 .
® exp{ 1/2] dr dv’[ 21 €108 7,772 0o+ § (IR 7,770 (7 >] } ,

t
O

aI1.52>

donde v=1,2 e inidices repetidos implican suma. Las funciones de

Ureen son en este caso

~]
@



S (Lt = ad-ty | CI11.53.a>
S, (Lt = OCt-t) exp{-2uCt-tD} ., CII1.53.b)
RJ(L,L') = /2 (min(.'l.,t,’)-—t.,()) R CII1 53.0)
R4t = (u/8){exp| =2u |-t |1 ~exp[ ‘2}.1({,4‘{,"‘2{,0)] }. AI11.53.d>

P
Notemos gue 7 1,§ -0 cuando t —s-m, a menos gque se satisfaga la
0
vondicion

T
[ dr j<a> =0 . CIL54)

: 1
l
o)
Esta condiciéon es la que permit.e caracterizar al sistema en el
régimen estoacionario, es una condicion  noecesaaria y suficiente. En
el reégimen transitorio no es necesario imponer tal condicion.

Reemplazando  en la EcdJIL32) y luego tomando teo —*—w se obtiene

la funcional generatriz libre estacionaria (FGLED:

el . ¥
7 Li,i b =
0 v
" .
= eNp '-“1/2] de de [ 20 €3S Cr,17) e+ OD (1,17 1] .
4 8] w bR b 1 v
|8
COI11.55)
siemndo Ins funciones de Green
l)l(t,,t.’) = w2 mindt.,t.’> | CJI1.56.a>
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D LU = (/1) expl —2p|t-tr ] . CIIL56.bD

Las funcionmes de coreelacion no nulas al orden cero son

~esl

% s . . . .
(z(T)z(lO))(:t= 1 exp{ioT} Z [ $Ce~TDO=-ECod; —1CEC~TI+SECDD; 0; 0]

= p explioT} exp{-v|T| /4 + (v/16.)(1+exp-2u|T|>)}
I11.57>

Fara efectuar el calculo perturbativo gque permite encontrar
las contribuciones espectrales mas significativas damos la FG@ en
el régimen estacionario para realizar el esquema perturbativo a

partir de (JI11.49)

e t .
2N = z _%.!_ J pg pp (-if ar & Clp,git> )"
L

neZ yom o
) "Td'[ q, + 3. - % (p,g;t> + + + i'p+ § |
< exp _lj' v bpa+p,a,- % (pg; da,* d,a,* i p* ip,)
0

x &ECq (L D= D> SCgq b d-u D

1 0 o 2 o o
I11.58>
- } )
El términoe perturbativo %« introduce correcciones orden a orden
en el parametro de expansion perturbativo, que como veremos a
contimuacivm  es vw/w. La correccidon a orden 1 a las {fonciones:  ade
correblacion  dadas  en J1I148)  es de términos espectrales  ocuya

frecusncia s w. Este caloculo no 1o daremos aqui. Para ilustar . el

procedimiento possemos a determingge las correcciones de 2 orden gue



son Las gque dan Lérminos de frecuencia mualtiplo de la fundamental
: e d O Seri -
w.  Dando K por su desarrollo en Serie de Fourier, se vuelve

mak sencilla ba aplicacion de la condicion IS4 vy los  caloulos

g siguen:

i "f’é'k,,,.:.;t.:) = —juR { | ¢ p7+i,pf) - Zi(p?**ipl)] exp{iZ(qiﬂnb)} +

+ [ Cp_~ip 2%+ 2iep - sxp{-12¢g_ +ot.
I P, ip") 2i (pz ip1 D)1 expi 1)(”1 wt.D} }

a11.59>

Las contribuciones no nulas a las funciones de correlacion

(148>, al orden 2 gquedan determinadas por la condicién ILS4)

sobre o tuente _il. Reemplazando  los momentos conjugados P,y P,

. . . . ~est .
por -i veoes la dervivada funcional de = respect.o de las foentes

,,i1 v _i? respectivamente:
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* e
<z<T>z(o>>:’5"= u exp{iwT} 2’29‘[&('0—1')—5(0); ~1C5Ce=TI+ECDD; 0; 0]

T T

= p exp{iwT} —%—- (%_)z [ J at ac { exp{izudt -t >}
LY . 4
(] O

1S S (2> 16 S
“ [( Pences taitas) T AH(Tspas tsiw >)]

P 5 N2y 16 _ S
‘ [( i aitces T osivas) AT Evras T are >)]
2 1 2 T2 2 1 2

st o,
b [ i-i 1} J EX
N jl('o)=(S(u-'l‘)+f5(o)+2((5(o-bi')-6(0“-(,?.’))‘; -
£ »* g
3, 0= 1C6CeTI+ECDD; j Cod=j Ce>=0
+ Pt Lt D }
1 2
CI11.60D

2> indica derivadas funcionales de orden 2 vy P(L1,‘L2) denota el
t.érmino gque =se obtiene permutando t,1 v t’z en el sumando previo.

Efectuando bhas derivadas funcionales se tiene:

oot ¥

= - [ @CT-L)-@C-E2+2¢aCt —Li-at -t30] 2 " [j, i) J
1 2 (o] e
‘}1(0)

CIII.61.20
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. et . Lk
5, - vivi 1
: S e e (1 ;TN =
i 5 j < t.D ..
7 P <)

el

= § [ OT-1) exp{-2uCT-t2} + O¢-L> explzuty] 205 IR J
Jz(a)

AaIt.é1.bd
ji( 6 =5 =T HECe IH2CECo- Ll)“c‘}( u~t.z)) » aIlot.cd

J,Ced=mi(SCe=TIHECa)) CIIT.61.d)

Pratia t=t L . Bl dutegrando en Alla1d es  simétrico en L1,l-

¥ 2 2

luego Hevamos  1la region de integracion a T)t.1>t.. Trabajando en
2 X
la prescorvipoion de discretizacion del  pre-punto, es  decir con

R OI=0 me Liene:

L3 K 3 . .
XN RPAYY )}? ’12(:;:i)?/l axp{iaT) expf-o I'l' I/rf + (/10 rexp -2 IT ' 2

T t
) . . - N
X \] dt. gt > J dt o fet > ,
L t
o 0
I11.62.a0
_e;(,Li) = | [ CexpC-2.4T> + @(—Li)) exp(?,ul,i) - G-)(t,i),l 2.
- 2 | (expl-2uT> + @(—ti)) exp(Z,ut,,) - @(Li)]}
x expi iZwt.‘- v( 2t.1- min(O,Ll) | SN JIL.62.DbD

FCLD s { ] (expl=24T> + OG-t D) explaut > + (2+@<L?‘))|2—
= 2 | (exp(-2uT> + (-’)(-l,z)) e.*q_)(zm-z) + (2+@(l.?))] }

< expd ~iZot + w0 26 - minc0, L >}
2 2 2
AIN62.c)



Las contribuciones espectrales principales de f(recuencia 3w

aparecen a este orden de la teoria perturbativa. Estan dadas por

¥ (B B 72 - .
CrCTHZC0” ! r-(g—)? poexplioT} exp{-v |T| 2 + (v/16L)(1+exp-2u|T |2}
2,30 ’

< QCTY JFCO™> - FeoHy o,
CIIL.63)

donde: G(L{.l) Y F(t.z) son las primitivas de las funciones integrando
g(t,!f) v ,f(t,?.‘) respectivamente Yy [Feo > - F(O+)] es Ia

dizcontinuidad de la integral en t,?=0. Integrando en cada una de

las regiones y evaluando
acry = ! -4 + 3 exp{(iZo-2v)T}
& TR AVE 3 PAN 2p-2vtHi2w ~2vHi 2w ) ' ’
I11.64.ad>
. . 2
(exp(-2TO+1)” O{expl-2TO+) 8 .
0 D) = + + 111.64.
o> A o-12 ZuFo- 12w ize | ¢H1.64.b>
L D expC-4uTY 8 exp(-2uT)> 15 .
4 4] = + + 64,
Fan o | 4rrZ2u— 120 2201 2w 2v-12w I1.64.e>
Analizando cada uno de los términos gue aparecen en la

discontinuiddad se tiene: ad que el factor expl{-4uT> es de orden 1
en v y como el calculo perturbativo es a orden 2, este término
introduce una contribucion que es de orden 3 gue deshechamos, b)
2]l tévrmino gque conbiene a exp(-2uT) tiene contribucidon no nula a
orden 0 en v, es de orden 1 en u y lo retenemos en los calculos

gque siguen, vy ) el Lérmino independiente no tiene contribuciones



despreciables. Luego reteniendo solo términos a orden cero en u:

ATy [ Fed -F D] = w"’z{A(u/u» exp(~2uT) + B(u/w)} exp{2<iw-v)T}

AI1.65.a0

L 11 1,2 2 . N
ACo) = [ 5;;; E;_—:i— ] [ EB'-;T (—‘;‘_i 3i/2 ] > JI1I.65.bD>
R M P 3 o1 12 2 e
BCo)Y = l' ;_-);“7-: i + Z:-:«-i 7i2 ] [ "2“(‘;;‘)7' ;_'i_i 3172 ] . J11.65.¢:)

Reteniondo solo Lérminos de orden 2 en el parametro de expansion

perturbativo v /0 1a funcion de correlacion dada por dIl67) es

. ¥ est 1 v 2
<Z<T)Z(-0): 3(0= a3 M (——;«) exp{i3wT-2v|T|}

x {AQu/wd exp(—2uT) + B wd} J11.66D

x exp{-v|T| 4 + (v/16.) (1 +expC-21|T |}

La funcion de autocorrelacion del proceso z<(L) es
- a3l N B
CFCP7eo = 0 AR

2,80

va que nn se mallisface la condicion de régimen estacionario.
VA rég
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Wi6. FORMA NORMAL ESTOCASTICA DE  UNA  BIFURGACION DE HOPF  CON

RUIDO MINLTIPLICATIVO:

I.a FNEBH en presencia de ruido blanco multiplicativo lineal,
de acuverdo a la introduccion dada, puede ser transformada en un
sistema de EDE para las variables (u,p) a traves de wun cambio no

*
lineal de coordenadas de las variables criticas (z,z D

z = YM exp{utiCe+Qtd} d11.08.2

Q= w - 34 , CI11.68.b>

M=+ 72 . I11.68.c:>
| %5 EDE obtenida puede ser linealizada convenientemente
Alvededor de =0 de acuerdo a lo ya visto, por sepr esta la

solucion  estable de wiclo limite., En la EDE la variable wu<slR define

. . 1
peduenos apartamientoss "transversales al ciclo limite y pe% es

la fase de oscilacion del sistema. El espacio de configuracién es

ahora (u,pd, v la EDE explicitamente es, en el caso (3=0,

@ = & (—a cos2y +1./2 sendy) + g:"’lz(a - senZ2y) FdLd

a = -2Z2Mu + £ (~a sen2y¢y ~1/2 cosdy) + 51/z(b + coszy) LD
CII1.69>

2.2 : : .
con yw o= o+ oty a+th =1, (L) es ruido Gaussiano con valor medio
mlo v Midelba” correlacionado. LLa Funcional Ueneratriz (FG)  viene

Joda por ba BEadXILBE3) siemlo en este caso el Hamiltoniano

a1



é’f.’)'“)ik».q;!_.) = ~i.,2 & pi' [ = *Sen[?,(q1+wt,)]] -

-2 & pz [ a +cms[2(q‘+wt.>3]2~

~is/2 = 2|>1p? [ a -senl';?:(,qi-*'r.ot,)]] [ a +czosl.'2<fqi+mt)]] +
) -2M (Z[?""F (—a .\'.‘.u*nx[z(’qi-i-mt,)] -1-2 (:«:)S[4(ql+o:-t)])]

+p Je(-a cosl'Z('qlh.ot.')] +1./2 senf4(q1+wt}])] ,

1
<II1.70>
del cual ex posible separar Ia parte “libre” o no o=acilatoria
2 2
K pd> = ~-i72 (& p +e p 42 pp -2 ; CIIT.
RS 4 i72 (& P, teLLp, elzpipz) 2M ap, - 111.71>

.2 2 .
con s 1=-‘-._f~(_m 1720, g? =aoCh #1172, e =eabh, siendo el detarminante
1 2 12

Ches La matriz e difusion no nulo: =

2
> £ e =39, La parte
117 22 12

Fo (0 .
¥e )=gt,) 18] -9

perturbativa es % o

Defintmos la  Funcional Generatriz “libre” o no oscilatoria

reempbazando X en  la ecwacion JIL49). La expresion resultante
O

vl s fowtiimente inpLegroada en el ApA s dany Joss catoualoss)
[ .,

rhanslo

¥ T :
— N ¥ — s 1 .. . . R . . . ) -
Z 3= exp{J_quJ dr § >+ uoj dr 3,<> exp{2M t -1 )}}

~
2 t
(8] O

T .
. *
® exp --1/2’ de A’ 214 €08 Crar’)j GO+ j GidR Cr,7’2j§ €] >
1 ) b r T v P o

o

CII1.72>

donde  indices repetidos v.o=1,2 indican suma. Las funciones de
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Ureen, correctamente simetrizadas, son

Sl(t,,t.’) = Ot-t’> , AdIL73.a>
SZ(IL,L") = OCL-L") exp{-2Mt-tD} , JI1.73.b>
R“(L,L’) = e:u(mi.n(.'t,,t.’)-t,n) s AIL73.c>
RZZ(IL,L’) = (4:‘22/4)»1){exp[ ~2M|t-t’ |1 —exp[ ~2M(t,+t,’—2t,o)] },CAIL73.d)
R“(t,.(,’) = (_.{le/f‘lM) {exp(-2MtO+exp(-2ML * D}

x {expZMmindt , t>))>- exp(ZMLo D). <111.73.eD

Definimos wuna Funcional Generatriz Libre Estacionaria (FGLE),
teniendo  en cuenta gue 2 40  cuando t.( —T00 A menos  que  se |
o )

satisfaga la condicidn de régimen estacionario <«II1.54)>. La FGLE

sera

. T )
. *
= exp —1/2] dr dr’[ 26 (708 Cv,r'dj e+ j GoOD. (v, D)) .
< e B 5 v 3Yo4 o

(& ]
U700

siendo lax funciones de Ureen para el régimen estacionario

D Ly =+ mind, L) 111.76.a>
i1 11

D} L.t = (¢ >xp| =2t -t (I11.76.b>
IO (e, /4M)  exp[ 2M |t i
Dl?(l,,t,’) = (;if‘2/4M) {exp-2MtO+texp(-2ML"D} exp(ZMmindt,t’>)

CA11.76.¢D
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La condicion de régimen estacionario ((I1.54) impone gque a orden O

Ja wumica funcion de correlacion no nula sea

e el

<z<'r>z50>>:;""‘= M explioTh 2 %[ SComTI=6Ced; ~1(SCe=TI+6Cdd; 05 0]

= M exp{ioTl} exp{-& [T} 2 + (5-22/8M)(1+exp(~2MIT|))}

OIL77D

PFara determinar contribuciones espectrales a las funciones de
correlacion cuya frecuencia no sea la fundamental, partimos de Ia
FOGLE dada en AII58), =siendo la parte perturbativa desarrollada

#n Serie de Fourier a efectos de los calculos que siguen:

il "”2,7.,.,;1,'-»= —-is R {[ (f];y?+ip1)2~2i<.’p2+ip1')] exp{i/-{(ql-FmL)} + c,z.,}—

~ie 2 {[ (apl+l:»):»7~.a)<.p2+i P, >1 exp{iZ(qlﬂot,)} + c.c. } ,

aI1.78>

donde c.c. indica conple jo conjugado de la expresion precedente.

A primer orden en teoria perturbativa no aparecen armonicos de la
frecuencia «, solo correcciones a la expresion <JdIL7?7), como se
concluye de un breve caloulo que no daremos agui. Recien al orden
2 en teoria  perturbativa aparecen las nuevas contribuciones
espectrales o Armonicos que caracterizan el espectro de la FNEBH
con ruaido multiplicativo. A continuacién consideraremos las mismas
para las funciones Jde correlacion del proceso (z,z ).

. . . . x eat
i Contribudciones espectrales o armonicos a <7.(T)7,(_U))? :

-1



© s

% ZX-3R
<ch>z<0>>;SH= M exp{lwT} 2 M 6Ce-TI-65Ced>; ~1CECa-TI+S5CedI; 0 o]

e - T ,.T
= M exp{iuT} {{—?1: (;—;)2 j J «;It.l«;lt,? { exp{i4m(t,i—tz)}

(8] (6]
1 & & Y & &S
" [( IR IEC A Y B 2i) (1 3{22‘? Y ETTS ]
15 S ) 5
[( psies o sitan TPy st T srw >)]

*
'
__il Cod=bCe=TI-ECo D+H4(EC o"bl I=S5Coe- (,_' 2
N 2
'jz Cod=—1C(ECe=TI+S5CDD; j1 < o)=\]? e =

- - T T
. 1 A4
+ Pt + = Cz . dt Wt -~
ree e D } { 5 (3D J; J‘ dt. dt. { exp{izoct -t >}

] S 1 & - 1 6 S

y A T ke +h o = M = bl S S

(» 5 ; it b &) <t a) ( i35S T 3w ))

- 1 2 1 2 1 1 1 -
. 1 & R ) - 1 &

<)l 1 Epees YT apas AT Epras m @ >) ]
ol 1 2 2 A 2 2
W@sl *

x o I J > 1 ] J +

J, €O=EComTI=5CI42¢E o=t I=5Co=t_ 3D
J, €= 1C5CamTI+ECDD s cho =j:(o)=0

+ Pt Lt D } } CI111.79D
1 2

P(tl,b > denota términos que se obtienen permutando t,i \Y t'z en los

estl

sumandos previos., La derivada funcional de :Zo respecto de la



x .
fuente i1 evaluada en Ia fuente estara dada por  EaddIl.eib),
reemplazando ¢ por M, v derivando respecto de j2 y luego evaluando

se tiene qgue

18 Zri.d1
P ajas ¢ T T cny oo
t il N H(Q)
1
as *
= = | T4~ t.f)+n(@(t,l—L)*G)(.t.?~i,))] f‘f:’t[ni,i 1 J
J,EHE.U>
1 .
C111.80.a>
’;"3 I R Y N I E P T E ST aNT 4 '.--~l,')~r5( o-l,7)) . <111.80.b)>

siendo L=t . vy n=2,4.

172
En estos  caloulos se utiliza el hecho que el  integrando de
CHIT.79) o simeLrico (a3} T variahles de integracidn, \%

trabajamos en la discvretizacion del pre-punto. ssta ecuacidén ha

gido escrita con dos sumandos bien diferenciados, el primevo da la

z,

contribnclones espectrales o armonicos de frecuencias Sew v ilo,\;y el
seguwwlo A Oy 3. Los cAlculos para determinar la contribucion a
B, w=ignen bw Aallernativas de Jos dados en ba Seccion precedente
para el caso de ruido aditivo, con la diferencia gue se evalua
F 7 en j en la aproximacion /M < 1.

i) Cemtribucion espectral o armonico de frecuencia Swe

El mismo cunda determinado A partir de la integracion de
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(i‘?) M explieT} exp-{—azull‘l/z + (5?22/8M)(1+exp(—2M|TI))}

. ' CIIL8LAD
S .
X .ft dt. gt > Jt a1t >,
Ke) o
g(t,i) = | (expC~2MT> + @(-'Ll)) exp(ZMLi) - (@(t1)+2)]
« [ (expC-2MT> + OC-t )) exp(2Mt > - Ot J] CI11.81.b>
x expf{idet - 4 C 3t - mind0,t >} ,
4 11 1 1
feL 3o (expC-2MT> + OG-t 1) exp(2Mt > + (6+oct. )]
x [ (expC-2MT> + ©C-t_D>) exp(ZMt > + (4+0<t D)) AI1.81.c)

x expf -4mf,1+ 45:“( 31,1— min(O,t,j)}

Al igual que en el caso  aditivo, la contribucion espectral de

frecuencia 9o estara dada por

<z<1‘>zf(»)>*’*"’*=(g)zm explioT} expi-z  |T| 24, /8M(1+exp-2M|T |}

2,050

« GCTY [FCo > - Feo'dy

C111.82.a>
A= ! - 4 + 3 expi(itu—12 DT}
T I T2 Fide | 2M 12 +ide @ —1ze *Hidw g “% 41

11 11 11
<I1L.82.bD
. 2 .
N CexpC-2MTI>+1)" 10(exp{-2MT>+1) 24 )
D § ) = + + » [1.82.
Feu [ A 4B - ido 2 +82 _-idw | B2, ~1dw C111.82.¢)
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ot exp(-4MT> 12 exp<(-2MTD 35 . .
ol %s) m A -+ A S s 32l
Feo [ G Fi2s ~idw | 2M ¥ize -ide | 12e, ~ide | 82D

Reteniendn términos de orden cero en la discontinuidad y separando
explicitamentas Iba dependencia en el pardametro de expansion £70 seé

t.irene

£ aat 1 £ 2 2
<TI0 = -3 M (—-aj——) exp{iSceT-12eCa”+1-2>|T |}

2, %00

< {AM ) exp(-2MT) + B(M/wd>}

v

x exp{-e€a’ +1/2> |T|/2+(=/8MICb +1.,2>(1+exp-2M | T | )}

II1.83.a>
RO B Ve I B O Y ) 1T e
) I g 5 | 174 2
oy o ISR R & B | R i g 83.c
BCo [ et R g 11;/4J [ 5T T ey T B4 ] <I11.83.c)

i.2> Contribucidon espectral o armonico de frecuencia 3ow:
Loy mizsna esth contenida en el segundo sumando de la primera
integral v el primer sumando dJde  la  segunda  integral  de la
B 11179, f.os caloculos para obtLener esta contribucidn . se

realizan siguiendo La metodologia indicada en i12, la misma es
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(T2 00> = _‘}- M (_g—-)" { {CM wd exp(-2M T) + DKM wd} e 7C7 +
2,30
+ %‘5 {ECM 0> exp(~2M T) + FcMrwd) e 23¢T
5 exp{-'!?a:(az-'-l/z Y|T |24 (= /8M) L4120 1 +exp C-2M [T
C111.84.a)
e 1 C2b btia L b-iZa
Dy = - - - = N .
- A | 2551 T o ] [ So% | oFl | 20 ] ’ (11.84.b>
1t [ b 2h+i3a b b-2ia
e = + - - -
DCer> T |z o + éa] [ SoFi e} Za] , , <111.84.cD
_ " 1.2 1 14 2
S = S o — + - + 3i
E<od B ] [O_i —Lor + 3i4 ] , CIIL84.d>
S B Ve B Ve T 1./4 2 _
Feod = B i ] [ STt Sy v i ] ) <IIL.B4.eD

ii> ContLribuciones espectrales o armonicos a <z(T)z(O)):'s'“:
A diferencia de I gque ocurre en el cazo aditivo de la FNEBH,
o, Ia  antocorrelacion de 2z al orden 2 es  nula, por no
sealintacerse la condicion  de  regimén  estacionario, agui  existen
contribuciones armonicas de {recuencia 3w, Las mismas estan

contenidas en el acalculo de
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<z<T>z<m>;”“"‘= M exp{iwTl} ;w:‘:gt[csch)hsco); ~1C(SCe=TD+S5CeDd; 0 0]

- )
1 ,e.2 -
= M exp{iuT} 5 (Z) f fl dbﬂdtz { exp{iw(‘zt,{-"rt,z)}

L
8] (¢

16 18 1S & :
R | e ¥ e funi o S
(=5 A A T Sl A & 2) (3 Fj ¢t 3 T &)< )J]
~ 1 1 2z 1 2 i 1 1
) | B & 1 & &
D S — W 7 —_— e — PSS S,
(i eyees sty Y20y avas ~ sita :>)]
- 2 2 1 2 T2 2 1 2
IR *
s Fi.igl J +
B CO=ECoTI=ECH2ECo~t D=5 Camt. D
i Cod==1COSCe~TO¥SECeDDd; § (o j)=_i*<j T ¢ )
2 1 2
+ It Lt D }
i 2
CII1.86)

La contribucion de frecuencia 3o a la funcion de autocorrelacion

Aal orden 2 es

i3y

2Ty 0> = }F M (297 { {PM ) exp(-2M T) + QM wd} e +
2,30 L O (D}
+ {RMM/0) exp(-2M T) + SWM/w} e 297
3= 9 A H L2 | T 24 (o /EM) (LT /2D (1 +exp-2M | T D)
CI11.87.a>
1t [ w2t 10 b b-i2a v o
Flod = 5 [ e =21 ] [ Zo*i oF i 2a ] > <111.87.hD

00



- 1 174 5 s b b~2ia _ . .
()((]’) = ;,:’: [ '—::'l (";:-‘;’ 111/4] [ S+ C’+i Za] > (111.84.(.4)

o2 v h-iad 14 2 -
R.( (&) ) = l 2("/'*‘ i iy ] [ S’:'j‘- + a:,}:’i* + 3i/4 ] » (.III.8?.C’)

- b CAb-3iad 1.4 2 .
Sy = [ 25F1 oF 6 ] [ ;;':‘i' E):.i—i_ + 3i/4 ] . II11.87.eD
LI1.7. APENDICE A:
el sentido

interpretada una EDE en

Se da anqul como debe ser
de o cuatedo la o misma tiene  orviginalmente una  prescripcién  de
HecreLizacion arbiteraria,

Dala La EDE

Tt . ) 'y { Lk ;

c[fr- al G, + oy g 0’:_ Cgatd K>, CIITLAL.aD

con condicion iniaial
7] I .
q ¢t > = Q R CIILLA 1D
o o
e .
donde M=, ,m Yy siendo r <L Ck=1,...,d=mD ruidos blancos con
valor medio nalo v fanciones Jde correladion
CII1.A.2>

ke rleeny = o st

La FedJiIT.A1) puede ser esorita en forma diferencial como

o1



A . 1.2 i k
do= At ae 07 Gl cquo awt

. |2 | S .
Fierndr dlbw= L) dt. Esta ecuacion  puede ser

dizereto en un smentido arbitrario, es decir

o Lo g = g o Ag. v
1 i i1 i
Ny =~ ,
nqj ]j | | »
L- bt = £ > rel(d, 11
] )1

La Fe.AJILAA3) sera

7]

I 4, 1) 12 . Ir} - k
LAy = £ a . wbtD t+ gy o (g Lt Aw
qJ "*'J =i ’ k 9.1 -

con o Tt alrrededor de

‘J'.J. Desarrollando en serie
i B i

Y
i .4 ) 1.2 da 12
Ay o=ow af Coy S I TR L, FAYs I 1 +
i SRS B 5 1 i
’ a¢
1 ~1
3ert!
12 ) ao i .
vy | ot Cq D+ = e A+ 1 Aw
| RS Bt N L \
g
i-
con s=(0,1). Teniemndo en cuenta gque Aw, es de orden
1

puest.o gue

JIT.A3D

interpretada en el

<IILA 42D

CQILA . 4.bD

(IIT.A 4.

ILLASD

.

AITA.GD

172 en &,



Aw'Aw'= £ QY , CIILATY

tenemos que

1.2

gt = ' oM g > AWt o+ s> CIILA.8)
J k  ~Vj-17—)

Reemplaz.ando en 1a Ec.(I111.A.6D, reteniendo términos de hasta

orden 1 en & luego de usar la Ec(II1.A7), se tiene que

11
,1.'3(]"?' = s AH g, LD+ )71/2 O}J(g_ LD Awk s CIILA.9D
1 1T k -1 -
dorndde
Is) L
H = al + 9 Ve kt ‘ .
A (gj_‘ ,g.j) a (3,'-1’3’5) n s k ‘71‘3,--1’5-'3 Q CITLLAAOD
c‘iqj_1

es  llamado término de arrastire espureo. La Ec.{dILLA9) se dice
que esta discretizada en el prepunto, o que esta en la forma de
‘Tto. La misma guarda “memoria” de la EDE original II1I.A.BD>
unicamente a traves de del parametro se€(0,1). De esta forma los
terminos gue se agregan al arrastre provienen solo de los
element.os de la matriz de difusidon. En Ec(IIlLA9 si =s=0 (s=1/2)
se dice que la Ec.(III.A5> esta en el sentido de Ito
(Stratonovich). Cuando se dice que Jos calculos son efectuados en
el =entido usual nos referimos a que la EDE es interpretad en el
sentidoe de Stratonovich. A lo largo de este capitulo se ha

utilizado O''= 1.

23



111.8. AP'ENDICE B:

Agqui  doremos el calcualo de  integracion de la FOL  que  es

utilizada a lo largo de este Capitulo:

. "“
¥ e [ Pe N . e 4 Gy R Lt
J 1= J Dp Dy e:-.p{iftdr [(i/Z)pprvpv + pu(q T+

o

vy * 2
+ ._i‘uq‘ + 3 HpH g }J . y
glct d=0"
« (0]

<HII.B.1O
v determinaremos las funciones de Green.

ULilizamos 1a propiedald que satisface todo funcional Kixl de {x“}

%)

j‘ MK s KIxd = 0, CIIL.B.2D
B ~ o x“( T) ~

) imponiendo L condiciones de contorno sobre las derivadas

funcionales: de 2 respecto de las fuentes:
(8]

) G — ¥ Mo . L .
f T & . = Z (], R CIILB.3.2
i aj s Toldd ’J Ry Folidd HLB3.2
'y t.=t
0
1 é—*u«—— Z 1] J*j = ) CIII.B.3.LD
i S Ty TR =T '

De  acuerdo A la propiedad ((I71.B2Y derivando el exponencial de
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(111.B.1) respecto a q“(‘r) se obtiene :

T
L D . - . r Y, . .
ANTpoo+ 3§ exp{lftdr [puq + 9(0(;3,5],1") +

0= | dp D -+
J e oog I P, " L
(el

u *p
+ +
jatt e e }qum o
O (6

JI11.B.4>
exprezion gque dada en términos de .,?0 es
Qb ) R R .
; T v o e—— 2 = ] - 5
Cl/de=x") ; tcf.io(b) .’7‘.’0[.‘!,,\1 ] ',,U(T) 20[4,4 ] CI1I1.B.5>
Derivando funcionalmente el exponencial de (JILB.2> respecto de
pu(r >:
[€¥)) *pe Y T ¥
0 = ] D Dy [q,J +N qll + i +iC pv] exp ift(jr [puq + %O(E’S;T)" +
o
L%}

* 'uqM i Lpu | } J ¥ ¥
_ TR
«f (t.o. -QO

<IJI1.B.6>

v expresada en térmminos de 550 es
gqn 1 & - ¥ LI S S - *
) o - + O D ,
(/42 > i (’":'j“(r) ,c,o[J,'é 1 = (j'u(l) C éj;(l‘) ) A‘)[J,J 1

AdIiIB.7>

La Ec.I1I.B5> con condicion de contorno dI11.B.3.b> tiene
P l(t“”pp })H?\qu

[4 ¢ .t - - ;)
. L),(‘, »4 j/.a



solucion<T= LD

T
1 & ) * Lty * X
v owg¥oee & Ljaj 1 = - -8 2l ) 2 , ,
e RN .fﬁlz STCr-tD 3,60 F 5T, CI1L.B.8>
1 ‘o
siendo la funcion de Green
LD . .- gy ) . .
Nty = @G expf-nT G-y CHIEnR.9>
L.a Fo LB S1878) condicidon de contorno CJII.B.3.aD tiene

solucion

. WX i Ly . } - »*
e = o Y ~t = -
7TEs Totdnd b = 0 expi{= et FL 0000

jade ]yt
i n

T *

-~ J dr ( <> + ¢
i ,tl
s}

WrlaaNe
4

Lk G
R B 20 2P {2 t—
&j 1D ) 341 expt o

(8]

CI1I.B.10D
Reemplazando explicitamente (A8 en la BEoc.CA.10)
| B ¥ gy T ¥ X
&> . - 5
I .. g N I | «Q L A B P> STl o+
i 5 '( > n"‘-i- ‘! ' "n «t ()) J' e i a2 s Lo
Lt o
T ns v
v oae R e e
J,
C
<JILB.A1D

siendo la 2da. funcion de Green

o6



R'G s = ae sPPren Y s @ LB 12D
“
(8]
Ly ’ Vi, .
Yo satisf ace 1a propiedad R" (1,1’ = R "<’ Integrando
JI1.B.12> se tLiene:
n 1 ot ) ) 1 o o0
R"er,em= exp(-? + =X r)texp(—X v =2 )
2 A, )\(l)>

Cpt>

® [exp[ ( + .)\(w)min(T,r’) ~expl| (7\(’J)+ ?\”)))Lu]

(111.B.13>

an

En el caso  parvticular A= 0, que se  utiliza en varias

oportunidades, La funcion de Green es

Rl'“)(:'! ’1,9) - CIJI)()IlilI(T,T’)"’LO) . I11.B.14D>

o7





