Capitulo II

La Integral Funcional para Procesos Estocasticos

definidos en un anillo



CAPITULO I
I1.1. INTRODUCGCION:

Se presenta el formalismo que permite obtener las
Representaciones por Integral Funcional <(RIF), para densidades -de
probabilidad de tLransicidn, promedios de funciones de las
variables periddicas y funcionales generatrices, en el caso que el
proceso estocastico este definido en el toro. En la forma normal
de una biturcacidén de Hopf con ruido las variables coriticas (z,z*)
definen un proceso estocastico en el plano comple jo, en cambio en
coordenadass polares (o,8> el espacio de configuracién es el

1

cilindro [R'x% Aqui $l=R indica reales médulo 2 y tiene

mod 210
la topologia del anilloe, es decir los dos extremos del intervalo
[0,2771] se identifican el uno con el otro. En este caso R es su
1 .
espacio de  recubrimiento, va que & es el espacio  cociente
IE/Z"( A, de los reales por el grupo de traslaciones enteras
moa 2. .
modulo 2. Un proceso estocastico definido en el toro
. . I R | . . . P>
Z2-dimensional T '=%"x% admite como espacico de recubrimiento a [R".
ssto motiva a desarrollar un formalismo para obtLener RIF que
Lenga en cuenta la topologia del espacio donde esta definido el
. . . d_ .1 I
proceso  estocastico. El toro d-dimensional T =% x: ' x% (d veces)
se trata de wuna variedad compacta y no de un espacio abiert.o tipo
B . :
RY., Todas las funciones de las variables definidas en el toro, Y
que  caracterizan el proceso estocastico, deben ser perviodicas, en

el caso de %' deben ser 2n periddicas.

|23} formalismo de int.egral funcional a desarrollar es

a0



aplicable  Lambien al caso en el cual el proceso estocasbico este

definido  en an espacio  abierto tipo R, pero existan

poeriodicas Jde contorno.,

condicioness

Las RIF son halladas en primer lugar Secc.dl.2) a partir del

formalismo de operadores de la Mecanica CQuantica,

alternativas del calculo usual de la Integral de Casmino

wiguiendo las

de Feymann

IFe481 definida en IR, aunque el punto de partida es baxicamente el

mismo se introducen nuevas alternativas en los calculos que tienen

en cuenta la topologia. Se obtienen las RIF para la Densidad de

Frobabilidad de Transicion OPTY asi como la Funcional

FG> de momentos y funciones de correlaciéon de

periodicas. . FsLos  resultados  son obtenidos en  la
pavtir de La Eouacidon Diferencial Estocastica

Generatriz

funciones 2n

SecaJIl.d3D)

a

<EDE> que

caracberiza al proceso estocastico en estudio. En ambos casos se

. . gs . 1 . .
extuadia el caso unidimensional %, siendo la extension
NLAYIY . el dimensiones inmediat.a SN present.ar

Adicionales,

11.2. DERIVACION DE LAS REPRESENTACIONES DE INTEGRAL

PARTIR DFE 1LA ECUACION DE FOKKER~PLANCK
II.2.A. Formalismo:

Sea PWO,L 16 L ) la solucion o propagador de  la
i~ lJ() ()

diferencial de primer orden (en el tiempo L) de:

[ 9 ro,e.0 J FCOAD = O

a un  numero

dificultades

FUNCIONAL

ecuacion

aI1.1D

A

de



Las condiciones de contorno periddicas deben ser especificadas en
el espacio 6, mientras que la condicidn inicial debe tener en
cuenta la periodicidad de la variable. E! operador £ no debe ser
necesariamente hermitico y puede depender explicitamente del
tiempo. Los oasos de interés fisico aqui son los que contienen el
opeEvrarior :‘9-"-“4?/0&_. hasta orden 2. Puede ser escorito en foom  seperal

como:

£C8,3,t> = 172 ¢ a“avo“"cg,w + 6NA’H<§,L) + 1/c VO,
<11.2>

donde los indices griegos van desde 1 hasta d, la dimension del
espacio €. ¢ es un numero comple jo. con parte real positiva. Si
=i la ecuacion d11) es una ecuacion de Schrodinger, si =1 es
una ecuacitn tipo difusién o de Fokker-Planck (EFP).

En el caso que (I1L1) mea una ecuacion de Schridinger se Lisne que
P(@,L'QD,'&,“) = <§?,t.|l:?0,t0>, es 1a Densidad de Probabilidacd de
Transicion (DPTY de que el sistema pase del estado lg?o’t.'o> al
tiempo LO al estado l?,b) al tiempo t. En el caso que represente
una ecuacion de Fokker-Planck, P(Q,L l?o ,Lo D t.iene 1a
interpretacion de una DPT o condicional de gue el sistema este en

w
t es conocida

6 al tiempo t. si estaba en 90 al tiempo t.o (L(LO), Q
como matriz de difusidon y A\‘u como veclbor de arrastre.

La propiedad de P(g,b |QO,LO), que permite obtener su

representacion por integral funcional es la ley de semigrupo:

P(B,Ll@ b ) = J de’ P(Q,t,le’,b’) P(e’,t,"e S D N (II.Q)
o "’0 0 -~ ~ ~ ~ . No O



con d@ = (lnl...cl&?.) e integrando sobhre todo el espacio 8.
En dindmica de Fokker~-Flanck <J1.3> se Hama Ecuacidon de
Chapman-Kolmogorov v expresa la propiedad de Markov del proceso

estocastico 6.

~

Consideremns el caso unidimensional de aqgui 21 eidelen e,
suprimiondo lom sabindices grirgos en la notacion, Una RIF de la
DBPT = obliene de la siguiente forma: se divide el intervalo de

Liempro it L} =3B N+1 int.ervalos de longitud e=(- LD .)/(N+1),

[R)

inulicando lo= Liempos intermedios por t. _=t.0 + je Cj=0,...,N+1D y
i

tomando G = L. Heramndo (1.4) obtenemos (ocon q = >
N N+1

~ N _ Nf:l_ -
rcLtloe Lt > =J "]j de, !w! P(Gj,t.jloj__i,t,j_1)

aJ1.4>

Fsx de  interdéss expresar dL4) en el Jimite No-—3» o, ai é:=t.,'—(.,1
. i

w=e  vuelve arbitrariamente peguefio vy P(Qj’t'jiej-i"t'j-n) =  llama en
MecAnica Cuantica propagador a tiempos cortos. Se demuestra [LR82]
que =i el Iimite existe cada propagadonr a tiempos cortos
cont.ribuye a P(Q,Lleo,t.o) con términos a orden £ solamente. Esta
nmanera Je hallar la RIF ha sido analizada  profusamente en  la
bibliografia a partir de los trabajos de Feymann ([Fe48, FH65) Nos
coupAaremss agui del caso en el cual el proceso estocastico este
definido en %' para obtLtener la RIF. Las mismas pueden ser halladas
por Jdiferentes px-«,)c:.edimient,c)s que describiremos a continuacidn, y
Ly extension A H'd ressulta inmediata en  todos los  casos. Se

presenta uan enfoque a partir del formalismo de operadores de la

MecAnica Guantica. en  forma andloga a el calculo usual de la



integral de camino de Feymann definida  en la linea, aunque el
punbo de partida es el mismo se introducen nuevas alternativas en
el mismn. Estos resullbados pueden ser tambien obtenidos a partir
de  la EDE, teniendo en cuenta la topologia en la cual esta
definido el proceso estocastico.

condicion  de  periodicidad para el operador £ debe ser

I.a

exigida:
£CH,3,L) = LE+21,0,6D s a5

de emta forma QMO,L), AW,LY, VO,L) deben ser periodicos.
Consideremos el caso de la EFP dI1) cuon o=t y V@,L0=0 |,

para  obtener una RIF para la  DPT P(O,thn,t.o). La «ondicion

inicial [Gr831 estara dada por
= 6" e-g > . AL6> -

= &Ee-8 ~2nn)
E % o

~ ”~

Introduciendo operadores 68 y n cvon reglas de conmutacion

Pt |68 .t >
0 0o o

[6 , n] =i , CILTD
vy con representacion
8 —s 6 , n-—— -i afoe s>

y definiendo estados |6> v |In> de forma que



s S
6 je> =06 |e> R n {nd> =n |n> R <11.9>
con normalizacion
PSS P - ~1.,,2 ine
OS> = SCO-07 O In)> = (2 e . C11.10D>

Las  relaciones de completitud para los estados base estan dadas

por:

£ In><nl =1,
'21'2

[ a8 16> B = 1
‘0

d1.11.ad>

a1.11.b>

Aplicando el bra <2 v el ket |0> a dLilad y el bra <] y el

ket. |n> a (IL11.b) se obtienen las relaciones de completitud y de

normalizacion respectivamente;

Y oexplindg-e7)) = 2n 50-3°D
e

21
l' de exp(itn-n’d3) = 2n &

k4
e
(8]

Podemos identificar el operador X de

Hamado “Hamilt.oniano®':

FCE,mt) = i FBB,in;tD

» an12.ad>

11.12.b>

I1.1> con un operador

aIi.13

A Lravev de la regla de correspondencia (JI.8) Lenemos:

W
G



Az ,.

WML = i [~1/2 n GO -i n AW | . C11.14>

De esta forma, utilizando la representacion de Heisemberg ya gue:

PO,L|O L) = (8,b|9 L > s aJ1.15>
o] Q .

los operadores dependientes del tiempo son definidos como:

-1

nctd> = U D> n ULd -~ CIL16.aD>
A A"l A
ACL) = U D) 6 UL> <FL16.bD-

y los vectores de estado bra y ket como:

O = <Ol UCCLd , |O4> = % D> |6> , AT
siendo ?}(L) = ‘&(L,O); asi tenemos que:
PCO,L|O7.L7 = <.r;|7'2<t,,bo>|9u> , aris>
donde ‘Zt((t,tﬂ) satisface:
[ i g? B } ?’k(t,,t'.m) =0 , C11.19>

" con condicion inicial:

36



fz}tct,o,t, > =1 . <11.20>

(8]

El uso repetido de la propiedad de semigrupo del operador
evoluciton ‘Z}i(Li,(.z) = ‘ZL‘(Li.t,’) ?Z(b’,t?) con t,i<t,"<t.2 y la relacion
de  completitud para el estado 16> dada por dlL.11.b) permite

obtener <11.3), que en términos del operador eveolucién a tiempos

cortos U 4L, 1), con L_-t,j 1= £3 , queda expresada como:

LI ] -
2n
- N N+1 ~

PeaLle L > = T T de TT <6 L.t > |o

| oo [ rir dpi ‘TI <Oj| uc itj.-l) ! i1>
- | ke el
3]

C11.21>

~
Fl procedimiento usual es aproximar U LG, 1) a orden &, ya que
b

son moly términos Jde este orden los gue contribuyen en la integral

fymzioaval cado N - by £ e 0, cion l,-t,o finit.o. Asi:
U M D= 1 - ie %W@,mLD + 0D, CI1.22>
Ri - )

con . < L <t
1

-1 3 i
Int.roduciendo en el propagador a tiempos cortos
<6 | UL Lt ’) |6, 1> la relacion de completitud
i o A
”~.
1 , e obtiene utilizando dI1.10):

Eni.c-Z I"_i> <"j| =

37



B UL Lt d|e. > = <2n>"’z§ (1-1ehin_,8. >) explin A8 O
1 L et | -1 ) 1-1 ] ]
n F_Z
1

(Zn)»x/zz exp (inA@- is hin,0. )
1 -

n &2
C11.23>
con AR = 8-, siendo: -
k) 1 b
hn.@ > = -GG/ 2> n° GO, D + n. A@. D> . a1.24>
N i} -1 ] 11

El operador Hamiltoniano dI.14)> esta dado en orden anti-estandard

7~
o normal, exs deacir, Ltodos loss operadores n estan a la izguierda de

los operadores @. Esto da Iugar a la RIF en la discretizacién de
pre-punto, es decir, el Hamiltoniano q1.24> es evaluado en
o, |= ace 1)_, suele dencot.arse por 2 €OD. Prescripoiones de
1- 1

discretizacion diferentes pueden ser oblenidas, estas se derivan

ol foles Lass formas posibles de ordenar los fact.ores
o~
no~conmutantes en el operador Hamiltoniano & La técnica para

obtenerlas es desarollada en [LaB.’z’:]1 . A efectos de este caélculo

se utilizo la discretizacion p0>, aungue cualgquier obLra podria
haberse elegido.
Reemplazando 1.23> en (<II1.21> se obtiene la siguiente expresion

para la DPT <{con 8 = @ J:

1Pagg;.lS

ag



2N 2T

. - E: 1 de de
ot e . p— L1 N —_— st P
Pee, ' O t'o) f;-l}»{}lw E_. 2 J ZuN J 21't1
n . eZ

n a2 (o) o
N+ 1

N+1

! 2
" X : - Y - £ e
X exp j,_é, [1nj(A8j .EA(Qj_1 b} e/2 nj Gcej_1>]

<I1.25>

Bxta RIF para la DPT no es la adecuada a efectos practicos,
yva qgue las integrales van de 0 a 2 y tenemos una suma mualtiple de
caminos, La expresion obtenida es analoga a la RIF en R, el rol de
oz momentos  conjugados de la coordenada es  desempefiado por
entb.eros oo, i = 1.....N+vl. La existencia de lIas variables enteras
e natural vy consecuencia de la periodicidad. Aqui la integral
funcional gueda restringida a $'. Si al comenzar los walculos se
hubiese tomado V6B # 0 y 2rn periddico, se agrega en la suma del
exponencial de dI1.25> el término '5V(9i_i) y la inclusion de este
terminoe no agregara dificultades en los calculos.

El cAaso ACBY = GBY = VB> = 0, conocido cComo caso de
particula libre no masiva en Mecanica Quantica, ba sido analizado
extenzamente por medio de expansion en autofunciones [Ma80, MT781,
a partic e teoria de grupos [Do71, Do74, Sh6e8, Shetl, etc. En
Reef., IWe?791 una de las conclusiones es gue no es posible encontrar
nna expresion cerrada para las sumas Gaussianas (11235 como en of
caso Jde las  integrales Gaussianas de los momentos conijugados de
Ly coorvdenadas definidas en 2, salvo en el acaso de particula

libre sin masa. Agqui se da una forma alternativa de efectuar los

calculos.



. PN B N 1
IL.2.R. La Densidad de Probabilidad de Transicién en &7

En esta Subzmeccion se muestra que cocomo el rango de
integracion para € puede ser extendido del intervalo 10,211 a [R.
La técnica consiste en utilizar una identidad, generalizacion de
la conocida formula de Poisson [Be6l1l, aplicable al propagador a

tiempos cortos <11.23):

1 . . - 2 —
o ?exp{lnbi(AGj cAC@ > - es2 n, G, O} =

'
X,
J

[ A0 - 2nn - cA©, D] 2 }

. -1/ 2
= (2n£6C0 _ >) ZE‘XP{ R e R
i-

C11.26>

que =i halla demostrada en el Apendice. La expresion d1.25> para

La DPT seva, a menos de una fase Z2nn, ’n en 11.26>,
) 11

P(G,L'QO,LO) =

de da

n, eZ n o
N+1

il
—
<
i b
-
=
=

N 2 N+1 [!,\Gj- ann - + 2"3‘—1" - EA(ei-i‘)]z
< M (2n=0G<CE | _.1)) exp{~‘ PN TCRD : }
i=1 1=1 -t
1.27>
Haciendo La sustitucion n= 6j+ 2n v §. j=0,...,N+1), por
, ) i

periodicitad ALg O=ALE D y G(qi)=0(8j) es posible Hevar el
Jd R .



inbervalo  Jde inbegracion de [0,2n] a [2nnr , 2ntHn) de la
i i
siguient.e manepra
Z2¢n+1y 1 +00
—— -
} Cod ) = I Ced dyg
st
red 2nn -
Laego
Feotle 6 > =
o’ o
w
- 102 f N 1,2
= Lim 2neGa D i d 2reQGCe >
E£--H0 ( 0 ) .n q_L( e -1 )
N+ (0 = i=1
ned ~ 00
: 2
N+s [ A8 — 2ACE, D]
x  expd- 1 -1
’ o . 2 & GB . O >
1=1 L <y .;G{;‘,H,q =0
N+ 1 0 o
aL2e>
N 1
De esita forma se ha pasado de tener una RIF en & a otra
deefinida en IR, sin embargo ta Ec.(11.28> guarda memoria de la
Lopologia en I suma sobre ooy en gque 8y (30 exten definidos en
R wsba expresion resulta de utilidad a los  fines practicos,
puast.o que =i es aonocida la expresion para la DPT en [R, es
posible determinarla en el presente caso. Una notacién abreviada

Ec.d.28) es

3

ned

para la

PCOL|8 1 >
(2] (0]

Yo

. t .
J Dqg exp {~ 172 f de L (t'q(“t‘),q(r))}
t

F Oy [s)

SECq ~0 > SECq-842Z2nnd ,
o o

AL29.a)



LCpgd = G [ - Ap)? . CI1.29.b>

siendo la medida de integraciéon definida por

N
. . e ~1/2 _ i 1.2
Dq = £I:J>{|,| (21(&0(80)) .n (lq_L(Zne.G(Gi_i)) R <I1.30D
N-—3» + L= §

y €02 nos indica que las funciones de q deben =mer evaluadas en el

pre-punt.o,

11.2.C. Representacion por Integral Funacional de Promedios

Asticos:

3
144
vi
-
~
‘d
~
P

Es e interés derivar una expresion en  integral  funcional
pava  promedios  estocasticos  de  funciones 2n peritddicas de la

vaviable 0 a Lismpos comprendidos en I't,“,(.] a partir Jde

211 N+1
<F{9(t,j)}> =J | d@)_ m@j} ;VN*?g.eNﬂ,.t,.Nu;...;ao,t.o) ,
o iz
CI1.31>
con et D=(GL 3,...,6CL 3, t. ¢ - <L < - <Kt , =siendo
i 1 N+1 O k N+1,

W (B st e LD i1a Densidad de Probabilidad Con junta
N+2Z N+1~ N+1 o’ o

(PG> del proceso 0. Si el proceso es de Markov, la DPQ es

expresable en terminos de la DPT:

N+q

W A A s Lt > = P(a,i_,|9 L )Y WEe L L D
Nt2 N+1 N+1 (8] O (9] 0 O O

it

C11.32>

12



D esba forma L) puede ser expresado albernabivamente en el
¥ T

formalismo dde opeoradores,  con condicidn  inicial 70?0 Dm=Aono 0
» i LR

rpuacla;

27 ~
<r'(n<1,.i>}> = ] d0  <¢e LlF{r?j}'O()t.()} . . 11.33>

O

S5 F es periodica para todo 6, es posible definir una
i

funcion x5 LR Lal que  F{O }=F{R<G D}. Realizando los oaloculos ya
i J

descoriptos para la DPT tenemos que:

L) ©
AUIRCL DYy = Lim (2reGeo N VP | ag [l du, (ZreGeo. N P
: 1 E-—-310 O N+t . i -1
N-—3 4+ m S . L=
- (0 - 00
N+t | AB — 2ACE 1)]2
v ol D . _ 1 ‘ -
F{RC i H cvxp{ 2 5ETaCE 3 }
e 1ot ('n ﬁ”

<I1.34>

Notemos gque esta Gltima expresion no contiene una suma sob‘re
1, a difevenacia  de o gquez  ocurre para la DPT C11.26). En
cvonsecuencia el promedio de funciones 2 periodicas on 5! es igual
al promedio de estas en K. En el calculo usual  no existen

restriceiones acerca de las funciones con las cuales se  Grabaja.

La Ec.(J1.34)> puede ser escrita abreviadamente

t Yo
ALYy = [ by «»-x.,{-wvz ]' dr L GO ),q(r))} FARCO D} &<y -0 D
; ) i i :
: PRGN - f.
(8]

C11.35>

siendo en o aybe caso la medida de integracion

43



N
o . ) . S s -1,2 .
Dqg == e:'_!::_l)ﬂl (Zar.r,.(-(GO)) quv‘,'1 ' M dqi(ZNe:G(Gi)) . <IL.36>
N~ + 0D 1.=1

I1.3.  REPRESENTACGIONES POR  INTEGRAL FUNCIONAL A PARTIR DE LA

ECUACION DIFERENCIAL ESTOCASTICA:

Dada la Foauacion Diferencial Estocastica EDE> o de Langevin

para un proceso unidimensional definido en $%:
8 = AW + ' %gcod rCtd (mod 2r) <I1.37>

con condicion inicial

o, > =6 11.38>

e inberpretada en el sentido de Lo, es decir Lodas  las funciones

e & son evaluadas en el pre-punt.o 60 d=0 . i dividimos el
1 1

int.ervalo e tiempo I t’n .13 en N+1 intervalos de longit.ud

e=, ~ Ln 74 =t J=1.L L, NHD, mod 2 indica que 1a variable
] »

"Nt
Gcsﬁi,mientl‘as que A vy g<C0) son funciones 2n periodicas. f(L) es

ruide blanco Gaussiano con valor medio nulo v con aut.ocorrelacién

una distribucion delta de Dirac:



It

<ECLDS> o ,

11.39>

FCLD> £CLO> SL-L>
v 1 es la intensidad de la fuente de ruido. La EDE d1.37) admite

como  solhaviaon para (L) fijo a Of(i,;(,?o,tf) un  funacional de £
A

definido en .

Fsuribiemndo ba EDE en ssu forma diferenacial

g8 = ACO> dl + 5 Tecod dw CI1.40)

dople hw es el diferencial de un proceso de Wiener definido por

dw = fCt.> dt A1.41>

podemos considerar la  DPT  para el proceso estocastico 6y
con=truir la RIF para ella a partirv de la EDE.
A efectos de una desaripaion suficientemanto proeaisa,

conideremns Ia ecuacion 140> en el discreto:

M= A RO D n' e D Awo . CTLA2D
i i- ¥ i
sk 0= L)), A= @ - w= wi{t ), Aw = w-w_ . Sualquier
A 1 1 1 1 1 i} 1 1 [}
fuancional P{{?i < Lk b e feLD, usando Ia notacion
RN P E=Va S O NST 2 N P v {6 CLDYy=(0 (L >,...,60 (L 3D, puede ser
f k. f RS B & { k f 1 { N+1

expres oo como



™ N1
Fin <t >} = ] N da, F{R)D} S¢g -6t , 1,43
[ * . . J i 3y f .
=00 izo
siemlo R la  funcion  definida en Ia Subsecc.<11.2.G.D. Usando la
propiedad de Jla "funcion” delta de Dirac
Sf gdxd) =

Z LS(X"X' >
il
3
= De.lag/axllx

n n

<11.44>

siendo % lom ceros de Ja funcion gOx), tenemos que
™
ML N1 .
. . 3 218 1.72 . A
1 Sy 0, D= 1 Dext.. (—-~» éﬁ; -ACqg . .)'-;q’ ?g(q . )é—v—lj
b v f i AN ay ) & 11 j-1 & ‘ .
im0 jo 0 . 15 q =63 oD
k f k
)65 éf‘vi -Adq )*7}'1'/255(«;1 )é‘_“ij) 65Cq -8 > =
e j~1 i1 £ [¢] )
N+ 1

Aq 1.2 Aw :
Ag . _ ] . C ow 5Cey ~ D)
I <17e> &( —i l\(tlj_ 270 L S ? g") (C'(q(; %

)=1
11.45>
donde 6 bt ;& ,L >)=0 . Reemplazando en la Ec. (I1.43)
f (= N 5 R & (o]
w Nt Ay 1.2 Aw
3¢ - - § - (;‘ '_;w_’. - - L - Hw .
r{«'u,k); [ T (daq i/t,) & ( i A(«;j_rl) 7 g(qimi) g
: i Y} &ECQq €
> F{R(qj } (qo (90)
J1.46D



Escribiendo cada una de las "funciones"
)
SCo ) =J dp. (&/21) e
3
-0

y wome el ruido blanco es un proceso de Wiener Aw_=£:fj , w0=0, los
3
promedios sobre el ruido de funcionales del ruido { =se efectuan de
la siguiente manera:
® N, -4 Nrt » :
FUB = Lim [ ogmip PO ex '{" ze L (av) } J
N—3»+00 -0 j=1 L=1 w”:()
(11.48>
Asi el promedio de la Ec.(11.46) sobre f es:
© Nt dp . dw
SEERS™S = Li 1 B {RGy
ey = Lim [ da, R geie FARG D}
N3 (0 Q=4
N+1 P
.-;< exp-{ i 5 pQAg - ¢ A(q,”’)-’- n ‘g(ql_i)Aw,)}- J
is1 4 i i1 i J q =8
0 o
N+1
1 2
= @X['{' s— L (Aw ) J
2 i
S | w, =0
C11.49>
Integrando sobre se obtiene la Ec.(1.34) siendo

{w > {p 2
i) y FJ

rel r')p,
J

delta como

s CIL47)

G(q)=g(q)z. Una RIF para los momentos conjugados Ap,q} puede ser

obtenida integrando solo sobre los {w)
)



(e 0] N+1

T80 C = : dp -
KF {ofu,j_)}) = _Lim f dq mn dqj 37 F-{R(qj)}
N——% + 00 - 00 =1

- N+ 1
. Axg . . n : .
o gt IS + M4 5 o
x exp{ i .i‘: [ p.i( = A(qj%i)) i 3 G(qj_‘) ] } ¢ (q0 (,0)

CI11L.80D

Avui p =R ez 1a variable conjugada de los g, , no ast de la
i i

variable estocastica 6@ . Esta ultima ecuacion puede ser escrita
i

formalment.e comon

) L yeon :
F{OCL D)y = ’ Dy Dp F{RCgq D} exp{i] dr| pg-H (.p,q)]} SHCq -8 D
! RERGE & i ¢ o
(8]
arsn»
siendo 1a medida de integracion
N+1 dq .
. ) = l. AL : ¥ "-;“ E‘ ?
Dp Dg = 6[_}):}1 dqo .” o.lqj ST CILS2D
N-—> + 00 1=1
y ] Hamilt.oniano
Hip,d = ~i/2 p° G + p glqd . AI53)>

e importante mefalar qgque cualquier otra prescripoion puede
ser determinada a partir de la EDE en un sentido de discretizacion
arvbitraria, &5 decir gue todas las funciones son evaluadas en

tri - . .
A = 0 4+ 1 A9, Vr: relD, 1]l (siendo r=0 el caso particular  de
)t 11 }



L), La derivacion de la RIP pava una discrelizacién arbitraria,
sohy difisye en el calculn del Jacobiano  de transtormacion de
coordonanbag que APATee e CI1.45). La prescripaion de

dissoretizacion W elegida aqui es suficiente para lo que sigue.

I1.4. PROMEDIOS ESTOCASTICOS:

HoLAD L Denssidad de Probabilidad  de Transicion  como  wn promedio

estocastico:

=i 13‘= f-?[(b;(’-?o,t.n) es la soalucién de la EDE dL37) para una
foncidn fijga FLD con condicion  inicial G‘(ﬁt,o;eu,t. > = & , la DPT

0 (8]

pAava este proceso determinista es

P ale b > = 3 S0-0 ¥2mn)d N C11.54>
f 00 = {
w.

v oabialace I ecuacion de continuidad derivable de (J1L.A7D

or. _ @
at. — B0

£
-d
w’

[ A + 5" Pgeed 1) P s

2} promedio sobre fL), definido en la Seccion 111, permite

obtener una RIF para la DPT:

reot|e ot 3 = (P @EL|e b >, I1.56>
OO0 f [S RS ]

39



que verifica el proceso de Markov definido por (I1.37)

Utilizando la expresion que expresa el promedio sobre el
vuido  de un funcional  del  ruido, dado en la  Seccion 111, es
posible obtener ta DPT en el espacio de configuracion dada por las

Fos, 127> ¢y L3989, o bien en el espacio de las fases a partir

le by Foss, C11.34) v L35>, obt.eniendose Ia expresion
abreviada:

it

—- t Yo :
Pao,t. |nu,(,0 > Z—‘ [ ‘(Ol))q Dp cexp{ 1 ‘fl dr [ pg- H <p,p} }
mese ¢ o

x (S(qo-'é?o) Sq-6+2mnd .

aJ1.87>

La medida de integracion esta dada por la expresion dLS2) y el

Hamiltoniano por <dL53D.

11.4.B. Funcional generatriz de funciones 2n periddicas:

Cualguier funcional F{E?f(t.j)} de LD con Gle:‘; ,»  puede  ser
desarollada en serie de Fourier
. ed -
Fie L} = § a, exp-{lp‘éf} R I1.58>
}

N P
p

donde 1’) ex un vector de enteros (N#H1D) dJdimensional v ér; {Gf(t. b))
1

i=1,....N+1. Bs entonces factible definir un funcional generatriz



Yoo

t
* .
ZLg, 0 ]=J Dg Dp exp{jr dv [ pg - H# <(pap +
JRCR - t,

De esta forma el calocule de JI1.58) se reduce a

@xp{ii';'a‘} = Zf _i(->>=g”f: n, SCemt 3 =0

.5 APENDICE:

Sea {433, con 056<2n, una funcion desarrollable

Fourier TLi64}

. &
Ca> = 'lV
1o E’hGZ ar\ © ’

con coeficientes de Fourier dados por

FAR

a =@ de e reod
" o
Bs entonces posible escribir
<&y = Fe4+2mmm)d
ZhGEZ ! >
A pearbiv de I ddentidad
R ) 5CO-2mid
= f £ 4L
E z"mt—f:‘?(_'

. ]
g

Pruebh.a Jde (LA, Sea

* .
g *+ i p]} 6(_([0'90)

Aarse>

C11.60>

en  serie de

{dI.A.1D

CI11.A.2>

CII.A.3>

CILAAD



+ 00 =
x> = x - 2n §, &x-2nnd> + 2n §, OC¢Cx-2mo , UALASD

12=% A n=0

Ia funcion mantisa de x definida en [0,27)., La misma admite un

desarrollo en serie de Fourier

Lnx

f(<x> = + 5% (1) e . AV A 6D
nXo

Derivando CILASY y (11.A.6> con respect.o a b e igualando
oblLenemos (I1.A.4D.
Para demostrar (I1.A.3), sea
N 3y b5
ack> = <2n>"“J‘ ae e ¥ feo> LA
(]
con atk=1D=a dado por JLAZ)., Tomando
14}
Y
. =)
Feod = [ dh Atk et CIT.A6>
= Q)

Utilizando Ia didentidad C(A1.A.4), quada demostrada CI1.A. 4> luego
de un  breve  calculo. Siguiendo este procedimiento, se puede

demostrar la igualdad <JI1.25):

~2711— ?;exp{inj(Al?_j*a‘l\(@j_‘ D) - &/2 nj G(iji)} =
i
® 2
= ? f dk 2 exp{ik(AG,-aA(@_mj)) - /2 k‘G(G,_l{)} SCk-n D
-l‘. NP J 3 J 3
i
o0

= ? [k 2 exp k[ (AG —2n 1) - cAC@. D1 = £72 rﬁ(‘:(@jml)}
P ; :
1

A6 — 2n nn -~ s=ACE D] z
j J i-d

- - e 4s2 =3 &- . .
| = (Zn‘e(}(.ojvl)) Z l,,.,‘(],){ 3 2 G 5 }

1—- 1

i
AIA9D





