CAPITULO 1V

V.1, INTRODUCCION:

Un aspecto de interées en los i“en«ibmérms no lineales fuera del
equilibrio  es Ja influencia  del ruido en tales sistemas, que  puede
Lo via brigen @n un reservorio o ser generado en el Iaboratorio
Y aplicado al sissbema, | SEX bien conocido [5588] ue el ruido
exbernn produoce modificaciones de interés en ] comportamiento de
Vv mistemas, por ejemphs cambio en los parametros oriticos de una
Lromssicion e .lnu;-v:u fucicy del equilibrio TARYR,  SSATL e osmichos
vamos e deinterds predecir el comportamiento  del  sist.ema
vecdprcto e Toms parametrom que caracberizan ool ruideo, perc CR TR I
neayoria e loz casos Jos  sistemas, modelados Por  Eouaciones
Diferencinles Estocasticass (EDE>  no  lneales. son desariptos  en
CLormino e raido bhlanco Gouasziano., En Lal caso el proceso es de
Mavkov, v como hemns  visto los  céaleculos  con  ruido  blanco  no
presentan dificultades  desde el punto de  vista matematico, pero
los resultados no son completamente satisfactorios, puesto gque no
permiten an estudio completo de La influencia  de Lodos  los
povshmeteos del sistena, BEsto se debe a gue el lmite Jde  ruido

Blonco ewitia caracterizado por un solo parametro, = intensidad  de

vvido s o mientras gque o ruido mas real easba caractervizado  al
TTTE FYRPES P abro paramet o, =0 iempo e vorrelacion T, En
i wrioness cyperimentales L int.onssidial o ruide e (¥

identificada por el producto de parametros er del ruido real. De

esta forma, al M NOs 2 parametros pueden ser variados
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independient.emente en un ruido real externo. Es de interes
esmtwadiar  la  validez dJde Lla idealizacion de  ruido  blance y  ver
cuales son los nuevos efectos que no pueden ser descriptos por la
teoria de ruido blanco en el contexto del problema que se estudia.

Consideremos La EDE unidimensional

GqeL> = Al L) + gy, L) LCL)
av.o

act >= g _

donde LD es ruido multiplicativo <(aditivo si g=1)> no blance o
coJorendo v puede ser asumido COmo un  proceso estocastico

estacionario. La funcion de correlacidon para el ruido { <L) sera

KL,t?) = L > av.z>

v werd una funwion de la diferencia de tiempos T=st-+0,

A fin de estudiar el comportamiento del proceso estocastico
(L) ftrent.e al comportamiento de los parametros gque caracterizan
al ruido <L), su intensidad £ vy su tiempo de correlacidon =

definidos ponr

(s &}
£ == f dx K{xD > CIvV.3.20
-
(48]
T = f dxy x K0 R (@ AR 3 P
- Q)

se  hace necesario wuna expresion explicita para la autocorrelacion

del ruido dV.2). La EDE puede ser convenientemente redefinida a
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fin de gue la funcidon de correlaciéon del ruido este normalizada a

1 en AV.3.a) De esxta forma Ia EDE se vuelve

1/

QLD = Aqtd + £ Pgeqtd reLdy . Aav.4>

Aqui estudiaremos los efectos del ruido coloreado (L) cuando
este satisface un proceso de Ornstein-Uhlembeck [S588]1 es decir un

proceso con valor medio nulo y funcién de autocorrelacion

KT = (p/2) expi-2»|T|}+ av.s>

v tiempo de correlacion 1=1/y. Ademas, el limite de ruido blanco

es recuperado en el limite de “"tiempo de correlacion nulo':

KCTE 20 50y CIV.6)

Todo proceso de Ornstein-llhembeck, puede ser descripto por una EDE

lineal para /D

r = -t + (_:'l'.?l'(b)
Av.7>
e D=8

o 53

donde c::—")vz para que =e salifaga dV.6>. En este caso L) es ruldo

blanco Gauasiano con valor medio nwalo vy "delta”  correlacionado  con

intensidad de ruido » °.

El proceso estocastico definido por las variables (q,0)> es
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Markoviano y 1 consecuencia =e satisface una Ecuacion de
Fokker-PlLanck (EFP) para la Densidad de Probabilidad de Transicion
MPT>. El proceso g es no Markoviano y la DPT no satisface una
EFP. Sin  embargo es posible obtener en ambos casos una
Representacion por Integral Funecional (RIF) para la DPT del
proceso estocastico q en  presencia de ruido coloreado [, .y
efectuar calculos de promedios, moment;oé vy funciones de
correlaciéon de funciones de la variable estochastica q.

El hecho de considerar una EDE no lineal con ruidoi coloreado
que =satistface una EDE lineal {dV.7)> por técnicas de Integral
Funcional es una posible alternativa de trabajo, que puede ser
Hevada a cabo dando una formulacion para las variables dinamicas
{L]/J} (u=1,.,d> de un proceso d-dimensional, o bien aumentando el
numero de variables incluyendo los ruidos como nuevas variables vy
extadiar e]  proceso Markoviano result.ante en el espacio ampliado
{(:]‘u,(' L} d=1,...,n> de (d+nd>-dimensiones. Ambos tratamientos no
presentan dificultades practicas a los efectos del calculo, aunque
veremos que Jos resultados no son  coincidentes, si lo son
formalmente va que sus expansiones en términos de la intensidad de
ruido £ coinciden orden a orden [CWB9]

Aqui =e estudiaran los efectos que introduce el ruido
coloreado en la Forma Normal Estocastica de wuna FRif-rvoeacion '!~;'
Hopf (FNEBH> para los casos de ruido multiplicativo lineal vy
aditivo. Se trata de hallar los nuevos efectos que se deteclan en
el espectro, tales como la aparicién de nuevas contribuciones
espectrales, su intensidad y determinaciéon de los parametros de

expansion perturbativo con respecto al caso de ruido blanco vya



examinado en ol Capitulo precedenteo.
Se presentan dos enfoques utilizando técnicas de Integral
Funcional aFD. En primera instancia s& considera ]l proceso
*

z,z2 > v en segundo  lugar se  incluye al  ruido como  variable

i ndand o

v.2. REPRESENTACIONES FPOR INTEGRAL FUNCIONAL PARA PROCESOS

ESTOCASTICOS EN PRESENCIA DE RUIDO COLOREADO:
IV.Z. A, Formalismo:
Dada la EDE d-dimensional

d"“'(c_,) = A'”qg,t,) + g""zg‘:(g,t.,) rleed

. «av.sd

(XN . .
q L o= Q

i .
donde  i=to..om oy m3d . {7} son ruidos  coloreados  cuvos  valores

medios son nuloss vy su correlaciéon esta dada por

kUL = <oty ricens CIV.9>

S gr:qzl(t.;gn,bn) es solucion del sistema dV.B), cualguier

faoncional dee Toss {{'} pucde s=mer eccribo como [LRB2)
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T -
Fig,1 = l Dp Dy exp{if dr p“[ q* - A’u(g,r) - si/zgtl(gﬁ) L.<e2] }
N S

(&)

¢ i 2
X C C -~
{OCy LU> )0 >}

av.10>
El promedio sobre los A([,"'} viene dado por
g T T . - . -
g 1> = [ Fly, ] exp{—i/zj‘ [ ar dr’ {'l(r)JL“‘(r,r’)(‘J(“r’)} .
. ,f)"l)
av.11>

donde NANE? ) es el nucleo inverso de K% ST detinido a

traves de

T . . .
[ at K et Mev,r = sYsar-1 CIV.A2)

t
(8]

Recmplazando la EcdIV.A0) en ba (V11D =me  tiene luego de  integrar

sobre los {£'}

Fly, 1> = l Dp Dq PX]"{iJ. dr pN(r)[ ((f]'u - Au(g,r)_)+
, . ]
0
T . )
+ i 2 gMeg.o | ac K, e g%(q,r’) p (T’)]}
2 v . IR 1
‘o

I Ny
s 4S5 t. - D
{S5C qU < >~ Q) o }

av.13>



1l proceso  estochstico {qu}» u=1,.,4> =i tiene definide un
conjunt.o  de  variables en una subvariedad TU° con a<d, gqueda
cvaract.erizado  sin ambiguedad por las  ecuaciones (IV.li). vy AVAD
debiendo  contencer las mismas  informacion sobre la perlodicidad  en

Ia condicidon inicial, de acuerdo a lo obtenido en el Capitulo II.

IV.2B. Contribuciones espectrales en un modelo sencillo:

Clong=ide oo Lia EDE unidimensional, interpret.ada en el

: . . 1
zentido de Tho, para un proceso estocéastico 8L definido en %

; 1. er -
o= w + £ 2&;(9) LD

a
~
-

Cmod 2r Aav.i4d

a7, D=0
t

* (B} -

donde  © es la intensidad del ruido, g¢(8) es funcion 2r periodica y

g

) ex ruido coloreado con valor medio nulo, gue satisface un
PROCHEO do Ornstein-Uhtembeck, e decir con funacion de
Aantocorrelaciéon dada por V.5, siendo 1 el tiempo de
autocorrelacion vy e, De acuerdo a lo visto en la Subseccidn
precedente la Funcional Generatriz F@) para el proceso 6<¢.), dada

en la prescripuaion de discretizacién del pre-punto, es
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- T
¥ .
ZLi.i 1 = | pp Dy exp{ij dr {pCr> | qCrd> +

1

F0 o

T
+ i = ogdgUrdFerd f dr' KCr.t?) glalr  D+wr?’) plr’dl}
t

O

L3
+ §C1y g<rd> + 1) 7 SCyCt D, |
JC1D g<r. J <o pdlr oD} } J(q(to CO)
av.5>

Es necesario defini» un PG “libre” o no pertur-bativo a part}r
dal  cual  realizmar el asloculo perturbative en  potencias de e. El
criterio agqui es considerar gue el limite de ruido blanco debe ser
recuperado para “tiempo de correlacion nulo”, expresable ‘a traves
de la expresion <IV.67). De esta forma el calculo perturbativo
describira  pequefios  apartamientos del caso de ruido blanco, pero
incorporara IO VO elementoos: U poestpes o o ot Cuando 1a
funcidn ile autocorrelacion  del ruido =se vuelve una funcion
“delta', el t.ermino  no  oscilatorio  del desarrollo en  Serie de
Fourier de gz(ﬁ). que  Hamamoss A0 en el caso dJde 1uldo  blanco
considerado en el Capitulo Ir, permitia  definir una  Funcional
Goeneraatriy, Hbre (,l"U.l,) de téerminos  oscilatorios. Aqui, el criterio
es tLomar una funcion «() de forma gque esta tiende a AO en el
limite de ruido blanco. Aqui no nos  ocuparemos de la  forma

funcional de o, que sera considerada con  mayor detalle en el

lap.V. La FGlL sera
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. ¢ T

" . - < - )

72 bl ,']==_l Dp Dg 4."—.‘xp{il dr {pdrd[ gD + ié{x [ dr’ Kr,t’> plr'r) ¢
' S

O
PR L

(9] O

+ O qCrd + j Ty plrd) }zﬁ(q(to)-éo)

IvVA6d

Este  funcional de las  fuentes puede ser evaluado explicitamente

con by oavadka ade s Lécnicas esstandar. B el Ap.A se  maestra,

siguiendo el procedimiento dado en [LRB2], que luego de

integrar
AV.16Y sme obtiene
* _.r
ZoUjei 1 = e.\'p{i@ [ dr i<a> }
© [AD
l‘u )
- T T N
= exp{-— 1/2] rdr dr [ 21 j<1OS<r, v GO+ jCrdRCr, 77D §C1 %)) }
toto
<IVA7D
siendo las funciones de Green
SCr, v’ = Olr,1*> ., av.is.ad
RCr,t’) = sax | miu(ﬁr,T’)—t.o— KCr,r?) + Jv.18.b>

+ (172 Cexpl-p 1 4texpl-13>> exp(yt,c 3]
]

Para definir una Funcional Q@Generatriz Libre Estacionaria
(FOLE> es suliciente exigir la condicidon de regimén estacionario

gque se impone sobre la fuente jCL):
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-
J‘ <> dr o= 0 . CAV.19D>

L
(o]

Luego de tomar t,n—-+—m en la expresién para la [FOL dada en

Fc.dAV.19) se obtiene la FOLE:

el h 4
Z5 .41 =
o i

T T _ -
x exp{—i/z [ | ar d2'[2ij ISCT,17 IO+ ICTORCE, T2 §Cr )] }

Lot
o o
av.zoo
siendo la funcion de Green
PCr7) = got [ minCr,v’) - KGr,7?> 1 . av.z21

Como se ha establecido a lo largo de este trabajo 4la fuente
puede ser expresada como combinacién lineal de funciones ‘'delta”
con coeficientes enteros de tal forma gue su suma sea cero.

Consideremns para ilustrar el prodedimiento pertucbativo el
caso  gdM=cosA, dalcularemos fTundiones  de  autocorrelacion para el
proceso g(6) a orden cero y perturbativamente a orden 1 en el
parametro de expansion gue en este caso serd £7), yva que esta sera
la contiribucion espectral dominant.e de frecuencia distinta de la
fundaunental. La funcion de antocorrelacion para el proceso cos@ es
determinada a traves de los términos de su desarrollo en Serie de
Fourier.

Al orden cero la funciodon de autocorrelacion estara dada por
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1.2 Re{ explioT) z:;’”[&(w'_r')vﬁ(o);«.)] } av.22>

il

T
5

172 costaT) expl-s/4] |T|-(1/;»)(1-exp(—y[Tl))]}

Faos: contribuciones: perburbatidveas o la fancion de aatocorrebacion

son  caliuladas a  partir de la  expresion dAV.AS) en el limite

estacionario, es decir con Lom—»—oo, reescrita como

4+ 00
— T n
eal * - £ n . . . . . )
z"ti, 1 = Z -3) ‘_[ ” Dp Dq | ” (H,jc.lt,j p(tj)k(.t.j,b\’i)p(t,j)
=0 yeoo B

X [g(c;;(t,j)+wt,i) g(q(t,;)ﬂot,‘,’) -

. T T
. S *
< exp{i ] dr {pCrof qdr )+i;a[ do’KCr ,v?0pCr’ O] M iodqlrd+j CodpdrDd }}
RN 3 o (a4}

av.23>

A orden 1 aparece la contribucion espectral de frecuencia maltiplo

Ia misma contenida en «] calculo de

vl Ia Hundamental, estando
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ry

Coxp{i] OCTI-0C0 )] }>”"““= expCGwl> 277 [ 6Ce=T>=5C02:0]

T . 2
- __E -y gy "~ - 1 . v - ‘ ..CS " e
= -5 expinTd ...!md",“"'z"“’i’t},){{ T exptioct —t 5} ( Zﬁ“‘(ti')é,j “'z))
e TP Lt )} -
1 2

i
J FJCoI=SCoa=TI=ECoDHECo— . . -5 o-t,? 2;§C e d=0

T )
J_](v)-‘f—é(-s—’I')-—é(o);_j(o)z()

av.z4>

Teniendo en cuentba que el integrando es simétrico en las variables
ches integracion, llevamos 1a misma a 1a region T)LBLZ. Los
calculos no  seran  dados aqui, pero wuna breve prospeccion  del
integrando muestira que el término gue contiene a exp{iw(t,l—t,z)} en
factor es el gue introduce nucevos armonicos en esle caso  de
frecuencia 2w, El otro sumando, que contiene como factor a su
comple jo  conjugado, agrega teéerminos de frecuencia 0. Finalmente el
termino gque contiene a o debe ser analizado por separado yva que
por corrececion al orden 1 de fracuencia o, debe ser agregado a
ecbos, L Léaconloa de clleculo es La ya sehalada a lo Lbargo de este
trabaijo, traba jando en la prescripcién de discretizacion del
pre-punto. La F@ evaluada en las fuentes puede ser desarrollada en

serie de potencias de £/ como sigue:
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ST RC PESComt D=5Co=t D501 =

©
= Z77HSCe=To=5Ce>:0) exp{-1,2 [ DCL .t > +DCtL ,t > -2PCt b D+
(5} 1 1 2 2 1 2

+ 2 (DCT,t > =DCT,t > =DC0, ¢ > +DCO.t D) ]}

~ ZHSCe=TI-5Ce ;01 { exp{-cor2 [3t -t -2mindt ,t >-
0 1 2 1 2

-Zmin(D,t,j)+2.min((),t2)]} + Sesy) }

Iv.25>
Para /7y« el primer swnando de (IV.24) es
* T L1 -
-~ /4y ‘F,-S< SCoe=TH—/ o) ) . 9 : . L s ! 0.
(e743) 70 ECe=TH=S5C->:0] l dtl ;;,(t,i) f dtz [(tz) s V.26
o0 =0
g('t.l‘) = exp{(im*,)')t,.l“a:f.:x(Bl.l_/Z"min(D,t’))} @(LI) , av.2o.b>
feL > = n:q.){-‘(,ir,w;;)l,.2+.s:u(3(-?/2“min(t_),l,?))} (@(ty)-ﬂ) , V.26,

estando en ¢l contenidos los términos principales de frecuencia 2w

Cexpli| €CT-aC0D]) }>‘;"; = —(es4r) zf;"""h_f)c;o—T)—(sco)_;m
w GCTI[ FCO >-Few ™) AvV.27.ad
GO = (iomp-3e/4) ‘expl (iw-p-3,4)T) , CIV.27.b)
ey ) == (»'(1‘-’;\ +tff/") ! - V.27 .
T’y = 2(-iwtp+3es4) 0 CIV.27.d>
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donde G y F son las primitivas de g y f respectivamente, como se
ha visto con anterioridad Jlas nuevas contribuciones espectrales
est.an Jdadas por la discontinuidad del integrando en t.z=0 dada por
FCO D-Fco™D. Finalhmente la contribucion a la funcion de

correlacion, en funcion del parametro de expansidon £/ sera

(_‘.10 (T = -(£78)) exp{-(e+p) |T|+ (/42 (1-expli~»|T|2]}
x Re{ expZ2iwTd Sdasy,0yd> } Iv.28.a0
SCowd = (~iv-30/4-1) [ (ivtora+ ) - 2(-iv430.-4+1) 7] V28

con o=£/y v v=wy. Como solo términos de orden &/ son de interés
podemos tomar el desarrollo de S(o,) alrrededor de o=0 y retener

el primer término. Finalmente:

AN
[
1

(I> = -(£/8y) expl{-(e+)T+(e/43)(1-expl-3 |T|>)] }

: 2
1-(w7y) 2wy . .
x Frmieetta o2 cos20T - —S--—r2-2 sen2 CIv.29>
X { (1+(w/)/)?)? cos2wT (1_}(0‘)/}/)2)2 sen2sT

La metodologia dada aqui para determinacién de los arménicos
en en el esquema de calculo perturbativo por integral funcional,
es aplicable para el calculo de otros términos, tal como el de
frecuencia 0 que tambien aparece al primer orden. Los resultados
aqui alcanzados pueden ser obtenidos en el contexto de la IF al

considerar el proceso estocastico de las variables (B,f).
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IVv.3. FORMA NORMAL ESTOCGASTICA DE UNA BIFURCACION DE HNOPF CON

RUIDO CGOLOREADO:

Consideremos la EDE en las variables du,8) que describe un
sistema dinadmico que presenta bifurcacién de Hopf, siendo u la
variable "transversal” al ciclo limite y que en este caso describe

pequeiios apartamientos del mismo. La misma en el sentido de lto es

b= —2pp u + v g Cpretd £

s Aav.3od
u = -2n u + vl"tzgz(go-i-cot) f<td
donde para el caso Aditivo v=e/p y
gz(w) = cosy , gi(w) = -seny , CIv.31d
y para el caso Lineal Multiplicativo v=g vy
gz(w) = c + cos2y , g;1(w) = s - sin2y , <Iv.32)>

ft.? es ruido coloreado con valor medio nulo y autocorrelacién
dada por IV.5).

L.a Funcional Generatriz es en este caso:
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S ¢
- - . .‘* " « . . . > - - . . . .
| Joilr = l I)Q I_)g G’JXP{IJ 5 B {pl Cr (4 . <y )+2u(;qi )+pz Cr o, vy iU_Z at

L

RS
O

T
(8] .
4 . > - ¥ & L - Yyt ? " .
i 5 ] e l),L(I) gt(.q(z> wrd KCr,v') gj(q(.r dHwr D pj(? >1}

o
3 <> g G+ jf(r) p <o} } S<q b >=6 > &<, <t dmu >,
<IV.33>

* ) "
donude J, .-*_:~:<\)j jj >, jzr—z(_j?,j? D, ij.=1.2 e indices repetidos implican
suma. Siguiendo el mismo criterio de la Subseccidén precedente el

IFOL, serA:

-
" . .
Z,,'J‘J V= l Dp Dq nxp{ij de {pt(l)(«'],( :‘)+2;.q’u:;l)+pz(r)(4'|?('t‘ )+2p(|2)+
' Yo T , ' 2
t
v L o
+ i - a"’ Jdr? p <> K<r,m°> p <1231} +
2 L i )

(8]

N }
+ ,j_l('T) qi(r) + ji(r) pt(r)} }

x SCg L OX-8 ) Sg ¢ d-u >,
1 o o 2 o (5}

av.3s5>

donde ai’j(,v) tiende al coeficiente Aii, del desaarrollo de Fourier
dex g_t((?.)gj(”), cuando p-—s—oo.

Para ilustrar el procedimiento consideremos el caso de ruido
aditivo con (3=0, o= =0 y o =oo =a. Teniendo en cuenta que

1, en este caso, queda luego de

> ' 3 I*J 7 [ ’ l*] 7 l’ 3 I*
K"r)'“!"'\! T % ',1"’]1 “o "]2""?_

integrar la FGOL dada en (IV.25)



. ’r
.Y S S e , — Te 2 e .
ZU[J‘J 1 = [ ( e.xp{l()of iy J“(.l) S”(z.t, )}

Jimd, 2 : Lo :

*
dr di’ [ 21 S Cr,e'0j Cr'>+j IR Cr,ridj <1°)]
H H ¥ o H H

Iv.36D
sihendo (\):)-:()n \% ()i*—‘-'uo y las JTuvnociones Jde Green
Sl('t,,l,"_) = ot-t> V.37
Sz(‘l..L') = BCL-t") exp{-Adt-t."D} Iv.37.bd
Rt(‘_i..t,‘) = e | min(l-.t-")—'-”*K(l-,|-") +
+ (1723 )(expy totexpd~yt>D) exp(}/to)) s AV.37.cD

R_CL.L™ = (vo/2) O L O explr |t-to |y +
+ (=) T expCa -t D -
- (20020 exp(~k(t+t’—2b0)) -

- (=) ! (expd-At-pt’dtexp (-t ’—y‘t,))exp((y-*)\')t,o)]
aAv.ar.dd

COnN r=2e. Imponiendo la condicidon de regimen estacionario
establecida  sobre la  fuente ji(t,) y luego tomando el limite
t,‘—»-‘a.en la Ec.(4.362 queda definida 1la Funcional Genratriz Libre
C

Estacionaria (FGLE):

116



) v p
aexpl—-1.2 dr dr’ 2ij GOS8 (rv?Df e+ f GeOD v, tyi D
) III? r{ J L I t L2i, N 1, 1, y 3, }

o o
1v.38>

siendo en este caso las funciones de Green
l),(l,.l,’) = v |ominCL,U)-KCL .8 ] . C1vV.39.ad>

DLy = oy G AT (1729 )expl-y | 6= 0 D=L 20)exp(-A [ t-t" |)]

IvV.39.b>

A orden cero en teoria perturbatltiva determinamos funciones de

correlacion del proceso (z,2). La funcién de autocorrelacion es

<z<1'>z<_0)>:’“":0 , CIV.10)

ya que no se satisface la condicion de regimén estacionario. La

funcion de correlacion conjunta es en cambio

¥ et el . - s . - -
LA CTIZ Sy = o [l SCe=TI=SCa 2= 1(HCe~TIrHEC D)0 expUinTd
16 3

= AT expliceT) .,
av4ia

ALTY = axp{-val [T+t ﬁ)(,\»z(4;'2—;"2')4-1)(@}(;)(—}' T31)-
] |

= oGl =2 T Y exp-2 T D= 1)) AV.41.DD



La contribucidén espectral de frecuencia 2w al orden 1 en teoria de
perturbaciones, con parametro de: expansion VY esta dada

unicament.e por la funcidon de correlacion cruzada

¥ s . . . .
(Z(IT')Z(.()’)‘}1 ;(_= vy ACTY dlosy,u7p) expliZzoT-GQ+d |T |} Iv.42.ad
Ao = [ Gomed o+2o-10Co-20-10] 1, CIV.42.h)

con o=wy Yy o pmuSy.

IV.4. EL RUIDO COLOREADO COMO UN PROCESO DE ORNSTEIN-UHLENBECGK EN

EL FORMALISMO DE INTEGRAL FUNCJONAL:

Lo resultados hasta agui obtenidos a partir del formalismo
presentbado en la Subsec dV.2.A) pueden ser alcanzados incluyendo
al ruido como una variable relevante en la dinamica, para lo cual
suponemos: e se satisface un procexo  de Oprnstein-Uhlembech
desf iavielo o I EDE CIV.7H. D> Y] ) foema Tors vevaltoowions
alecanzados: son formalmente igual en una expansiéon en términos de
los parametros perturbativos. Aunque no son coincidentes permiten
obtener de un:Aa manera sencilla, utilizando el formalismo de
Integral Funcional para Procesos con ruido blanco, las
contribuciones espectrales o armonicos  principales en la  teoria
perturbativa. Para ilustrar estas ideas consideremos el sistema de
EDE definido por Ecs., V7> y AVH14d. La FG es definida de

acuerdo a la Bo<ILGe):
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T
* . . (o
2rj,j1 = I Dp Dyg exp{if dr | P4d, * pa,- s” tg,g;t) +
Y t
Lo

+ 4, gy + jf(w) ptcr‘);}

x  6Cq (4 -6 &Cq b >-L >,

Iv.63.ad>

Yoy ) 2 1,2
b2 N H = - oI + - .63.
{B_g LD iyr-2 P, £ P, g(q1 wt)D q, ¥pPd, v.63.b>

a partir de la cual definimos la FGL

- "‘ .

* _ . . 2

zZ il = I,,(E? Dgq exp{iftdr tpa, +p,(q,%rq) + iys2 p, +
(e ]

+ J > g+ j:(‘r) p, (T} }

S, - - -
X L(qa(t’c) 60) 6(q2(t > >,
<1V.64)>

que  integrada sobre variables y momentos conjugados permite

obtener la expresion (dV.36) con funciones de Green

Si <LL,b?D) = iodt-tD> av.65.ad>
St = 10Ct-t" expi-yCt-t>} , - CIV.65.0h
RZ(L,L’) = (/2> [exp('-yIf,-t.’|)-exp(—y(t+t’-2to))] ; IV.65.c>

En el limite 1,0—--»-00, como la FGL debe ser independiente de las
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condiciones iniciales, es natural exigir la condicién de regimén
estacionario CIV.a9)D, Queda asi establecida 1a FGLE CIV.38>  con

funcion de Green

l)z(t,t,’) = K, av.66>

La funaidén de correlacién para el proceso cos® al orden 0 sera
GO(T) = 1/2 coswT AV.67D

Las contribuciones espectrales, en teoria perturbativa se
determinan siguiendo las técnicas ya establecidas. Al orden 1, en
el pardAmetro de expansion &£/, se tiene que la contribuciéon de

frecuencia 2w es

C*Ty = ~(es8r) expi-» |T|} -315»‘91’2;-2 cos2wT- 22977 ., sen2wT
1 ) A+ ) D)" 77 A+ y) )" )

av.68>

El desarrollo de la Ec.dIV.29) en potencias de &/ coincide con
esta ultima expresion, lo cual permite ver que para el calculo de
las «ontribuciones espectrales o armdnicos el método establecido
da la contribucién principal en potencias de &£/7y. Sin embargo, no

es de utilidad para establecer la contribucién de orden cero.
IV.5. APENDICE:

Se evaluara la FQ@L generica gque aparece en un proceso con
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. L . . .
ruido  coloreado donde K (. es la funcién de corrvelacién de

lox ruidos gue intervienen en un proceso. La misma es de la forma

T
e ; X e Q> e
d 1= [ Dp Dy e,xp{iftdr [p“(q +A gq ) +

(8]

T :
i . g MV . 7. * 1
+ = of dre TIK LT >+ Moy !
5 Jtrir p“(.r)k CT,7'op LT ‘juq i p ]}

(8]

. ac e e M
> ASCaTCh D=0 )}

{aV.A.1D
Utilizando la propiedad de cualquier funcional GIx] de {x“}:
[' Y §< GIx) = 0O ) IV AL
N -.:‘\{ E;{“ 'il— 3 N }5 - X / .

¥

v utilizando Ias condiciones de contorno sobre Lass derivadas

funcionales de la Funcional Generatriz Libre (FGL) respecto de las

fuentes:

-z J = o' =z CIV.A.3.2)

14
i ;—S—j*uas zo jL—T = 0 (AV.A.3.b>

es posible determinar una expresion para la FGL y las funciones de

Green.

Devivando funcionalment.e av.A.D respect.o A los momentos

conjugados P,V teniendo en cuenta la propiedad <(IV.A.2):
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T
0 = [ 2p Dq [ gy + ia [ ae KHL(T,T’)[)D(':-’)]
L

0
ot By i N v
B m.xp{i J dr | pu(«:';“+>\ H q" >+ 5 uJ dy’? pu(rN(lJ Cr o, 1")[)?)(r’)
t L
©) (8]

. ) YL ‘ - { A4
+ j qﬁ + i L]‘.vu_]} {/._’;(:q’L (,LD)—Q:))}

CIV.AL1D

Egsta relacion puede ser expresada en términos de la FGL como

T
d RETEIEN < Ry . HY & -
e AT e e .l B IR ¢ + o dr? K BT e 2
(-dz' A ) iRy ,(") Z., (,_] 1> o JL(IT K77 Cr,t%> | T .)70

! o
CIV.ADD
N . ", e

Derivando funcionalmente respecto a las variables {q’ } la FGL

AV.AL v en virtud de la propiedad (JV.A.2) se tiene

0 = [ I Dy o v LI I

- . T
v ex e Sy, CHD L LI *p oMY e op
*-»7\1.'{1_] S GO | pu(q + o ) + 5 uJ', (3§ pu(r)k Cr,7 )pl)(r >

L
0 (o]

, y kgL ' i )
T L ﬁpu|} {5Cq (.t,”)-Qi')} R

Jy
CIV.A.62

gque expresada en términos de la FGOL es
d gy 1 S - s . : :
(E? » ) T 3’3*“?%‘3 Z,= __;uu) z, - CA.7D
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Esta altima EBcuaciéon Diferencial (ED)> con condicién de contorno

C(IV.A3.b> admite como solucion a

T
1 6 _ s <y, s
[ 2iHeEs Bo= I l dat’> sH& o LRI CIV.A 8
O
siendo
sHiL 0> = e -1 exp{-A*ct-tdy CIV.A9D

la funcion de Oreen que resuelve la ED AV.ATD

Los caloculos para determinar la solucién de la ED dV.AS) con
comndiciéon . de contorno (OV.LA3.a), que no daremos agui dada su
ext.ensidon, requieren de la forma explicita de las funciones de
correlacion  de los ruidos coloreados. En los casos que nos  ocupan

las mismas estan dadas por
Kb = 172 AMY expi-Alt-t |}, CIV.A.10)

ess decir cOon tiempos de correlacion iguales pero diferentes
intensidades. El caso mas general no ofrecera dificultades
adicionales. La solucion de la ED (IV.AB) sera

-

E 3
Z.= O expn 'ty Z - [ atr st M+
) O O O « L

|
i

~
)
- |

e
r~
(V2]

o
T f¥lo4 o,

+ ia r dr’ RTCr’, 1) J < >
t

0
AV.A11D
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stieedo Ja funcion de Green

T
ter

RY ¢ = [ oat dt st KMt s CIV.A12)>

t
oy

y explicit.amente para el caso (V.A10) se tiene

| Lo ey - X oL

R ¢r > = "G+ KTt 20 T CIV.A 1320

PGy = o2 AP O AT - Tt

w [ &y -1D (exp(-—)\(gé'z’wr)) - exp(-ACr’-1vd)) -

- e.'.q,)(—%.(u{t'—~t,n)) (exp(-)\.co.%?"’—t,o)) - exp(—z\(r-’—(,'__,')))] +

cory - 18 oy Cpy

+ (A AR DN ) exp(—i [N 1)

v | rexp((?\('u)* >\.‘O7)min(t,t’)) - exp((')\”’“-F )x(u'))l.o) 1}

CIV.A.13.bD
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. L Ogn [{as] E5S |
FEs de dnterds el caso  particalar A= A= 0 \Y At A para el

cual la funcion de Green es explicitamente

R(t*,t) = A~z [ minCr, 7> LO— KCr.t') + CIV.AA5D

+ 2 (Cr,t. D+ KO, bt D
2 ( F\(T_,QO) K t,o > 1]
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