Capitulo I

Conceptos Generales sobre

Sistemas Dinamicos con Ruido que presentan bifurcaciones



CAPITULO I
I.1. SISTEMAS DINAMICOS QUE PRESENTAN BIFURCACIONES:

Una poderosa herramienta en el esxtudio de =sistemas dinamicos
no  lineales gue presentan inestabilidades lo proporciona  Ia t.emi'ia
de bif urcaciones:, 1a cual describe como las solugciones e
ecuaciones diferenciales  pueden ramificarse cuando uane o mas
parametros del sistema son variados. Las bifux‘(:acim'nes son
clasificadas en términos de su codimensitn, es decir el mmero de
parametros independientes que se necesitan variar para obtener las
distintas soluciones. En la vecindad de wun punto fijo estable, el
sistema queda caracterizado por una variedad central cuya
dimension es igual al numero de aut.ovalores comple jos conjugados
de la parte lineal del sistema, cuya parte real puede ser variada
caracterizando la bifurcacién. CGuando estos autovalores se vuelven
imaginarios el subespacio propio determina el o los modos oriticos
del sistema, y la dinAmica sobre la variedad central puede ser
reducitdla A una ecuaclon diferencial para el o ellos en la vecindad
del punto de bifurcacion.

Uno de  los resultados mas  importantes en la  teoria de
sistemas dindamicos no lineales es el Teorema de |a VYariedad
Central [Ke671 yue nos dice que es posible efectuar uwn cvambio no
lineal de variables en la vecindad dJdel punto de bifurcacion, de
forma tal que las ecuaciones diferenciales gue modelan el sistema

pueden ser transformadas en ecuaciones diferenciales para los

modos ariticos. Existten dJdiferentes téchicas [GsS83, GHB3, CE841},



conocidas come de las Formas Normales, para obLener ol cambio no
lineal ) variables Y las ecuaciones diferenciales para las
varviables orilicas son conocidas como Forma Normal FN> de vla
singularidad.

Los sistemas dinamicos que presentan bifurcaciones de Hopf
presentan dos tipos de atractores o soluciones estables: 1) |'.l.l,1l)‘.():‘>‘
fijos o sumideros y 23 soluciones periddicas <(curvas cerradas
simples)> o ciclos limites.

Para ilustrar la formacion de un ciclo limite consideremos el
wimt.enma dinamico descripto {(en coordenadas polares) por: P o= up—x\a
y 6 = m()) 0. Para K0, el 1:—1«;!6 derecho de la primera ecuacién es
siempre negativo v el movimiento son espirales que caen en el
sumidero r=0. Para ;20 es positivo en la vecindad de r=0 y el
punt.o  fijo deja de ser atractor; para r<g @>u) se tiene un
incremenbsy disminucion) de 0 con el Liempo. Asi ~l  sistema
evoluciona  al  ciclo  limite U=y, 6(L)=m0t,+60. El pasaje de un
pinto fijo a wun ciclo limite cuando 4 pasa por cero, que
caracteriza a esta bifurcacion de Hopf, es ilustrada en la
Fig.C1.1).

Lios  sistemas (que  presentan una bifurcacion de  Hopf quedan
caracterizados por wun parametro de bifurcacion p, gque es la parte
real del par de autovalores complejos conjugados de la parte
lineal del sistema de ecuaciones diferenciales gue los modelan.

La dindmica de Lodo sistema que presenta una bifurcacién de
Hopf queda modelada alternativamente por la Forma Normal de la
Bifurcacion de Hopf (FNBH). Su descripcion en la vecindad del

punto  de bifurcacidon  es cualitativamente el mismo, a un lado se



tiene <«como atractor wun punto fijo y al otro r  ciclo limité
cvircular, volviendose inestable el punto fijo. El cambio no lineal
de variables es una expansion polintmica de las variables
criticas, cuyo orden es u, y da cuenta de las resonancias
vont.enidas en el sistema dinamico. La composicidon espectral de las
resonancias es consecuencia directa del cc»mportamien(.o no lineal
del wmistema dinAdmico, es decir la forma funcional de la parte no
lineal de la ecuacion diferencial que lo modela. La FNBH no
cont.iene resonancia alguna si el cambio no lineal de variables es
efectuado adecuadamente. La metodologia de Formas Normales
propuesta por CGoulet. et al. [CE84, CE85]1 permite en una manera
directa y sencilla efectuar dichos calculos.

Cuando se incorporan excitaciones irregulares al sistema,
debido a 1a inest.abilidad de sus parametros, ruido axterno,
interno o térmico la descripcion anterior resulta incompleta.

Se muestra en este trabajo que el hecho de considerar al
gsist.ema afectado por ruido, da lugar a la aparicion de nuevas
resonpancias o Lérminos  especlrales, que llamaremos estocAsticas
por s=u origen, mientras qgue las gue son propias del sistema en
ausencia de excitaciones la=s Hamaremos deterministas. Este
fendmeno conjeturado por Coullet et al, tiene su origen en el
acoplamient.o del ruido al forzado ext.erno determinista,
caracterizado por la frecuencia de oscilacién o modos criticos del
sistema dinamico. El ruido en cualquiera de sus formas contiene
alguna porcion del espectro, el  blanco t.odo el espectro
frecuencial.

En la naturaleza existen dos casos de particular interes:



ruido aditivo y multiplicativo lineal. El ruido aditivo tiene en
cuent.a los efectos del reservorio del gue no da cuenta una
descripcion determinista y el ruido multiplicativo lineal tiene éu
origen en la fluctuacién de los parametros lineales del sistema.

Cuando se desea realizar la descripciéon de un sistema que
presenta  inestabilidades en presencia de ruido, la inclusion del
mismo en la dinAmica se debe realizar cuidadosament:e. Todo tipo de
Lransformacion no lineal debe efectuarse sobre 1= Ecuacidn
Diferencial Estocastica (EDE) qgue lo modela, obteniendose en este
CASO la  ecuacidén diferencial de la forma normal extocAastina
Hanada simplemente Forma Normal Estocastica (FNE> de Ia
singularidad [ET87a, ET87b, E]J871

La inclusion de ruido aditive o mulliplicativo trae como
consecushncia la aparicién de términos ‘“resonantes” en. la FNE, a
diferencia de lo gue ocurre en la descripcion determinista. Son
estos términos los que dan origen a nuevos tLérminos espectrales o
resonancias, que son armdnicos de la frecuencia fundamental del
sistema. El estudio de estas contribuciones es esencial ya (iu@
pueden entrar en competencia con las deterministas. l;.a intensidad
de las contribuciones dadas por los arménicos estocasticos en el
espectro estara caracterizada no solo por la intensidad de la
fuente de ruido, sino tambien por su tiempo de correlacién, los
parametros que gobiernan la bifurcacion y su frecuencia propia.

Se analiza en este trabajo los casos de ruido blanco y
coloreado, ambos con valor medio nulo y funcidén de correlacién no
nula. El ruido blanco, cuya correlacion es una distribucion delta

con  “tiempo de correlacién cero', tiene. por espectro o potencia
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espectral a todo el espacio de frecucncias; en cambio el ruido
coloreado contendra seolo una porcion del mismo, tal es el caso que
consideraremos aqui: ruido de color que satisface un proceso de
Ornstein-Uhlembeck y cuyo ancho espectral es proporcional al
inverso del tiempo de correlaciéon del ruido.

Existen g1 Aan variedad de sist.emas fissicos, quimicos,
biologicos v de la ingenieria que presentan inestabilidades tales
como una bifurcacion de Hopf. Aqui nos ocuparemos en particular
del estudio de osciladores autoexitados, que aparecen en circuitos
v dispositivos electricos [St63, FH83, TD89, Gvagl y de inodelos
sencillos de variabilidad vliimatica, de ul.ilidad para 1a
descripaion de fendmenos  paleoclimaticos [SaB2, 5582, Sufl, NN8i,
Ha76]}.

Los sistemas dJdindmicos gue presentan una bifurcacion de Hopf
en presencia de  ruido pueden  =er modelados  por N ecuaciones
diferenciales, de primer orden en el tiempo, que describen Ila
dinamica de las variablés lentas del sistema. Los términos de
ruide estocastico tienen en cuenta las excitaciones irregulares vy
asumen la existencia implicita de variables rapidas. En estas
condicioness en la vecindad del punto de bifurcaciédn, no Kera
posible despreciar los efectos no lineales del sistema. Por otro
lado existiran N-2 modos estables, es decir autovalores reales
negativos.

La EDPE gue modela a un sistema que presenta una bifurcacion

de Hopf es

li

L ua + N
> <

+ ~ Py > o
A gll) l"(k§u,t > aJ.1

'
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donde ll‘—‘?(ll1,...,l.lN) e un  vector N-dimensional de las  variables
dhinamicas, L()\~ es una matriz gque depende de los parametros
. F

('?-.‘)r-()x.t,...,)\ 2, al igual que la funcion N()\gu) no lineal en u vy

m

la funcién F-c>\§";t) gque  tiene en cuenta las fluctuaciones en el
sist.ema. FEx  este el caso en que la solucidn estacionaria wu=0
picrde sa estabilidadd,  es dewir los parametros Y Loman valores
o para el cual 2 autovalores tienen part.e real cero, mientras
los restantes N-2 t.ienen autovalores ¥ Co=1,...,N~-2> . reales
negativos, L.os autovalores imaginarios determinan los modos
inestables o criticos y los restantes los llamados estables. Este
es el caso general de un sistema dinaAmico cuya inestabilidad es
una bifurcacion de Hopf. De acuerdo al Teorema de la Variedad

Central sabemos que es posible efectuar un cambio de variables

u—->sCA,BD > Lo 1.2>

donde A:(,Ai,A?) Y B::(b‘,...,bN ?), de forma tal que a partir de Ia
Fu<1.1>, en el caso F=0, puede obtenerse una ecuacion cerrada

pava loxs dos modos criticos, conocida como FN, de la forma

A= Lo AE FCAD <1.3>

- . . -1 .
valida para tiempos G > (mclin yq) y donde J . es la matriz
O 1}

e,

diagonal con  autovalores criticos. La ecuacion para los modos
estables esx

T = -+ CAD ) 1.4.
Iu ncx ( }(x fi,cx Ad D L4>

A continaciéon consideremos un modelo Z2=dimensional que

describe un proceso  climatico que  presenta una bifurcacion  de
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Hopf. En este tipo de modelos solo modos criticos estan presentes,
pero los mismos son suficientes para caracterizar el .t"eﬁémeno que
es motivo de estudio. Se establece explicilamente el cambio no
lineal de variables, asi como la EDE obtenida o Forma Normal

Estocastica (FNE) de la singularidad.

1.2. CARACTERIZACION DE UN SISTEMA DINAMICO QUE PRESENTA UNA

BIFURCACION DE HOPF:

Consideremos el sistema dinamico, introducido por Saltzmann
et, al. [Sa82, S§S82bl gobernado por 2 variables de un estado

climAatico:

no=¢ 8 - ¢_.n + R _(n,6:L)
* z " . s>

) 2
D o= -y + 3 - 3+ < H
8] v WZO ¥ &) 3{6 77,6834LD

donde 1 es el seno de la latitud de avance de los hielos marinos y
P es la temperatura promedio de un oceano. 4)1’ ¢:?, v, ¥, v vy  son

7z 3

constantes positivas t.ratadas como parametros Y R \Y 5{6
representan fuerzas estocaslicas multiplicativas o aditivas.

A pesar de ser un modelo sencillo el sistema sirve como
prototipo  de  todos los modelos climaticos  de dos variables que
admiten comportamientn de ciclo Hmite como puosible interpretacion
de lox cambios climaticos. Mas Aaun, tales sistemas se caracterizan
por presentar una bifurcacion de Hopf, y =u dinAdmica en gran
cantidad de casos queda restringida a la vecindad del punto de

bifurcacion. En [Sa82] se han realizado simulaciones numéricas |

mostrandose que las oscilaciones de ciclo limite dJde periodos
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gramdes, que describen los viclos glaciarios cualternarios,
prresesotan esta caracteristica.

La introducion del ruido en el modelado del sist.ema dindamico
debe realizarse con precaucién, de forma tal que describa los
fenomenos observados. Asi informacion adicional, sobre el sistema
dinamico, puede ser recogida tal como intensidad de las
fluctuaciones y la regién del espacio de parametros en la cual el
simtema  “funciona’”. Las simulaciones numéricass directas, =i bien
proporcionan  informacion valiosa, pueden enmascarar la naturaleza
e sistema confundiendo efect.os deterministas con los
estocasticos. Una forma de trabajo, que “separa” tales ef'ectbs en
una manera clara es el tratamiento de estos sistemas a partir de
la  teoria de formas normales. Los calculos no seran dados aqui,
Aaungue el lector interesado puede remitirse al GapV, donde se
Lrat.a osciladores autoexitados que presentan una !:)i'uu(:éwr::iq.’rn e
Hopf.

el modelo presentado, un analisis dimensional muestira que =i

L) = 1 Y (61 = T, entonces [¢>Z] = [wz.l = [yJa] =t 7,
[ ) = cred’t oy [y 1 = Tt™ . La Ec.(5> puede ser MNevada a la
forma mas sencilla
Yy = x - y + Rv(x,)';f,)
] , \ <1.6>
X = —ay + bx - y x+ R (x,y;tD
donde las nuevas variables, parametros v constantes son

1 S .
Ixl indica la dimension de x ex, T es en este caso temperatura y

t. ] Cieampo.



adimensionales y se relacionan con las de Ecd{d5) a través de

_ - - = - =t =372 -1 -1/2
L=a L. 6=xx  np=Ay, a=y /¢, b=y /¢ con XA =¢ ., A=¢ @y,

(5]
172

y )\3=(j‘r;/zy!; . En la Ec<L6>: O=d/dt, Ry :Ry son los términos
de ruido convenientemente escaleados con los de Ec.(1.5).

Diagonalizando Ia parte lineal de 1a Ec.(1.6) se obtienen
avtovaloress tiQ,  con u=Cb-1)/2 vy ()2=((a-b)~pz) y aob. En =0
Ch=1> el sistema presenta un punt.o de bifurcacion \Y los
aut.ovalores se vuelven imaginarios fiw, w=a-b; para b<{1 el sistema
tiene una solucion estable de punto fijo mientras gque para b>1 una
estable de ciclo limite volviendose inestable el punto fijo. Una
base de vectores propios que diagonaliza la parte lineél es la
dada por u1=6ei+ez, nz=u: con (ei,ez) la base candnica de R? Yy
&=C1+iwd ', En la vecindad del punt.o de bifurcacidon pu=0 es posible
realizar un cambio no lineal de variables para hallar la FNE

correspondient.e a Ea.(1.5).

El cambio no lineal de variables es:

¥ 2} * (3 * -
U= zwt oz et U loz > + Utz,z > + - - , L7

donde '!=X91"'VD , 202, vy Jox vectores e cambio no lineal de
1 7 2

variables estan dados por

¥
ulz,z > = 0
- * x *
ulz,2% = (r/2iw) (~28°z"+ (6z+2|6|2)|z|zz + &%72>2°) x + cc.
ulz,z"> = 0

<1.8>

1

LR e
c.c. denota complejo conjugado y =46 6 ~-&> ' Luego de pasar a la
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base canonica el cambio no lineal de variables es explivitamente:

2 3
X = aztazz + az + c.c.
1 2 3
» <1.9>
2 % 3
vy = bz + bz"2z + bz + c.c.
1 2 2
siendo a v b 4d=1,2,3)> funciones de o definidas por
1 1
C1- 3w 3 (1-iwd (& E S AN
,}“:’ = u ey v;..”r-w ) ;n‘? -_— - __..,.,.,_....-_...2..,,.._.;...._; ’ a-’ —_— A os v+ ctveminars e o l_...;--;
) Clion ) ) 8 I+ D w : 2 (B D w
iCBw ¥1w = (T 13D 1
o= 1 ; b = - \ b =~
1 2 3 2

8 o (1w D" 2 v’ e

<1.10>
La FN determinista en la vecindad del punto de bifurcacion es
7 o= QuHodz = Coetid|z]|"z + - , LA

Yy su  ecuacion . comple ja conjugada.  Siendo a3 Ia Re(%Hn)> de

.2 z. . .
yCS&THR2|S5|"> vy por Jo tanto funciones de w expresadas como:

. /1 '—3 /] .
o= M2 : o= _______f?_;_ ) 112>
1407 wC1+w’D
Considevrando =0lo un t.érmino de ruido en | Ec.C1.6>

impondremos que R =0 el otro  término  puede ser  aditivo o
Y
. . <. . ; 1.2, . -
multiplicativo. Si R {x,y:iti=g hix,yd7 LD, donde £ es la
X

intensidad del ruido vy L) es ruido Gaussiano, con media nula v

avbocorrelacion no nula. Tomando por ejemplo hix,y)=1 para el caso

17



aditivo  y hix,yo=x para el wcaso multiplicativo luoeal, eon La hase

. - . . . . 1,2, o .

canOonica el Lapmino estocAastico es & hix,y>) {LD) e y realizando
i 2

el cambio de base ez=c97z1+x2, la forma normal estocastica de la

bifurcaciéon de Hopf sera

. . . 2 1,2 * p -
z = (utindz - i |z|z + & "00z,z D D s A

y su compleja conjugada. Siendo la funcién que caracteriza al

ruido aditivo (A2 o multiplicativo lineal (M):

It

Gz, z D> { 1 CA> s <1.14>

%* .
4z CMD

La Ec.<I1.13> con =0 <(caso determinista) y o0 admite una solucidn -
extable dJde waiclo limite de frecuencia o y radio /z:(u/zx)i/z. De
agqui es facil ver gue si z es de orden 2, en efecto la expresion
1.7 exs una serie, cuyo parametro de expansion es 2, gque queda
definida sin ambiguedad. Es esta serie, o su expresion alternativa
19>, la que da la informacién sobre la composicion espectral.
Aparecen términos lineales, c<ubicos, de grado 5, eta que dan
origen a términos de frecuencia », 3w, Sw, etc. respeclivamente.

Esta discusion se retomara al analizar el especiLro en la Seal. 4.

1.3. FORMA NORMAIL ESTOCASTICA DE UNA BIFURCACION DE HOFPF CGON RUIDO

ADITIVO Y MULTIPLICATIVO:

.a Forma Normal Estocastica de una Bifurcacion  de Hopf

(FNEBH> puede ser genericamente escrita
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" . . - 2 1.2 . . * . g B - )
AR RL 3 IO VAR Ce T I TS N -7 I AN s GHE glz,z > FLY Tq.15>
Vs ecuacion comple ja conjugada, donde =z e €. F(L) es  ruido
aleat.orio O valor medio nulo Y aut.ocorrelacion ne nula
novmalizada a 1, & es la intensidad de la fuente de ruido F, Yy g
e una funcion definida segun el proceso sea de ruaido aditivo CAD

o multiplicativo (M):

g<z,z"> = { 1 CAD . <1.16>

CE+Ldz + F-ildz" M

Ui
[N

Todas las constantes son reales, en particular <20, 1120 el

sistema contiene oscilaciones de ciclo limite.
Notemos que a diferencia del caso determinista (=00 la Ec.d.18),
"; - 3 e - d
von glz,z > definido por <l.16>, no es invariante frente a
' . . (X%
Lransformaciones de fasie, es decir z-—ose' Tz . BEste es el origén de
la apavicion de nuevos términos espectrales, como se vera en este
Lrabajo, en todo sistema que presente una bifurcacion de Hopf que
. . . . *
e encuentbra en el regimén de ciclo limite. El caso g(z,z )=z es
claramente  invariante, pero este no caracteriza un sistema que
preszente ona bifuraacion de Hopf v no aparecen términns de esta
forma acompaiando al término de ruido en la Ec.(d.15).
La FNEBH puede ser escrita en una forma mas concisa

realizando un escaleado de las variables y constantes en los casos

(1.16>, Para el caso (M) hacemos la sustitucion
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z o= o 72 L0
T T 2

3 = aB s CIATY

N
It

EY 21 p+S] e +iL 137

v la ecuacitn escaleada es

) S22 1 . * .
7 o= ez - AHBY|Z |22 + BV %z Fa C1.18>
COn A = argl GO+ D] »  mientras que para el caso CA>

realizamos la sustitacion

-1,z i2Z
2 e

g = o B , <1.19>

s T e Va2
& = E1/2|7'+1t,‘3| o E

o= arg (r+Hid)
obteniendose la ecuacidon escaleada

2

7 = (utionZ - A+HB 2172 + EYZ P . 1.20>

Las Bos (148> y (1.20> pueden ser escrithas  genericamente

172 LA
e

2 *
5 o= Qrbiedz - (i |zliz + & GCz,z > FCL> CL21>

ssiendo
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<1.22>

o * { 1 A=0 CAD
3Cz,0 > =

L 3

VAN S <MD
don la finalidad de trabajar en un sistema coordenado mas
conveniente a losx efectos de los calculos en integral funcional
siguiendo  La jdea utilizada  por Spina et al. 1SV87), introducimos

el cambio no lineal de coordenadas

u+i@ .
z = Yu e s 1.23>
en  lugar  del cambio  de coordenadas  polares  usual tste ansatz

tiene  varias  ventajas, la variable u e Ry las técnicas  de
integral funcional en este espacio estan bien establecidas, por
otro lado es posible realizar un desarrollo perturbative alrededor
thee Lo siohacion estable determinista u=0 gue corresponde al regimén

de ciclo limite con radio Yu, . La variable angular @ requiere ser

definida correctamente, para evitar multivaluaciones que
. . . . . . 1

indeterminan el tratamiento en integral funcional. Si 2« %, es
decir el intervalo [0,27] con los extremos e Dervaiu

identitficados unn con el otro’, 1aa transformacion 1.23> es un

1 . ..
mapeo C—sRx<%, una banda cilindrica. Esta eleccion no es

. .1 . : F
caprichosa, va qgque [Rx% es el espacio cociente de IR por las

! . z
tranformaciones enteras modulo 2m: R°/2 R Sin  embargo, la
{mo

. : 2
resolucidon de nnestros problemas no se reduce a su estudio en [R5,

(<3 necesario BEYE una formulacion  en integral funcional que

S'= A = = (1 7 IZZ' = 1 )
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cont.emple la topologia del problema bajo consideracion.
La EDE correspondiente a la FNEBH (1.21), en el espacio (u,8)

Sera

(? = w - 3 e 4 172 gi(u,(?) FL
> a.z24>
O = p 1~y 4 172 gz(u,e) FLd
sierndo para el caso (AD
gl(u,Q) = - e " sen@
gz(u,a) = e cose R 1.25>
v = £
y para el caso (M)
g:_l(u,t?) = send - smeni(26-A)
gz(u,B) = cosA + cos(26-A) , C1.26>

=&

A low efectos de obtener las nuevas contribuciones espectrales, es
factible linealizar Jas Ecs. (1.26> alrededor de u=0, la solucién
estable determinista (s=0), ya qgue términos de orden superior
introducen correcciones a esta que es la contribucién dominante vy
por ser <w 1a variable que da cuent.a de apartamientos
perpendiculares al ciclo Iimite. Nuestro interés esta en la
iﬁformac:ién contenida en la fase €, y sera en esta variable donde

se efectua el calculo perturbativo para obtener las nuevas

22



contribuciones espectrales de origen estocastico. Es  entonces
suficient.e linealizar alrrededor de u=0D reteniendo términos
lineales en o] vector de arrastre e independientes en la malriz de
difusidn. Realizando la sustitucion
G = 9o + QL - A2 » 1.27>
con 2 = w - B las ecuaciones (.24 se reducen a
. 1-2 .
> = —201 u + v g;l(tp-l*()t,) FdLD
> 1.28)>
. 1-2 )
u = -2u u t+ v g?(tpﬂ}t,) FdtD
siendo para el caso (AD
g;i(z//) = -seny R g,'?(w) = cosy » C1.29D>
v para <l caso (M>
g,"'l’) = Aarmenly . ;;';7(w) = btcom2y > <1.30>
2,2
con a +tbh =1 vy a=m=senA.
, . * o .
El bhecho de que g(z,z ) este dado por Eadi6>, o bien por la
(1.22>, nou es invariante frente a tranformaciones de f(ase y en
ConsecIeneia tLampouco lo s=ea la FNEBH, se manifiesta en  la
FGALZ28) en gue las funciones g () no son invariantes frente a
1
traslaciones de la fase yw, es dJdecir frente a tGLransformaciones
g (g Cpted, (AR 2n).  La  invariancia se da solo en el caso
) L
g =1, gque no dJdescribe a la FNEBIL. Por esta razdén sera de utilidad
)
ostbantioe o el tormalissmo e integral funcional EDE

I~dimensionales de la Fform

Al
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. 1,2 . N et - .

p = & “glotatd FW) 131
para entender el mecinismo por el cual aparecen nuevos Lérminos en
2} espectro,. Aqui gy es una funcion 2Z2r-periodica. Esta ecuacién

puede ser interpretada como una EDE gue describe una bifurcacion

de Hopf alrrededor de la solucién estable u=0 en la Ec.(1.28).

I1.4. EL ESPECTRO DE UN SISTEMA DINAMICO QUE FPRESENTA UNA

BIFURCACION DE HOPF:

En la mavorfa de las situaciones reales es de interés conocer.
Loz MNnmicione:s de correlacidon de Las variables dinamiaas que
descariben a los sistemas bajo estudio. Alternativamente es de
utilidad su densidad de potencia espectral o espectro que es
simplemente la transformada de Fourier coseno de la funcion de
correlacion, va que esta puede ser obtenida en registros
experimentales.

Para hacer un analisis detallado nos remitimos al caso
estudiado en la Seccion 1.2, para el cual las funciones de
correlacién del proceso (x,y) a tiempos t y L’ es decir la
autocorrelaciones de (x> e (y) y la correlacién cruzada de xD con

Cy), que se denotan por

CxCLd xCL2D>
{y<Ld yCL?>> C1.32>

’ CHCLD vaLD>
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pueden  ser  determinadas por el cambio no  lineal de  variables
1.9, =i es de inLerés el estudio del sistema en la vecindad del
punto  de bifurcacion. Consideremos aqui la autocorrelacién de (X,
por e estba una varviable  relevante  en el sistema  geofisico
considerado,. Recordemos que a menos de un factor introducido en el
emccale o, (x> desarihe a | temperatura €1y el areden o e
variabilidad clim&tica considerado. La autocorrelacion de (x) sera
A serie formal cuyo parametro de expansion es el cuadrado del
raddio del ciclo limite N, o en términos del parametro de

bifurcacién it es . /c. La autocorrelacion de (x) es
CRCLD xCL?D> =
B P * : 4
=2 Re { Ja_|"<zcto ZCL2Y> |a, 1<z Jzetd 72" cerd fzce > | 7> +
2 2 3% * 2%
+ 'aql Lz L) Z= LD o+ (a1 a, <z |z %z oy +

: 3 ¥ *
+ A q: <zLd z > + a, a: (z(t)'z(t)[zza(t’)) + c.c.) +

1
AT <D DS 4l G [z | Paced fact > | o
2 . 3 3., 3 . a_,,. .
+ A <z L) 2 CLPO> + a a (<z <L) 2z’ D> + =z L) zCD) +

taa (<ZCt) [z P2t 0> + CzChd zCed |zee > |7y +

I IO EITA Y P AR A PR AN S S EET TR Y TSRS Y RO W
1.33>
De aqgui se desprende gque determinando las funciones de

ES
avt.ocorrelacién vy correlacion cruzadas del proseso (z,z2 ) al orden

e



{z(L) zCL’dD> »

€1.34>
%
Lz L) zCL’d> R
sus correcciones al orden (;,l/ot)z dadas por los momentos
<z ZoCLd>
*
(zet) ZoL >,
1.35>
<ZLL> ZCL Dz | 7>,
. % . F4
{zCLd zL D |z |,
v al orden (/.x/u)ﬂ por
zPced Z2end>
3%
z2eed> 22>,
3 . 2
<zT LDz D |zt > |7y,
€1.36>

X 2
ey zlu |z |5,
. z N 12
<z |zt | zC D |z D>,
*
<z |z 2ziu oz |,
y =us comple jos conjugados.
Para una descripsion determinista del espectro es necesarin

dntroducir al concepto de funcion de aut.ocorrelacitn de 1a

variable (t> al tiempo t y a un tiempo posterior t+r. En el
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presente caso no tLendremos un proceso aleatorio y deberi estar

tdada A traves del promedio temporal definido por

T
Ly - 1 . '

e LT = . . s ; » XS . =
<gey qaL+T)d> TL—g'Pw ST JT dt” gdt™) qdt >+ ) 137

N | congideramos la solucion estable determinista  de .21

alrrededor de u=0 dada por

i R el
z = Yu e (1.38>

donde ¢ e la condicidon  inicial para la fase, podemos determinar
o

el expectro del sistema descripto por la variable (xD.

bz necvesario definir el promedio de la autocorrelacion sobre la

avse tnicial como

2n
(<> = J,. '.'lfp‘_) < ?sflpo) ’ 139>
8
siendo en este caso P f(po) = 1/2n.

Las unicas contribuciones no nulas a la autocorrelacion de

x) en (1.33) estaran dadas por

* RO
CZCL) ZCLHed> = (ure) et @t

ety 2y = (ure) et T , €1.40>

Y . ~ 12 3 T
2L |20 | T2l bt |zCLved 7> = (u/od’e
Se alesprends gque x(L) Liene conbLribuciones espectrales principales

de frecuencia v al orden 1 en 1, 3w al orden 3 en u, etc.



En wuna descripsion estocastica, Jos resultados al orden cero
en una teoria perturbativa no deben diferir cualitativamente de
los dados agqui. BEste es uno de los puntos que se responderan a lo
Lavgo de esit.e Leabajo.

Agqui resulta  de  interés preguntarse =i Jas  funciones de
vorrelacion del proceso (z,z*) datlas en d.34) y gue son de orden
f en g no dan contribuciones de frecuencia 3w gue sean relevantes
frenkbe a las deterministas. Esta cuestiéon se respondera en el
presente teabajo  ubilizando el esquema perturbativo  en Integral

Funcional que presentaremos en el proximo Gapitulo.
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