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CAPITULO VI

VI, OSCILADORES AUTOEXITADOS QUE PRESENTAN UNA BIFURCACION DE

HOFPF:

Las osciladiones autoexitadas, presentes en varios fendmenos
fisicos, pueden ser modeladas por ecuaciones de formas muy
diversas que describen su comportamiento. Aqui nos ocuparemos de
osciladores  descriptos  por  una  ecuacion  diferencial  de segundo
orden en el GLiempo v qgque presenten una bifurcacion de Hopf para
algun  parametro oritice en el espacio de las fases; «‘_:onsidex‘emoé
agquellos  gue son generadores de onda sinusoidal, es decir agquellos
Cuya szalidia es aproximadamente de esta clase. Pueden ser
representados por

= f{x}(x,i(;t,) » VL1

donde xCLD es la variable dinamica, por e jemplo volta je o
corriente en un dado circuito. Por cada punto encima éle las
variables se indica wuna derivada temporal. f{k) es alguna funcién
determinada por la naturaleza especifica del oscilador a describir
v el subindice ) indica el o los pardametros que caracterizan la
bifurcacién y que dependera de las constantes fisicas del sistema

bajo estulio.

Una caracterizaciéon de 1la forma de obt.ener salidas
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cuasi-sinusoidales ha sido analizada por Stratonovich [St63]1, asi

como los apartanientos del caso senoidal puro.
Si la sefial generada por un oscilador x(t) es puramente

senoidal, y wo es su frecuencia, se satisface la Ec.(VI.1) con

£, Gokitd = -wz x VL2

en cambio si no lo es, pero las desviaciones son pequelas,

introduciendo un pequehio parametro &£ es posible escribir

. 2 . :
f{}\)(x,x,t) = wo x + £ Fo\)(x,x,t) . <VI.3>

La Ec.<VI1.1 con V1.3 permiten describir oscilaciones
cuando excitaciones externas e internas son aplicadas al sistema
oscilante. En este caso F<7\> depende explicitamente del tiempo t.
Oscilaciones externas son usadas 'para sincronizar la frecuencia
del oscilador; este es el caso de excitaciones regulares. Pueden

existir excitaciones irregulares, debido a la inestabilidad de los

pardmetros del sistema, descargas de ruido interno y térmico, asi

como ruido ext.erno. En todos los casos, las excitaciones
irregulares dependientes del tiempo deben ser descriptas

estadisticamente. Luego la sefial generada por el oscilydor a 1z
salida del dispositivo es una funcién aleatoria del tiempo. En

algunos casos no es conveniente despreciar las fluctuaciones, ya

1F’ag 222, Cap.IX ,Vol.2.
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que las mismas permiten obtener oscilaciones resonantes.

i el sistema oscilante presenta inestabilidades en el
espacio de las fases X)) tal como una bifurcacién de Hopf, y su
funcionamiento esta en el régimen de ciclo limite, es de esperar
que el ruido incorpore nuevos elementos que deben ser
considerados, como se ha visto a lo largo de este trabajo. En una
situacion real la potencia espectral o espectro es de interés y la
misma contiene contribuciones de origen determinista o bien
estocastico. Es necesario discriminar unas de otras, para ello un
anAlisis tedrico puede ser de utilidad.

A fin de caracterizar a este tipo de osciladores es necesario

. S es una funcidn

dar una forma funcional explicita para F('}\)

polindmica de x y %, es posible separar el término lineal en x

F()Q(x,ic;t-) = w %X + N{h.(x,:k;b) R VI.4>
donde N{)\) es un polinomio de grado mayor o igual a 2 y la
constante © con unidades de frecuencia w, se introduce para

mantener las dimensiones correctas si elegimos a £ como parametro
adimensional. Luego se tiene que el sistema a describir puede ser
modelado por ecuaciones diferenciales de primer orden en x) e <y
de la forma:

o + ) .
u L()\)“ N(?\gu.) . V1.5

2

'En  la base canonica (el,ez) de [R7, tenemos que u=Xe1+ye2. Las

partes lineal y no lineal estan dadas por
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0 mz

L = [ ‘o ] , ' VI.G.ad

<> . )
~1 EW

! -2 } 2 .
N(Kgu) = £ © N(Kgx,woy,t,) R V1.6.b>

El sistema descripto presenta una inestabilidad, es decir en
un punto AS del espacio de parametros L tiene dos autovalores con
parte real nula amados modos criticos, y en una vecindad del
parametro critico el estado estacionario u deja de ser est,al;le.
Tomando £>0, L tiene autovalores utiQ), con u=cw/2 vy Sh(wz-yz)i/z
para |<00|>|u|. para p<0 la solucién estacionaria u=0 es estable y
para >0 de ja de serlo. En este caso A=sw/2, y AC=0.

Aplicando el Teorema de la Variedad Central [Ke671 se puede
efectuar wun cambio no lineal de variables (x,_v)—-»(Al,Az), en el
punto de bifurcacion p=0, de forma tal que la Ec(VI5) se puede

transformar a una ecuacion diferencial para las variables criticas

A;(Ai,A?) de la forma

A=DA+ F(A , VL7

donde D esx la matriz diagonal con element.os i*iwo. Cuando esta
ecuacion esta escrita en la forma mas sencilla posible se la
conoce como Forma Normal de la singularidad o simplemente Forma

Normal <(FND.
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V1.2, FORMA NORMAL DE UN OSCILADOR AUTOEXITADO:

Con el objeto de ilustrar como obtener la Ecuacion de la
Forma Normal (<VI.7) para wun oscilador aut.oexitado, consideremos el

caso en el cual las no linealidades de (VI.6) estan dadas por

) 2 3
N ud = (cy +d e . V18>
S (cy +dy?) e,
t
A efecltos de encontrar las ecuaciones para las variables criticas

Ai(t,) (i=1,2) efectuamos el cambio de variables
u = A+ uia> + uA> v - CVI9>
1%

donde los findices repetidos indican suma vy {xi,xz} es la base que

diagonaliza a L
0>

= D_ = s VIio
<O> j ik k

en el espacio critico §')C=C. Los vectores U’ del espacio Z;c son
de orden r. La Ec. (VL7) para los modos criticos escrita orden a

orden es

A= D A+ rizbu + f;atA) + oo V111D

donde f‘FrlA) es de orden rz2 en A y Az. Es posible calcular
A"

1

[CE84, ET87, Ti88, DT89, BCA6] orden a orden en potencias de A‘ y

A2 los vectores U TIAD y los coeficientes fzrlA) para el caso
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general de un sistema que presenta bifurcaciones de Hopf [CE84].

Agqui daremos =olo una breve descripsion de como se efectuan los
N H *

calculos.  Eligiendo una Dbase nlm *iwoel*- ez, :cz=n1, evaluamos la

Ec.(V1.7) orden a orden, es decir

a’= [Lu + Naw] "', VL2

que se satisface identicamente a primer orden ya que

= LCA 2> = jw A 2 - iw A x . CVLA3D
T\ o 1 1 0 2 2

A orden r puede escribirse la Ec.(VI.12) explicitamente como

sal= (d-Lu= 1= £ k", <VI.14>

i

donde

D =D A 0 (Y1.15.a>

[r—-s+1)

trl LJArd =1 Is1 du
I''= NG g;:z (B AD" A

1

VI15.b>

La Ec.(VI.14> es definida en el espacio producto tensorial
. *

f’)=$5¢® %*, donde i‘)c es el espacio de los vectores criticos u, % es

el espacio de funciones f(A> en la representacion de Bargmann

[Bast, Bac2). En el caso de funciones de varias variables f(A),

*
A=(A!,...,A >, se define el producto escalar en $
™
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t.e> = | fCA> gCAY ducAd> V116>

con AL= %, + iy,t , en el cual la funciones {1,‘?’5!!\? 21} forman una
base ortonormal y los operadores éff(A d=A £CAD, ﬁif(A d=(3/3A IECAD
1% 1 v

+ r .
son adjuntos entre =i [ A ,A]1=46 . La medida de integracion es
DR | i}

18]
-1 s 2
dueAd> = 1 exp( Ei’:ilA,J ) i.[-—:li dxidyi . VLATD

El product.o escalar en i)c gqueda definido por

<";”‘j>=‘5-b,- . ' Vv118d

*
Entonces D actua en $ y L actua en i)c. Luego =i L' es el adjunto
de L respecto del producto escalar definido en <(V1.i8), el espacio

%" es invariante frente a L vy L". Es facil ver que el operador

(ri}

£=D-L tiene eutovalores cero, luego es no invertible y JXfu =Kl”

no tendra soluciones para u”’ Aa menos que
K= maced = $ L u#u(fJ')Z(Teor-en\a de la Alternativa de Fredholm).
Debemos encontrar una basie del HuCED e imponer que K" sea
ortogmnnal a cada elemento de la base eligiendo los coeficientes no
concidos f’i” en una forma minima y luego determinar u[”, de

acuerdo a las condiciones de ortonormalidad de los productos

definidos por las expresiones (VI17) y (VI18)D.

zﬂ{a(if): rango de X%; Wu(é‘f+)={ve§3/.ﬁf+v=0}: nucleo del adjunto de .€+;

%Lﬂ'u,(.i’:’+): complemento ortogonal de A" en %.
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A orden 2 tenemos que 1cud = N[ziuui, expresando KZlA> en 1la

base (x ,» ):
1" 2

KZA> = o2 (A1+A2)2(n1+>c2') - f;ztA) . . CVI19)>
L

Despues de un breve calculo se concluye que 0 es vector base para
J’LL<I£+), luego KIZ&A) genera la imagen de ¥ con la eleccién minimal

para los coeficientes

£2ta> =0 . : ~ VL20D
El vector UZIA> lo determinamos de forma gue satisfaga (VI.i4):

123 . z2 ., _ L2 _ _
u'¥tay = (c/iw)) (AT/2 - A2/6 - AAD CVI.21>

2 ., _ a2 _
(c/iw ) (A2/2 =~ AZ/6 = AAD 2,

A orden 3 tenemos que 1= Nm%uui, luego en la base (”1’”2):

KZiA> = -2 (A1+A2)3(7ct+:e2) - rf’tm x I.22)>

Una base ortonormal para HulE> en el espacio % esta dada por
{(ji/’/Z)AfAzn’_.(1/‘/2)A1A;x2}. Cada uno de los vectores base debe
ser ortonormal a szﬁA), lo cual exige una eleccién minima para
los 1 ;31/\) realizada de acuerdo a los product.os escalares

definidos:
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f'i"'%m = @2 d AfA? , f’i"!:A) = (3,2 d AiAZ ) (V123D

Resolviendo la Ec.(Vi.14> utilizando las relaciones VI.22) y

VI1.23> se obtiene:
133} 3 3 z ‘ i
UPIA> = (a/410 ) (A) - A2/2 - BA AD) 2 (VL.24>
) a _ .3 _ z '
(/44w ) (A = A 72 = BATA )

A orden 4, se sigue el el procedimiento descripto, la eleccidon

minimal para los coeficientes es

%Ay = 0, CVI.25)
1
y el vector de cambio de variables
[4 2 2 4 3 . 2 2, 2
= (¢ - 2T +( G 2 + - +
uia> (crw ) =(2c” /271w IATHBA/2IATA_+(3d-(4c” /910 DIATAT
+ Cd/6OA AP+(26% /4510 YA 2+
- 1 2 o’ 2 1
2. 2 4 3 2 2,2
+ (erwl (2’ /2710 IATHBA/2IATA +(3d+cac’ /91w DIATA’

3 2 4
+ CA/6OA_AT-(27 /451w DATT %, CVI.26>

Damos por finalizado el procedimiento con la eleccién minimal de

los coeficientes
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£'2A> = 27d®8iw >A%A%
1 Q 1 2

CVI.2T>
rPA> = - 27d%8i0 >AZA®
2 () 1 2

Resulta inmediato que si A =A:. se tiene qgue f;rh\) = firtA)* y

2
ir} .. Ir N
que U? iA) = U1 tA). Llamando A1=z, z=C y expresando en término
de la base candnica el cambio de variables V19D es

explicitamente al orden 4

* * *
X€z,z ) = -iw Cz-z > —(c/a)(zz—élzlz +z2%y -

* »*
- A8 (z -6z | Cztz > +27 ) +

2

+ (40./135(02) (cz(z4+z4*) - 145dw0|z'2(zz-z *)),(VI.ZB.a)

Y7z > = (z4z'> + i(2c/3w0><z2—z2*> +
+ i(3d/8w0>(z“+z|z|zcz—z*> +z %y 4
+ (c/135w2>(13c2(224+15|z|‘—2z‘*)+
+ 45do |z| 75z +18 |z |?+527") . CVL.28.b>

v la Ecuacion Diferencial o Forma Normal para los modos criticos

E 3
(z,z ) es



% = iz + Gd2D|z|"z + @rdssiv d|z|'z CVI.29>

y su comple ja conjugada.

Estamos interesados en conocer la Forma Normal en la vecindad de
la  singularidad A =0, para lo cual consideramos perturbaciones
constantes &i=u alrrededor de 2°=0. La matriz L «que depende del
parametro p v N gue contiene los terminos no lineales pueden ser

expandidos en potencias de u:

L=L +pLY+squ> , CV1.30)

donde L.D v Nn estan definidos por las expresiones dadas 0 (VI
y (VL8> respectivamente. El cambio no lineal de variables, en

lugar de (V1.9) puede ser indicado por

ucA> = TP utA> + gj__iuj uTiady CVL31>

[j,r} denota orden j en p y orden r en las variables Ai.' Es claro
que UMA> = A2 de acuedo con 1a Ec.<VL.9). La Ecuacién
LA

Diferencial para los modos criticos alrrededor de la inestabilidad

esta dada por

. 400 |, _Ir} i oLLir)
= +
A =¥ _Af, tas LM 5 tasy CVI.32>

13
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donde f:ll'A)=D,”,Aj de acuedo éon la Ec.(VI.13D.

tj,r) , .
Los vectores U’ {A) son evaluados orden a orden de acuerdo a:

o= [Lu + N} _ CVI.33D>

Para el orden r=j=1 puede ser reescrita como

sutttadr = - Ay 2, V1ot
L L

con £ definido a traves de la Ec.(VI.14).

Los veactLores v{Alxl.Azae?} son base para ./f74,(.i€+), luego cada uno de

ellos debe ser ortogonal a f,“’ltA), gue éleginlos de forma minimal
L

no trivial como

£f' Ay = A, e Ay = A . CVL.35)
1 1 2 2

Reemplazando en (VI.33), la Forma Normal en una vecindad de la

singularidad p=0 es

Z = (uHo Dz + @dD|z|%z + @rd’ e D|z]'2 CVI.36>

y su compleja conjugada. Solo se han retenideo términos lineales en
t, va gque como se ha visto en la vecindad del punto de bifurcacion
z es de orden 1 en u y términos de orden superior solo dan
correcciones a la Ec.(VIL.36).

Para dK0 el =sist.ema describira oscilaciones de ciclo limite de



radio (2;1/3‘«:1')1/7' v frecuencia w, oA orden 0 en uyu En esta

ecuacion retenemos términos de orden 5 en (z,z*) para introducir
correcciones a  la frecuencia al orden mas bajo. El cambio no
lineal de variables dadn por la expresion VI.28) a orden cero en
# es suficiente para describir la resonancia determinista,
aparecen contribuciones espectrales de frecuencia w, 2w, 3w, etc.
correspondientes a terminos lineales, cuadraticos, cubicos, etd.
en <z ,z* b respectivamente. Como estamos interesados en las
contribuciones mas importantes, el cambio de variables a orden 0
en i es suficiente.

LLas contribuciones espectrales det.erministas, pueden ser
det.erminadas a traves de las funciones de correlacion del proceso
(x,y0, siguisndo 1= metodologia empleada en 1a Secc.(1.4),
Omitiremos aqui desarrollos intermedios, pero es suficiente para
esto considerar la solucidon estable determinista alrrededor dada
por Ec(I38> y calcular las funciones de correlacién a traves 'de
Ec.<(1.37) promediando sobre 1a c:oncﬁcién inicial con Ec.(1.39).
Las contribuciones no nulas a la funciones de autocorrelacion de

(x> e (yd soan
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<XCE> xCLD> = 2 Re{o <z(t) ZCt2 0> + Cer332¢zad 228> +
+ ac’ |zt |2 |zt > | P> + cdssdiczcd 2oy +
+ Bd Az |22 |zt Pzt + CVI.37.a)
+ ac? 135025% ¢zt > 24Ty +

S T e e e ET Y R O NPT A Y i S D

]

YLD yCLD> = 2 Re{ <zCLd z&L?>> + <2c/3w052<z2(t> z2EL> +
+ 3dsBe >z’ b z2EL2>> +

+ BdsBw D |zt [Pzt [zt P2l o) CVI.37.b>

+ 16c7/1350) 3%z ct> 2Tt ooy +

+ (Zc/9w2>z(i4c2+2?dwo)2('z(b)|4lz(t’)|4> }

De aqgui se tiene que las contribuciones espectrales
principales son de frecuencia w al orden 1 en u, 2w al orden 2, 3w
al orden 3, etc. En ambos c¢asos aparecen contribuciones de
frecuencia 0 al espectro que son de orden 2 en la autocorrelacién’
de x> y de orden 4 en la de (y). La autocorrelacién cruzada de

(x,¥? se calcula en la forma indicada en la Secc.<l.4> del Cap.l.
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vi.a., FORMA NORMAL ESTOCASTICA DE UN OSCILADOR AUTOEXITADO:

Las fluctuaciones irregulares, debidas a inestabilidawies  de
los parametros del oscilador, ruido interno o térmico, on  todos
los casos dependientes del tiempo deben ser consideradas como
ruido  en Ly ecuaciones que rigen Ia dinamica del sistema
oscilant.e.

Las funciones aleatorias que son introducidas en las
ecuaciones originales no conservan su  forma en la Ecuacidn
Dif erencial de la FN. En la vecindad del punto de bifurcacion, los
nuevos términos de ruido son consecuencia del cambio de variables
no lineal efectuado. La forma funcional dependera explicitamente
de Ia gue tenga la Fcuacidén Diferencial Est.ocastica <EDE>
original.  Aqui  se analiza que el caso de ruido multiplicativo
lineal qgue tiene su origen en la fluctuacién de alguno de los
parametros lineales del sistema, y ruido aditivo que describe
fluctuaciones internas o del bafio térmico o reservorio del =sistema
oscilante.

La EDE que tendrid en cuenta tales fluctuaciones sera:

u = L u+N<

Cuad + ddLD + mdbou R <V1.38D
Ny >

bN

donde ddtd es un vector columna y m(td) es una matriz, cuyos
elementos tienen valor medio nulo y funcién de correlacién no
todas nulas siendo ruidos Uaussianos.

Analizaremos agui ambos efectos por separado, ya que no es

nuestro interés estudiar el fendmeno de interferencia.
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Separando un término de ruido aditivo nl/‘zf('t,) el la ecuacidn

del oscilador (VI.3) se tiene explicitament.e que

dtd = P %rcd e, CVL.39)
2

en la base candnica de Rz
Si el término de frecuencia w en la Ec(VI4)> es una funcién
aleatoria del tiempo w(td) que fluctua alrrededor de su valor

medio, es decir

W) = w + 7Ly, : CVI.40)

siendo f(tD> en las dos ultimas ecuaciones ruido Gaussiano con
valor medio nulo, y (W) y () miden las intensidades del ruido en

ambos casos. Haciendo el escaleado vezun en (V1.40) tenemos:

mit) = ni/z [ 0 (1)

0 ] <L . V141D

La FNEBH en la vecindad de la singularidad u=0 sera

#*
z = Qutio Dz + B2 |z|°z + @rd'/Bie D |z|*z + 7' Cecz,z 7>

V1. 42>

*
y =su compleja conjugada. G(z,z > se determina siguiendo Ilas
tecnicas de Formas Normales. Para el caso de ruido aditivo,
expresando ddLd> = 172 nl/zf‘(t) ("1+"z) . en la base (:ei,zcz) es

inmediato que G(z,z*) = 1/2. Para el caso Multiplicativo Lineal

181



172 *, 3
mlLou = 172 g LY (zdz D) (ac1+n2) al orden cero en pu en la misma

base, es inmediato que G(z,z*) = 1/2 (z+z*).
VI.4. RESONANCIAS EN UN OSCILADOR AUTOEXITADO:

Daremos aAqui una descripcion del fendmeno de aparicion de las
resonancias o nuevas contribuciones espectrales en un oscilador
aut.oexitado cuyo regimén de funcionamiento sea el de ciclo limite
en la vecindad del punto de bifurcacién w=0. No solo es de interés
conocer Ias nuevas contribuciones o resonancias de origen
determiniz:ta sino las que introduce el ruido estocascice. Se
considera agui el caso de un Oscilador Autocexitado gue contiene no
linealidadess en términos cubicos =olamente, para caracterizar el
fenomeno que nos ocupa.

Realizando el cambio no lineal de variables =z = poexp{u+i3}, con

P 2u/3|d] = ew/3|d|, la Ec(VL42> se vuelve en las variables
Cu,BD:

o = w - (:3y2/20:-0) et 4 ai/zgi(u,()) £CLD

(V1.43>

u = p(i.—ezu) + o‘lzgz(u,f)) ) & #]
Para ruido aditivo: g1(u,6) = -e “seno, g2<u,6) = e “cos6,
1.2 1.2 ,, T = - B N
o = g /2(’)“; v Prara multiplicativo: g!(u,G) = -genie,
g.?(ﬁu,G_‘) = P haosA3, o= n”""'/z.
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VIt A. Ruido blanco:

La FNEOA dada por Ecs. (VI42) y (VI.43) esta interpretada en
el sentido usual del calculo o de Stratonovich. A efectos de los
los cAlculos en Integral Funcional es de interés dar la misma en
el sentido de Ito. Se introducen de esta forma términos de
arrastre espureo.

De la Forma Normal Estocastica de un Oscilador Autoexitado
(FNEOA>D, interpretada en el sentido de Ito, desarrollada
alrrededor de u=0, reteniendo terminos lineales de arraste espureo
e independientes en la matriz de difusién, se obtiene la EDE:

1/

e = - (6;42/%) u + o2 hl(qo-l-?)b) + o zglcwﬁw £,

<VI.44D

d

U= -20 u+ o2 hz(pﬂ“:t,) + ot Zgzcmﬁt) £,

siendo © = 9+?’)t,, Q=0 —(3u2/2w0). Los términos de arrastre
espureo para ruido aditivo son: hi(zp) = senzy y hz(w) = ~cos2y, u
para multiplicativo son: 111(1;/) = sendy y hz(w) = ~cos4y. Para
ambos casos los términos de difusién son: gi(zp) = -seﬁw Y
gz(w) = cosy. El término de arrastre —(6u2/wo)u puede ser
despreciados por ser de orden 2 en u, a los efectos del analisis
que sigue. En la vecindad de} punto de Dbifurcacién podemos
considerar a la frecuencia dada por Q, ya que las correcciones son
despreciables,

Fara el caso de ruido aditivo la ecuacién que se obtiene ha

sido estudiada en la Sec.IIL5. Nos limitaremos aqui a aplicar los
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resultados alcanzados para el caso c=0 en Ec.<(V1.8). Solo
contribuciones espectrales de frecuencia Q y 3Q se obtienen hasta
el orden 3 en el parametro de expansion perturbativo o/

Para la funciéon de autocorrelacion de (x) las contribucion de
frecuencia Q mas significativa, es decir al orden 0 en el
Coeficiente de Expansién Perturbativo <CEP> o/Q y orden 1 en el

pardametro pu/Q que denotamos por [0,1], esta dada por

. . [O,1) 2 . ¥
/ ' & z — N
(xCT D x(())}Q = 2 W Re {(z(t> z(D))o
(V145>

= zc.,>i,;>i cosQr exp{-os4[ |T|- /4> (1+exp-2u|T|MN] }

La contribucién espectral de frecuencia 3Q a orden ceroc en
teoria perturbativa, es decir al orden 0 en el CEP y orden 3 en el

parametro p/Q, es

<xCrd w0y 20 = d/8>% Re <z<1 z?o»o
CVL.46>

=(d/8)zpz cos30r exp{-9o/4[ |T |- A am(1+exp-2u|T[M]} -

La razoéon entre las densidades espectrales obtenidas a partir de
las LEos.VI46) y (VI45) evaluadas en 3Q nos da informacién sobre
la region del espacio de parametios donde la resonancia se

presenta en forma mas intensa. En la regién de parametros o
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Vemos que la contribucidn espectral de frecuencia 30 es
significativa para pequefios valores del CEP y que se vuelve poco
importante en la vecindad del punto de bifurcacién del sistema si
fijamos la intensidad del ruido, pero se satisface que ‘Daﬂ > 2%
Las Fig.(dl.1.a-b) muestran el comportamiento para distintos
valores de los parametros adimensionales o/0Q y pu/0.

En teoria perturbativa queda determinada la otra contribucién
espectral de frecuencia 30 a la funcién de autocorrelacién de (xD,
que viene al orden 2 en el CEP y orden 1 en el parametro u/Q. De

la Ec(II1.66)> se tiene que

[2,11] . 2 3 ¥
<xCTd x(O)) = 2 w Re (z7 (1) = (0))2,30
(VL48)
= (wi/32)p>o (-%--)Z exp{-90/4[ |T|-1/4p(1+expC-2u|T |21}

x Re { &7 [ ACES exp(-2u|T] + B(ED T}

donde AQuQ) y BQuw/) estan dados por las Ecs.(I11.65.a~-b)>. La
razon de densidades espectrales entre esta distribucion y la

dominante de frecuencia 2, evaluadas en 30, es
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. et o - 3(2
{;30( Q7 Q ) = P ,11(30) V149>
E19]
X %Re BQu D + OCosD
Las Figs.dl.2.a~-b> muestran 830 , para wo, es solo funcién del
parametro JEVLON Las contribuciones estocasticas son de poca

intensidad frente a las de origén determinista y son negativas, ya
que =05 < ‘590 < 0. Luego el ruido tiende a disminuir los efectos
de origén determinista, e inclusive desparece toda contribucién de
frecuencia 327 en alguna region del espacio de parametros.
Observemos que para 170—0 toda contribucién de origen
determinista o estocastico se anula.

Sin embargo, en la region de paramet.ros donde las contribuciones
resonantes deterministas son importantes las contribuciones

espectrales estocasticas son despreciables y no juegan ningin 1rol

frente a agquellas.

Otra cantidad de interés, que describe estos efectos, es
8‘30= j)g()/‘é:,g . Su comportamiento, en funcién de los parametros u/N

y o/, se da en las Figs.(L3.a-b>. Es negativa y muestra que en
la mayoria de los casos son de origén determinista. Las

Figs.<Il.4.a~b> nos muestran que §_.= .‘2’)3 es decir Ila

+
3Q 2 89(’2 ?

contribucién neta en 20 es poco significativa cuando es negativa e
importante cuando es positiva en la regién donde se da la
resonancia determinist.a.

Luego, para un oscilador autoexitado con ruido blanco las

unicas contribuciones resonantes son las de origen determinista,
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el ruido solo introduce correcciones poco significativas desde el

punto de vista del fenémeno que se investiga.

VI.4.B. Ruido Coloreado:

A partir de la FNEOA (VI43) y con la finalidad de evaluar
las cont.ribuciones espectrales consideremos gue es posible
despreciar las fluctuaciones transversales al ciclo limite, es
decir alrrededor de wu=0. El cambio no lineal de variables se
reduce a =zZiD=vy exp[i(p('b)+?)t.)]. En el caso que el ruido de color

sea aditivo la dinamica queda descripta por
. 1,2 ~
© = 0o g1(qo+Qt.) <t s VIS0

con g;i(w)-':—sem;f R 01/z=n1/2/2p0
La funcion de autocorrelacién del proceso (x> al orden Oen el CEP

Coy) sera

[ O]
<xCT> XCOX>_ = 2 W’ Rez(rd z <O _ =
Q 1,02

= 2 wz p cosQt expl-aor2 [|t|-dpd>d-~"7 L P
CVI51)>

LLa contribucién espectral estocastica principal de frecuencia 20

viene dada en la funcién de correlaciéon al orden 1 en el CEP por
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[ 1]
*
CXCTD XCODD> =2 wz Rez (1> z (03> _ =
2Q2 1,20

= 2 w(z) p Cossyd expl-Coo+pd|T |+(ocx/2y)(1-e'7 |- l)]}

x [1+¢0/3>%217° 2 ¢ 1<pd%-11 cosz0r - 20> sen2ir >

<VI.B2D>
El parametro o, que fue dejado libre en la teoria, se fija por 1a
relacion o = 1.2 [1-!—(('\')/}/)2]_1 para asegurar la convergencia de la
serie perturbativa.
Para o/3<d, la Ec.(V1.52) es simplemente
t11

RETD RCOD> = ‘*’f; 1 Coragd expl-p |t |3
22

w [14¢3/90%217% € 1<% 11 cos26r - (A1) sen2r )

VI.53>
La contribucién al espectro de frecuencia 5, que se deriva de
Ec.(VI.51) a través de las relaciones dadas en el Apéndice C del
Cap.V, muestra que el comportamiento asintético del espectro ‘es
Pk k—“ mientras que 1a contribucidén a la frecuencia 2?),
evaluada a partir de Ec(VI52) con las relaciones del Apendice B
del Cap.V, es P o k2. Luego, es posible comparanr 1a
contribucién de la cola de la contribucién de frecuencia Q cén la
resonancia en 202

La densidad de potencia espectral o espectro para la

N
cont.ribucién resonante en 2, en la aproximacién oy, es
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82D = 12 w _Corr> usyd [0 ~11 11+ %172
20

V154>

Se concluye que es una contribucion positiva para 5/}' > 1, es

decir cuando el t.iem-po de correlacién del ruido es mayor que el

periodo de oscilacion de ciclo limite. Si es igual la contribucién

es nula y si es menor la contribucién es poco significativa. Las
simulaciones numéricas como se vera corroboran estos resultados.

La contribucién espectral principal de frecuencia ?), evaluada

en 25, para 5/;/ > 1 es

DD = 12 w Corrd uryd Gy Ty %12

9
VIS5

La intensidad relativa de la contribucién resonante oo, respict.s  a
la cola de la contribucién de frecuencia dominante es

8 2w o

—~2Q—— = () Ty 0T-11 . VI.56D

D 2D

Q

Esto indica gue, si el tiempo de correlacién del ruidoe es mucho
mayor que el periodo de oscilacidén de ciclo limite se tiene una
contribucion  al espectro significativa. Es por esto que nos
referimos a este fendmeno como de resonancia estocastica. Estos
resultados estan cualitat.ivamenté: de acuerdo con las experiencias
numeéricas.

En las Figs.dII-X> =e muestran algunos resultados de las

experiencias numéricas. Se dan los graficos del espectro de las
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funciones de correlacién (z,z*) en funcién de la frecuencia para
una bifurcacion de Hopf en presencia de ruido blanco y coloreado.
Tambié¢n se muestran los graficos para las funciones de correlaciéon
de los modelos considerados en este trabajo que tienen Ila
finalidad de ilustrar el fendmeno estudiado. Se hallan comentados

en el pie de pagina de cada una de ellos.
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