Capitulo V

BEstructura de los términos de la Expansion Perturbativa.

Determinacion de los Parametros de Expansién



CAPITULO V:

V.1. INTRODUCCION:

En este Capitulo se presenta el formalismo general para la
determinaciétn de lJla estructura de los términos de la serie
perturbativa a que da lugar el formalismo de integral funcional en
el calculo de funciones de correlacién estacionarias. Se analizara
el caso general de ruide blanco, y se extiende para un caso de
ruido coloreado gue satisface un proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

Para determinar los posibles parametros de expansion
perturbativa se analizan los=s posibles escaleados que pueden
llevarse a cabo en la Ecuacién Diferencial Estocastica (EDE> y los
criterios de eleccion de ellos. Los parédmetros de expansion deben
ser adimensionales y un simple analisis dimensional muestra, en
cada uno de los casos, las posibles elecciones.

Se  analiza la  convergencia de los términos de 1la serie
perturbativa, asi como la estructura general de ellos y se da la
forma general de la serie.

Finalmente se muestra que el espectro o potencia especlral es
t.ambien un desarrollo perturbativo en los parametros de expansion

elegidos.
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V.2, RUIDO BILANCO:

V.2.A. Ezaaleado de la Ecuacion Diferencial Estocastica:

sonsideremos la Ecuacién Diferencial Estocastica (EDE):

72

& =w + 7% g fret> .

donde fd{t> es ruido blanco Gaussiano con valor medio nulo y

funcion de autocorrelacion

C L) L™y > = &6C -t v.2>

donde w es la frecuencia caracteristica del sistema, £ es la
intensidad de ruido.

Un  analisis dimensional muestra que si [t] = T d{dimensién del

Liempo L es T, g(M) es adimensional y D] = T ‘?; ser Liene
que los parametros fisicos son
[£] = [w] = T ' | .3

De agqui se tiene que £/w y w/e son las dos posibles elecciones de
parametros adimensionales para realizar una expansion
perturbativa.

Para obtener la EDE que se obtiene luego de un escaleado,

hacemos La sustitucion G = + v t . Hamando t. = 2t @,

PL> = >, > = Y% fd  , la EDE  y  la  funcién  de
et



correlacién del ruido escaleada son:

dp/dt = Ae>'? guettpctd> £, V.4>

CLCL L) > = 6C -t .5

respectivamente. Podemos fijar el escaleado con Ja eleccion:

re = 1 » Q= we . Lt =t (v.0>
o con la alternativa
Aw = 1 N E = s/w R Lt = ot . vV.7>

Las funciones de correlacién de funciones Zn-periodicas pueden ser
calculadas en Ilas nuevas variables escaleadas, es decir para un

proce:=o hGIced)d, con 0L = Jwtte(t), se Liene:

GC LU = ¢ e haa™ > w.8>

que esta relacionada con las variables originales como

CC LD = GC LU, w.od

a traves del reemplazo ¢ = A

La eleccion  del escaleado (V.6) esx  la que se adopta agqul  por

razones que se justifican en la Seccidén siguiente, resultando la

EDE escaleada:
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dp/dt = gQL+et? 1w, w.10>

siendo una ecuacién a un parametro 2, con intensidad de ruido 1 y

fu) ruido blanco Gaussiano.
V.2.B. Serie perturbativa:

Interpretando la FEDE escaleada (V10> en el sentido de Ito,
es decir today  las funciones del tiempo son evaluadas en el

pre-punto, la funcional generatriz de momentos vy funciones de

correlacion sera:

T
* i . » ’
Ui, ) 1 = ] Dp Dg exp{ i j dr [ i g+ ipl }
. L

Tyoo o _
Va1
I
_ ) . (o), ) cro .
b exp{ i J'L dr [ p q ot (p.g,rd] } mqq,_o) po) >
) O
# Vp,grd = - 12 Aopz + Z (-1-2 A p*) explikq+tQrd}
o
Va2
donde A =1 a a es el coelficiente de Fourier de gz(e) y

k ' 12 -

inG?
g(a8> = ET a e, Separando una parte "libre" o no oscilatoria en
Ll n

el Hamiltoniano <(V.12):

o p,g,1d = %_Cp> + x" Vep,q,t> V.A3.a>
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Hp> = - i/2 A p SRERS)
(s} (s}

es posible dar la funcional generatriz como una serie formal:

T “y
T . * 1 . XGRS
Ej,j 1= E — J Dp D [-1 [ ar o (p,q-.T)J
n Yo ‘o
I ;
»
X expq i ‘ S + 7 + 5 -
exp{x ft dr [ p g %, p> ja+ ipl } 5¢qlt >-p > »
o
V14>
y definir una funcional generatriz “libre” o no oscilatoria
estacionaria, integrando (V.14>, inponiendo 1a condicion de
regimen estacionario
T
J dr 3a> =0 V15>
t
0
y tomando el limite de 1,0 » - se tiene
I
' , *
Zzstj,j*] = exp{ -1/2 f dr dv’f 2 1 j<rd SCr,t’> j (r’) +
~w
+ jCr> RCT,T’)> j<r’d ] } R
V.16D
donde las funciones de Oreen son
SCr,t’) = &r~-7’> ., V.17.a>
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RCr,t7) = Ar) mindr,r’> . : (VAT I

La contribucién n-sima a la suma en V.14> en el regimén

estacionario es

T 2 r
S

=
&j cro?

25,471 = m%i [ 17z [ dr Z A, exp{ik(q+Ord} (-

3]
-0
8]

es ¥
S-S I T I

w.a8d

Los momentos y funciones de correlacién de funciones 2in~periodicas

son determinados a través de

) | T »y{({ ‘P';Q:: 29 o~ o .
< expi{i] B eCT> + ke <] } < 2, |l u"ué( T + [_105( >, 011,

V.19
siendo R Y B, € Z
La contribucion a V.19 del n-=simo término de la serie
est
< exp{i[ u BCT> + 11 B8COd]}Y > =
n+di - C - n
T T
1 - - n+1
— t, . PO
= — E A“ u J d " f dt exp{ iO ,ukt.k }
" ™ - -00 k=0
Lli(t:aii“'h)
Ei, oty =0
" 2 est
S . L®
1 [— —-——1————2] 20 Fi.jl
=1 S o =gt ui6(o-bt);j*(o)=0
L=

v.20>
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donde T=¢ >t >..5t , t =0, 6C=¢eI>+QT. La

r+1 n 1 o
restiriccion ETW; m= 0 sobre los términos de la suma equivale a la
1=
o3t . o = - n 18]
condicion <V.15) y A“ ot (-1/2) |’|,L'_l A“..
1 n i
Introduciendo la identidad
m "
nm ot-to =1 .21
=4 L= v ]
! tﬂ)

es posible llevar la region de integraciéon de R” a la definida por

T = ¢ o t > .. .>t.1 y cancelar el factor 1/n!.. Teniendo en-
18] 1R b
cuenlba que
st X (=111
< -y LR . e € .
11“ ?L;;o__ = - [ dr ecr-L> = _( IR w.22>
&3 <L -0

luego de evaluar en las fuentes, y sobreentendiendo de aqui en mas

la suma y el coeficiente, la Ec.(V.20) e=s

T t

2 n+1 n n+1i 2
R " - s -
Joat ... dt  exp{ in z pt b (B et -to )
-0 -00 k=0 L=t j=o
n+i
x expd -An/z 'E MKy min(t.j,t.k) }
i, k=0
€v.23>
I.La suma conlLenida en la productoria pi.lede ser escrita
T+ 1
L &t -t D> = - o LD - s , V.24 .ad
o Al L (o] L L
I=
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L v
= b My : v.24.b>

k=0
v la suma del exponencial
n+1 n
n ,ui My mln(t,,,,tl() =T + ¥ q&k t‘;, » V.25.ad
3 k=0 ‘ ) k=0 )
b, = si_i— S: +2p p (minOL O/t - 1), (V.25.b>

con = = 0. La integral (V.20> luego del cAlculo indicado es

i - . si
N WL + = . _
Cexplilp  6CI> + p 03]} 5°'= exp{ -AT/2+1Qu T}
L) t
- . 2 n -
: A“ C r dL - o J ‘jt'i [] (qu @(LL) + s,l)
i 1 " - - i=d
’Ji('-:;i»,,';:l' R
z'\. :0“'120
mn
x~ exp{ L (1 Q Hy = Ar¢k/2 ) ('k}
k=1 ~
V.26

V.2.C. Convergencia de la serie perturbativa:

Se prueba en esta Seccidon gque una integral malt’; Te del

) B
(¥.26> no contiene divergencias. Para esto es suficiente estudiar
t
0 2 k ” k
| dt f dt. T (1, @t D45 ) exp{ L (lﬁuj— A0¢>‘i/2)t,j},
-0 -0 1=9 =1
V.27



donde 1<k<n vy stz‘-O V i k. Obviamente la convergencia la da el
coeficiente que acompalia a Lk. Not.emos gue 0 > tk > .2 t.1 >=-w

Para t = R, denotamos a d»j
)

P =5 - S, . s =0 . V.28

Ademas ®(tt) = 0 en la regién de integracién. Luego de inteé;r-ar en

f’i""'t'km; se Liene

. 2 - -1 © 2

-"1 s, Gau- A ¢ /2) | oodt.k exp{(iQs, -A s /2)t } . e
= -

Notemos que si sk#O la expresion (V.29> tiende a cero cuando t,k-»-co

va gue A())() », en cambio si sy=0 se tiene que es identicamente

nula. De esta forma queda probade gque si s =0 con 15ifksn la
A

integral (V.27)> es cero.

V.2.D. Forma funcional de la serie perturbativa:

Para la region de integraciéon T = ¢ >t > .. .)f,i es sencillo

mostrar gue
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=
-

3] r4
Joae [ oae oo f dt  FCt ...t > =
-0 - - Q0
T t t t
- n 3 2
= [oat  [oat ... [ a4t f dt. FCt ...t > +
(8] Q C -~ 00
T L t 0 L
- n 4 2 .
+ § » g s 24 ) * . i L +
Jat [ oae o] dt_ [ dt [ dt Fct ...t 0
O (6] (3] - - 00
+ L+
T o o Q L?
I oae . f v f a dt FCt oo,t D
(8] -0 - —-Q0 -
(V.30
introduciendo la identidad
™
1 = n (at)> + ac-t.D> ) , . V.31
. A2 L

v=2

en el lado derecho de (V30> y teniendo en cuenta que existen

=-1> contribuciones no nulas dadas por

> ...0Ct D,
2

ot D et
" n

aCt D o, PR 14 A BN OTER D I
4] n—1 3 2

ol D o, > oL et > BC-t > B~ > .. LBt D>,
n -1 k+1 k k-1 2

Ot > O-t d... BOC-L D
n n-41 2

v.32>

La integral «V.26> definida en la regién T = t >t > .. .)t.1
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se escribe como suma de (n-1> términos definidos por las

subregiones dadas en (V.32)>. Una integral tipo es:

T L o s o t
- k+1 2
Jav .o f at [oae, [ odt oo [ dt [ odt
) o -0 -00 - v -0
la} 2 n
N ) + . _ .
* ;.r.]l(u':’@(t") SL) exp{j);1 (1Quj Ao¢j/2)t.j}
V.33
Teniendo en cuenta gue
‘0 (V] (s ] tz k-1 ,
1 at, | de, ... | dt,ZJ dt. n (u, @t d+s. )
-0 7o) -0 - i=1
k-1 k-1 k-1
= e:«:p{'z (1S2uj~ Ac‘qu/Z)t,j} = ’z (’l—c‘)s' ’0) ‘n K_L(Q) .
J A 1=1 t v=4
V.34)
el calculo se reduce a
I Lk+1 " 2 " .
.[ dt .. ._[ dt. m (Ot >+s) exp{.}: (muj- Aoq’)j/Z)Lj},
O C i=k i=k
V.35
donde
+ 2 2 .
= = - - 2 . <V.36>
=S TS Ha H;

Si s 20 para 1<i<€n, cada integral Ia evaluaremos en ttﬂcon
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integrando

S * 7eaNg = '
exp(i!)yfl A()d&l/Z)LL , <5.37.ad>
+ L-4 +
(;,'L‘ = ¢)L +Y . s <5.37.bd
jop 4 ‘
-1
T o= + " - 3{(.C
wl, ul E > ; uj N (5.37.c>
=k
donde }“j = (7"“'_10“2. O‘jﬂoi con o'k =0, 1 que indica que cada

Lérmino integrando es evaluado respectivamente en el extremo
inferior o superior de intervaloc de integracién. Notemos que si

}/cx = 0 CV o J < a< k-1 D, ent.onces }’,L = 0 vYic<l, va que

= ; L :
}’j }jﬂ [ uego
el : + 2 2
P =P = T P, =(s_+t pu dY-(s, + p > , V.38.a0
1 (T j a o ! 0
=012
’l', = >=,:/(GL’= E M. =S - s s (V.38.b>
1 L L i L ~
AEISEE Bt |
con y o= 0. El calculo final muestra que (V.35 para So = s, puede
escribirse como
g A_ D exp-{(iQw: e Aoqb:w/Z)f_If_ } .39
P 1 1
o

s“‘e W ko

Notemos que S rotula todos los posibles términos consecuencia de
todas las contribuciones dadas por evaluar en cada wuno de los

limites de integracitn.
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Para el caso g(@) = cox 8 . la funcion de correlacion estacionaria

del proceso cos 68 es

Qr L[Q(Iw@(m] pt[t’?(p-g{o)]

GCTY = 172 Ref e [<e S k(e > 1}
<V.40D
luego se tiene que py =1 , =1y s=-2 o pu==-1y s=20
e+t o n ) n
Para Bo= M= 1, s = -2 el exponente de V.39 es
1+ L R 141 .
(o : P .
¢ 1= (= + 1> 0 RY para o= 1 u = -1 y s =0 es
8] (& LR ] [0} n
rf_‘;: “Cr o= (.:.z”— 157> 0, con  lo cual =se muestra qgue la funcion
] [
decar exponencialmente en este caso.
) ) >
En el caso s, =S se tiene de la EcV.38) que qbf” = wfros 0 para
'k 21 £ n yv en consecuencia se originan términos lineales en t'l.’
mas aumnm  si existe S TS, 'f?'((,x)"-“ wl(?‘)- 0O para k =1 = P=n

aparecerian términos cuadraticos en t'l" De esta forma se originan
los términos polindmicos en T, que acompafian al exponencial o
constantes de la expresién generall La maAxima potencia que aparece
en cada orden puede ser determinada en cada caso particular, aqui

lo haremaos para el caso g<(@6) = cos € , en términos del paradmetro

de expansiétn perturbativo.
V.2.E. Determinacién de los parametros de expansion:
Analizando Ia integral tipo que aparece en el calculo

perturbativo dada en (V.33>, =e tiene que para la primera

integracion ¢ 0 > t'z > t.1 > ~w ) se tiene el factor
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- . . - —q
> = = « .
kl «2 ¢ ity A A0¢1/Z h) R v 41?

v para las k-2> integraciones intermedias 0 >t’k—1> >t,2 >t,1)

por cada integracion se obtienen los factores

) 2 -1
Kz «wd = ( iQS2 Aosz/z ) (1 ész,o) ,

. - - -1 _
K, €0 = (i -Ag /2 )" (1-6 ) |,

s ,0
3
V.42>
. . - y 1 _
Kk_i(O) = ( iQuk_1 Ao¢k_1/z b} (1 6Sk_1’°) s
v por las (n-k-1) integraciones para T >t > .. >t,k> 0 se tiene
n °
- (ou (o -1
- > x

C i()wL Ao¢l /2 ) =\ #S
K’ «» = » V.43>

L o

con k £ 1 2n y a>k

Factorizando Q' en todas las funciones de ., teniendo en cuenta
que O l'= srw » se tiene gue este es un parametro de expansién
perturbativo y junto con las potencias en T dan el orden
perturbativo. Luego por cada integracion exponencial se tiene un
factor Q' por una funcién de Q', en caso contrario se agregan

constantes de la integracion del polinomio en T.
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V.2 F. Estructura general de los términos perturbativos:

El orden del polinomioc en T a que da lugar cada orden quedara

determinado por la expresion

1 .ll’l l3 l2 18} 2
Jat | de ..o foae dt (e @ct O+s)
(] C (o] - 00 L=1
1aj
xexp{L (0w - A & /2t }
i=1 ‘

<V.44)>

contenida en el calculo de la funcién de correlacién. La primera
integracion, de un exponencial, introduce un factor Q. Luego el
orden del polinomio en T es -1, es decir, el numero de
integraciones restantes.

La forma general de los términos de frecuencia Cp+1)Q al orden n

en la zerie perturbativa para el proceso cos€@ en el caso g(6)=cos6

es
< explif 8CI> + o>} > = exp{ (i<Zp+1>Q - A0<2p+1)"/2) T }
N, (2p+1)§2
ne g
Z 1 k n-k (Z2p+t1> -1
= —_ Y > >
~ ¢ Q ) I nk «2
k=1
v.45>
donde  SPP™>  =zon  constantes o funciones de la  forma

rk

. i1 . : .
(ib+a0’) y n es par dmpar) tomando el signo + Y en el
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exponencial.

V.2.6. El espectro como una serie de potencias en el parametro

perturbativo:

Fl  espectro o potencia espectral es obtenido como la

Transformada de Fourier coseno de Ja funcidén de autocorrelacion

[St.i]lz
0
K> =4 [ dT CCT> cos kT . : V.46)>
o ) ’
En las variables escaleadas se tiene gque T = €T y como CQ(T) = QCDD
se tiene:
K> = £ Pk, vV.47>
con k =k/e . En la resonancia k = Zp+1Dw tenemos k = Qp+1dQ ya

que O=u/c. Como puede concluirse de un simple analisis dimensional
[£1=T"" y [F1=T , luego £<k> es adimensional.

Las contribuciones de la forma

Gy = 172 f_I:k exp{-aT} {ACY cosl2p+DIOT] + AKY coslZp+1DQTH}

v.48>

en la Ec. (V45> tiene tLransformada de Fourier inmediata dada en el

1Pag.23_, Vol.I.
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ApVB y se puede concluir luego de un breve calculo que el
parametro perturvativo, lo es tambien en la potencia espectral.
Solo se introducen variantes en los términos polindmicos que dan

origen a un o por cada orden en T. Para Qp+dQ » o, Vp, la

densidad de potencia espectral es

FC2p+HdD & k1! ot oA . V.49>

V.3. RUIDO COLOREADO:

V.3.A. Escaleado de la Ecuacién Diferencial Estocastica:

Jonsideremos la EDE dada en (V1) siendo w la frecuencia del
sistema, £ la intensidad de ruido, g<(8> una funcién 2n periodica vy
FCLD ruido coloreado Gaussiano ©con valor medio nulo \Y que
satistace el proceso de Ornstein-Uhlenbeck <O-U>

F = —F + 7%re> CV.50)

siendo ¢ la intensidad del ruido blanco Gaussiano L) y ;/_1 es el
tiempo de correlacién del ruido coloreado. La funcién de

autocorrelacion de un proceso F) es

ACLLL = (oy2p) e IV V51>

172 172,472

. Un analisis dimensional muestra que IFl = [ c7] [c} 7T



[1 = [w] = Tw1 se tiene gue [cllel = T—a. Algunas de las posibles
combinaciones paramétricas adimensionales son
A eVt vy eed
by woy vy (e::c)i'/a}'_l,
@ pro y Ceedt Pt
thha ver escaleado o] sistema de EDE dadas por Ecs. (V1) y (V.50
se reduce a uno a dos parametros. Veamos a continuacion las
ecuaciones escaleadas. Haciendo los reemplazos t = At >
Oty = 6CLd , FD = o FCL ., <> = A %> las ecuaciones
V1> y V.60) se reducen a
decty/dt = Qwwd + (77%0 A) gB Fb (V.52.a)
dFCtD/dt, = ~(N D> F + ((l)xlc)_i/}o) <Ly, V.52.b>
C LD Ktd > = SL-L» (V52.0>
FPodemos fijar el escaleado, a traves de XN tomando (I;\Ic)-i/z = o,
de tres formas diferentes con A>O:
a> A = ', entonces £'%0 A= (ccw HY?,
b> A = » ', entonces &' %0 A= (ecyp P,
eI N = (V%) = (ee)

Consideraremos aqgui

se vuelven
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dgdty/dt = Q + g@> FLy V.53.a0
dFCL/dt = =T F + LD, v.53.b>
con 0 = w (sc)_va % I =y (5c)_1/3, siendo la funcidén . de

aut.ocorrelacion del ruido FLD

ACL.L™D = (1/21) N Rl (V54>
El c¢aso oo = )-'2 se corresponde al limite de ruido blanco cuando
3 ++© . Los parametros de las Ecs.(V533) vy V54> son I' = p/= y
0 = w'=, siendo O el parametro elegido en el caso de ruido blanco.

En el presente caso tenemos 2 parametros y debemos elegir uno de

ellos como parametro perturbativo.

V.3.B. Serie perturbativa:

Haciendo la sustitucion 6D = pdtd + Ot 1a primera de las

ecuaciones (V.83 sera

dp<td/dt, = glptatd> FCby . V.55

Esta ecuacion se interpreta en un sentido arbitrario de
discretizacion, va gue se trata de un proceso con ruido coloreado
LLRB2]. Aqui utilizamos por simplicidad en los caAlculos 1a -

prescripcion de discretizacion del pre~punto. La funcional
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generatriz de momentos y funciones de correlacién esta dada por la
expresion (VA1), donde ahora el Hamiltoniano es

T
20D -

I p,,t) = ~172 pCrd gdqlrd+Qed rdr’ AlT, T’ gq<r’d+’) pdr

t
(]

V.56

El criterio para separar una parte “libre” o no oscilatoria es el
utilizado en el Capitule IV. Si Ao es el coeficiente de Fourifer no
oscilatorio de g"(e) v est.amos Iinteresados en peqgqueiios

apartamient.os del caso de ruido blanco tenemos que

O Y

* (p,q,rd = 960(p) + K (p,q.v> , V.57.ad
I

Ap> = ~i/2 o plrd [ dz* ACr,z> p<e™> V.B57.bd
T
o

donde 0O<adl es una constante a ser determinada que depende de los
parametros del sistema I vy Q, que tiende a Ao en el limite de
ruido blanco.

Asi es posible escribir la ecuacién V.11> como la serie formal,

dada en la expresiéon (V.14)> en la cual

T
P -
K (p.g,7) = ~-1/2 pdrd rd'r’ [__\(T,T")[ QCTIHQT) g DT Dd-a) pl
i
o

V.58
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La funcional generatriz libre estacionaria viene dada por Ila

ecuacion (¥V.15) con funciones de Oreen

SCr,t’d = r-1’> |, v.592.ad>
R{T,T%) = __‘3‘; [ mindr,z?> - Az, ] . V.539.bd
r

Detalles de estos resultados se encuentran en el Ap.IV.A.

En el limite estacionario la funcional generatriz es

T
- n

T
et ., * - 1 - N 2
2°°t5,.471 = 5 5 (-172) J pp g [ ...f O, 4t dt
-0 -
n Yo

X PGl > ACL b7 pat [ Ut IH0L D glqlt IO+OLT - al
- 3

T

% exp{ij dr [ p g- 9(‘0(p>+jf-1"'j*l3] } .

-0

V.60>

5l térming nesimo puede  ser  escrito  simbolicamente  tomando el
desarrollo en serie de Fourier de la funcidén

@t 2L D gCaUt DL = o
J ; R
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T T
s e 1 - n . - " R ,
= b3, = Rt > R | [0, dt. ded ACt 67D E A A,
- 00 - N
>

X

exp{ i[ ! €At D+t D>+ 17 CqCeD+0L 1}

2

x [— S . . ] 2% 1,3
83 Ct >8]} <> ©

v.61>

Los momentos y funciones de correlacién se calculan a traves de la
expresion (¥.19), siendo en este caso la contribucion del n-simo

téermine de la serie

ast

xpdi 3 + =
<explifp, <D p, €031} >

I I nea
1 -
= E A b f_wdt,% f—mdt, exp{ igzkzouktk}
CRERES PRPR :3)
Lm0 IJ'L

T
> - At 2> |-

i-1 Ls_j*"'ct,i)é;‘i (t.;')]

*

x 22t .30
© +1 *
j(o)==2_,,t:0 uié(o—t,i‘);j Co D=0

V.62
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IV.3.C. Determinacion de los parametros de expansidtn para el caso

€8> = cos&

Determinaremos la funcién de correlacién para el proceso cosé@
en el esquema perturbativo detallado hasta aqui y explicitamente
el parametro de expansion perturbativo.

A orden cero en teoria perturbativa se tiene:

Coxpl I(BCTI-<0D)] >ZSL: e zz*""[é(o—p-é(o);()] , .63.a>
Coxpl iI(ECT>+O0>)] >§s‘= o, V.63.b>
£:$l[z5(o—1)-(5(°);0] = exp{-(a/2I"[ T-(1/TX(1-e " 3]} . V6300

A primer orden y utilizando la metodologia de calculo sefalada
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Cexpl i(ECT>-@0>)]>7%" = o' 2 225 ECmTr-6C3;500 =

T T .
[ at j dt 174 expCitt -t D> At ,t D
L—-(D 1 Yo 2 ' 1 2 - 1 2

= ~-1/2 pi'QI

(OCT— 1 D=OC-t D+OC0d-OCL_~t D) (OCT-L_Dd-OC—1. D+l ~t_I~O0))
1 1 2 1 - 2 2 1 2

es i

ol LSCe~TI3-S5Cod+ECo—t D-&Co~t._D;01 + PILL ,t ] J =
() 1 2 17 2

- o AL Lt ) (OCT-t >-0C-t 1) (OCT-t >-0d~t )
- 1 2 1 1 2 2

” .,335’"[45(0—:1_‘)—'5(0);0] } ,

V.64

donde P[t,l,l,?_] indica wun  término en el cual se ha realiza la
permutacion de las variables de integracion en el sumando previo.
Tomando  &Wd=0 , es decir la prescripcion de discretizacién del
pre-punto, lHevando Ja region de integracion a T )t,1>t,z y teniendo

en cuent.a que en el integrando

Z N SCe=TI- S Co PHEComt D=6Comt 3501 = ;zf;‘“usco—jx_i)—(su);()]

(&)
exp{-(a/zrz)[ 3(t’,—t'2 )-2minCo ,t,1 )+2min(0,t,z)] }
F ) ) . . }
e qp - 3 _ -2 SO+ L O St -
exp{~(a/2I' )| éx(t,1 st 1)+£&( Lz ,t,z) Zé(tl t z) 2CACT 1) ACT z)

SACOL L DAoL D))}

V.65
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Como la integracion de este ultimo factor es no trivial y nos
interesa el limite I ta—m, desarrollamos el mismo v vemos que r2
et un buen  candidato  para paridmetro  perturbativo. n  estas
condiciones reteniendo solo el primer término del desarrollo vy
luego de efectuar la integracion (V.64) tenemos las contbribuciones
de orden 1 en 2 que las separamos segun su  descomposicién
espectral.

ad Orden 1, frecuencia 0. La contribucién principal a esta

frecuencia ex

est

<exp[ i(QI>-g<02] > " = r? S;Z(w/r, 73y exp{-(+E@Ga 22T}

ﬁzzs"[csc e=T>-ECo2;01

V.66.a>

S' oy T = 18 Ciwry =o' 22) iw/r-143a22)7" (V.66.b>

b> Orden 1. frecuencia . La primera correccién al orden cero dada

por 85.63> es

<expl i(@CI>-8<0>)] >TS(L) =

3

e P 8 oy T+ TT S o T e T
100 110

(@ S -3,
Sla(_r,o/y I 0]

R S0 Tt SRR R B

(V.67.ad
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Ty T = cf ez 4 1B (et i-a 22) W iesp- 1430 22y 4

10%

A

+ 18 (Gosy=1-3al 22) 7' (e i+l 22) -2 (miwp+1+3ar 22) 71 )

CV.67.bD
et 1 -~ 3 : . -3.,4-1
Tl e T = 14 | 200 - (Cloy HH3al 22)77) V.67.0>
s:::_:_m/;«-,r‘a) = /2 . V.67.d>

¢ Orden 1, frecuencia 20. La contribucion principal esta dada por

<exp[ i(8CT>-8<0>)] >":S;Q= r? S;Z(w/}',f’—a) exp{(iZO-T-Ba 2I"°>)T}

« ;gZS‘[éco—z)-éco);OJ ,

v.68.ad

1

S12 oy I D= ~108 (losy=-1-8or " 22) "1 [ (m1wsyHirar 22y -

~2Ciwsy-1-3a0"22)™ Yy

¥V.68.b>

El otro término gue aparece en la funcién de correlacién del

proceso cosd al orden 1 es
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Cexpl i(OCI+EC0>)] >7°" = et 27 16ComT+5¢2);00 =
Yoy e -
= 1,2 e Jav,  Jat [ 1/4 expC—iQCt +t D> At ,t D
* oo 1 ~ 2 1 2 - 1 2

(OCT-t H4@(-t I-OC0>-8Ct -t D) (OCT-t Dd+0(~t_>=~&<t -L_>-8C0)
1 1 2 1 2 2 1 2

O

met [S6Co-TIH5Ce -5 o=t I=5Co=t D301 ]

V.69

Los cAlculos se efectuan de la forma usual y las contribuciones
espectrales al orden 1 son

d> Orden 1, frecuencia 0. Se agregan a las ya calculadas en ad

Cexp[ 1(2CTI+E<0))] >';““"‘ =1 ?

(€ -3 . <2
a3 T+ 2\
< Rma Cwsy I ) exp{-(I"'+{a"2I""D)T}

x 3?"[«5(»—1»6(0) ;01

V.70.2)>

R;':;cw/r,r"'3> = ~1/8 (-lop+ital 22) -tusp-1rar 22) V.TOb>
C

3231'[6(-9—1)-*6(0);0] = exp{—(a/zrz)[If(i./r)('1+e~r LY V.70.0)

e) Orden 1. frecuencia ). Se agregan a las ya calculadas en b
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Cexpl i(CTI+6¢03)] 37" = 1 ? RYcwry,r 7> %
- = 1,0 1o
est . .
x ZOMSC-TOHEC 201, V712>

18 (o p ol 22) T 2(-iwpr Y-

it

(1, 3.
Rl(l(‘ % S B

- Ciwsyr-1+al " 22)7Y . V.71b)

De lo que resulta de los calculos a primer orden, la
composicion espectral viene en 0, Q y 20. Una cuestion de interés

se plantea al guerer recuperar resultados para el caso de ruido

blanco. Para ello debemos estudiar 1a estructura de los
. Ay - 3] =
coetlicientes o) ','k((-.\/;" N > v R,”.‘k(w/}" N 3), n=0,1,2,... De una
1] Ljk

breve inspecccion vemos gue contienen términos de la forma

¢y, T = (inesr+atbl D) imesprerdr Tt 5.72>

con nm € N vy ab,c,d € R Tomando r 3= esSy y O=£/y , en el.

limite p ro+00

2oy, , 5.73>

e 0 . si a0 vy o0
“ a0 tam+da ™ si a=0 y c=0

cntonces la unica contribucién no nula esta dada por (G.61> en
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este limite

Cexpl I(ECTI+EON)] >fs:ﬂ= ot Ry eMTIYT V.74.2>
RV ca™ = -1,4 (-izv ™' . W.74.b>

Esta contribucion coincide con la gue se obtiene partiendo de la
Ec.¥.1> interpretada en el =entido de Stratonovich, vya que el
limite de una EDE con ruido coloreado gque satisface un proceso de
Ornstein-Ulhenbeck cuando p r»+m es una EDE con ruido blanco con la

prescripeion de discretizacion del punto medio.
I11.3.D. Estructura general de la serie perturbativa:

Clomo se ha visto hasta aqui el parametro de expansién es rt
ara determinar la estructura general de la serie perl;urb.::(,.ix;a se
hace necesario ver cuales son los términos polindmicos en T que
aparecen y cual es el orden de los mismos. Si n es el orden

perturvativo apareceran 2n integraciones, n funciones 4 y por cada

—.1 " -
una de ellas wn ' 7, luego hay un factor comun [ " al orden n.
Para determinar el orden del polinomio en T de
o ey 2 .
Cexpl i(aCId>-a))] >° C;Q consideramos las contribuciones que
- - LTS ¥4

contienen solo funciones A en el integrando de Ec.(V.62) con

. ~1
,y? 1= v y.e(= ~-1. Por cada integraciém se genera un [ y un
. Zntt ) ] '
termino  lineal por la  integracion sigulente. Luego se tiene un

- Y
factor I vy un polinomio cuyo término de mayor orden es ’_l‘_‘, Asi
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(I/T"Z)n es el factor que aparece en este caso. Para determinar los
términos polindmicos que aparecen en las contribuciones de
frecuencia CpH1OQ al orden n, consideremos que la primera
integracion en EcdV.62> introduce siempre un factor rt y las

2Zn-1) integraciones siguientes dan el orden del polinomio.

Kexpl i(ECII£EON] ST | = exp{ [i<p+1O0-(b T HyT )

x  expi-(a/4r) [ T-C1-TX1-e" £37}

2N p
« § r—(n-»k) :I.,.Zr\——k - S”H’&w/}/,l"_a) exp{—ép+1)l"1‘} ,
L - r

nkj vk}
kot =& !
(B § o]
V.75
donde p=0 solo en el caso de signo - en el exponencial.
V.4. APENDICE A:
Consideremos’ Ia funcion de correlacion de un pProceso
estacionario ) dada por
LTI WDD> = r(7) coswt + s=(1) senwt |, CA.D
para ™0 y donde r(r) es una funcién par y s{t) es impar.
Introduciendo el concept.o de densidad de 1a potencia
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espectral [St,i]1 ’ o simplemente Densidad Espectral <DED, del
proceso ()
+00

Ik = 2 j dt e
- Q0

K cceoreody CA.2>
la densidad espectral para (A1) sera

JE) = A (ktwd = A (ktwd + A (k-wd + As(k'—w) > (A3
< 8 < 3

siendo A v A, las Transformadas de Fourier Coseno (TFUC> vy Seno
< -]

(TRS)Y de rCr) y s€{1) respectivamente, definidas por

+ Q0
AU =2 [ dt rdd cosat CA.4.a)d
< o
+00
A KD =2 [ dt sdL) sendt . A 4.b)
~Y « 0

Es facil concluir que A es una funcién par mientras que A es
< =]
impar. Si estas funciones =on apreciablemente diferentes de cero

para =0, mientras son pequefias para QO=k+w y frecuencias positivas

se tiene gque

1F‘ag.Z'\-‘!, Yol.I.

2 . . .
x indica "aproximadamente igual a'.
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Sk x Ac(k-w) + As(k*‘w) . (A5

V.3, Apendice B:

Las funciones de correlacién que aparecen en un proceso con ruido
blanco =on de la forma (A1) donde r(r> v =(> son funciones que

se pueden escribir genericamente como

1,2 7" 7Y B.1D

para 0. Para n=0 las TFC y TFS definidas en Ecs.{A.4) son

At = S, (B.2.2)
© Q7+ o

A% = ?Q — <B.2.b>
S g) + C{‘

Para n>0 podemos determinar las transformadas a partir de las

obtenidas para n=0, a partir de las siguientes relaciones

Zn
n d

A = =" S A%, (B.3.a)
L% Z2n (5
dk
+1 'Zh*i Q
A" e = MY S A%, <(B.3.b>
< 2n+1 b=}
dk
er\ ¢
AT = 1" AS’m) , ¢B.3.c>
1=

dkz n



AZ"‘”(Q) = -t 4 A:(m , B.3.d>

con nsiN. Explicitamente para n=1,2 se tiene que

Al((}) = ———‘?—1*—'-—2—*— - ———Z-gg?“?’z s (B.‘i.a)
- QO+ o «2r + >
2 1 40”
A;(O) = 20 3 . z+ 5 > s s {(B.4.b>
- ST o™ €+ oD .
All‘i-Q) = _“_Z'ﬂfl;._ , B.4.c)
s %+ o
2 62 8a’
ATED = P - . - g . B.4.d>
- O+ o Y+ oD
) - ) o -1 1 .. -2
In Lo resonancias =0 Jas TG sOon A COd=an 7, L COI=a T,
c [ )

AZ(O)=2<¢;¢~3, etc., nientras que las TFS dan contribucién nula.
<

V.6. APENDICE C:

Agqui se dan las expresiones para las DE que aparecen en un
proceso de ruido de color. Se determina el comportamiento
asint.otico, asi como el valor que toma en las resonancias.

Las funciones de correlacién gue aparecen en un process con
ruide  coloreado son de la forma (A1) donde (1) y sws@r) son

funciones gue =se pueden escribir genericamente como



T

-—;w— exp{ ~v[t -1 + e 1 vy g LSRN D)

para 0. Estudiemos las transformadas de Fourier coseno (TFQ) y
seno (TFS), va gue estas determinan las funciones de correlacitdn.

Pueden ser determinadas a partir de

. +00 ) ’
[’:.;(Q)] = [ Ke J J d1 exp{ -v[t -1 + e '] } exp{-iQr} . «.2>
S(Q) Im o

Realizando el cambio de variables z=t=3—T

- 1 ‘. .

b) ) Bl A 1{2- : -
(AC(Q.] = of [ Re ) ]- dz o V7 zqu 1 a3
AE'(S')) Im

Esta funcion puede =ser expresada en términos de la funcidén gamma

incompleta TAb1 13:

X
rea> = | A [ A 4>
O

luego de hacer la sustitucién vz=t

3Form.(6.5.1), Pag. 260.
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’ ¢ ’ ' | R I Y
[Ao(“»J = & [ Re J [ v tk yHiO,p) ] . .5
As(Q)

S5in embargo esta expresion analitica no es de utilidad a fin de

caloulos practdoos, Desarrollando e} exponencial exp{-v e‘t} por
su expancidn en serie, la Ec.(C2) ex simplemente
+00
JNEde}) v [ Re | }: -0 1 .
A €D - Im ’
o Nn=—oO
o luego de tomar la parte Re se tiene para la TFC:
+0
™
» - +
Ay = et E i34 [ Ty ] . T
[} n: 2 2
- )"+ O
Nn=0Q
Mient.ras gque tomando la parte imaginaria, la TFS es
+ 0D
v 2" Q
A = e E o [ 3 2] . «a.8d
° ) i+ + Q
n=0

Es de interés desaribir el comportamiento asintéotico de ambas
transformadas, para (21 es posible desarrollar la serie alternada

dada para la TFC Jde la siguient.e forma
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N .
A = o E Sr‘i’.i [ _?mzvgvf*_’?i"“ S— ] =
‘ ' Ccnted’+ QPO cntr+1d 7+ 0%

j -uo" i
= e‘) n‘; [ 2 2 = 2 2 + €G.9>
— ) CnHed 7+ O 2Cnte+107+ Q7D

Para » <«

Luego la

para ot,

+ Buz(pﬂﬂl > . ]

cented®+ O cintu+1d%+ 02 ntu+d+E 0%

1 se tiene gue

i

ACGD x o + satat <C.10>

¥+ 2H @+ o+

TFC de <(G.1> para v « 1 tiene comportamiento asintotico,

dado por

ACD x v ot o+ satah . A1)

En particular la contribuciéon en la resonancia estara dada por

A = vt o+ ety . A2
C

La expresion para la TrF¢ es una suma alternada de Lorentzianas que

: -4
Liene  comportandento asintotico Q2 7, win embargo la contribucidn
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en =0 esta dada por el primer término de la serie. Para la TFS la
contribucion asintdtica dominante es Q“z, y en la resonancia la
cont.ribuciton es nula,

Exs de interés conocer las Transormadas de Fourier de la funcidn
de correlacion mas general dada por

A" expt ~ult -1+ e 7] ) expi-prd . G.13>

La TFC v TFS para n=0 estan dadas por Ecs.(Q.7> vy 8> Las
transformadas para n>0 estaran dadas a partir de estas dos, las

TFC seran explicitamente para n=1,2 se tiene

+ Q1

—— n ) 2
/\1 ) = -_4” S")-)— [-£;~-, - M'""—""&Q_z”"';";] CCL14.ad
¢ = " e+ OF o 057
e
. r 2
-1 |
AT = e é -(n*l" z[ ! g * 402 - 3](v+f3+n)
- ’ o+ + O Cn+oHIDF O

n=0

G.14.bd

En la siguiente tabla se da la contribucién resonante de 1la TFQ,

para v, (320 y n=0,1,2

162



(3=0 >0
e = . - —
ATCOdx 2 T+ 8D o+ T+ 9D
: 2 —1 2 (CJS)
A COOx v+ 8 D) | H3dT T 8D '
AZcodx | 207+ 8™ |20+ 7%+ sa
C
FPara n=1,2 las TFS estaran dadas por
+ 00 :
- T
- 2 +/3+
Ai‘.(Q) = ev (rz > 20<w fr n)Z -, <CA6.2>
Z ! o+ 0%
n=0
2 }: =" 60 80’
A;(K)) = ev llll) [ 2 2.2 - ' 2 2 3]
— ’ o+ "+ Q7D o3+ O
=
CG.16.b>

La contribucion de la TFS en la resonancia serid nula para todo”

ne<i.
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