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Resumen:

Dados dos conjuntos P y Q O R? la suma de Minkowski de P y Q, denotada por P 0 Q se
definecomo PO Q={p+q:p0OP, qlQ} dorde p+qesd veaor sumadelosvedorespy q.
El problema que nos planteamos es & problema inverso al resuelto por la suma de Minkowski.
Dado un pligonoS, ¢existen pdigones Py Q tales que S esla suma de Minkowski de Py Q, es
dedr, S=P 0 Q?

Este problema se puede resolver con unalgoritmo de complegjidad exponencial. Debido a la
complejidad inherente de este problema, se propone un enfoque evolutivo parasu resolucién. La
propuesta incluye la definicion del problema en términos de una funcion objetivo, el disefio e
implementaddn ce un algoritmo genético y su aplicadon a un conjunto de instancias del
problema.

Palabras claves: Sumas de Minkowski. Geometria Computadonal. Algoritmos genéticos.

1. Introduccion

Dados dos conjuntos P y Q 0 R? la suma de Minkowski de P y Q, denotada por P 0 Q se
define omo PO Q={p+q:p0OP,gQ} donckp + qese vedor sumadelosvedorespy g.
Esdear que dadoslos purtosp = (px, Py) Y 9= ( O« Qy), tenemosquep + g = ( Px+ Ox, Py + ).

En e campo ce la robdica la Suma de Minkowski se utiliza en la planificadon e
movimientos de robds para determinar el espado prohibido en € cdculo de un camino libre de
colisiones para un roba paligonal en una escena paligonal. Los obstaculos s agrandan cdculando
la suma de Minkowski entre @ poligono que representa d roba y aquellos que representan los
obstaaulos [2][4][5].
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Consideremos un olstaculo P y un roba R que se mueve por € plano mediante sucesivas
trasladones. La ubicadén del roba en e plano esta determinada por un punto interior r que es €
purto de referencia del roba. Si tomamos dicho purio interior r como origen de wordenadas y
construimos R, figura simétricade R respedo del origen, P [0 R es & conjunto de ubicadones del
purto de referencia de R tales que PnR # [J. Esta suma se denomina C-obstaculo y representa €
conjunto de purtos en los cuales esta prohibido ubcar al roba, pues colisionaria @n el obstaaulo P.

Suporgamos que @nocemos la suma de Minkowski de cala uno ce los obstaaulos con €
roba, pero pa agun motivo no conacemos la forma origina del robat, pa lo tanto estamos
interesados en descomponer cada uno e los C-obstaaulos para detedar laformaorigina del roba.

Nos planteamos entonces €l problemainverso a resuelto pa la suma de Minkowski. Dado wn
paigono S queremos encontrar poligoncs Py Q tales que lasuma de Minkowski de Py Q sea S es
dear,S=P0OQ.

Analizamos € caso dande d padigono S es un pdigono convexo, pa lo tanto los pasibles
sumandos P y Q también deben ser convexos. En aras palabras, dado S un pdigono convexo,
buscamos dos paligonas convexosP y Q talesque S=P [ Q.

El agoritmo que deteda si un paigono S, de n lados, admite un pdigono ce m lados como
sumando e Minkowski toma un tiempo O(n™). En cambio, s queremos saber si e poligono S
admite un sumando ce Minkowski de nimero no pedsado e lados, entonces la mmplegjidad un
pasible dgoritmo es exporencia [6][7]. Debido a la complegjidad del algoritmo que resuelve este
problema hemos decidido tratar de resolverlo usando unenfoque evolutivo.

Este aticulo estd organizado ce la siguiente manera. en la secddn 2 mostramos la
formuladon cel problema. Seguidamente, en la secddn 3 se presenta una propuesta general para
resolverlo uili zando Algoritmos Genéticos y un andlisis de posibles stuaciones que pueden ocurrir
en la evaluadon de una solucion. En la secdon 4 se presentan resultados preliminares bre un
conjunto de instancias generadas para probar la glicabilidad del algoritmo genético. Finamente,
las conclusiones y propuestas de trabaj os futuros son consideradas.

2. Formulacion del problema

Dado un pdigono convexo Sde n lados, queremos encontrar dos poligonos convexos Py Q
deky K’ lados respectivamente, tales que S seala sumade Minkowski de Py Q, esdecir, S=P 0O Q.
Para dlo elegimos cierta cantidad de lados de S en arden y armamos un pdigono P. Luego, €
paigono Q se obtiene @n los lados restantes de S. Una vez obtenidos los candidatos P y Q,
debemos comprobar que sean pdigoncs smples, convexosy cerrados.

Cabe adarar que, un pdigonoes smple aiando ninguno ¢k sus lados se interseca entre si, es
convexo s y solo si @ angulo interior a aalquier vértice es menor o igua que’T y es cerrado s
cumple que lasuma vectorial de suslados esigua acero.

Si ambos paligoncs cumplen estas tres condciones, cdculamos P [0 Q, obteniendo S'. Luego
debemos comparar S con S, para saber cuanto se groxima la solucién obtenida a S Para dlo
debemos determinar una medida de la diferencia entre Sy S. La medida que hemos elegido es €l
areade ladiferenciasimétrica antre anbos paligonos, que denctaremos 4, y serédlafuncidon ohetivo
aminimizar.

Més formalmente, sea S un pdigono convexo de n lados. Sea P € conjunto de todcs los
paosibles paigoncs de k lados, con 2<= k<=n-2. El problema mnsiste an:

Minf (P)= Area( (P 0 Q)AS



done Py Q JPy Q se mnstruye on los lados de S que no forman parte del poligono P.
Denominaremos al problema formulado en estos términos como SMINK ™,

Es importante destaca algunas aspectos en relacidon ala caaderisticadel poigono S, ya que
puede suceder que no existan das paligonass Py Q que aimplan que P [0 Q sea exadamente igual a
S. Sin embargo, se podrian oltener poligonos Py Q tdesque S= P 0 Qy S sea lo mas
aproximada aS desde d purto de vistamorfol dgico.

En e siguiente gemplo se muestra en forma general el problema descripto previamente. En la
figura 1 vemos un pdigonoconvexo S = <s;,S,.. S de n lados. Suporiendo que sus lados estén
ordenados en e sentido contrario a la agujas del reloj, se digen k lados de S siguiendo ese orden
para obtener P = <a, &....a>. El paigono Q se ohtiene @n los lados restantes de Stal que, para
Q = <by,b, ...H>, se wample que j=n-k. Ambas paligonos deben ser cerrados, smplesy convexos.

Figura 1: Ejemplo de un poligono Sy una pasible descomposicion en Py Q.

Una vez obtenidos los candidatos P y Q, y habiendo comprobado que ambos on pdigoncs
simples, convexos y cerados, cdculamos S'= P 00 Q, y luego oltenemos € areade la diferencia
simétrica eitre Sy S. La diferencia simétrica entre anbos poligoncs es e area sombreada en la
figura2. A medida que esta éreatiende acero, mayor es el pareddo morfologico entre Sy S..

PDQ:S.T

Figura 2 DiferenciasmétricaentreSyP [JQ



Puede ocurrir que @n la sucesidon ke lados elegidos para amar el poligono P (o € padigono
Q), se obtenga un pdigono que no seasimple, que no sea ®NVEXO O gUe No sea cerrado, en ese @so
P(o Q) son soluciones no factibles. En la siguiente seccion se anali za detall adamente | a factibili dad
de las oluciones desde la perspectivade larepresentad6n wsada en el agoritmo genético.

3. Propuesta para resolver SMINK ™ a través de un Algoritmo Genético

Los Algoritmos Genéticos (AGS) son wa de las témicas més conccidas de resolucion de
problemas dentro de lo que se ha definido como "Algoritmos Evolutivos®, término que agrupa alos
Algoritmos Genéticos, las Estrategias Evolutivas y la Programadon Evolutiva. Los algoritmos
evolutivos pueden ser considerados un método ce busgueda muy espedal, en € que las Dluciones
al problema son capaces de reproducirse entre si, combinando sus caraderisticas y generando
nuevas luciones. Ademés, permiten tratar problemas de optimizaddén doneé d objetivo es
encontrar un conjunto de pardmetros que minimizan o maximizan urafuncion ohetivo[3].

Parallevar alapracticala propuesta anterior y concretarla en unalgoritmo genético, debemos
espedficar los sguientes elementos:

«  Unarepresentacion cromosdémica

+ Unapoldadéninicial

+  Unamedidade evaluacion

«  Uncriterio de seleccion

+  Operaciones de recombinadény de mutadén

Previamente diremos que n, el nimero de lados de S es el tamafio d&l problema. Y ademés,
gue se puede considerar al espado de soluciones a conjunto formado por todas los paigonas P de
k lados, ta que 2<=k<=n-2. El pdigono P sumado a otro pdigono Q, ohtenido como €
complemento de P, ncs permitira encontrar lasolucion que méas £ groxime aS.

A continuadén se describen las principales comporentes del algoritmo genético dsefiado
para encarar el problema SMINK™.

3.1 Representacion

La mayoria de las veces, ura @dificadon correcta es la dave de una buena resoluciéon cel
problema. Para este problema, en principio vamos a usar un string kinario de n bits para representar
un pdigonoP. Un 1en e geni significaque d ladoi de Sforma parte del paigonoP, y un 0 que
no forma parte, con larestricdon de que en el cromosoma hay entre 2 y n-2 hits con valor 1.

Una forma de obtener P de un cromosoma es recorriendo € cromosoma de izquierda a
derechay por cada 1 que encontramos tomamos el correspondente lado de S, dado pa laposicion.
Se debe awmplir quek, lacantidad delados de P, esté mmprendida entre 2 <= k <=n-2.

El siguiente gemplo muestra en lafigura3 a S= <s,,$, $3,%,%.5>, un pdigonoconvexo de 6
lados, que serd descompuesto y a que se deberia groximar la solucion dotenida d cdcular la suma
de Minkowski dePy Q.



Figura 3 Poligono S que representa una pasible instancia de SMINK™

En lafigura 4 observamos € cromosoma C representa una seaiencia de lados que permitirén
obtener e paligonoP.
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Figura 4 Poligono Py su representacion a través del cromosoma C.

El pdigonoQ se ohtiene en forma simil ar considerandolos hits en 0 de C. (figura5)

Figura 5 Poaligono Q obtenido delosbitsen 0 de C.

En este caso, con las scuencias de lados el egidas obtenemos a paligoncs que awmplen en ser
carados, smplesy convexos.

Otros cromosomas pueden dar lugar a soluciones no fadibles. Por gemplo, el cromosoma C1
dalugar aun pdigonoque noes smple.

=S 1 Jo 12 Jo Jo 1 |

Figura 6: Poligono P no simple, obtenido de C1

El cromosoma C2 dalugar auna calenapaigonal no ceraday no convexa.



Figura 7. Cadena pdigonal no convexay no cerrada olienida apartir de C2.

En lafigura 8 se muestra d espado de busgueda del algoritmo genético representado pa E,
donck E={0,1}". En este espado existen a menos dos tipos de soluciones no fadibles.

El primer tipo esta representado pa e conjunto E-R, don®e R={x 0 E/2<n(X)<n-2}y

ny(x) indicala catidad de bitsigual a1 en la calena x. Este tipo de soluciones esta onstituido pa
aquell as luciones o cromosomas donck k, el nimero de bitsen 1, cumple que k<2 ok>n-2.

El segundo tipo de soluciones no fadibles son aquell as que estandoen R no satisfacen alguna
de las condciones requeridas a los pdigoncs de ser cerrados, simples o convexos, es decir
pertenecen aR-F, donck F es e conjunto de soluciones fadibles del problema.

E

Figura 8 Subdivision del espacio de busqueda paa e algoritmo genético

De estamanera d conjunto de soluciones fadibles de este espado de busqueda podria quedar
reducido a un pequefio porcentaje del mismo segln las caaderisticas del poligonoS.

Para ¢ manegjo de problemas con restricciones, como €l presentado en este aticulo, existen
diferentes mecanismos o témicas en los enfoques evolutivos. Estos incluyen penalizadon ce las
soluciones no factibles, uso de decodificadores, representadones especiales que preserven la
fadibili dad delas ®lucionesy muchas otras[3].

En este estudio se uso la témica de pendizadon para soluciones no factibles. El fador de
penalizadon varia segin e grado de violadon de las propiedades que deberian cumplir los
poligonos luciones. Si lasolucion pertenece aE-R no es penalizada, en cambio, se lleva acabo un
simple procedimiento de reparaddn gLe se implementa, ya sea dadiendo oeliminando btsen 1en
forma deatoria hasta que la solucion seaparte del conjunto R. Si la solucion pertenece d conjunto
R pero no da lugar a un paigonosimple, convexo y cerrado, se le aplica una penalizadon acorde a
la importancia de la condcion no satisfecha. La siguiente ecuacion reflgja la funcion eval
conformada a partir de f(x), la funcion oljetivo, y € término e penaizadon P(x), dond P(X)
retorna un valor acorde alas condciones no satisfechas por los paigoncs P y Q obtenidos de x la
gue representa una posible solucion.



eval(x)—gf (x) si xOF
CEf () +P(x) si xOR-F

Cabe aclarar que éste no es € Unico enfoque posible para € mangjo de restriccones y que
otros enfoques disponbles podrian eventualmente ser implementados [1].

3.2Poblacién inicial

El proceso deinicializaddn crea una pobacién de cromosomas donck cada cromosoma € un
string binario de n bits, donde n es la cantidad de lados de Sy cada bit es generado aleaoriamente,
debemos controlar la factibili dad de cala aomosoma generado, es decir que ¢ nimero de bitsen 1
de cala acomosoma esté mmprendido entre 2 y n-2. Si esto no se awmple, se debe redizar un
proceso simple de reparacion para asegurar lafadibili dad de las posibles luciones.

3.3Funcién de evaluacion

La funcién de evaluaddn eval recibe como parametro el cromosoma que representa una
seauencia de lados que formaran parte de P. Se obtiene Q como complemento del C redbido como
pardmetro.

Se deben deaodificar esos cromosomas obteniendo la representad 6n geométricadel paligono
Py del pdigono Q. Posteriormente se debe comprobar la factibilidad de la solucion es dedr,
comprobar si la seauencia de lados que cnforma tanto a P, como la que mnforma aQ, forman
paligonas carrados, smplesy convexos. Si alguno e los paligoncs no cumple estas condciones la
solucion noesfadible y retornaun valor acorde ala penaizaddn asignada.

Si ambos padigonos cumplen con estas condciones, se cdcula S como P O Q, luego se
cdculaladiferenciasimétrica eitre Sy S y devuelve d areadeladiferenciasimétricadeSy S.

Funcion eval (C: cromosoma)
Obtener P a partir de C
Procesar (P): Si P no est4 cerrado, no es simple, 0 no es convexo,
no es una solucidn factible.
Obtener Q a partir de C
Procesar (Q): Si Q no esta cerrado, no es simple o no es convexo,
no es una solucion factible.
Si ( Py Q son factibles) entonces
CalcularS"=P0OQ
Calcular la diferencia simétricaentre Sy S’
Calcular el area de la diferencia simétrica entre Sy S’
Retornar area de la diferencia simétrica
sino

Retornar un valor acorde a la penalizacion asignada.

Figura 10 pseudo cadigo celafuncion de ewaluacion eval.

3.4 Descripcion de los operadores genéticos

Utilizamos el crosover de un purio gue intercambia subcadenas determinadas en purto
aledorio. La operaddon de mutadon wsada mnsiste en reanplazar con cierta probabili dad € valor



de un ht. El resultado e la glicaddn ce los operadores genéticos puede dar lugar a soluciones no
fadibles. En principio verificamos s la solucion resultante pertenece aE-R si esto ocurre, se rediza
un poceso simple de reparadon para asegurar la factibilidad de las pasibles luciones como el
descripto en laseccon 31 parallevar lasolucion hada € conjunto R.

El operador de seleccion uili zado es el de selecddn pa torneo, este método selecdona en un
cierto nimero de candidatos (en nuestro caso 2 individucs) y elige & mejor individuo entre dlos
para que pase alasiguiente generadon.

4. EXperimentos

Serediz6 unestudio preliminar para determinar la apli cabili dad de un enfoque evolutivo para
resolver el problema SMINK™. Para dlo se generé un conjunto de 14 instancias de tamafio
relativamente pequefio, a fin de analizar e comportamiento del algoritmo genético. Cada instancia
fue generada calculando la suma de Minkowski de dos poligoncs convexos cualesquiera obtenidos
en forma deaoria. Este proceso asegurala existenciade d menaos una solucion fadible.

Los tamafios de las instancias corresponcen a poligoncs de entre 16 a 41 \ertices. El
algoritmo genético se geautdé con ura podadon ce 50 individucs, con ura probabilidad de
crosover p.= 0.65, wa probabilidad de mutacion p,= 0.1 y 10000 generaciones. Para cada
instancia se replicaron 2 corridas usando dferentes smillas.

Instancia MVO HF #FE #NFE %E
sm-16 0 20 688 499313 0.00140
sm-18 0 20 2361 497639 0.00470
sm-19a 0 20 862 499138 0.00170
sm-19b 0 20 1627 498373 0.00330
sm-20a 0 20 1327 498673 0.00270
sm-20a 0 20 838 499162 0.00170
sm-21 0 20 582 499418 0.00120
sm-22a 0 20 279 499721 0.00050
sm-22b 0 20 121 499879 0.00020
sm-28a 0 20 64 499936 0.00012
sm-28b 0 20 16 499984 0.00003
sm-28c 0 20 41 499959 0.00008
sm-39 0 18 6 499994 0.00001
sm-41 0 15 4 499996 0.000008

Tabla 1. Resultados de la adicacion del AG a 14instancias de SMINK™

La Tabla 1 muestra un resumen de los resultados a partir de la glicadon del AG alas 14
instancias creadas de SMINK™. Dicha tabla esta dividida e 6 columnas. La primera olumna
muestra los nombres de las instancias (el nombre incluye su tamafio). Cada uno de los valores
mostrados en |as restantes columnas ©n valores promedio de las 20 geauciones por cada instancia.
La columna MVO muestra ¢ Megor Vaor Objetivo correspondente a las luciones fadibles
encontradas, #F muestrala cantidad de soluciones fadibles encontradas en las 20 corridas; #FE y
#NFE muestran (respectivamente) el nimero de soluciones Factibles y No Factibles Evaluadas por
el agoritmo genético a través de las 10000 gneradones. Por Ultimo, %E muestra la razén entre
#FE y #NFE cuyo valor indica é porcentgje del nimero soluciones fadibles con respedo a nimero
de soluciones no factibles evaluadas.

Los vaores de la wlumna MVO evidencian un muy buen rendimiento del AG dado que €
mejor valor encontrado corresporde d minimo valor posible para la diferencia smétrica de dos
paligoncs superpuestos, es dedr € poligono dado como entrada y € poligono olienido pa e AG.



Los valores de #F indican que para la mayoria de las instancias, el AG fue cgaz de dcanzar
soluciones fadibles en cada @rriday que dicho valores, segun MV O, corresponcen a éptimo. Sin
embargo, a medida que €l tamafio ce las instancias crece, € nimero de soluciones fadibles
encontradas comienza adisminuir esto se observa en las instancias sm39 y sm41. Esta Ultima
observadon esta relacionada con las tres columnas Sguientes: puede apreciarse que
independientemente del tamafio e las instancias, € numero de soluciones factibles evaluadas es
infimo respedo a de soluciones no fadibles. Esta situaddn es aliin mas extrema, a medida que
aumenta d tamafio ce las instancias. Estos resultados preliminares bre instancias pequefias
indican que @ problema SMINK™ no es un problema trivial en el sentido que d espado de
blUsgueda (asumiendo una representacion knaria para las luciones) estd @nstituido pa un
reducido pacentaje de soluciones factibles. Esta situaddn puede implicar serias dificultades para
cualquier méodo d busgueda heuristico, incluyendo a los algoritmos genéticos. Dichas
dificultades afedan principamente a las técnicas utili zadas para ¢ mangjo de restriccones y su
implementadon dado que no sblo el espado factible puede ser muy reducido, sino que también
puede estar desconedado, es dedr, congtituido pa varios conjuntos dispersos en e espado de
bUsqueda total .

5. Conclusiones

En este aticulo se ha presentado wna propuesta para resolver un problema de geometria
computadonal (SMINK™) através de dgoritmos genéticos. Se mnsiderd unconjunto de instancias
pequefias para realizar un estudio preliminar sobre d comportamiento del algoritmo genético y las
potenciales dificultades que puderan detedarse en laresolucion de SMINK ™.

Como parte del desarrollo del software, es importante destacar que la implementadon ce la
funcion de evaluacion fue més compleja de o gue se esperaba ya que se requirio e desarrollo de
varias funciones auxiliares no triviales, para comprobar s los padigoncs obtenidos en la
deaodificacion cumplian las caraderisticas geométricas deseadas.

Los resultados obtenidos muestran un buen desempefio del algoritmo genético a pesar de la
infima propacion ce la region factible en reladon a espacio total. Sin embargo, aun resta
considerar instancias de mayor tamafio y un andlisis detalado ce las implicancias que podia tener
en e desempefio del algoritmo genético, la caraderistica del espacio de busqueda de SMINK™,
Siguiendo en esta direccion, futuros trabgjos incluyen la mnsideracion ce instancias de mayor
tamafio, unandlisis del espado de busqueda de SMINK™, la posibilidad de utili zar otro tipo de
representad 6n paralas soluciones y también, méodas aternativos para ¢ manejo de restriccones.
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