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Capitulo 1

Introduccién

1.1. Sistemas de electrones altamente correla-
cionados

Los sistemas de electrones (o generalmente fermiones) altamente correlacio-
nados son un problema central en la fisica de materia condensada. En las dltimas
décadas, el desarrollo y los experimentos sobre gran variedad de materiales han
dado evidencia de que las correlaciones entre electrones son un ingrediente rele-
vante en la descripcién de sus propiedades fisicas. Entre estos sistemas podemos
mencionar a los superconductores de alta temperatura critica, sistemas magnéti-
cos, heteroestructuras semiconductoras, para nombrar algunos representativos.
En los metales normales, a pesar que las interacciones entre electrones son mo-
deradamente intensas las correlaciones entre los mismos usualmente son mucho
menores que en aquellos, Por edta razén, en los metales normales tradicional-
mente han sido aplicadas con gran éxito las teorfas de particula independiente
o de campo medio {1, 2, 3, 4, 5], que no incorporan en forma directa las inter-
acciones entre electrones. .

La descripcidn tedrica de los sistemas de electrones altamente correlaciona-
dos es un problema muy complejo. No existen soluciones exactas en general,
salvo para ciertos modelos unidimensionales (1D) que discutiremos posterior-
mente. Sin embargo, la mayoria de las mediciones sélo testean correlaciones
sobre escalas de energfa que son pequefias comparadas con el nivel de Fermi.
Esto es debido a que en los sistemas de materia condensada tipicamente el nivel
de Fermi es del orden de 10*K mientras que el rango en el que la temperatura
no enmascara los efectos cudnticos es del orden de 1 — 100K . De modo que sélo*
el sector de bajas energias de un modelo dado es de importancia prictica.

1.1.1. Peculia}ridades en 1D

El problema de fermiones interactuantes en tres dimensiones (3D) fue resuel-
to por Landau en su teorfa del liquido de Fermi. Esta teorfa ha sido uno de los
elementos centrales para nuestra comprensién de los sistemas correlacionados
durante los tltimos cincuenta afios y estd explicada en detalle en muchos libros
de texto (por ej. {6]). Indicaremos sélo los resultados principales de la misma.
A T =0 en el sistema no interactivo (gas de Fermi) se tienen todos los estados
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de menor energia ocupados, siendo el mayor de ellos, por definicién, el nivel de
Fermi. Los estados de mayor energfa estdn desocupados, por lo cual en e} nivel
de Fermi (que llamaremos vacio) existe una discontinuidad. Las excitaciones
del sistema respecto del vacio consisten en particulas con momento bien defini-
do k y energia e(k). El remarcable resultado de la teoria del liquido de Fermi
es que cuando se consideran las interacciones entre electrones, las propiedades
del sistema permanecen esencialmente equivalentes a las del sistema no inte-
ractivo. Sin embargo ahora, las excitaciones elementales no son los electrones
no interactivos sino estos mismos rodeados de excitaciones hueco-particula del
estado fundamental (fluctuaciones de vacio). Por lo tanto, estos objetos indivi-
duales, llamados cuasiparticulas tienen cardcter fermidénico y se comportan como
particulas libres con una masa efectiva m* que difiere de la masa m no inter-
activa (bare) debido a los efectos de las interacciones. En principio, m* podria
calcularse a partir de la teoria microscépica del sistema. Por supuesto ésta es
una imagen sobresimplificada y de hecho pueden existir interacciones residuales
entre las cuasiparticulas, dando lugar a otros tipos de excitaciones colectivas.
En la teorfa de Landau, la imagen de cuasiparticula evoluciona a partir de la de
particula no interactiva con el encendido adiabatico de la interaccién; la teoria
puede chequearse orden a orden perturbativamente. '

La imagen de liquido de Fermi no es posible en 1D. Desde un punto de
vista formal esto se refleja en las divergencias que aparecen al tratar pertur-
bativamente el problema en términos de los fermiones originales. Esto es una
indicaciéon de que las propiedades del sistema interactivo son muy diferentes
del sistema libre tomado como base para la perturbacién. Figurativamente esto
puede interpretarse como una consecuencia de la restriccién en el movimiento.
Como en 1D no es posible un desplazamiento individual, cualquier excitacién
del sistema debe considerarse necesariamente como colectiva. Otra particulari-
dad en 1D, la cual serd crucial para obtener una imagen mucho mas simple de
estos sistemas, es la naturaleza hueco-particula de las excitaciones en el gas 1D.
En las mismas, un electrén con momento &k es aniquilado debajo de la superficie
de Fermi (ep = 0) y otro con momento k + g es creado sobre el nivel de Fermi
(k = kr). El momento de la excitacién tiene entonces un valor ¢ bien definido.
La energfa de tal excitacién, sin embargo, depende en general de k y de ¢. Si se
considera la excitacién hueco-particula en funcién de ¢ se tiene un continuo de
energias. En D = 2 o 3 para k < kp pueden crearse pares hueco-particula de
energfa arbitrariamente pequefia como se muestra en la Fig. 1.1(a). Las excita-
ciones dan lugar entonces a un continuo que se extiende desde —kp hasta kp.
En 1D la superficie de Fermi estd formada por dos puntos kp por’lo tanto los
tinicos lugares donde la energia de la excitacién es igual a cero es para q = kg,
como se muestra en la Fig. 1.1(b). Alrededor de kyp la relacién de dispersién
de las excitaciones es aproximadamente lineal y las mismas se propagan cohe-
rentemente. Ya que estas excitaciones estdn formadas a partir de la creacién y
destruccién de un fermidn, poseen un cardcter bosénico. Esta observacién es la
clave para la solucién del problema mediante la técnica de bosonizacién en el
Capitulo siguiente.

Para analizar las propiedades de baja energia del sistema, sélo deben consi-
derarse las excitaciones alrededor del nivel de Fermi. En dicho caso la relacién
de dispersién puede linealizarse alrededor de kp. Al linealizar estamos reem-
plazando una relacién de dispersién no relativista € « k? por una relativista
€ o< k. De esta forma las teorias de campos relativistas se incorporan a la des-
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Figura 1.1: Superficies de Fermi y excitaciones accesibles para sistemas de elec-
trones en 1D (a) y 2D (b).
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cripcién de bajas energias de un sistema que originalmente no lo es. El modelo
de fermiones interactivos en una dimensién con una dispersién puramente li-
neal se conoce como modelo de Tomonaga-Luttinger [7, 8]. Utilizando la
técnica de bosonizacidn, en el Capitulo 2 veremos que este modelo de fermiones
altamente interactivos puede mapearse en un modelo de bosones no interactivos
sin masa (en el limite termodindmico es un campo de Klein-Gordon). Este es
el logro principal y la razén de implementar la bosonizacién. A diferencia del
liquido de Fermi, el modelo de Tomonaga-Luttinger exhibe una distribucién de
momentos continua alrededor del nivel de Fermi (no posee gap de energfa en su
espectro).

1.1.2. Fenémenos criticos, grupo de renormalizacién e in-
varianza conforme

La longitud de escala a la cual las propiedades en conjunto de un siste-
ma comienzan a ser independientes de las de sus constituyentes se denomina
longitud de correlacién (£). Es la distancia hasta la cual las fluctuaciones
entre los grados de, libertad del sistema estdn significativamente correlaciona-
dos. Usualmente § suele del orden de unos pocos espaciamientos atémicos y este
decaimiento abrupto se refleja en hecho de que las funciones de correlaciéon (que
miden las correlaciones entre dichos grados de libertad) poseen una dependencia
e~¢. En el modelo de Tomonaga-Luttinger a 7' = 0, sin embargo las funciones
de correlacién decaen como leyes de potencia de la distancia (£ — o). En el len-
guaje de la teorfa de las transiciones de fase, el modelo de Tomonaga-Luttinger
es critico (asociado a transiciones de fase de segundo orden) con un temperatu-
ra critica T, = 0. Como todas las distancias son importantes el sistema critico
es invariante de escala. Esta simetrfa sumada a la invarianza de Lorentz de la
teorfa de campos correspondiente {que en D = 1 se reduce a rotaciones en el
plano (z,t)), implica que el sistema es invariante bajo un grupo mas amplio de
transformaciones denominado grupo conforme.

En general para sistemas criticos, la importancia de las correlaciones a gran-
des distancias (o bajas energfas respecto del nivel de Fermi) enmascara los as-
pectos microscépicos asociados a distancias cortas. Por lo tanto una variedad
de modelos microscépicos diferentes coinciden en su comportamiento a grandes
distancias. Estas caracteristicas comunes dan lugar a clases de universali-
dad. La técnica adecuada para reducir un modelo a su clase de universalidad
es el andlisis mediante grupo de renormalizacién (RG) (ver por €. [9]).
La eliminacién de los grados de libertad a cortas distancias provee, por inva-
rianza de escala, una teorfa equivalente a la anterior pero con los.pardmetros,
renormalizados. Estos nuevos pardmetros efectivos en general dependerdn de la
escala de longitud a la cual se estd haciendo la transformacién y del limite in-
ferior de distancias (superior de energia o momentos) en que el modelo original
esté definido (cutoff). Para sistemas de materia condensada el cutoff natural
es el espaciamiento de los dtomos en la red. La dependencia de los pardmetros
con la escala estd gobernada por ecuaciones diferenciales llamadas ecuaciones de
grupo de renormalizacién. Distintos modelos microscépicos pueden poseer uno
o méas puntos criticos (puntos fijos en el flujo RG).

En particular en D = 1 (1+ 1 en ¢l lenguaje de teorfa de campos) la teoria
de campos conformes, que explota la simetria conforme (local) de las teorfas
criticas, es extremadamente 0til para la clasificacién de los modelos criticos en
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clases de universalidad. Para cada punto fijo se tiene una teorfa de campos con-
formes asociada, caracterizada por un pardmetro ¢ denominado carga central.
Esta permite determinar los exponentes (criticos) de las funciones de correla-
cién (para ¢ < 1). En el caso ¢ ='1 es necesario un parametro adicional. En el
Apéndice comentaremos brevemente los resultados més importantes de la tcorla
de campos conformes, en relacién a los modelos criticos.

Cuando un modelo no estd en un punto critico, la operacién RG lo modifica
y en general lo lleva a un punto fijo. Un caso importante que analizaremos reite-
radas veces en esta tesis es el de un hamiltoniano critico més una perturbacién.
Si ante la operacién RG el modelo evoluciona (fluye en la terminologfa de RG)
al hamiltoniano critico, se dice que la perturbacién es irrelevante, en cambio si
se aleja, dirigiéndose hacia otro punto critico o a un régimen no critico, se dice
que es relevante. Las perturbaciones que a primer orden en las ecuaciones RG
no determinan el flujo de RG se denominan marginales.

Es importante destacar que el método de grupo de renormalizacién no resuel-
ve un hamiltoniano dado, sino que permite relacionar uno con otro equivalente
en relacién a sus propiedades de baja energfa. La ventaja de esto es que a veces
uno de los hamiltonianos es exactamente soluble (particularmente en 1D) o en
uno de ellos es admisible un tratamiento perturbativo de las interacciones.

Especificamente en relacién a los sistemas unidimensionales en los afios
ochenta Haldane [10] propuso el nombre de Liquidos de Luttinger para des-
cribir las propiedades comunes de los sistemas sin gap 1D, y para enfatizar que
la descripcién asint6tica (de bajas energfas) de los mismos puede ser basada en el
modelo de Luttinger de la misma manera que en 3D la teorfa del liquido de Fer-
mi puede basarse en el modelo de gas de Fermi libre. Los liquidos de Luttinger,
independientemente de los grados de libertad del sistema {bosones, fermiones,
espines) en el lenguaje de campos. conformes, pertenecen a una misma clase de
universalidad, un bosén libre sin masa con carga central ¢ = 1. Como menciona-
mos, en este caso los exponentes criticos no pueden ser calculados sélo a partir
de c. En cambio, aparece otro pardmetro (una dimensién anémala) no universal.
Ver Apéndice.

1.1.3. Técnicas diagraméticas y métodos numéricos

En los casos en que desde el punto de vista de grupo de renormalizacién es
admisible un tratamiento perturbativo las técnicas de diagramas de Feyn-
man y funciones de Green, son de gran utilidad. El método de las funciones
de Green consiste esencialmente en reescribir la ecuacién de Schrédinger en una
forma muy conveniente para el tratamiento diagramético y la implementacién
de otros esquemas de aproximacién. El conocimiento de la funcién de Green de’
un sistema permite calcular la densidad de estados (DOS) y en principio
las funciones termodindmicas y demés observables. De mas esté decir que no
es posible obtener dichas funciones salvo en los casos més simples. Sin embargo
en sistemas desordenados, por ejemplo, donde la pérdida de simetria hace més
dificil aplicar otras técnicas, los métodos que emplean funciones de Green re-
sultan muy ttiles. En estos casos pueden emplearse técnicas de resumacién de
clases de diagramas (ecuacién de Dyson) a bajas concentraciones de impurezas,
o eventualmente alguna clase de teor{a de campo medio, donde las propiedades
del sistema en conjunto se determinan a partir de comportamiento del mismo
en una regién localizada. A esta clase de teorfas pertenece la aproximacion

9
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del potencial coherente (CPA). Todas estas técnicas son estdndar y estdn
cubiertas en detalle en libros de texto (por €j. [6, 11, 12]).

Por otro lado, debido al incremento en la potencia de cémputo, métodos
numéricos sofisticados tales como el de diagonalizacién exacta de Lanczos y
DMRG (Density Matrix Renormalization Group) se han convertido en herra-

mientas dtiles en el tratamiento de sistemas de electrones altamente correlacio-
nados [13]. o

1.2. Magnetismo cuantico en bajas dimensiones

El interés por los sistemas cuasi unidimensionales de electrones altamente
correlacionados ha crecido en los ltimos afios debido a la sintesis de materia-
les que en un rango amplio de temperaturas pueden ser modelados mediante
sistemas de cadenas y escaleras. Otra razén importante que ha puesto estos
sistemas en escena es su posible relacién con materiales de alto impacto desde
un punto de vista tecnoldgico, tales como los cupratos superconductores de alta
temperatura critica (high-T¢) [14], materiales con magnetoresistencia colosal
(manganitas)[15], por citar algunos ejemplos.

En particular se conoce como magnetismo cudntico al area de la materia
condensada que estudia los sistemas altamente correlacionados de bajas dimen-
siones en los que las variables relevantes son los espines. La mayorfa de estos
sistemas toman como punto de partida un modelo llamado Modelo de Heisen-
berg anisotrépico o Modelo X X Z que consiste en una cadena de espines 1/2
acoplados con sus vecinos inmediatos [16] y con un pardmetro de anisotropia
A. En realidad en el dominio no relativista en el cual estos modelos se definen
la interaccién electrostitica no deperide del espin. Pero el efecto combinado del
principio de exclusién con la interaccién coulombiana da lugar a la posibilidad
de una interaccién efectiva entre espines denominada de intercambio.

El modelo XX Z, para |A] < 1 y en ausencia de un campo magnético ex-
terno (h) fue resuelto analiticamente en los afios treinta por Bethe, mediante
una parametrizacién ingeniosa de la funcién de onda, que tradicionalmente se la
conoce como Ansatz de Bethe [17]. La ecuacién de Schrodinger lleva entonces
a un sistema de ecuaciones en los pardmetros del Ansatz. La solucién permite
obtener el espectro y la distribucién de momentos, pero el céleulo de las funcio-
nes de correlacion resulta imposible, incluso numéricamente. En este trabajo rio
expondremos el procedimiento de Bethe explicitamente, aunque en el Capitulo
3 y en el Apéndice analizaremos la forma en que el mismo (o generalizaciones
directas de éste que incluyen el tratamiento para A arbitrario y en presencia de
un campo magnético externo h) se combinan con otras técnicas como la Teorfa”
de campos conformes para obtener una imagen completa del diagrama de fases
de la cadena XX Z. En la aproximacién continua de bajas energfas el modelo
X X Z se comporta como liquido de Luttinger. En particular para A < 1 esto se
muestra explicitamente en el Capitulo 3 a partir de la bosonizacién . Para casos
més generales la regién del diagrama de fases (A, h) donde el sistema se sigue
comportando como liquido de Luttinger se obtiene indirectamente a través de
la combinacién de las técnicas antes mencionadas (ver Apéndice).

La primera parte de esta tesis se centra en el estudio teérico de la estructura
de las curvas de magnetizacién para diferentes modelos de magnetismo cudntico
en una dimensién. Este problema estd intimamente relacionado con las dife-
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rentes perturbaciones sobre un sistema critico, capaces de llevar a éste a una
fase con gap. En particular se ha puesto énfasis en la bisqueda de condiciones
para la aparicién de plateaux® en las curvas de magnetizacién a T' = 0. Es
decir, regiones donde la magnetizacién (definida como el valor medio de vacio
de la componente del espin total en la direccién del campo externo aplicado)
permanece constante al variar dicho campo. ~

Los primeros estudios sobre plateaux en sistemas de electrones altamente
correlacionados fueron llevados a cabo por Okamoto [18] en un intento por
describir algunos compuestos orgdnicos con acoplamientos periédicos. El primer
tratamiento sistemético del problema, utilizando métodos no perturbativos fue
realizado por Oshikawa y colaboradores [19], quienes extendieron el teorema
de Lieb-Schultz-Matttis [20] (que caracteriza el estado fundamental del modelo
X X Z como no degenerado y sin gap) a sistemas en un campo magnético. En este
trabajo, se obtiene una condicién necesaria para la aparicién de un plateau en la
curva de magnetizacién en sistemas 1. Cuando la magnetizacién (estrictamente
su valor medio de vacio) {M) es normalizada a su valor de saturacién =1 dicha
condicién puede ser escrita como

SV(1—(M)) €z, ‘ (L.1)

donde S es el espin local y V' el nimero de espines en la celda unidad.

Otro resultado muy importante referente a cadenas de espin 1D, es la lla-
mada conjetura de Haldane [21]. La misma estd basada en el hecho de que la
descripcién de bajas energlas de las cadenas con espin § entero puede llevarse
a cabo mediante un modelo de teoria de campos llamado sigma no lineal, del
cual se conoce que tiene una longitud de correalcién finita y posee gap. Para
espin S semientero, ademads del modelo sigma hay un término extra que cambia
la fisica drésticamente. Este término es proporcional a un invariante topoldgico,
el indice de Pontryagin de la configuracién de espin. El resultado de esto es que
para espin semientero el sistema no posee gap, como verificaremos en el caso
S = 1/2. Esta diferencia entre los casos S entero-semientero es el contenido de
la conjetura de Haldane (ver también [22] para un tratamiento alternativo).
Como evidencia experimental podemos citar el compuesto CsNiClg, el cual pue-
de ser modelado mediante una cadena 1D de espines S =1 (el Ni~® porta dicho
espin)[23]. El mismo exhibe un gap entre el estado fundamental y el primer es-
tado excitado y es un ejemplo donde se verifica la conjetura de Haldane.

Existen también compuestos que pueden modelarse mediante cadenas X X 7,
con modulaciones periédicas en los acoplamientos entre espines de periodo g
(lamadas cadenas g-merizadas). Esto ha motivado el estudio teérico de los
procesos de magnetizacién en estos sistemas [24, 25, 26]. En particular se ha-
estudiado el efecto del desorden sobre la estructura de plateaux en estas cadenas
g-merizadas utilizando métodos numéricos y de grupo de renormalizacién [27].
Se encuentra que bajo un desorden binario, es decir con una probabilidad p los
acoplamientos toman valores aleatorios (en cierto rango predeterminado) y con
probabilidad (1 —p) se tiene una cadena g-merizada, la condicién necesaria para
la aparicién de un plateau estd dada por

(M)::1+—§(p—1). ‘ (1.2)

1Utilizamos la palabra original del francés, que traducirfamos como meseta, porque es
estdndar en este campo. ’
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Contrariamente, las distribuciones continuas de desorden eliminan totalmente
la estructura de plateaux. ’

A pesar que en esta tesis nos concentraremos en cadenas y escaleras de espin
1/2 vale la pena comentar brevemente sobre las peculiaridades de la transi-
cién de 1D a 2D. Un aspecto sorprendente es que esta transicién dista de ser
suave. El descubrimiento de la superconductividad de alta temperatura [28] en
estructuras planas de espin 1/2 dopadas, ha generado gran interés por estos
sistemas. Los cupratos aislantes son compuestos relacionados que se consideran
los mejores ejemplos de modelos planos de espin S = 1/2. En una red cuadrada
bidimensional estos tdltimos exhiben orden de largo alcance & bajas temperatu-
ras, de acuerdo a la teorfa, que predice un estado fundamental ordenado para
el modelo Heisenberg 2D de espin S = 1/2 [29]. Por otro lado, a diferencia
del caso bidimensional, el aspecto més caracteristico en el caso unidimensional,
como se ha destacado anteriormente, es que las fluctuaciones cuénticas impiden
un ordenamiento completo y las correlaciones de espin decaen, esencialmente,
como potencias la separacién entre espines. Sin embargo, célculos numéricos
([16]) han mostrado que la transicién 1D a 2D, ensamblando cadenas para for-
mar escaleras de espfn no es gradual en absoluto. Las cadenas con un ndmero
par de patas poseen un gap finito entre el estado fundamental y el primer es-
tado excitado, lo cual genera decaimientos exponenciales en sus funciones de
correlacién (longitud de correlacién € finita). Contrariamente, las escaleras con
un nimero impar de patas, poseen propiedades cualitativamente similares a la
cadena X XZ. Es decir son sistemas criticos descriptos a bajas energias por
liquidos de Luttinger (no poseen gap.y sus correlaciones decaen con la distancia
esencialmente como leyes de potencia ). Esta diferencia fundamental predicha
entre las escaleras con un ndmero par e impar de patas ha sido observada en
una variedad de sistemas. El compuesto (VO);P,Ory algunos cupratos, como
SrCuy03 exhiben una estructura de escalera de dos patas de S = 1/2. Medicio-
nes de la susceptibilidad de espin muestran un decaimiento exponencial a bajas
temperaturas, lo cual se relaciona a la presencia del gap. Ademds, mediciones
de dispersién de neutrones y resonancia nuclear magnética (NMR) confirman la
presencia del gap en el espectro de excitacién. Las escaleras de tres patas, como
el 5ryCugOs por el contrario muestran correlaciones de mayor alcance.

1.3. Objetivos y organizacién de esta tesis

Los objetivos de esta tesis consisten en analizar en una primera etapa la es-
tructura de plateaux en curvas de magnetizacién y diagramas de fase magnéticos
en sistemas de magnetismo cuéntico unidimensionales. Desde €l punto de vista’
de teorfas efectivas, esto consiste en analizar el efecto de ciertas perturbaciones,
tales como cuasiperiodicidad (ver més adelante en esta Seccién), desorden y ani-
sotropias sobre modelos criticos; en particular liquidos de Luttinger. Para ello
se han empleado técnicas provenientes de la teorfa de campos, tales como boso-
nizacién (excepto para tratar el desorden), grupo de renormalizacién y algunos
resultados de teorfas de campos cuénticos conformes. También se utilizan técni-
cas numéricas sobre los modelos discretos las cuales dan soporte, complementan
y verifican la validez de las predicciones de los modelos efectivos.

En la segunda parte de la tesis se ha estudiado el efecto de impurezas en
escaleras de espin de dos patas utilizando herramientas estdndar de materia
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condensada tales como los métodos diagramaéticos y métodos de funciones de
Green, complementados con técnicas numéricas. La motivacién para el uso de
estas técnicas se basa en el hecho de que son adecuadas para ciertos regimenes
perturbativos en los que nos hemos concentrado y permiten el modelado de
situaciones més realistas donde se incorpora desorden a través del agregado de
impurezas, que por otro lado son inevitables en cualquier sistema real.

Esta tesis estd organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se de-
sarrolla la teorfa bésica necesaria para tratar sistemas de electrones altamente
correlacionados en una dimensién. El objetivo de este Capitulo se centra en la
busqueda de soluciones de modelos 1D de fermiones interactivos, a través del
mapeo en modelos de bosones libres més interacciones que son analizadas des-
de el punto de vista de grupo de renormalizacién. Se comienza construyendo la
identidad entre operadores fermiénicos y bosénicos en el espacio de Fock median-
te la técnica de bosonizacién. A través del método de bosonizacién se resuelve
en forma exacta el modelo de Tomonaga-Luttinger y se calculan las funciones
de correlacién en dicho modelo. El Capitulo concluye con la generalizacién al
modelo de liquido de Luttinger y un anélisis de las posibles interacciones en
el mismo, para lo cual empleamos técnicas de grupo de renormalizacién. En el
Capftulo 3 se estudia el modelo de Heisenberg de espin S = 1/2 y una genera-
lizacién incluyendo una anisotropia A en el eje z, el modelo XX7Z. Se obtiene
una descripcién efectiva de dicho modelo, en términos de fermiones sobre la
cual se aplican las técnicas del Capitulo 2. Se concluye calculando funciones de
correlacién de espin y analizando el diagrama de fases magnético de la cadena
X XZ en presencia de un campo magnético externo h.

Los tres Capftulos siguientes (4 a 6) contienen los aportes originales de esta
tesis en relacién a cadenas de espin unidimensionales. n el Capitulo 4 se estu-
dia una cadena XXZ de espin S = 1/2 en presencia de un campo magnético
externo, con acoplamientos cuasiperiédicos entre espines [30]. Esto significa
que la intensidad de los acoplamientos ests modulada por funciones oscilatorias
de frecuencias irracionales. El estudio de esta clase de acoplamientos estd mo-
tivado por el descubrimiento, en la década de los ochenta [31], de materiales
reales que exhiben estructura cuasicristalina. Mediante las técnicas de teoria de
campos de los Capitulos 2 y 3, analizando las perturbaciones relevantes, se
obtienen condiciones para la aparicién de una clase nueva de plateaux en las
curvas de magnetizacién. El prototipo de cadena cuasiperiddica, lamada ca-
dena de Fibonacci consta de un arreglo formado por dos tipos diferentes de
acoplamientos. El espectro Fourier de dicha distribucién estd formado por fre-
cuencias irracionales. En el régimen en que uno de los dos acoplamientos posee
un valor muy pequefio respecto del otro (limite de acoplamiento fuerte), se apli-,
ca un procedimiento complementario denominado decimacion (en espacio real)
para obtener condiciones para la aparicién de los plateaux. Previo a la discu-
gién de los resultados numéricos se hace un breve comentario sobre las técnicas
numeéricas empleadas a lo largo de la tesis. Basicamente consisten en técnicas
estdndar de diagonalizacién de matrices tridiagonales y técnicas sofisticadas de
diagonalizacién exacta como el método de Lanczos. La investigacién numérica,
empleando estas técnicas, complementa y verifica la validez de las prediccio-
nes del tratamiento mediante bosonizacién y decimacién en una variedad de
situaciones.

Como una manera de simular situaciones mas realistas, se incluye desorden
en los acoplamientos en la cadena unidimensional cuasiperiddica. Este es el tema
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del Capitulo 5. En el mismo se estudia el efecto combinado de la cuasiperiodici-
dad y el desorden en cadenas de espin S = 1/2 en un campo externo [32]. Me-
diante el método de decimacién (en espacio real), se obtienen condiciones para
la aparicién de plateaux en las curvas de magnetizacidén considerando distribu-
ciones de desorden discretas (tomando como ejemplo la distribucién binaria).
Se observa que el desorden desplaza las posiciones de los plateaux, sin destruir
la estructura de los mismos. Las predicciones obtenidas se verifican mediante
la diagonalizacién exacta de cadenas finitas. El caso de distribuciones continuas
(considerando la distribucién Gaussiana) no es tratable mediante decimacién y
se recurre al tratamiento numeérico, el cual muestra que la estructura de plateaux
en este caso desaparece al incrementar la desviacién estdndar de la distribucidn.,
También se estudia el comportamiento de la susceptibilidad magnética de estas
cadenas ante un campo externo débil empleando un procedimiento basado en el
camino aleatorio y técnicas numéricas.

El Capitulo 6 es el Gltimo dedicado a cadenas de espin unidimensionales. En
el mismo se estudia el efecto simultdneo de diferentes perturbaciones en cade-
nas de espin 5 = 1/2 con anisotropia y dimerizacién en los acoplamientos en
presencia de un campo magnético externo {33]. En el lenguaje de bosonizacién
el sistema se mapes a un modelo doble seno Gordon. Mediante grupo de re-
normalizacién se estudia la competencia entre ambas perturbaciones capaces de
llevar al sistema a una, fase sin gap. Complementariamente el método de Lanczos
de diagonalizacién exacta permite verificar la validez del diagrama de fases del
sistema obtenido mediante el modelo efectivo.

El Capitulo 7 incluye el aporte original de esta tesis en referencia a escaleras
de espin. En particular, se analiza el efecto de impurezas en escaleras de dog
patas de espin S = 1/2 en el régimen de acoplamiento fuerte entre patas y en el
sector de bajas energflas (excitaciones de un triplete) [34]. Este régimen permite
un tratamiento perturbativo, por lo que se utilizan métodos estdndar en materia
condensada que basicamente incluyen el cdlculo de funciones de Green emplean-
do técnicas de diagramas de Feynman, como asi también métodos numéricos.
El trabajo se orienta hacia el andlisis del efecto de las impurezas sobre el es-
pectro de bajas energias de la escalera, especificamente la aparicién de modos
de impureza resonantes y localizados (es decir dentro y fuera del espectro del
sistema sin impurezas, respectivamente). Para bajas concentraciones de impu-
rezas, la estrictura de modos obtenida mediante el tratamiento numérico del
problema en la regién de excitaciones de un triplete es explicada analiticamente
en términos de los aportes de pequefios arreglos de impurezas (clusters). Se utili-
zan técnicas diagramaticas como LCA (aproximacién de bajas concentraciones)
o CPA (aproximacién del potencial coherente). Esta (ltima permite extrapolar.
entre los limites de bajas y altas concentraciones de impurezas, sin tener en
cuenta el detalle fino de la estructura de modos. Los limites de validez del trata-
miento de bajas energfas considerando sélo el subespacio de excitaciones de un
triplete se obtienen resolviendo el problema de una impureza diagonalizando el
espacio completo, a través del método de Lanczos. El andlisis de modos llevado
a cabo en este trabajo estd motivado por el hecho de que estos juegan un papel
relevante en la interaccién de dichas cadenas con la radiacién electromagnética
y eventualmente los resultados podrian ser ttiles en mediciones de espectros-
copfa Ramman en algunos materiales magnéticos reales, que exhiben estructura
cuasi-unidimensional.

La tesis finaliza con un Capitulo de Conclusiones generales y un Apéndice
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sobre Teorfa de campos conformes. Dicho tema es extenso y sofisticado. No
hemos explotado todo el poder de las teorias de campos conformes en esta tesis
por lo que se ha incluido en el apéndice s6lo aquellos resultados relevantes para
nuestro trabajo.



Capitulo 2

Bosonizacién y Modelos
efectivos

2.1. Introduccién

La idea bésica de la bosonizacién® es que existen ciertas cantidades que

pueden ser evaluadas tanto en una teoria fermidnica como en una bosdnica
obteniéndose en ambas la misma respuesta. La ventaja de esto es que algunas
magnitudes pueden ser muy dificiles o imposibles de calcular en una teoria y
précticamente triviales en la otra [10, 35, 36, 37]. La bosonizacién es una técnica
especialmente adecuada en una dimensién espacial aunque han habido intentos
de generalizarla a mayores dimensiones.
Desde un punto de vista constructivo los operadores fermiénicos se expresan en
términos de operadores bosdénicos como una identidad entre operadores en un
espacio de Fock. Para demostrar esta identidad no es necesario un hamiltoniano,
el cual se introducira oportunamente cuando se discutan modelos especificos con
sus interacciones y funciones de correlacién.

2.2. Derivacion de la»identidad de bosonizacién

Consideremos por simplicidad una sola especie de fermiones definidos sobre
un circulo de longitud L con las siguientes condiciones de contorno sobre las
funciones de onda de una particula ¥(z),

H(L) = e~ 5(0), ' (2.1)

donde ¢ = 0 y 1 corresponden a considerar condiciones de contorno periédi-
cas y antiperiédicas, respectivamente, pero en principio es permitido cualquier
valor en el rango 0 < o < 2. Las funciones de onda de una particula libre,
normalizadas, estardn dadas entonces por

~ 1 ik
Tﬁnk = —=e (B,

VL

1En este trabajo discutimos sélo la bosonizacién abeliana. Para un review de bosonizacién
no abeliana ver [35]

14
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2 o

k = _'('n‘k 2)a (22)

en la cual ny = 0,41,42,... Luego definamos un campo de Fermi en la repre-
sentacién de segunda cuantificacién

o0

W(@) = 7= Z - (23)
donde

{ek e} =0y {e, e} = b, - (24)

a partir de lo cual se obtiene

(), %)} =0, {¥(),¥!(@)}=6~a"); 0<z2' <L (25)

El espacio de Fock se construye mediante la accién de los operadores de creacién
ck y destruccién ¢ sobre el estado de vacio |0), el cual satisface

cx]0) =0 si. k>0,
oy =0 si k<0, (2.6)

es decir todos los estados fermidnicos con k negativo estdn ocupados mientras
que los estados, con k positivo se encuentran desocupados. '
Dado un operador A que puede escribirse como una cadena de ¢, y c}; denotamos
su orden normal mediante el simbolo : A :. Este nuevo operador se obtiene a
partir de A trasponiendo los pares necesarios para ubicar a la derecha todos los
¢, con k > 0y todos los c,c con k < 0. Debe tenerse en cuenta que hay que
multiplicar por un factor —1 con cada trasposicién. Si A es cuadrético en los Ck
y c;‘c entonces : A := A — (0|A]0).

Luego definimos el operador niimero de fermiones (respecto del vacio) como

o0

N = Z :c;rcc;c 1= Zc};ck - chc;fc. (2.7)

k=00 >0 k<0

Claramente N |0) =0. Conmderemos ademas todos los estados |¥) que satisfacen
N|¥) = 0. Cualquiera de estos estados difiere de |0) en un cierto nimero de
excitaciones hueco - particula, es decir aniquilacién de fermiones con k negatlvo
y creacién de fermiones con k positivo, respectivamente. Podemos expresar |¥)
genéricamente en la forma

[¥) = cf crycl,che .- [0), (2.8)

donde los k; son todos diferentes entre siy ademés kq, ks, ... > 0y ko, kg ... <0,
La idea central de la bosonizacién es que estos estados pueden reescribirse en
términos de ciertos operadores de creacion bosénicos actuando sobre el estado
de vacfo |0). Para ello definamos los siguientes operadores
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1 )
bT(Q) = Z C]Tch Ck,
an k=—00 !
1 & :
bg) = —— 1 (2.
@ = 7= 3 d (29)

con ¢ = 2rny/L, donde ny = 1,2,3... Debe notarse que se ha tomado el
indice de momento ¢ positivo. Utlhzando las Fies.(2.4) vemos que se cumplen
las siguientes relaciones 2,

(8,6 = [R.88] = [bu,be) = 0,
[bastl] = b (2.10)

Es decir, los operadores b(q) y bT(q) poseen un cardcter bosénico. La accién
de estos operadores es simple de interpretar. Para cualquier |¥) dado por la
Ec.(2.8) el estado b|¥) (o by|¥)) consiste en una combinacién lineal de excita-
ciones hueco-particula relativa a |¥) en la que cada término contiene q unidades
de momento més (o menos) que |¥). También se verifica que by|0) = 0 para todo
g lo cual indica que |0) sirve también como vacio para las excitaciones bosénicas.
Para un operador A dado que puede expresarse en términos de una cadena de
operadores bosénicos by y b:fl se define su orden normal bosénico : A : ubicando
todos los by a la derecha de los b:; realizando las trasposiciones correspondientes
a partir de A,

Cada estado |¥) en el espacio de Fock puede obtenerse actuando sobre el estado
de vacfo con alguna funcién de combinaciones bilineales de operadores fermiéni-
cos (Ec.(2.8)) que escribiremos en forma compacta |¥) = f {c};ck}|0). Remar-
cablemente y mucho menos obvio es que también existe una representacién en
términos de los bg

%) = flckex}0) = fF{o}}[0). (2.11)

Una demostracién de esta aseveracién puede encontrarse en [10]. La completitud
de la representacién bosénica permite, como veremos, derivar de una forma .
directa las reglas de bosonizacién.

Nuestro préximo paso es definir los siguientes operadores de campo bosénicos y
observar que algunas funciones bilineales de los campos fermidnicos adquieren
una forma simple en términos de los mismos

) = --—--b ezqw —aq/2
x(x) (;) N
xf(z) = Zmb’c —iqr—aq/2
q>0
o) = x(@) +xi@) - LR (212)

?La evaluacién de la dltima de las identidades requiere mds cuidado en el caso q'= q.

Una forma de derivar la relacién correctamente es multiplicar cada CL ¥ ¢k por un factor
exp(~alkl/2) y tender a — 0 al final del cdlculo.
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Pueden verificarse las siguientes relaciones

(@) x(@)] = O,
@@ = ~gin | Fa-rite - o)
)96 = | 2HE=D (219)

La segunda de las Ecs.(2.13) es vélida para L > |z —2'| y en la dltima L — oo.
Utilizando las Ecs.(2.12) puede expresarse el operador densidad de fermiones
p(z) =:¢T(x)y(z) : linealmente en el campo bosénico

ple) =: W(ﬂf)?ﬁ(w) :
- __Z\/——(b €% 4 ble~i4%) + _I:; (2.14)

>0

1 08¢

NZX N

Para construir los operadores de campo fermidnicos en términos de los bosénicos
debemos definir primero los factores de Klein n y ' tales que satisfacen

(N, g1} = nf, [Nl =—n [0b] = [nb}] = 0. (2.15)

La accién de 5" sobre un |¥) dado es incrementar todos los estados fermiénicos
ocupados en una unidad de momento, mientras que la de 7 es disminuirlos en
una unidad de momento. Los factores de Klein son necesarios para asegurar las
relaciones de anticonmutacién correctas entre los operadores fermidnicos que
construiremos. Observemos que

eE
q» ,-—-—-nq ), q ‘\/_n_(;

Ademés como b, aniquila el vacio tendremos

elaw o
b}, ()] = ——=(=). (2.16)

e-iqw
Vg

Entonces ¥(z)|0) es un autoestado de b, para cada valor de g, es decu' es un
estado coherente y por lo tanto tendré la forma

byp(2)|0) = —

). (2.17)

'e——iqm
YN0 = Qe {- - ] 0,
= Qz)exp [~2iva X' (z)] 10), (2.18)
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donde Q(z) es'un operador que conmuta con todos los b y los b1, Ya que ¢(z)
reduce en 1 el ntimero de fermiones, Q debe ser Q(z) = F'(2) 7, donde F(z) es
determinado a partir de la condicién

e——i'rra:z:/L :
F@) = (Ol'n F(2)|0) = ——. (2.19)
Entonces se tiene |

= ot N_ ~2iv/ax!(2) ,~2iv/Fx(2)

P@)|0) = eIl o e HVIX(R)em2ivmx(=) o)
VL.
e«-ivraw/L C
= »—-—-;———-aye*?“/%(w) |0). 1(2.20)
o

Nétese que la primera de las Ecs.(2.20) estd ordenada normalmente mientras
que la segunda no. Como resultado aparece el factor divergente 1//27« en esta
dltima. Utilizaremos usualmente la segunda forma, recordando que la divergen-
cia se elimina ordenando normalmente. El paso final consiste en demostrar la
validez de la identidad anterior no sélo para la accién sobre el vacio sino sobre un
estado |¥) arbitrario. Utilizando la completitud de la representacién bosénica
|@) = f{bI}0) y las relaciones de conmutacién dadas por las Ecs.(2.16) para

evaluar (z) f{b}} es sencillo mostrar

e—iﬂ’aw/L il
V@) W) = —amm eV ), (2.21)

con lo cual arribamos al resultado buscado

e—iﬂ'am/L 24T (@)
) = e 2ivTle) 2922
Y) = S (222)
La Ec.(2.22) es una de las férmulas més importantes de la bosonizacién y debe
considerarse como una identidad entre operadores fermiénicos y bosdnicos en el
espacio de Fock.

2.3. Hamiltoniano de Tomonaga-Luttinger

En esta seccidén trataremos la bosonizacién de un modelo ideal de fermiones
en una dimensién espacial 1D con las siguientes caracteristicas

= La relacién entre la energfa ¢ y el momento k (dispersién) es lineal para
todos los valores de k.

m —00 < k < oo.

Ninguna de estas propiedades son vélidas en los sistemas de materia condensada
que son tipicamente no relativistas y tienen un nimero finito (aunque puede ser
muy grande) de estados. Sin embargo, como veremos en la préxima seccién, el
modelo lineal es Gtil para estudiar las excitaciones de baja energia de los sistemas
de fermiones interactivos unidimensionales y esa es la razén para estudiarlo en
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detalle. »
Comencemos con el caso mds simple, que consiste en un sistema de fermiones

no interactivos con una relacién de dispersién

£ = ’l)Fk, ‘ (2‘.23)

vélida para todos los valores de k y en la cual vp se denomina velocidad de
Fermi. El hamiltoniano correspondiente puede escribirse

o0
VP »
Hy = wp Z k:clck :.+—I:§N2,

k== 00

"'UF/ dz T i0,9 : + ——

TUp
—Z N2, .
. (2.24)

i

En la Ec.(2.24) el Gltimo término desaparece en el limite termodindmico (L —
00) y la identidad entre la primera y la segunda linea se verifica utilizando la
Ec.(2.2). Puede verse que Hp|0) = 0 y aplicando las Ecs.(2.16) se obtiene

[Ho, b = —vp qbg, [Ho,b}) = vp qb}. (2.25)

Para cumplir con estas relaciones, en lenguaje bosénico corresponde

0 ’UFZ qbgbg + - 7 N
g>0

= vp /: dx : (0,0)% ;. : (2.26)

La identidad entre la primera y la segunda linea de la Ec.(2.26) se verlﬁca utili-
zando las FEcs.(2.12).

Incorporemos en este modelo una interaccién V' que sea cuadratica en la densi-
dad de fermiones p(z) =: ¥ (x)y(z) :

1 [r ) ;
V= 5/0 dz gs p*(z) = Z qblb, (2.27)

q>0

en la cual hemos utilizado la Ec.(2.14) y la nomenclatura g, es estdndar. Fisi-
camente, un término como la Ec.(2.27) podré representar una repulsién Cou-
lombiana o una atraccién entre fermiones mediada por fonones, por lo tanto np
haremos aseveraciones sobre el signo de g4. Si sumamos entonces la Ec.(2.27) a
la Ec.(2.26) observamos que el tinico efecto de la perturbacién es renormalizar
la velocidad de Fermi vp — vp + (g4/27).

El préximo paso es considerar un modelo lineal que incorpore fermiones con
dos componentes o ramas, derecha (R) e izquierda (L) como se muestra en la
Fig. 2.1. La motivacién de ello es que los modelos unidimensionales poseen dos
direcciones de movimiento y ello se refleja en que el nivel de Fermi (el nivel
ocupado de mayor energfa en el estado fundamental) consiste de dos puntos en
el espacio k. Si consideramos excitaciones de baja energfa podemos aproximar la
relacién de dispersién como dos funciones lineales independientes (ramas) alre-
dedor de ambos puntos. Para tratar el problema de dos ramas generalizaremos
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\ /
k o /2\ / /9 k

Figura 2.1: Estados de una particula correspondientes a fermiones pertenecientes
ala rama izquierda (L) y derecha (R). En el estado fundamental todos los niveles
debajo del nivel de Fermi (¢f = 0) estin ocupados (circulos llenos), mientras
que por encima del mismo los estados estdn desocupados (circulos rayados).
Nétese que el momento k& se incrementa hacia la izquierda y la derecha, para
las ramas L y R, respectivamente.

rapidamente las ecuaciones de bosonizacién obtenidas en la seccién anterior,
usaremos los valores v = 1 y v = —1 para denotar las ramas R y L respectiva-
mente y tomaremos condiciones de contorno periédicas (o = 0). Para la rama R
consideramos k incrementdndose hacia la derecha y para la rama L tomaremos
k incrementdndose hacia la izquierda de modo que el vacio tenga estados con k
negativo ocupados y k positivo desocupados para ambas ramas. Las HEcs.(2.3-
2.15) permanecen inalteradas salvo un indice v extra en todos los campos y en
el exponencial de la Ec.(2.3). Los campos X, (z) ahora se definen (comparar con

Ec.(2.12))

ewqm~—aq/2,

xv(z) = %\1//7 Z % by, q

q>0
\/;T—.'E N"

@) = xl@)+xi(@) - YT (2.28)
que satisfacen las relaciones
[Xu(x)’ Xv' (:17’)] = 0,
1 2 . '
[x,,(:c),xf,,(m’)} = ‘*?4?6" » In {—Iz}(a — iz —a ))} . (2.29)

Definimos dos campos duales entre si
¢(z) = ¢r(@) +d(x), 0(x) = —¢r(x)+ ¢r(2), (2.30)
tales que [¢(z), #(a')] = [0(x), 0(2")] =0 ¥

[6(),8(z")] = %Sign(x - ) (231)
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Los operadores densidad fermiénicos p,(z) = ¥}(z)v,(z) estdn dados por
pv(z) = Oy¢,/4/T, en lenguaje bosénico. Los operadores densidad y corrien-
te totales se definen :

plz) = pR<w>+pL<w>é—3ﬁ L b(a),
i@ = vF(pR(m)—PL(w))=%0m9(w)- (2.32)

Finalmente podemos mostrar que la identidad de bosonizacién (Fc.(2.22)) se
generaliza al caso de dos ramas como

1 ~2y/TPn(w) _ 1 2Ty () 0
S IR , Yrlz) = Wk . (2.39)

Yr(z) =

Como antes introducimos una relacién de dispersién lineal para los fermiones
(ahora para cada rama) €, j = vpk. El hamiltoniano no interactivo en el len-
guaje fermidnico es (comparar con Ec.(2.24))

00
B iy A~ A
Hy = vp Z k[‘ C}{,ch,k'{*c},,kcL,k :] 4 __LF (NIQ{—{- NI%)

=
= —up / dz [: Y (@)i0zpr(e) — v}, (2)i0eyL () ‘]
0

Vin’s o

)

(N} + N}, (2.34)

mientras que en términos bosdénicos

VP , o .
Hy = vpy q(bh brq + b} br.g)+ ’ZE(N§+N12,)
q>0
v [* 2 2
= — [ da:(0:¢)° + (0:0)°:
0
vp L
= 5 [ de[(@9) +IP), (2.35)

0

en la cual definimos el campo candnico conjugado de ¢ dado por II = 8,0 que
satisface [¢(z), (z")] = i6(z — 2'). .

Veremos que cuando se consideran las dos ramas las perturbaciones tie-
nen efectos més interesantes que simplemente renormalizar la velocidad de Fer-
mi. Estudiaremos el efecto de interacciones entre cuatro fermiones. Por ahora
serad mas simple trabajar en la representacién de Schrodinger en la que los cam-
pos no dependen del tiempo. Luego cuando calculemos funciones de correlacién
utilizaremos la representaciéon de Heisenberg. Consideremos entonces una inte-
raccién de la forma

. ,
V= %/ dz [2g2 pr(x)pL(T) + g4 (ph(x)+ pi(z))]. (2.36)
0
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Un modelo con esta clase de interaccién es un ejemplo sencillo de Modelo de
Tomonaga-Luttinger. Del mismo modo cuando las interacciones van més all3, del
régimen perturbativo, se tiene el caso simple de lo que Haldane [10] ha propuesto
con el nombre de Liquido Luttinger. Como se ha mencionado en la Introduc-
cién, este modelo efectivo describe las propiedades criticas de baja energfa {(no
perturbativas) de sistemas con grados de libertad muy diferentes. En la préxi-
ma Seccidén aparecerd en el contexto de electrones interactivos en 1D y en el
Capitulo siguiente como una descripcién efectiva de la cadena X X 7.

En el lenguaje fermidnico la interaccién dada por la Ec.(2.36) se expresa

1 00
V= 2L Z [2 92 c}i, ky+k3 CR, Ky CE’ kg+ks CLs ke

k1, ke, k3 = —o0

1 i 1 '] '
+g4 (CR, kr}-kacR, k1 CR, kg—kach k2 + CL, k1+kach kch,kz—kacLy k2 )}’ (2'37)

El término en gq corresponde al scattering de dos fermiones involucrando ambas
ramas, mientras que el término en g4 describe el scattering entre dos fermiones
involucrando la misma rama.

La interaccién cuértica descripta en términos fermidnicos como se muestra en
la Ec.(2.37) parece muy dificil de analizar. Sin embargo veremos que se resuelve
fécilmente en términos bosdnicos, de hecho ésta es una de las principales moti-
vaciones detrds de la bosonizacién. La expresién bosénica para el hamiltoniano
completo H == Hy + V estd dada por

gz
H = Z q {UF (b;i,qutq + b}:,qbbwq ) + —2‘7? (bTR,qb.;z,q + bRs qua({)
q>0
g.
5 (U gbriq + 0L br.q)]
+%?M%+Nﬂ+%ﬁm%+§§&%u%) (2.38)

El término g4 renormaliza la velocidad. El término gy puede ser diagonalizado
mediante una transformacién de Bogoliubov. Definamos primero dos pardmetros

v o= [or+ 2Ly, ——+—2—]/2

K:zkv “ %m +%+~]ﬂ. (2.39)

Nétese que K < 1 si go > 0 (interaccién repulsiva) y K > 1 si g2 < 0 (interac-
cién atractiva). Consideraremos los casos en que g2 es tal que {vp + g4/ (27) =
g2/(27)] > 0 de modo que v y K sean reales. La transformacién de Bogoliubov
toma en este caso la forma

P bR,q + 70}, .
~ bL,q'Fva,q
e =
-7
y o= }_:5 o (2.40)

1+ K
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El hamiltoniano de Tomonaga-Luttinger H (que describe el Liquido de Luttin-
ger) estd dado, entonces por

H = vg) (by,brq+B] b1,q)

q>0
+% [;((NR +Np)? + K(Ng — Np)?
- 5 /O dz [vK (8,0)% + -I%(amqb)?], (2.41)

en la cual los campos originales se relacionan con los nuevos mediante

1+ K)pr—(1—K)pr r

®r,L Wice
. 1 -

¢ VK¢, 6 70 (2.42)
De la Ec.(2.41) resulta claro el nombre de duales a los campos ¢ y 0. Los pares
o(x),Hy(y) = 0,0(y) son candnicos conjugados y dan representaciones ¢ o @
equivalentes. De la Ec.(2.41) vemos que la constante de acoplamiento es K en
la representacién 8 y 1/K en ¢. Entonces una teorfa con un acoplamiento débil
en una representacién es "dual” (equivalente) a una teorfa con un acoplamiento
fuerte en la otra y viceversa. La dualidad anterior conecta entonces los casos
repulsivo (K < 1) y atractivo (K > 1) y la teorfa no interactiva (K = 1) es
auto-dual.
Un punto importante a destacar es que el vacio cambia como consecuencia de la
interaccién. El nuevo vacio iO) es el estado aniquilado por los operadores b,, ¢ Ya
que las funciones de correlacién deben calcularse en el nuevo vacio, dependerdn
de la interaccién a través de los pardmetros v y K, en particular veremos que
las leyes de potencia de las funciones de correlacién son gobernadas por K.
Finalizamos esta seccién mostrando la forma de los lagrangianos corresporidien-
tes a la teorfa libre e interactiva junto con la representacién de Heisenberg de los
campos. Para la teorfa no interactiva (go = g4 = 0), la densidad de Lagranglano
Ly describe fermiones libres de Dirac sin masa

Lo = k(8 +vrd)¥r + i) (O — vrde)VL, (2.43)

y en el lenguaje bosénico un campo escalar de bosones libres de Klein-Gordon
sin masa

1 v
Lo = 5‘;}‘;(3&5)2 - 7”’(3@)2, (2.44)
En el caso de la teorfa interactiva se tiene
1 2 2 _ 1 "2 _ Yig 52 9,
K(5t¢) 2K Oug)* = v(6t¢) 2(am¢) . (2.45)

La representacién de Heisenberg de los campos q~5 y 6 estd dada por
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dlz,t) = ZO [bp, g ltlentiald) _ Gt g e—ia(zn—~ia/2)
q>
“bL e zq(mr_w/z) + gf eiq(:z:p-{—ia/?)]
VT JE
[\/’—(NR+NL) — VKvt(Ng - Np)],
é(w, ) = Z bR,qez(I(zR—Ha/?) + bk‘qe—iq(wn~ia/2)
q>0

—'bL qe——zq(mL-za/2) + 5}4 eiq(wz,+ia/2)]

+%[‘/’E¢'(NR"NL) - \/———(NR+NL)] (2.46)

donde zgp = & —vt, &, = ¢+ vt y el campo momento conjugado 11 satisface

= (1/v) 3t</> O 9

2.4, Modelos efectivos de electrones 1D sin espin

En la seccién anterior discutimos la bosonizacién de un modelo unidimensio-

nal de fermiones con una relacién de dispersién lineal y con un niimero infinito
de modos L — R con momentos —00 < k < co. Si bien estas propiedades no se
cumplen en los sistemas de materia condensada, la bosonizacidon puede proveer
resultados dtiles si estamos interesados en estudiar las propiedades a grandes
distancias (respecto del espaciamiento en la red por ejemplo) o bajas energfas
(respecto del nivel de Fermi).
En un sistema real los fermiones son capaces de moverse sobre una red discreta,
como en un cristal, o en un continuo tal como los electrones de conduccidn de un
metal. En la aproximacién de particula independiente (ver cualquier referencia
estdndar, por ej. [1])los fermiones no interactivos en un continuo tienen una
relacién de dispersién e, = k?/2m* siendo m* la masa efectiva, mientras que
los fermiones sobre una red con una amplitud de probabilidad ¢t de pasar de
un sitio a otro vecino (hopping) tienen una relacién de dispersién de la forma
ey = —t cos (ka) donde a es el espaciamiento de la red. En el préximo Capitulo
derivaremos una relacién de dispersién similar al considerar nuestro tema de
interés, las cadenas espines unidimensionales. En ambos casos el estado funda-
mental tendrd, para T = 0, todos sus estados de mds baja energia ocupados,
Hemos definido el nivel de Fermi como el nivel ocupado de mayor energia en
el estado fundamental. La energia vy momento correspondientes se designan con
€p y kr, respectivamente. En una dimension las relaciones de dispersién ante-
riores determinan un nivel de Fermi doblemente degenerado en el espacio de los
momentos dado por k = tkp, ademés definimos ep = 0 (ver Fig. 2.2).

A bajas energfas los tinicos modos que contribuyen son los més cercanos al ni-
vel de Fermi Z:kr de modo que podemos aproximar la relacién de dispersién por
una funcién lineal con una velocidad de Fermi definida por vy = (deg/di)p=kp-
Consideraremos los modos tipo R con momentos entre kgp — A y kp -+ A y mo-
dos L con momentos entre —kp — A y —kp + A, donde A es mucho menor que
el rango completo de momentos (que es 27/a sobre la red) y a la vez vpA es
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—7r P k

Figura 2.2: Relacién de dispersién de fermiones libres en una red unidimensional.
Los valores de momento k se encuentran en el intervalo [~#, 7] (en unidades de
a). Se observa el nivel de Fermi, doblemente degenerado para kp. En el estado
fundamental todos los niveles debajo del nivel de Fermi e = 0 estén ocupados
(circulos llenos), mientras que por encima del nivel de Fermi los estados estdn
desocupados (circulos rayados).

mucho mayor que las energfas de interés. Si incluimos sélo estas regiones de mo-
mentos entonces el campo de Fermi en segunda cuantificacién (Ec.(2.3)) puede
escribirse de la siguiente forma

P(x,t) = Yr(z, )err® 4y (z, t)e Hre, (2.47)

donde los campos g y v varfan lentamente sobre regiones espaciales gran-
des comparadas con la escala de distancia 1/A. Los modos (componentes de
momento) de estos campos estdn relacionados con los de ¥ mediante

YRE() = Prtke (), Yr,() = Y-r-kr(t), (2.48)

en las cuales —A < k < A. Sobre estos campos de longitud de onda larga es
aplicada la técnica de bosonizacién de la Seccidn anterior.

Las definiciones en las Ecs.(2.47-2.48) determinan las formas de los diferentes
términos en un modelo definido en la red (microscépico) y cudles de ellos so-
breviven en el lfmite de longltudes de onda larga. Por ejemplo, la densidad
fermidnica estd dada por

p o= iy = Pphyp+ylyp +eBRroyly, ettt g,

= - \/1“ g¢ : [TIRnLe’(Z*/_ Té=2kre) |l ppe” i AVTO=ra] (9, 49)
T

Los términos que contienen exp(4:2ik ) generalmente no sobreviven en el mo-
delo continuo. La razén es que como kp toma un valor fijo en (~7/(2a), 7/(2a))
siendo z/a entero, las oscilaciones son rdpidas para 2 3> a y se promedian a
cero al pasar al continuo.
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Por otro lado hay situaciones donde aparecen términos de densidad de la for-
ma p cos (2kpz), por ejemplo en determinados sistemas donde hay acoplamiento
entre fermiones y fonones de la red o como veremos en el préximo Capitulo en
la cadena XX Z de espin 1/2. En estos casos vemos que los exponenciales. se
cancelan para determinados valores de kr generdndose términos de variacién
lenta que por lo tanto sobreviven en la teorfa continua. De hecho obtenemos

peos (2kpx) =: 111:{;1/)[, +lyp: s ethrr 1, (2.50)

La condicién en la Ec.(2.50) se denomina conmensurabilidad y en este caso
dicha condicién implica 4kpa = 2. Ademdés para un sistema de N fermiones
en una red de longitud L se satisface kp = N7/L, entonces ambas condiciones
implican N/L = 1/2. Ests condicién se denomina de medio llenado (half-filling).
Para el caso no interactivo (K = 1) la adicién de un término como el lado derecho
de la Ec.(2.50) en la densidad de lagrangiano libre Ec.(2.43) genera fermiones de
Dirac masivos, esta es la razén por la cual llamamos operador de masa a dicho
término. Como analizaremos mas adelante la presencia de dicho término genera
un gap de energfa en el sistema y el mismo ya no se comportard como un liquido
de Luttinger. v

Antes de concluir esta seccién debemos enfatizar una diferencia importante
entre los modelos definidos en el continuo y aquellos definidos en la red. En el
primer caso un término como ¥%(x) = ¥%(z) = 0 debido a las relaciones de
anticonmutacién. Entonces un término como ¥12(x)4%(z) = 0 en el continuo.
Sin embargo tal término no se anula necesariamente sobre una red si uno toma
los dos factores de z/);‘2 (0 ¥1,) como provenientes de dos sitios vecinos separados
por una distancia a. De hecho este {érmino es permitido por la conservacién: del
momento sobre una red si 4kpa = 27,

2.5. Correlaciones en Liquidos de Luttinger

En esta seccién utilizaremos las férmulas de bosonizacién para calcular las
funciones de correlacién de algunos operadores fermidnicos en Liquidos de Lut-
tinger. Comprobaremos las afirmaciones hechas en la Introduccién sobre el com-
portamiento eritico de dicho sistema.

La funcién de correlacién de dos puntos ordenada temporalmente de un opera-
dor A se define

aA(z,t) Az, t") sit>1t,

O|T Az, ) A(', ) |0) = { oAz’ thA(z,t) sit<t,

’

donde |0) es el vacio de la teorfa donde estd definido el operador y o = 1si A
es bosénico y —1 si es fermidnico.

La forma asintética (L 3> |z —z']) de la funcién de correlacién bosénica puede
obtenerse a partir de las Ecs.(2.29) teniendo en cuenta que todos los ordena-
mientos normales se toman respecto del vacio interactivo [0) (simplificamos la.
notacién |0) —))

2
(Té(z,t) $1(0,0)) = Zlv_r— In {(%r) (a® — (vt - iqsign ). (2.51)
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Asumiremos L — o0 en las funciones de correlacién de aqui en adelante. Utili-
zando las Ecs.(2.33-2.42-2.51) se obtiene la funcién de correlacién de la compo-
nente de campo g (o funcién de Green Gr(z,1))

Gr(z,t) = (Tyr(z,t)$}(0,0)) ~ (2.52)
Ol(1~1r<)2/2K

2m(vt — & — i asignt)(IHE2/AK (yt 4 3 — § asignt)(A-K)* /4K

El simbolo ~ en la Ec.(2.52) y en las funciones de correlacién signientes in-
dica que hemos tomado el limite I — co. Ademds estamos interesados en el
cambio en la ley de potencia debido a la interaccién por lo que el factor a en
el numerador no es problematico y se elimina ordenando normalmente antes de
tomar valor medio, como ya hemos indicado. A tiempos iguales, podemos sumar
los exponentes en los denominadores y observamos que Gg(z,t) decrece con la
distancia x segin una ley de potencia (1 + K?)/(2K).

Haciendo una trasformacién de Fourier en z y t de Gp(z,t) obtenemos Gg(k, ¢),
la cual posee dos propiedades importantes (vélidas para las funciones de Green
de este tipo en general) [12]. Considerada en el plano complejo €, Gr(k, €) tiene
polos simples en las autoenergias del sistema interactivo, correspondientes al
momento k (e = €). La otra propiedad es que la densidad de estados de.una
particula (DOS o n(e)) se expresa mediante

n(e) = o(e — &) = -%Im / dk Gr(k,€) (2.53)

Utilizando las Ecs.(2.52-2.53) puede mostrarse que para bajas energias € se cum-
ple

n(e) = |e|~K)*/CK), (2.54)

Se obtiene el mismo resultado para la DOS de la rama L. Alternativamente,
podemos integrar respecto de ¢ en la Ec.(2.53), agregando un factor adicional
exp(ikpz), ya que el momento se mide respecto del kp. De este modo, se obtiene
la funcién distribucién de momentos (o funcién espectral) A(k). Puede obser-
varse, entonces, que la distribucién de momentos es continua en k = kp con una
ley de potencia de la forma

A(k) = A(kp) + cte - sign(k — kp)|k — kp|(—F/@K), (2.55)

Las Ecs.(2.54-2.55) representan los aspectos caracteristicos de un liquido de
Luttinger. ‘
Calculemos ahora la funcién de correlacién del operador de masa

1 e .
M =:¢hyr +yivr = o [77}2%62"/—"5 + 0l nRe 2’ﬁ¢] . (2.56)
Utilizando la técnica anterior obtenemos

Q2(K~1)

4m?[(vt — iasignt)? — 2K’

(TM(e, t)M(0,0)) ~ (2.57)
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Por comodidad omitiremos en lo que sigue los factores de Klein al escribir ope-
radores fermiénicos en lenguaje bosdénico 3.
Otro operador de importancia es el operador densidad p. De las Ecs. (2.49),

(2.51) y (2.57) vemos que su funcién de correlacién (a tiempos iguales) estd da-
da por

_ K cos(4kpx)
<p(.’12, O)p(()’O)) = _271‘2:272 + cte - —EQ'K_“

Finalmente consideremos un operador con la forma general .
Om,n = exp (2iy/m(m¢ + nb)). ~ (2.59)

Operadores de este tipo puede generarse en el producto de varios ¥ y ¥t .
Las Ecs.(2.33) implican que m %7 deben tomar valores enteros, obteniéndose el
siguiente resultado general

(2.58)

(Tom n(IE t) Om' n'(ov 0)) ~ mm’6nn’x ' (260)
o2(m*K+n®/K)

(vt — z — i ausign t)VE-n/VEY? (yt 4 & — i o sign £)(mVE+n/VE)?

Un concepto central para lo que sigue es el de dimensién de escala d[O)
de un operador O, el cual se define

(O(2,0)0(0,0)) = |24, (2.61)

considerando su comportamiento asintético a randes distancias. De las fun-
ciones de correlacién anteriores vemos que dlyy) = djygr] = (1 + K?)/(4K),
d[M] = K y en general :

itag+po)y o K B
dle I= "+t (2.62)
donde hemos reemplazado m = «/(2y/7) y n = 3/(2y/7) en la Ec.(2.59), ya
que es una forma practica para nuestro uso posterior.

Los aspectos a destacar son que los Liquidos de Luttinger son sistemas crfti-
cos a T =0 ya que todas las funciones de correlacién decrecen asintéticamente
como leyes de potencia (la longitud de correlacién es infinita). Todas las dis-
tancias son importantes y por lo tanto el sistema es invariante de escala. Esto
abre la posibilidad de estudiar las propiedades a grandes distancias (o bajas
energfas) mediante el método de grupo de renormalizacién. Los exponentes de
las funciones de correlacién de los operadores dan las dimensiones de escala de
los mismos. El significado de la dimensién de escala serd discutido en la préxi-
ma Seccién. Desde el punto de la clasificacién provista por la teorfa de campos
cudnticos conformes, los liquidos de Luttinger pertenecen a la clase de univer-
salidad con carga central ¢ = 1 y el pardmetro adicional que es necesario en
esta clase estd dado por el pardmetro de Luttinger K el cual es no universal,
en el sentido que depende de la teorfa microscépica subyacente. Las funciones
de correlaciones decaen como leyes de potencia que dependen de K.

3 Para sistemas unidimensionales, los factores de Klein usualmente no causan problemas y
pueden omitirse. El finico cuidado que debe tenerse es el signo negativo que aparece cuando
dos de ellos son intercambiados. En sistemas cuasi-unidimensionales, como en el caso de varias
cadenas acopladas, donde existen al menos cuatro factores de Klein diferentes, se necesita mds
cuidado, aunque no analizaremos este caso en esta tesis.
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2.6. Liquidos de Luttinger perturbados

¥n esta seccién se analizard el efecto de las perturbaciones sobre las propie-
dades de baja energia de los liquidos de Luttinger, utilizando los métodos de
grupo de renormalizacién (RG).

Consideremos una accién definida a una escala de longitud microscépica,
que puede ser el espaciamiento en la red e, dicha accién contiene perturbaciones
pequefias, proporcionales a ciertos pardmetros adimensionales \; tales que para
A; = 0 el sistema no posee gap y todas las funciones de correlacién decaen como
leyes de potencia. El procedimiento de grupo de renormalizacién RG consiste
en los siguientes pasos

(i) Asumiendo que los momentos k estdn definidos en el intervalo [—A, A]
(mientras que las energfas en (—00,00)), integramos los k pertenecientes a los
intervalos [—A, —~A/s] y [A/s, A] y para todas las energfas, siendo s = e#, donde
dl es un niimero positivo pequefio.

(ii)  Luego, las coordenadas (z,t), los campos y los pardmetros \; son re-
escaleados con potencias apropiadas de s de modo que la forma de la accién
permanezca invariante. Por supuesto esto no es posible en general para cual-
quier accién. Un modelo cuya accién es invariante frente a un cambio de escala
se dice que esta en un punto fijo, El modelo de Luttinger exhibe esta propiedad.
De hecho, posee ademds, como sabemos, invarianza relativista y nos referimos
a ambas propiedades en conjunto como invarianza conforme. Tras el re-escaleo,
la nueva accién es efectiva a una longitud de escala mayor ae? y los cambios
en los pardmetros A; son proporcionales a dl (a primer orden). Como vamos
a repetir el proceso de integracién de los k grandes, introducimos longitudes
de escala efectivas a(l) = ae! y A;(I), donde A\;(0) es el \; en la accién origi-
nal. Definimos, entonces las funciones 8 (llamadas funciones beta de grupo de
renormalizacién)

BX) = —— : (2.63)

Estas son funciones de todos los A;(I) y en general obedecen un sistema de ecua-
ciones no lineales acopladas. Lias mismas representan el cambio de los pardme-
tros con la escala de longitud dada. En principio, las funciones 8 estdn dadas
mediante una serie infinita de potencias en los A;, pero en la préctica podemos
obtener sélo los primeros términos (dependiendo del orden perturbativo al que
accedamos). El anélisis de RG es por lo tanto usualmente limitado a valores de
Ai pequeios.

(ili)  Finalmente integramos las ecuaciones de RG (Ecs.(2.63)). Por simpli-
cidad consideremos el caso de una sola A. A medida que ! se incrementa desde
0 puede suceder: A(l) tiende a cero, en cuyo caso recuperamos la teorfa no per-
turbada a grandes distancias; que A no cambie con ! o, por ltimo, que A(!)
crezca con [, en este caso, la ecuacion de RG pierde validez mds alld de la escala
de longitud ae' (para la cual A(l) ~ 1), ya que las funciones 8 generalmente
son sélo conocidas hasta érdenes bajos en A. Mis alld de esa escala de longitud
se requiere un tipo de accién completamente diferente para describir el siste-
ma. Examinemos con un poco més de detalle los diferentes tipos de ecuaciones
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de RG que pueden aparecer a orden bajo. Supongamos que a primer orden Ia
ecuacién de RG para un solo término perturbativo estd dada por

%—;‘- = by, _ (2.64)
donde b; es constante. 8i by < 0 A — 0 a partir de A(0), es decir la perturbacién
lleva al sistema al punto critico no perturbado. Dicha perturbacién es llamada
irrelevante. En cambio, si b; > 0 es llamada relevante. Una perturbacién de
este tipo actuando sobre un modelo sin gap generalmente abre un gap de energia
y una longitud de correlacién & finita (es decir las funciones de correlacién
tendrdn un factor extra exp(—a/£)). A pesar de que no sabemos la forma de la
accién més alld de esta escala podemos estimar la longitud de correlacién £ de la
nueva teorfa de la siguiente manera. Consideremos la Ec.(2.64). Siendo by > 0,
A crece de acuerdo a

A= Agett (2.65)

siendo Ag el valor del coeficiente de la perturbacién para algin A~?! inicial (por
€j. el espaciamiento de la red). Cuando A ~ 1 esta ecuacién deja de ser vélida,
ya que estamos considerando sdlo el primer término de una expansién pertur-
bativa. La distancia e’ a la cual esto ocurre introduce una escala de longitud
caracteristica que no puede ser otra que la longitud de correlacién € de la nueva
teorfa. Del mismo modo se introduce una escala de energfa caracteristica 1/¢
(en unidades naturales) que necesariamente identificamos con la apertura de un
gap. A partir de la Ec.(2.65) obtenemos directamente las estimaciones -

1
£~ 7 Ae~ N (2.66)
)‘0

Esta es una de las utilidades de las ecuaciones de RG y haremos uso de ella en
los préximos Capfitulos.

Finalmente si b1 = 0 la perturbacién es llamada marginal y debemos ir a
segundo orden en A: d\/dl = by A?. Supongamos, por ejemplo, by > 0. De la
solucién de la ecuacién anterior puede verse facilmente que si A(0) < 0 entonces
A(l) — 0 (marginalmente irrelevante); pero si A(0) > 0 y pequefio A() — 1
(marginalmente relevante) a una escala de distancia que identificamos con una
longitud de correlacién £ ~ exp[1/(baro)] y un gap en energia Ae ~ 1/¢ que es
extremadamente pequefio para valores pequeiios de Ag.

Existe una relacién simple (e importante) entre la dimensién de escala d[O)
de un operador O (asumiendo que es hermitico por simplicidad) y el coeficiente
by en la ecuacién de RG a primer orden (Ec.(2.64)). De la Ec.(2.61) mediante
conteo de potencias, vemos que la dimensién de O (no de escala) es a~40],
Incluyamos ahora una perturbacién 6 H en el hamiltoniano de la forma

§H = xa®l© / dz 0, (2.67)

en la cual los factores a y v (la velocidad del liquido de Luttinger no perturbado)
han sido colocados para asegurar que el pardmetro A sea adimensional. Entonces,
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se verifica simplemente que la ecuacmn de RG s primer orden tiene la for ma de
la Ec.(2.64), siendo

by = 2—d[0]. (2.68)

El coeficiente by en la ecuacién de RG a segundo orden puede obtenerse a partir
de la funcién de correlacién de tres puntos [38].

Como aplicacién de los conceptos de grupo de renormalizacién consideremos
una perturbacién de la forma '

O = Omo+0} ¢, (269)

en la cual Oy, n estd definido en la Ec.(2.59). La dimensién de escala de O
es d[O] = m?K. En el lenguaje bosénico la accién perturbada tiene la forma
conocida como seno-Gordon

~. 1 ~ . A . .
Slp] = / dzdt ['2';(3@)2 - g((%qb)z - %5- cos(2mvVnKe)| . (2.70)
Introducimos las componentes de Fourier de ¢

B, 1) = / = [ et hkg (@)

v la funcién particién en la representaciéon de integral funcional

- / Dge'S. : (2.72)
Luego expandimos ¢S en serie de potencias de A y expresamos <7> = (5< + ¢~)>,
donde ¢ contiene momentos k s6lo en [—A/s, A/s] mientras que ¢ sélo en los
intervalos [-A,—A/s] y [A/s, A]. Siguiendo los pasos del procedimiento de RG
primero tenemos que integrar funcionalmente sobre ¢, y luego re-exponenciar
1a serie infinita para obtener la nueva accién en términos de ¢.. A primer orden
en A se obtiene el siguiente resultado

v)\sm{

Slp<] = /(fxdt [‘2'1;(3t¢~5<)2 - g(awgk)? - cos(2mVn Ko )|,
(2.73)

donde las integrales de morﬁento k son entre —A /sy A/s. Para restituir el rangc;
de k a [-A, A] y recobrar la forma de la accién de la Ec.(2.70) definimos

K = sk,
g = sz,
¢ = s¢
t = s,

J)I(kla 61) = ¢~5< (k) E)a .
N o= gy (2.74)
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y escribimos la accién en las variables primadas. Ya que s = e¥ vemos que
dA = N — X satisface la Ec.(2.64) donde b = 2 ~m? K, lo cual ilustra la validez
de la Ec.(2.68). Nétese que las funciones 3 de los pardmetros v y K permanecen
nulas a este orden. Sin embargo puede mostrarse que dan contribuciones a O(A\?)
[39]. ‘

La perturbacién del término de masa (Ec.(2.56))corresponde al caso especial de
la Ec.(2.69) con m = 1. Vemos, entonces, que es marginal para K = 2 y relevante
para K < 2. En este tltimo caso A(l) crece hasta alcanzar la escala de longitud
€ = a/M(0)*/(2~K) donde la escala de longitud del coeficiente del término coseno
es del orden de la unidad. Este es el punto adecuado para detener el flujo RG de
A. El gap estard dado por Ae = v/£. Entonces, el efecto de 1a renormalizacién
es producir una teorfa seno-Gordon con una densidad de lagrangiano

(A9)?

v

L= %(6@)2 - 3]2—(6m<;~3)2 — const - cos(2Vr K ¢), (2.75)
donde z y t denotan las coordenadas originales. Esta teoria tiene solucién exac-
ta y su espectro es conocido [40]. Posee excitaciones ( tipo solitén) bosénicas
y fermidnicas y un gap Ae consistente con nuestra estimacién perturbativa a
partir de las ecuaciones RG (2.66).

Finalmente consideremos en forma breve otras perturbaciones relevantes y mar-
ginales que pueden aparecer en un sistema que a nivel microsedpico involucra
fermiones en una red. Si el modelo posee una invarianza de fase global ¥ g 1 —
exp(i{)¥nr, 1, siendo ¢ constante, entonces, los operadores Op,, », (Ec.(2.59)) ne-
cesariamente tienen n = 0 y su dimensién de escala es d[0] = m?K. Ya que
m 2> 1 sblo hay un ndmero finito posible de operadores relevantes, dependiendo
de K. Para K > 2 no hay operadores relevantes y para 1/2 < K < 2 el tnico
término relevante es el operador de masa.

En relacién a los posibles operadores marginales observamos que el operador
Og,0 = ¢j¢2'¢’% es marginal para K = 1/2. Este es un caso particularmente im-
portante ya que un lquido de Luttinger con K = 1/2 tiene una simetria global
SU(2) por lo cual aparece en la descripcién efectiva de un gran ntmero de sis-
temas sin gap que involucran espin. De hecho, el valor b, de la ecuacién de RG
a segundo orden es conocido exactamente para el operador O a partir de la
teorfa de campos conformes ([41]) , siendo by = 4x/+/3. El coeficiente (\) de
O3 en el hamiltoniano depende de los pardmetros microscSpicos del modelo
v en general es diferente de cero. Se puede mostrar que, para un signo de A,
el sistema no exhibe gap pero posee correcciones logaritmicas en algunas mag-
nitudes fisicas (por ejemplo en la susceptibilidad magnética de un sisterna de
espines a baja temperatura aparece un término 1/InT). Para el otro signo 'dé¢
A el sistema se dimeriza espontdneamente produciendo una longitud de correla-
cién finita y un gap de energia, esto da lugar a una susceptibilidad que decrece
exponencialmente a bajas temperaturas.



Capitulo 3

Cadena de espin 1 /2

3.1. Interaccién entre espines

El ferromagnetismo se obtiene en los sélidos por el alineamiento colectivo de
los momentos magnéticos de los electrones. El antiferromagnetismo y las ondas
de espin describen ordenamientos oscilatorios de los momentos magnéticos. La
interaccién dipolar clasica entre los momentos de los electrones (que es del or-
den de 107%eV ) es extremadamente débil para explicar dichos ordenamientos.
El mecanismo de acoplamiento que da lugar a estas interacciones magnéticas
és de origen cudntico. Como motivacién consideraremos brevemente el caso de
dos electrones espacialmente localizados y veremos que la magnitud de la inte-
raccién y el cardcter ferro/antiferromagnético depende de la naturaleza de los
estados no interactivos. Estos son los mecanismos bdsicos que en los sistemas
de electrones interactivos dan lugar a una variedad de estructuras magnéticas.
Consideremos el caso de una molécula de Hy (este es el caso més simple que pue-
de exhibir antiferromagnetismo). En la misma suponemos los dos nicleos fijos y
los dos electrones descriptos por sus posiciones X1 y X2 y la componente z de sus
espines 81, ¥ S2.. Si ¥a(x) y ¥p(x) son la parte espacial de las autofunciones
de energia de estados de un electrén, con energias €, y ¢, entonces

Yap(X1,%2) = Pa(X1) Pp(x3) (8.1)

es autofuncién del sistema sin interaccién (entre los electrones) con energfa
€ + €p. Si agregamos un término de repulsién Coulombiane V{jx; — x2|) que
es independiente del espin del electrén (puesto que estamos analizando la situa-
cién desde un purto de vista no relativista) entonces la parte espacial de lag
autofunciones de los estados de dos electrones serd

Yeoay(xixs) = Jﬁ- Rpan (61, X2) + (=) Ypa(1, %))
€s(a) = €ate+I—(+)J, - (32)

donde los subindices S(A) indican simetria (antisimetria) respecto del intercam-
bio de coordenadas ¢ I y J se denominan integrales de intercambio

I = /d3x1d3x2 VEVihas, J = —/d?’xldsxw;bvw,,a. (3.3)

33
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Ahora debemos considerar el espin y el principio de exclusién de Pauli. Tenemos
que multiplicar las funciones de onda espaciales (Ecs.(3.2)) por espinores x que
describen los posibles estados de espin de los electrones. Como sabemos, para dos
particulas de espin %— los estados simétricos tienen espin total 8 = 1 (estados

triplete: x(l)) y el antisimétrico 8 = 0 (estado singlete: X 0)). Entonces las
funciones de onda totalmente antisimétricas tendran la forma

Us = Psx(V, s = paxV. (34)

Nétese que S (A) aqui también denota simetr{a (antisimetria) espacial. Como los
autoestados de energfa son autoestados del espin total S, y teniendo en cuenta
que los autovalores de 8-8 son s(s+1) =0 y 2, podemos escribir la energfa en

términos del espin de la siguiente forma
s(s+1)

2 b
en la que se puede verificar € = ¢5 para s =0y € = €4 para s = 1. La Ec.(3.5)
sugiere un hamiltoniano efectivo

€= €5+ (ea —€g) (3.5)

S.8
H = eg+(ea—¢g)

1
= €a+€b+l+§J+2Jsl~Sg, (3.6)

donde hemos usado las definiciones previas y

S8 = (S1+82) (81+82)
= -g—+2s1 .8, (3.7
De la Ec.(3.6) observamos que el desdoblamiento de los niveles de energia es
descripto por un término.

AH =2J8; - Ss. | (3.8)

Nétese que el coeficiente J depende del solapamiento de las funciones de onda de
particula independiente (Ec.(3.3))y por lo tanto puede ser positivo (antiferro-
magnético) o negativo (ferromagnético). La interaccién descripta por la Ec.(3.8)
es usualmente varios érdenes de magnitud mas intensa que la interaccién clasica
entre dipolos magnéticos.

3.2. Modelo XXZ

Consideremos una red unidimensional con espines 5 en cada sitio, acoplados
a través de interacciones de intercambio como en la Ec.(3.8). Tal sistema se
denomina modelo de Heisenberg y su hamiltoniano tiene la forma

Hygeis = J Zsj 841, (3.9)
i
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donde J > 0 (caso antiferroma,gnético) y los espines S; satisfacen el dlgebra de
SU(2) en cada sitio

, 1,1 3
[S7,87] = 65,6285, 8F = sG+D=71 (3.10)

Existen materiales que pueden modelarse mediante el hamiltoniano de Heisen-
berg, por ejemplo los compuestos inorgénicos KCuF3 y SroCuOj3. Para un review
actualizado sobre materiales que exhiben magnetismo cuédntico en bajas dimen-
siones y técnicas experimentales consultar [42).

El modelo de Heisenberg puede generalizarse para describir una gran vau(,dad
de materiales que exhiben estructuras magnéticas. La primera generalizacion
que consideraremos es el agregado de una anisotropia del acoplamiento efectivo
en el eje z. Este sistema se denomina Modelo XXZ y tiene la forma

Hxxz = Z J [ SjSJ‘+1+S Siia) +ASESE, (3.11)

en la cual hemos utilizado los ope1adores S;t 57 :l:zSy El modelo X X Z tiene
una invarianza U(1) correspondiente a rotacnones alrededor del eje z para A
genérico. Este modelo se ha utilizado para ajustar curvas de magnetizacién ex-
perimentales de diversos materiales, por ejemplo Cug(CsH;2N32)2Cly [16]. Otras
generalizaciones involucran la dependencia del pardmetro J con el sitio j e in-
cluso alguna clase de desorden (ver Capitulo 1).

3.3. Transformaciéon de Jordan-Wigner

Es posible expresar los operadores de espin —;— en términos de fermiones sin
espin 1, mediante la llamada transformacién de Jordan-Wigner. Este es un
punto crucial del desarrollo, ya que nos permitirda aplicar todas las técnicas
del Capftulo anterior y nos evitard la dificultad de tratar directamente con las
variables de espin. Definamos operadores fermidnicos v; en cada sitio j,

{vvl} =0,

83 (3.12)

il

{/‘/}ja Tﬁl}

{93.9]}

Estos operadores, sin estructura interna, representan fermiones sin espin. bl
consideramos un solo sitio, entonces podemos hacer el siguiente mapeo (n; =

pips)

il

1
S; == ')’Lj'—'"2",
+ 1
Sy = ;. - (3.13)

Este mapeo reproduce las relaciones usuales de conmutacién de los operadores
de espin 2
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57,87 = -5},
(57,51 = 57
[s7,87] = 28, (3.14)

junto con la ecuacién -, (S§)* = 3. Sin embargo, no es posible aplicar direc-
tamente el mapeo dado por las Ecs.(3.13) a diferentes sitios porque mientras
que los operadores de espin pertenecientes a diferentes sitios conmutan los ope-
radores fermidnicos anticonmutan. Este problema puede solucionarse en forma
ingeniosa agregando un operador de cadena no local que corrige la estadistica
de modo que en lugar de las Ecs.(3.13) escribimos

1
S; == Tl-J — 'é,
5p= ujem,
Sy = ey,
(3.15)
donde

j-1 ' , ‘
$i=> m. (3.16)
I=1 .

Obviamente, para un mismo sitio el operador de cadena no modifica las Ecs.(3.13).
Para diferentes sitios las mismas se generalizan a

[Sf,87] = —d5u8],
(57,871 = 6587,
[S;-, Sl—] — d); e’iﬂ’gbj e-i1r¢1,¢]l _ 'd)l e—-i’lr¢1 e‘i7r¢j,l/);
= (whntu]) € e =0 (£, (317

donde el signo +(—) es valido para I > j (I < 7). Como se observa, los operado-
res de cadena introducen apropiadamente los cambios de signo necesarios que
transforman los conmutadores en anticonmutadores, transmutando la estadisti-
ca bosbnica en fermidnica. De este modo los operadores 1, 1/1} exhiben caracter
fermiénico, tanto localmente como en diferentes sitios.

Ahora utilizaremos la transformacién de Jordan-Wigner (FEcs.(3.15)) para
reescribir el hamiltoniano X XZ (Ec(3.11)) en términos de fermiones sin espin.
Comenzamos por la parte XY '

T QL Y QY
85 5j+1+ 55550

Lot o - ot
5055 Sja1 + 55 S554)
1 s durchs i dmbs
= 5 (¢;r €l e~ binr gy g eI emcfwld,;H)
— }_(,‘/)T e—iﬂn7¢'+1 “}_w‘eiﬂn”!)'ﬁ: )
) J J J R

5 (’i/’;'l/)j+1 + h.C.) , (3.18)

frowy
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donde hemos utilizado el hecho que sobre cualquier estado, por el principio de
exclusién de Pauli 4;e*™ = —); y w;[e"mﬂ' = 1/1}. Entonces, el hamiltoniano de
la cadena X X Z tiene la forma '

1
Hioxs =3 7 [0 +he)+ 8 (vvs = 3) (W - 5]
J
(3.19

Existen varios puntos a destacar en cuanto a la interpretacién fisica del
modelo X X Z expresado en términos de fermiones sin espin (Ec.(3.19)). Primero
la interpretacién de los operadores 'gb;[. A partir de las Fcs.(3.15) obtenemos

Pl = Sf e, (3.20)

donde ¢; = 37, ;(Sf + 1/2). El operador de cadena e™*™%i es unitario y su
accién es rotar la configuracién de espines un angulo n, alrededor del eje z.
Para visualizarlo consideremos su accién sobre l% e -é—)m, siendo el mismo un
autoestado de S* sobre todos los sitios

3 ]. 1 i ]- 1 1 ‘
—img; | 2y = (=g L D — - —
e le...z)m (—1) | | 5o Ty Vs (3.21)

donde el dltimo espin invertido estd en la posicibn j — 1. Este resultado se
obtiene directamente trabajando en la base en que 57 es diagonal y utilizando
la identidad

eFT ) = _ggr (3.22)

Por lo tanto las excitaciones generadas por 7/1;[ no consisten de espines aislados.
Ademds de la inversién local generada S;’ el operador de cadena no local €%
genera paredes de dominio. En la terminologia del magnetismo cudntico se dice -
que z/);f crea un kink (cudntico). De modo que en este lenguaje, no es el espin
mismo, sino el kink cudntico (en este caso expresado mediante el fermién de
Jordan-Wigner) la excitacién elemental y las excitaciones de espin son expresa-
das en términos de los mismos.
En segundo lugar, analicemos la interpretacién de los diferentes términos en el
modelo X X Z. La parte XY (término de espin flip o de hopping) es un término
cinético en el lenguaje fermidnico y da lugar al movimiento de fermiones. El
término S*S* genera interacciones entre cuatro fermiones en sitios adyacentes.
Entonces, para A # 0 los fermiones presentan auto-interaccién y el modelo es
no trivial. En este caso existe una competicién entre el término cinético, y la
energia potencial. Cualitativamente podriamos esperar que para A grande la
energia potencial sea dominante y los fermiones estén localizados sobre sitios
no adyacentes. En cambio, para A pequefio esperariamos que el término cinéti-
co sea dominante y tener fermiones deslocalizados. En las préximas Secciones
analizaremos el modelo X X Z desde un punto de vista més cuantitativo.
Congideremos finalmente las condiciones de contorno. Supongamos una ca~
dena finita de longitud L = Na siendo N es el ndmero total de sitios y a el
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espaciado de la red (en lo sucesivo haremos a = 1, es decir L se mide en uni-
dades de a). Si en esta cadena asumimos condiciones de contorno perlodlcaﬁ es
decir Sy41 = 83, la parte XY del dltimo término serd

1 C piw(N+1) .
5 (SHST +SySf) = 37—-— («/}}v% + h.c.) , (3.23)

Como vemos aparece una fase en la parte XY del Gltimo término, de modo
que en términos de ¢’u 3 ya no se tiene una estructura ciclica simple. Dicho
término, sin embargo puede descartarse en el caso de una cadena de longitud
grande.

3.4. Modelo XY. Fermiones libres

Observando el hamiltoniano X XZ (Ec.(3.19)) resulta evidentemente més sen-
cillo el caso A = 0, denominado modelo XY. El mismo representa un sistema
de fermiones sin espin no interactivos. Mediante la transformacién de Fourier

B ‘fﬁZme’“, | (3.24)
k )

donde los valores de momento k = (2mm)/(N) con m entero € (—N/2, N/2),
el hamiltoniano XY toma su forma diagonal,

Hxy = —J ) cos(k) . (3.25)
—

La Ec.(3.25) representa una sola banda de fermiones no interactivos con una re-
lacién de dispersién €, = —J cos(k). El estado fundamental se obtiene ocupando
todos los estados con energla negativa e < 0, el nivel de Fermi es el mayor de
todos ellos €x. = 0 de modo que kr = %. Esta condicién se denomina de medio
llenado (half filling).

El valor M medio (normalizado) de la magnetizacién se define mediante

9 N
= (=" 5%, (3.26
(7 25 )

donde el valor medio se toma respecto del estado fundamental. Aplicando‘ la
transformacién de Jordan-Wigner (Ecs.(3.15)), y la transformacién de Fourier
(Ec.(3.24)) 1a Ec.(3.26) puede expresarse como ’

on = 23 (o - 3)

k=1
B 2 2%kp 2kp
= clhyar =M

~ 0, | (3.27)
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en lo cual, hemos utilizado el hecho que ('(/J};wk) mide el nimero de estados
ocupados en el estado fundamental, que es 2kp dividido el espaciamiento entre
modos Ak = 27\,’—‘— y en la dltima linea que kp = %. De este modo obtenemos
(M) = 0. Como se observa de las mismas Ecs.(3.27),en este caso, el niimero
de fermiones en el estado fundamental (zb};'(/)k) = N/2. Tal condicién indica que
el nimero de fermiones es la mitad de los espines originales (de ahi el nombre
condicién de medio llenado). Dicha condicién no se cumplird cuando se incluya
un campo magnético externo h, en dicho caso la magnetizacién (M) ya no es
cero y no es valida la condicién de medio llenado. Mds adelante analizaremos
este caso.

3.5. Modelo de Luttinger de la cadena XXZ

Tras considerar el modelo de fermiones libres (A = 0), en esta seccién anali-
zamos lag propiedades de baja energla de la cadena X X Z. Estudiemos primero
el caso A « 1.

3.5.1. Caso perturbativo. A < 1

De aqui en adelante fijaremos nuestra escala de energia tal que J = 1. De
este modo A es el unico pardmetro microscépico (adimensional) en la_teorfa.
El anélisis del modelo XX Z en esta regién (A <« 1) se lleva a cabo como en
la Seccién 2.4. Esto implica tener en cuenta s6lo los modos alrededor de 4kp,
restringiendo la suma en la Ec.(3.19) a |k £ kp| < A. Bajo estas condiciones, el
campo fermiénico puede entonces expresarse del siguiente modo ( Ec.(2.47)).

Wz, t) = Yr(z, )er® 4y (z, t)e~tkre, (3.28)

Utilizando la Ec.(3.28) obtenemos el limite continuo de la parte XY, correspon-
diente a fermiones no interactivos, (ver Ec.(2.34))

Hxy = —vz; / dz : P} (2)i0yr(x) — ) (2)i0upr (@) : . (3.29)

El término de interaccién en A en la (Ec.(3.11)) puede ser escrito, utilizando
las Ecs.(3.15) y (3.28) como

Va = & [ do [anps + G+ ) = (Wl +he)]. (330)

donde pg,(z) = 'l/)L,L(:L‘)’lﬁR‘L(JJ) = Oy¢n,1//% Los términos (wsz)z + h.c.
son irrelevantes para A < 1 y posponemos su andlisis para la Seccién 3.6. Los
tres primeros términos de la Ec.(3.30) se identifican con el V' de interaccién en el
modelo de Luttinger (Ec.(2.36)), haciendo g = 4A y g4 = 2A. Como sabemos
del Capitulo anterior, en el lenguaje bosénico, Vo puede ser reabsorbldo en la
parte no interactiva XY obteniéndose (ver Ec.(2.41))

Hxxz = / dx [vK aae)u w(@,gb)'?] (3.31)
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en la cual, a partir de las Ecs.(2. 39) se obtiene

K = *%?-, _1+2—é A<l . (3.32)

Recalcamos que este resultado, obtenido mediante técnica de bosonizacién, sélo
es valido en el régimen perturbativo, es decir, considerando A < 1, ya que alli es
vélida la aproximacién lineal dada por la Ec.(3.28). En este caso nos referimos
a la representacién de la cadena XX Z como modelo de Tomonaga-Luttinger.

3.5.2. Caso |A|<1

El modelo microscépico X X Z (Ec.(3.11)) es uno de los pocos que posee una
solucién exacta, obtenida mediante el ansatz de Bethe, la cual es accesible para
todo A, pero la solucién es tan compleja que las variables dindmicas, tales como
las funciones de correlacién, no pueden ser calculadas explicitamente. Sin embar-
go, para [A| < 1 se muestra que sus excitaciones de baja energfa corresponden
a una teorfa critica representada por un liquido de Luttinger donde los pardme-
tros de la teorfa bosénica (K, v) se mapean en términos de los pardmetros de la
teoria microscépica (A) a través de

™ ~ rsing
m, v(A) = 279

donde cos@® = A. Notar que las Ecs.(3.33) coinciden con las Ecs.(3.32) para
(A < 1). De las Ecs.(3.33) observamos que K — 1/2 para A — 1. .

El procedimiento para llevar a cabo este mapeo involucra técnicas de campos
conformes y soluciones de cadenas finitas obtenidas mediante el Ansatz de Bethe.
El método estd descripto en [36] y en el apéndice haremos un comentario sobre
el mismo. Debe recalcarse que las férmulas dadas por las Ecs.(3.33) no pueden
obtenerse mediante el procedimiento de bosonizacién que empleamos para el
caso A K 1.

K(A) = (3.33)

3.6. Gaps en el modelo X X7

Como sabemos, las interacciones pueden cambiar las dimensiones de escala
de los operadores y es posible que algunos términos perturbativos se transformen
en relevantes para interacciones suficientemente intensas. Un ejemplo de ello son
los términos del tipo dHgap = ((’zbiz/m? + h.c.) en la Ec. (3.30), que alli han
sido descartados porque son irrelevantes para A < 1. Utilizando las identidades
de bosonizacién (Ecs.(2.33)), se obtiene la versién bosonizada de estos términos

0Hgap = ﬁg/dx [e"4i‘/ﬁ¢(“’)+H.c.]

~ / da cos [4v/7 ()] (3.34)

La d[0Hgap) = 4K (Ec.(2.62)) y se hace relevante (d < 2) para K < 1/2. De
acuerdo a la Ec.(3.33) cuando A crece de 0 — 1, K decrece de 1 — 1/2.
De modo que se hace relevante para A > 1 y este término es el responsable
de generar un gap de masa en el espectro, de modo que el sistema ya no se
comporta como un liquido de Luttmger
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3.7. Cadena XXZ en un campo magnético ex-
terno ‘

El hamiltoniano XXZ (Ec.(3.11)) en presencia de un campo magnético
externo h ! estd dado por

Hxxz(Ah) = 3 [ (877871 + 87 811) + AS; a+1] k) S7.(3.35)
J J

Primero analicemos el caso especial A = 0 (modelo XY) y correspondien-
te a fermiones no interactivos. Aplicando la transformacién de Jordan-Wigner
(Ecs.(3.15)) alaEc.(3.35) y luego transformando Fourier (Ec.(3.24)) obtenemos

Hxy(h) = = cos(k) ¥l —h > wive. (3.36)
k k

Como puede observarse por comparacién con la Ec.(3.25) el campo externo sélo
agrega un potencial quimico —h. El estado fundamental se obtiene ocupando to-
dos los estados de particula independiente que tienen energias e = — cos(k) <
h (de modo que en este caso €y, = h; h < 1). Siguiendo el mismo razonamiento
que el dado por las Ecs.(3.27) obtenemos para la magnetizacién (M) la siguiente
relacién

P = Z(+(ME), para 0 (M) <1, o (ea)

donde enfatizamos la dependencia (M (h)) es decir, ya no estamos en la condi-
cién de medio llenado.

Cuando A > 1 no existen més estados disponibles ya que esto implicaria
cos(k) > 1; de modo que el nimero de fermiones, y por lo tanto la magne-
tizacién se mantiene constante en su méximo valor (M(h)) =1 y kg =7 a
pesar del crecimiento del campo. La curva de magnetizacién ({(M) en funcién de
h) exhibe entonces plateaux en estas regiones y el sistema ya no se comporta
como un lfquido de Luttinger. Esta fase se denomina ferromagnética. Nétese
que en este caso particular, al tener una solucién exacta (fermiones libres), po-
demos obtener precisamente el punto de la transicién (A =1,h =1) de la fase
sin gap (liquido de Luttinger) a la fase con gap (ferromagnetlca)

Ahora describiremos el caso XXZ (A # 0). En presencia de un campo
externo h, el modelo X X7, aln es soluble mediante el ansatz de Bethe, La
Fig. 3.1 muestra el diagrama de fases magnéticas para la cadena XX Z para
los dos pardmetros A y h del hamiltoniano microscépico (Ec.(3.35)). Existen
dos fases con gap, la ferromagnética a campos suficientemente intensos (banda{
superior izquierda en la Figura) y otra fase llamada antiferromagnética, para
A > 1, a campos pequefios (inferior derecha). Entre ambas est4 la fase sin gap
(l{quido de Luttinger) descripta mediante la Ec.(3.31). Los pardmetros K(A, h)
y v(A, k) en dicha ecuacién para A y h arbitrarios se obtienen numéricamente
resolviendo un conjunto de ecuaciones integro-diferenciales desarrolladas en el
marco del ansatz de Bethe. El procedimiento se describe en detalle en [66].

Para todo nuestro andlisis posterior es 1til contar con expresiones de las
variables de espin directamente en términos bosénicos. Las mismas estdn dadas
por

1Cousideramos h > 0 sin pérdida de generalidad.
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Linea IC-C: —
Ferromagnética h=1+A
(M)=1 K=1

Liquido de Luttinger

Cc=

e e e e 2N
B

K=1 (8) = 0
ll Antlferrpmag
1

-1 -0,5 0 0.5

Figura 3.1: Diagrama de fases magnéticas de la cadena X X Z. Se observan dos
fases con gap, la fase ferromagnética a campos suficientemente intensos (banda
superior izquierda) y la fase antiferromagnética, para A > 1, a campos pequefios
(inferior derecha). Entre ambas estd la fase sin gap (liquido de Luttmger) des”
cripta mediante la Ec.(3.31).

1.5 2 ! 2.

ot
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Sz = -—% Bt + a : cos(2kpz + 2v/7P) : 4-—(—@,
SE = (=1)%:eFVT (b cos(2kpa + 2/T) +c] (3.38)

en las que los sfimbolos :: denotan ordenamiento normal respecto del estado
fundamental con magnetizacién (M). El momento de Fermi kp est4 relacionado
con la magnetizacién de la cadena mediante la Ec.(3.37). A
En el caso particular |A] « 1, h = 0 las Ecs.(3.38) (kr = 7/2, (M) = 0)
pueden derivarse utilizando la transformacién de Jordan-Wigner (Ecs.(3.15)),
las identidades de bosonizacién (Ecs.(2.33)), la linealizacién alrededor de &kp
(Ec.(3.28)) y teniendo en cuenta las relaciones entre los ¢ y ¢ (Ecs.(2.42)). En
este caso se tiene K = 1 — 22, (Ec.(3.32)).

Para casos més generales ‘de A y h (dentro de la fase sin gap) las Ecs.(3. 38)
no son derivables a partir de las identidades de bosonizacién (Ecs.(2.33)). Sin
embargo la forma funcional de las Ecs.(3.38) debe ser la misma ya que describe
un lquido de Luttinger. Lias constantes no universales a,b y ¢ se deben calcular
numéricamente en general junto con el pardmetro de Luttinger K para A y h
dados [66]. Para |A| <1 y h=0, K se obtiene analiticamente (Ec.(3.33)) (ver
Apéndice). Para nuestros propésitos las constantes a,b y ¢ no son importantes,
ya que principalmente estudiaremos perturbaciones del l{quido de Luttinger de
la cadena XXZ desde el punto de vista de grupo de renormalizacién. Por lo
tanto necesitamos conocer las dimensiones de los operadores, que no dependen
de dichas constantes. ' :

Analicemos ahora la transicién de la fase gapless a la fase ferromagnética.

Debido al origen del cambio de fase esta transicién (en el caso general A # 0)
se dice que es del tipo inconmensurada-conmensurada (IC-C). Para el caso
A = 0 esta transicién se obtiene para el campo critico A = 1 como hemos
analizado previamente a partir de la solucién exacta (fermiones libres).
En el caso A # 0 el operador résponsable de abrir un gap proviene del término
del campo magnético (al menos para A > —1). Utilizando las férmulas de
bosonizacién de los operadores de espin (Ecs.(3.38)) sobre el mismo obtenemos
un término de la forma.

§Hic-c(Ah) x h/dxexp(Zikp$+2i\/77¢). ) (3.39)

Este operador se hace conmensurado (se elimina la parte oscilatoria en ) cuando
kp = m es decir (M) = 1. La dimensién de escala del operador es K y por lo
tanto es relevante para K < 2. Por supuesto de este anélisis no podemos predecir
la linea critica hrc—c(A), salvo el punto (A =0, hrc—c = 1). Se demuestra
[43, 44] que dicha transicién ocurre sobre la linea hrc_c = 1+ A. Ademés
que para (M) — 1 la magnetizacién se comporta como (M) ~ h? — h3,_, vy
sobre dicha lfnea de transicién el pardmetro de Luttinger toma el valor universal
K =1

La otra linea de transicién comienza en A =1y h =0, es decir en el punto
con simetrfa SU(2). El pardmetro de Luttinger toma el valor K = 1/2 en este
punto y entonces debe incluirse en el andlisis de la dindmica de bajas energias

el Gltimo término de la Ec.(3.30), dHgq, = ((w}}b r)?+ h.c.) que analizamos
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en la Seccién 3.6. Como allf hemos visto, en lenguaje bosénico este término es
de la forma cos(4/m¢), cuya dimensién es 4K. Este operador es marginal en
este punto y se hace relevante para K < 1/2 (A > 1) y es responsable del
gap en esta region. Nétese que en esta fase (M) = 0, es decir kp = 7/2 (de
ahf el nombre fase antiferromagnética). Esto puede entenderse por el hecho de
que esta perturbacién proviene del término en A que al ser tipo $*S* tendrd un
factor oscilatorio exp (4ikpz) (Ecs.(3.38)), y por lo tanto es conmensurado para
kp = /2. También recalquemos que el término del campo es inconmensurado
en esta regién. '

3.8. Curva de magnetizacién de la cadena X X7

En presencia de un campo & el valor medio de vacio de la magnetizacién
(M) se define como

(E)gs

(M) = —%-

(3.40)

siendo (E)gs el valor medio de la energia en el estado fundamental. En las
regiones de gap (E)gs no cambia con h y esto se manifiesta con un plateaux
(meseta) en la curva de magnetizacién ({(M) en funcién de k). Siguiendo una
linea vertical en el diagrama de fases 3.1 (h creciente) para algiin A > 1, por
ejemplo la linea a rayas, resulta clara la relacién entre los gaps y los plateaux en
la curva de magnetizacion. En la Fig. 3.2 se observa una curva de magnetizacion
representativa de dicha regién. En la misma se exhiben dos plateaux a (M) =0

(M)

14

h

Figura 3.2: Plateaux a magnetizacién nula, correspondiente al gap antiferro:
magnético, y a magnetizacién de saturacién, correspondiente al gap ferro-
magnético del diagrama de fases de la Fig. 3.1 '

y 1 debido a las fases con gap antiferro y ferromagnética, respectivamente. En
el medio la curva exhibe un crecimiento continuo con el campo, que refleja la
ausencia de gap de la fase de liquido de Luttinger. El anélisis de la estructura
de plateuax en este tipo de curvas debido a distintas perturbaciones sobre el
modelo de liquido de Luttinger de la cadena X XZ forma gran parte de los
aportes originales de esta tesis, como veremos en los préximos Capitulos.
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bosonizacién es Util en este caso es porque esta fase no local que apareceria
en términos de fermiones de Jordan-Wigner en G+~ (z,t) se transforma en un
término muy sencillo. Aplicando directamente las identidades de bosonizacién
de los operadores de espfn (Ecs.(3.38)) en este caso particular obtenemos

1
2ra
[eikpw~i\/f?[¢(m)—¢(0)] + e~ikm+iﬁ[¢(m)—¢(0}1] x

4o — _1\% —ikpx 20 /TPrlz,t) ikpx  —2i /T (a,t)
GV (=, 1) (-1) le e + % I x

[e_ziﬁd’ﬂ(oto) + ezi\/-ﬁ¢L (0)0)]’ (3'47)

donde ¢ = ¢g + ¢r. Luego, utilizando la identidad eAtB = eAeBe~4,Bl/2
para escribir cada uno de los 8 términos de la Ec. (3.47) como productos de
factores exponenciales, y aplicando entonces las Ecs.(2.59) y (2.60) (haciendo
K = 1) para calcular funciones de correlacién genéricas obtenemos que 4 de
dichos términos se anulan, mientras que la suma de los restantes da

"“'1—)'172{ _{(4)@ +d (51-5 + 51—2—)] , (3.48)

Gt (z,t,) ~
( ) (zrzL R L

donde el factor d no puede ser calculado por ambigliedades en el ordenamiento
normal, Sélo se pueden obtener los exponentes.

Entonces, incluso para la teorfa no interactiva (0 modelo XY) la bosonizacién
es de gran utilidad para calcular funciones de correlacién. Las dos funciones de
correlacién evaluadas son las tinicas no nulas en el modelo. Las otras correlacio-
nes, tales como G** o G** son cero debido a la simetria U(1) en el modelo de
espines o por conservacién de la carga en el modelo fermiduico.

Finalmente para calcular las funciones de correlacion para el caso general de
la cadena XXZ para A y h arbitrarios (en la fase sin gap) utilizaremos las
Ecs.(3.38). El procedimiento es equivalente al caso anterior, aunque algebraica-
mente més tedioso. Se obtiene el resultado (a tiempos iguales)

(M)? K 1 a? cos (2kp(Az))
S N I AE T 7 |AePR
B cos((2kr —m)(AZ)) | vaey S
2 |Az|PKtek = | A2k’ (349

G**(xy,12) =~

G+—($1, 372) I

donde Az = z, — x9. Observamos que se obtienen dos contribuciones, una no
oscilatoria y otra oscilatoria. Para A > 0 (la regién antiferromagnética), K < 1
y entonces vemos que en la correlacién G*¥(zy, z3) la contribucién oscilatoria es
dominante, sefialando la tendencia esperada, hacia un ordenamiento antiferro-
magnético. Para A < 0 (la regién ferromagnética) K > 1 y es el término no
oscilatorio, en cambio, el que domina a largas distancias, como es de prever en
esta regidn. Sin embargo, en una dimensién no hay un verdadero ordenamiento,
el sistema es critico ya que las correlaciones decaen lentamente con una ley de
potencia en funcién del parametro de Luttinger K que es no-universal y depende
de los detalles microscdpicos, es decir de la anisotropia A, y del campo magnético
h. Esta dependencia se calcula numéricamente, como hemos mencionado.
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Finalmente en las fases masivas aparecen longitudes de correlacién £ finitas.
Por ejemplo, cuando se alcanza el punto isotrépico (A = 1) Puede imostrarse
[45, 46] que las correlaciones entre espines decaen exponencialmente a grandes
distancias.



Capitulo 4

Cadenas de espin
cuasiperiodicas

4.1. Introduccién

Los cuasicristales son materiales que poseen una estructura que no es periédi-
ca ni tampoco aleatoria, sino que exhiben modulaciones espaciales con uno o
mas perfodos irracionales. Los primeros materiales con estructura cuasiperiédi-
ca fueron descubiertos en 1984 [47}, provocando una revolucién en el campo de
la cristalografia. Estos materiales poseen muchas propiedades interesantes. Un
ejemplo de esto es su inusual incremento de la conductividad con el aumento de
la temperatura o el desorden. Debido a su particular estructura, se han utilizado
para modelar cadenas de ADN. :

En este trabajo nos concentraremos en el estudio de las propiedades de ma-
teriales magnéticos que exhiben una estructura cuasiperiédica unidimensional,
sin concentrarnos en ningin material en particular, ni en los mecanismos que
dan lugar a la cuasiperiodicidad. Para esto, remitimos al lector a la bibliografia
[48]. Una variedad de métodos tedricos, que van desde anélisis de grupo de re-
normalizacién (RG) [49] hasta soluciones exactas de cadenas cuasiperiédicas de
espines clasicos (Ising) y XY [50][51] han revelado una compleja estructura de
ordenamientos magnéticos asociados con la cuasiperiodicidad de estos sistemas.
El mecanismo de intercambio de espin no metalico implicito en estos estudios ha
sido evidenciado en los cuasicristales de tierras raras (RE) ZnMg-RE reciente-
mente sintetizados (ver por ejemplo [52]) cuyos elementos RE poseen momentos
magnéticos 4f bien localizados. '

4.2. Hamiltoniano cuasiperiédico efectivo

Motivados por estas investigaciones, en este Capitulo consideraremos ca-
denas XX Z de espin 1/2 cuasiperidédicas en un campo magnético en las que
analizaremos las condiciones para la aparicidn de plateaux en las curvas de
magnetizacién [30]. Este tema ha recibido una atencién sistemdtica en estos
dltimos afios tanto desde un punto de vista tedrico como experimental (ver por

oj. [53]).

48
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En este trabajo estamos especificamente interesados en el estudio del sistema
antiferromagnético descripto por el siguiente hamilioniano

Hyp = J) (1+€)(S585,1+ SUSY, +ASZSZ,,) ~ 1Y 82, (4.1)
vl

n

donde §%, 8%, 8% denotan los operadores de espin 1/2 que aparecen en el hamil-
toniano X X Z esténdar (e, = 0) en un campo magnético externo h aplicado
en la direccién de la anisotropfa (|A| < 1). La modulacién en los acoplamientos
es introducida a través de los pardmetros ¢, definidos como

€ = Z 0y cos(2mw,n), (4.2)
v

en la cual la cuasiperiodicidad proviene de tomar un conjunto de frecuencias
irracionales w, con amplitudes §,,.

El interés de las Ecs.(4.1) y (4.2) proviene de las aplicaciones de los hamilto-
nianos 1D en la descripcién de heteroestructuras cuasiperiédicas crecidas arti-
ficialmente [54}, cristales de puntos cudnticos (quantum dots) [55] y multicapas
magnéticas [56]. Recientemente se han investigado estructuras cuasiperiédicas
involucrando tanto los acoplamientos [57] como el campo magnético [58]{59][60].
En las mismas se ha utilizando bosonizacién abeliana junto con grupo de renor-
malizacién (RG) y técnicas numéricas. En este trabajo nos concentraremos en
el efecto combinado de una modulacién de intercambio cuasiperiédico bajo la
accién de un campo magnético externo uniforme h.

De particular importancia son las frecuencias racionales de la Ec.(4.2), no
s6lo como una forma de aproximacién al limite cuasiperiddico, sino porque tam-
bién permiten la verificacién numérica de situaciones novedosas (para un trabajo
relacionado ver Refs.[61][62]). Como veremos, a pesar de que los plateaux de va-
lores racionales predichos en el caso presente se incluyen dentro de la clasificacién
provista por teorema generalizado de Lieb-Schultz-Mattis [63], el tratamiento
mediante bosonizacién del hamiltoniano dado por la Ec.(4.1) da un escenario
alternativo, no provisto por estudios previos [64][65][66]. Esto se ve reflejado en
la aparicién de plateaux de magnetizacién asociados con cada una de las fre-
cuencias presentes en la Ec.(4.1). Para acentuar el interés potencial de nuestros
resultados, mostramos cémo un modelo simple de dos frecuencias exhibe una
curva de magnetizacién con dos plateaux amplios a 1/4 y 3/4 del valor de satu-
racién, una situacién que es altamente reminiscente de los plateaux observados
en las curvas experimentales de magnetizacion del compuesto NH4CuClj [68].
[69].

Siguiendo el procedimiento estdndar de bosonizacién (ver Capitulos ante-
riores), el l{imite continuo del hamiltoniano X XZ en presencia de un campo
magnético externo h estd dado por el hamiltoniano de Tomonaga-Luttinger
(Ec.(2.41))

H = -12- / dw (mr{(ame)2 + »;’;(amz), (4.3)

donde 8,0 = Il. Los campos ¢ y su dual € estdn dados por la suma y la
diferencia de los campos ¢1, y ¢r, respectivamente (Ec.(2.30)). La constante
K = K(A, (M)) se obtiene a partir de la solucién mediante bosonizacién en
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el caso K(A « 1, 0). Para casos més generales dentro de la fase de liquido de
Luttinger se utiliza el ansatz de Bethe aplicado a la cadena XX Z combinado
con resultados de campos conformes sobre sistemas de tamafio finito como se ha
mencionado en el Capftulo anterior y se muestra en el Apéndice. En particular
para el caso con simetrfa SU(2), K(1,0) = 1/2 y parael caso XX, K(0,0) = 1.
En términos de los campos ¢ y su dual 8, los operadores de espin estdn dados
por las Ecs.(3.38), que reproducimos aquf por comodidad

. _ 1 . )
8% = m6m¢+a.cos(2kpm+2ﬁ¢).+ 5
SF = (=1)%: eV (b cos(2kpa +2V/7Td) +¢] : . (44)

En las mismas, recordemos que los simbolos :: denotan ordenamiento normal
respecto del estado fundamental con magnetizaciéon (M). Ademads, el momento
de Fermi kp estd relacionado con la magnetizacion de la cadena mediante kp =
(14 {M))% (Ec.(3.37)). Tanto la anisotropia XX Z como el campo magnético
externo modifican las dimensiones de escala de los campos fisicos a través de K
y las propiedades de conmensurabilidad de los operadores de espin como puede
verse de las Ecs.(4.4). Las constantes no universales a, by ¢ pueden ser evaluadas
numéricamente. Todo esto ha sido analizado en detalle en €l Capitulo anterior.

4.3. Caso de una frecuencia racional

Por simplicidad, primero consideremos el efecto de una sola frecuencia, es
decir, la Ec.(4.2) posee un solo término de la forma €, = & cos(2rwn). Utili-
zando las Ecs.(4.4) y seleccionando sélo los términos relevantes de la parte de
interaccién en H, = H® + Hi"* (Ec.(4.1)) se obtiene

H™ = Z cos(2nw) [ A1(020)2 + Ao(0:8)? + A3 cos(2kpa + 2v/7)

x

Ay sin(2kpe + 2v7)), : (4.5)

donde A\; x 6,1 =1,..,4. v

Como en anélisis previos [63] [65] [66] puede obtenerse una condicién nece-
saria para la aparicién de un plateau analizando la conmensurabilidad de los
operadores relevantes. En este caso necesitamos considerar solamente los ope-
radores exp +(2i/7¢) de dimensién de escala d = K (ver Ec.(2.62)). De este
modo, las perturbaciones Az 4 en la Ec.(4.5) no son eliminadas como oscilacio-
nes réapidas cuando las oscilaciones provenientes del término en w y en el kp se
anulan entre s{ (conmensuran), es decir

2kp £ 2w = 2nm, n€Z. (4.6)
Como kp =7 /2(1 + (M)) (Ec.(3.37)) obtenemos que se debe satisfacer
(M) = £(w~1), w<l, @)

para que esté presente un plateau. Cuando se cumple esta condicién se abre un
gap de espin en el espectro de excitaciones ya que el operador en cuestién es
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relevante al menos para 0 < A < 1. En la regién —1 < A < 0 aparece una
curva critica que puede ser determinada mediante el ansatz de Bethe [65] [66].
Adicionalmente, aplicando la Ec.(2.66) vemos que la amplitud del plateau Ahy,
escalea como

Ahyp = §/C-K), ; (4.8)

Nétese que las‘perturbacm.nes A1,2 Do juegan ningtin rol aqui ya que son incon-
mensuradas cuando se satisface la Ec.(4.7).

4.3.1. Verificacién Numérica

Antes de presentar nuestros resultados comentaremos brevemente las técni-
cas numéricas empleadas en este Capitulo y los subsiguientes. La diagonalizacién
numérica en el caso XX, (A = 0) se lleva a cabo reescribiendo el hamiltoniano
dado por la Ec.(4.1) en términos de fermiones sin espin a través de la transfor-
macién de Jordan-Wigner (Ecs.(3.15) y (3.16))

H(A=0) = JZ (1+ en) (WPt + ¥ 419n)

-+ (w:z«/)n - %) . (49)

Es decir, H,(A = 0) es una forma cuadrética que en la base {1y, %]} estd re-
presentada por una matriz tridiagonal de dimensién N (ndmero de sitios) *. La

misma puede llevarse a una base {4y, 1/),1} en la que sea diagonal. De modo que

(M(A =0)

il

=D
Wl 3) = = Sl —g).  (410)
n k

i

La curva de magnetizacién se construye de la siguiente manera. Para una mag-
netizacién dada (M), es decir ocupando los primeros (N + (M))/2 niveles de
energfa, se busca el campo h que lleva el sistema de (M) a (M) -2, esto es
= (Em+2 — Enm)/2. Despues se grafica (M(h)) en vez de h({M)).
Existen algoritmos estdndar [67] que permiten diagonalizar este tipo de matri-
ces. En el caso XX las matrices son hermiticas de N x N y précticamente
tridiagonales (salvo los elementos (1, N) y (IV,1) para condiciones periédicas).
Los algoritmos utilizados para diagonalizar una matriz hermitica H de NxN
combinan el Método de potencias y el Método de Jacobi.
La idea bésica del primero es la siguiente. Se parte de un vector arbitrario
v € RV el cual puede expandirse en la base (ortogonal) {uy,...ux} de H. Se
muestra facilmente que para ! — oo el vector H'v es colineal con el autovector
uys de autovalor més alto Aps (suponiendo que el coeficiente cps de la expan-
sién de v en la base {u;} es no nulo).

18i se consideran condiciones de contorno periédicas, ademds son distintos de cero los
elementos de matriz (1, N) y (N,1)
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El método de Jacobi se aplica sélo a matrices simétricas y consiste en reali-
zar una serie de rotaciones elementales sobre H de tal forma de ir haciendo
nulos sucesivamente los elementos fuera de la diagonal. Puede elegirse una ma-
triz de rotacidén tal que en cada rotacién se anulan sélo un par de elementos
(,7); (4,%)% # j. Por supuesto al anular este par los mismos pueden volver a
ser no nulos cuando se anulan otros pares, pero se demuestra que conforme se
van haciendo las rotaciones los elementos no diagonales van siendo cada vez
menores. En la préctica el método de Jacobi no es til para N grande debido a
su lenta velocidad de convergencia,

En la Fig. 4.1 se muestra el diagrama de fases magnéticas a través de un

h/J
1.5

0.5

Figura 4.1: Campos criticos (lineas en negrita) de la cadena XX con w = 13/21
y 10° espines. Para ¢ = 0,9 estos campos conforman la curva de magnetizacién
estandar que se muestra en la Figura insertada. Las regiones con rayas verticales
denotan zonas de excitaciones de espfn no masivas donde la magnetizacién se
incrementa continuamente con h (fase de liquido de Luttinger). Las regiones
sin rayas verticales en orden ascendente representan plateaux que aparecen a
(M) =1/21, 5/21 (regi6n central predicha por la Ec.(4.7)),9/21, 11/21 y 15/21
antes de saturacién (zona superior de la Figura).

amplio rango de acoplamientos, obtenido mediante la diagonalizacién exacta
de cadenas XX usando los métodos anteriores. El tamaio de la cadena es de
(N = 10°) espines y se ha fijado w = 13/21 ?. Puede observarse que la condi-
cién dada por la Ec.(4.7) es aplicable en un rango mds amplio que el régimen de

?Este valor no es arbitrario; lo hemos considerado como anticipo de nuestro estudio de
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acoplamiento débil, Adema4s, es de resaltar que para frecuencias w racionales y
& — d¢, para algin valor apropiado de §, que depende de w, la cadena se divide
en una coleccién periédica de segmentos finitos, que dan naturalmente plateaux
adicionales a valores racionales.
En el caso particular que estamos analizando (w = 13/21) la celda unidad
estd compuesta de 21 espines y a primera vista podria esperarse que los pla-
teaux aparecieran para valores de M = (2n+ 1)/21, n = 0, .., 10. Como puede
observarse en la misma Fig. 4.1, éste no es el caso. Esto es debido a la estructura
no trivial de la celda unidad, lo cual hace que sélo algunos de estos valores sean,
de hecho, observados. Remarcablemente, el plateau predicho por la Ec.(4.7) per-
manece siendo el més prominente.
Estas observaciones fueron corroboradas también en la cadena X X Z. Sin embar-
go, para A £ 0, como se sabe, se tienen interacciones entre cuatro fermiones de
Jordan-Wigner y la matriz ya no tiene una estructura bésicamente tridiagonal.
El problema debe tratarse en la base de espines original {|S7)®|53)®...®|S%)},
cuya dimensién es 2V. Por lo tanto es imposible en la préctica utilizar los al-
goritmos anteriores. Existe, sin embargo un algoritmo estdndar para calcular
el estado fundamental, denominado Método de Lanczos. No analizaremos
aqui en detalle dicho método, el cual puede encontrarse en la literatura ([13])
S6lo esbozaremos la idea general.
Sea v1 un vector unitario con proyeccién no nula sobre cualquiera de los espacms
propios de la matriz a diagonalizar H (simétrica o hermitica). Es posible obtener
recursivamente a partir de v; un conjunto ortogonal de vectores {vy,...,van}
mediante operaciones matriciales que involucran productos Hv,,. Posteriormen-
te se arma una matriz ortogonal Von cuyas columnas son los vectores v;. El
algoritmo que genera los vectores ortogonales v; es tal que la transformacién
de similaridad V;}lH Von = Ty~ hace Tow tridiagonal.
El éxito del método de Lanczos se debe al siguiente hecho semiempirico conocido
como fenémeno Lanczos. Supongamos que se aplica el algoritmo de ortogo-
nalizacién para obtener {vy,...,vp};m < 2N 'y con ésta la matriz tridiagonal
Tm. El fenémeno de Lanczos expresa que si m es ”suficientemente grande”, cada
autovalor distinto de H con un autovector que tiene proyeccién no despreciable
sobre el vector de partida vy, es un autovalor de T,,. Obviamente m "suficien-
temente grande” puede implicar m = 2" y en dicho caso no se gana nada. Pero
ocurre que en muchos ejemplos de interés practico, el fendmeno de Lanczos se
observa con m < 2% y en estos casos es donde el método resulta muy adecuado.
En particular en nuestro caso, dado el tamafio de lag matrices involucradas,
el calculo efectivo puede llevarse a cabo hasta cadenas de unas pocas decenas
sitios. Se consideraron cadenas de N hasta 24 sitios (el espacio es de dimensidn
224). Los contornos de magnetizacién obtenidos son mostrados en la Fig. 4.2,
tomando w = 13/21 para N = 8,16 y 24. Como es de esperar las excitaciones no
masivas X X Z alrédedor de (M) = 1/4 presentan efectos de tamafio finito, que
son méas notorios en las regiones de acoplamiento débil. A medida que § decrece
dichos efectos son més notables, dando estos resultados un soporte mayor al
esquema de bosonizacién.
Debe advertirse sobre la importancia de las condlcxones de contorno periddicas
en el testeo de la aproximacién analitica a través de la diagonalizacién exacta

la cadena de Fibonacci, que es el prototipo de cadena cuasiperiédica que analizaremos en la
Seccién 4.5. Allf veremos que el valor w = 13/21 es una aproximacién racional a una de las
frecuencias principales (irracionales) de la cadena de Fibonacci.
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Figura 4.2: Contornos de magnetizacién de la cadena X XZ isotrépica (A = 1)
para w = 5/8. Las lineas sélida, de rayas, y de puntos denotan los campos criticos
para N = 24, 16 y 8, respectivamente. La regién en blanco central corresponde
al plateau con (M) = 1/4 predicho por la Ec.(4.7). La Figura insertada muestra
una curva de magnetizacién tipica en el caso particular § = 0,5. : .
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de cadenas finitas. Ya al nivel de una simple cadena dimerizada (w = 1/2), las
condiciones de contorno periddicas son cruciales. De hecho, el anélisis numérico
de esta situacién utilizando condiciones de contorno abiertas muestra que el
plateau (M) = 0 esperado en el limite de N grande realmente emerge a (M) =
2/N. La Fig. 4.3 ilustra esta observacién para N = 24,20 y 16 y deberfa

0.8
0.6
0.4
0.2

Figura 4.3: Curvas de magnetizacién de una cadena de Heisenberg dimerizada
(w=1/2) y § = 0,4. Utilizando condiciones de contorno abiertas, se obtiene
el plateau mostrado en (M) = 2/N. Las lineas sélidas, de rayas y de puntos
denotan los resultados conseguides para N = 24,20 y 16, respectivamente.

enfatizar el rol esencial de las condiciones de contorno periddicas en todos los
chequeos numéricos subsiguientes.

4.4. Caso de varias frecuencias racionales

Por construccién, el método de bosonizacién puede ser extendido directa-
mente al caso en que hay més de una frecuencia en €,. De este modo, cada vez
que es satisfecha la condicién dada por la Ec.(4.7) para cada frecuencia, aparece
un plateau. Esta extensién es simple de entender, ya que cada operador (corres-
pondiente a una dada frecuencia) es conmensurado separadamente y por lo tanto
las diferentes perturbaciones pueden ser tratadas en forma independiente. Por
supuesto la situacién es diferente en el caso de un espectro multifrecuencia auto-
similar (tal como en el caso de la secuencia de Fibonacci que discutiremos més
adelante) en el-cual debe hacerse un andlisis més cuidadoso [57].

Para chequear estas predicciones se han analizado las cadenas XX y XXZ
utilizando acoplamientos con doble frecuencia. En la Fig.4.4 se muestran las
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Figura 4.4: Curva de magnetizacién de la cadena XXZ isotrépica (A = 1)
con dos frecuencias w; = 5/8 y wy = 7/8 de amplitudes respectivas &; = 0,2
y 65 = 0,3. Las lineas sélida y de rayas denotan las curvas de magnetizacién
para L = 24 y 16, respectivamente. La Figura insertada muestra la curva de
magnetizacién de cadena XX correspondiente con 10° espines.
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curvas de magnetizacién obtenidas para wy = 5/8 y wy = 7/8 con amplitudes
41 = 0,2 y §y = 0,3, respectivamente. La aparicién de dos amplios plateaux
para valores de (M) = 1/4 y 3/4 no sélo confirman la validez de nuestra
prediccién de la bosonizacién extendida al caso multifrecuencia, sino también.da
un indicio de una explicacién alternativa de los plateaux observados a estos dos
valores de magnetizacién en el NH4CuCl;, un compuesto cuasiunidimensional
de espin § = 1/2 que es atractivo desde el punto tedrico y experimental ya
que su comportamiento magnético permanece atn inexplicado {69] [70] [71].
Por supuesto, una descripcién maés realista de este material debe comenzar por
un anélisis de la estructura microscdpica observada mediante espectroscopia de
rayos X, la cual se ajusta més a una estructura de escalera en zigzag de dos
patas. En este sentido, un estudio completo deberia incluir el acoplamiento de
los espines con la red (fonones), lo cual podria dar lugar a modulaciones en los
acoplamientos con frecuencias como las estudiadas aqui.

4.5. Cadena de Fibonacci

En el estudio de frecuencias irracionales u otras modulaciones cuasiperiédi-
cas es interesante chequear el anilisis anterior con la denominada cadena de
Fibonacci. Analizaremos el caso general de una cadena de Fibonacci XX Z (un
modelo relacionado ha sido estudiado en la Ref. [72]) y compararemos nuestros
resultados con la curva de magnetizacién de la cadena de Fibonacci X X, la cual
es bien conocida [51), [73] . Previamente definiremos la cadena de Fibonacci, y
analizaremos algunas de sus propiedades.

4.5.1. Definicién y Propiedades de la Cadena de Fibonacci

Recordemos primero la Sucesién de Fibonacci F(I). La misma se define im-
plicitamente a través de : ‘ :

FO) = 0
F(1) = 1;
Fl) = FOI-1)+F(1-2); 1>2 (a1

utilizando esta definicién es trivial mostrar que

i FO __HmF(l—l)_1+\/5
TELDRFI-1) meFl-2) 2

(4.12)

El valor de v (conocido como Ntimero de Oro) aparece a menudo en las expre-
siones que involucran a la Cadena y la Sucesién de Fibonacci.

La Cadena de Fibonacci puede construirse de la siguiente manera. Escriba-
mos en filas los términos de la Sucesién de Fibonacci sin levar a cabo las sumas
en el orden F(l) = F(l —1) + F(Il — 2) fijando la atencién en la secuencia de 0's
y1's
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0

1

140

14041

140+14140

140+ 1+14+0+140+1 ;
1404+ 14+14+04+140+14+14+04+1+1+0, (4.13)

donde hemos mostrado los aproximantes de la cadena de Fibonacci hasta
! = 6. La longitud del aproximante ! es F'(l). La Cadena de Fibonacci se obtiene
en el limite | — 0o, En este arreglo los 0's y 1's determinan los acoplamientos
entre espines (estos dltimos denotados con el +). Indicaremos el aproximante
I de la cadena de Fibonacci con la notacién W(j);, siendo j el {ndice de sitio.
Por ejemplo el segundo elemento en el dltimo aproximante en la Figura anterior
es un 0, en esta notacién es W(j = 2);=¢ = 0. La cadena de Fibonacci que
denotamos como W (j) posee entonces dos tipos de acoplamientos, los del tipo
1 y los del tipo 0. Los 1’s vienen sélos o de a pares y los 0's siempre sélos.

Ofra forma de generar la cadena de Fibonacci es observando que en el arreglo
anterior (4.13) a cada 0 en el aproximante F(I) (es decir la fila I) le corresponde
un 1 en F(1+1) (la fila debajo de !) y a cada 1 en F(I) le corresponde un 1+0
en F(l + 1). De aqui puede verse facilmente que

NI = F(-1),
NO, = F(-2), (4.14)

siendo N1; y NO; el ntimero de 1's y de ('3, respectivamente en el aproximante
l. Todo esto puede verificarse observando la construccién anterior. A partir de
las relaciones dadas por las Ecs(4.14) se obtienen directamente los cocientes
(omitimos el subindice ! para la cadena infinita) '

Nt N1 1
No -7V N T Y
N1l 1 NO 1 ”
_ 1 NO_ 1 415
Vo vt Ny = o (4.15)

donde Ny = N1+ NO (el nimero total) y N11 es el nimero de pares 1+ 1.
Pueden obtenerse distintas formulas explicitas para la cadena de Fibonacci
W (j) una de las cuales estd dada por

WG =(G+27 -G+ -1 520 (4.16)

donde |z] denota la parte entera de z.

Analicemos ahora el espectro de la cadena de Fibonacci a través de sus apro-
ximantes. La transformada de Fourier W (q); del aproximante W (5); est4 dada
por la forma usual

2mw =
W(g= )= ﬁzj W (i) e (4.17)
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siendo N = F(l) y m entero € [1, F(I) — 1]. Ademds para W (j), empleamos la
Ec.(4.16), valida para todo I. Aunque existe una expresién cerrada para esta su-
ma [57], la misma no posee un limite continuo para ! — co. En la Fig. 4.5, panel
superior se muestra el aproximante W(q);=15 (610) sitios, mientras que en el
panel inferior se muestra un detalle de la parte central del panel superior. Como
puede observarse, el aspecto mds notable es la estructura autosimilar del espec-
tro. Ademds para diferentes aproximantes se manifiesta una gran estabilidad
de las dos frecuencias principales. Evaluando estos dos modos principales para
distintos aproximantes observamos que se trata de aproximaciones racionales de

wy = -’1;, weg=1-— %, (4.18)

teniendo por supuesto ambas la misma amplitud. La robustez de estos modos al
incrementar el nimero de sitios-es lo que permitird describir adecuadamente la
cadena de Fibonacci con sdlo este par de frecuencias irracionales, como veremos
més adelante. :

4.5.2. Régimen de acoplainiento fuerte - Decimacién

Antes de tratar la cadena de Fibonacci mediante bosonizacién en el régimen
perturbativo analizaremos el régimen de acoplamiento fuerte de este sistema en
el contexto de un procedimiento de decimacién (ver por €j. Ref. [27] [74] [75]
[76]).

La idea basica es la siguiente. Consideremos un régimen de acoplamientos en el
que la cadena se pueda desacoplar en pequefios agrupamientos aislados (clus-
ters). Entonces perturbativamente, a orden cero en los acoplamientos entre clus-
ters, la curva de magnetizacion estd determinada por el comportamiento de los
clusters en el campo magnético. Por supuesto en el caso de tener clusters de po-
cos espines esto resulta muy sencillo de analizar. Obviamente se puede mejorar
la aproximacién yendo a érdenes superiores.

Sin embargo, para la cadena de Fibonacci (en el régimen de acoplamiento fuer-
te que definiremos a continuacién) veremos que para reproducir la estructura
principal de plateaux sélo es necesario considerar un par de espines acoplados
(dimeros) o a lo sumo clusters de tres espines (trfmeros) a orden cero.
Consideraremos una forma mds general de los dos tipos de acoplamientos en la
cadena de Fibonacci reemplazando

1o Ja=1+468), 0—Jg=(1-4). (4.19)

Para evaluar la magnetizacién de los plateaux mas amplios, hay dos casos dife-
rentes a analizar, de acuerdo a que § o~ —1 es decir, Jp > J4, y la situacién
opuesta para § =~ 1. Nos referiremos a ambos casos como régimen de acopla-
miento fuerte.

Comenzando desde saturacién, en el primer caso el campo magnético es
disminuido hasta que alcanza el valor h, =~ Jg en el cual los acoplamientos
tipo-B experimentan una transicién desde el estado de méxima polarizacién
hacia el estado singlete (de acuerdo al comportamiento trivial de un par de
espines en un campo magnético). La magnetizacion en este plateau es obtenida,
entonces, decimando (eliminando) los acoplamientos B. Con esto se obtiene
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Figura 4.5: Espectro de la cadena de Fibonaccl. En el panel superior se muestra-
el aproximante W(q);=15 (610) sitios. En el panel inferior se muestra un detalle
de la parte central del panel superior. Obsérvese la estructura autosimilar del
espectro :
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2Np
M) = 1——22B
(M) Nt Na
2
- 1_$
~ 0,236068, (4.20)

donde N4 g denota el nimero de acoplamientos de tipo A y B, respectivamente
y hemos utilizado las Ecs.(4.15).

En el segundo caso, J4 > Jg hay que distinguir dos celdas unidad (clustexs)
diferentes, ya que los acoplamientos tipo-A pueden aparecer tanto de a pares
(formando trimeros) como aislados (formando dimeros), como puede verse en el
esquema (4.13). Puede mostrarse facilmente que al descender el campo magnéti-
co desde saturacién los primeros espines en ser decimados corresponden a los que
forman trimeros {en el diagrama de energfa de un trfmero J4 —J4 en un campo
magnético la transicién desde saturacién se produce para h,—44 = (3/2)J4).
De este modo, obtenemos dos plateaux, el méas cercano a saturacién

2
M = ] e
< 2> ,73 i :
o~ 0,527864, (4.21)

tras decimar los trimeros y otro, como en el caso § ~ 1 en (M) (Ec. (4.20)),
tras decimar los dimeros remanentes. Ya que el procedimiento de decimacién es
aplicable a cadenas X X Z genéricas [27] [74] [75] [76], concluimos que la apari-
cién de estos plateaux en el régimen de acoplamiento fuerte es un rasgo genéri-

co, al menos para el caso de un pardmetro de anisotropia antiferromagnético
0<A<L

4.5.83. Anilisis de la cadena de Fibonacci - Bosonizacién

En el régimen intermedio 0 < § < 1 la curva de magnetizacién tiene una
estructura mucho mas rica. La misma puede ser comprendida mediante nuestro
analisis de bosonizacién en el caso multifrecuencia. La estructura autosimilar
de frecuencias resultante de la transformacién de Fourier de la cadena de Fibo-
nacci [57] junto con la condicién de cuantizacién obtenida (Ec.(4.7)), permiten
reconstruir la estructura completa de gaps de espin de la cadena de Fibonacci,
al menos para |§] < 1 y siempre que el operador responsable del plateau sea.
relevante.

Resulta que pueden obtenerse los aspectos més prominentes de la estructura
de plateaux de la cadena de Fibonacci, tomando sélo las frecuencias principales
del espectro, incluso més alld del régimen de acoplamiento débil. Al aplicar la
condicién dada por la Ec.(4.7) a las dos frecuencias principales del espectro de
Fibonacci, las cuales hemos visto que son wy = 1/y y wy =1 —1/7 se obtienen
precisamente los plateaux (M;) y (M) (Ecs.(4.20) y (4.21), respectivamente)
obtenidos por decimacién en el régimen de acoplamiento fuerte. Estos resulta-
dos se muestran en la Fig.4.6 donde se exhiben tanto las aproximaciones de la
frecuencia principal w; como de las dos frecuencias principales wy y wy. Més
ahn, las amplitudes de los gaps de Fibonacci exhiben un acuerdo remarcable
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con el exponente de escaleo 1/(2 — K) referido anteriormente (Ec.(4.8)). Esto
puede observarse en el grafico insertado en la Fig.4.6 sobre mas de tres érdenes
de magnitud en 6. A su vez, esto sustenta la observacién que todas las ampli-
tudes de los gaps de la cadena XX Fibonacci escalean simultdneamente con §,
ya que para A = 0 los valores de parametro de Luttinger K incluidos en los
exponentes son independientes de la magnetizacion (K = 1),

1 , .
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Figura 4.6: Curva de magnetizacién de la cadena de Fibonacci para § = 0,5 y
F(25) = 75025 XX espines (linea en negrita). F'(25) es el nimero de Fibonacci
25 (ver texto). Las lineas de puntos y sélidas denotan, respectivamente, las
aproximaciones de una y de dos frecuencias a los plateaux (M;) y (My) referidos
en el texto. Las pendientes comparadas en la Figura insertada muestran la
amplitud de (Ms) y (Mi), en orden creciente. Las lineas en negrita representan
los gaps en la cadena de Fibonacci mientras que las lineas sélidas denotan las
amplitudes de las aproximaciones de doble frecuencia.

Finalmente, sefialamos que en el caso de la cadena de Fibonacci (cuyo es-
pectro estd formado por frecuencias irracionales), resolviendo las ecuaciones de
R-G a un loop [57] [58][59](60] ha sido mostrado que para 0 < A < 1 y magne-
tizacién arbitraria, los operadores responsables de abrir el gap a cada una de las’
frecuencias de Fibonacci son relevantes. Por lo tanto la curva de magnetizacién
en el caso X XZ con anisotropfa antiferromagnética es de la misma forma que
la del caso X X (ver Fig.4.6), aunque con diferentes amplitudes en los plateaux.

4.6. Conclusiones

Se ha estudiado el efecto combinado de acoplamientos cuasiperiédicos y cam-
pos magnéticos uniformes en cadenas de espin antiferromagnéticas usando tanto
la técnica de bosonizacién como métodos numéricos y decimacién. La bosoniza-
cién fue testeada y complementada por estos métodos numéricos en una varie-
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dad de situaciones no perturbativas. Nuestros cdlculos sugieren la posibilidad
de observar plateaux de magnetizacién suficientemente estables (Ec.(4.7)) sobre
arreglos de puntos cuénticos (quantum dots) desarrollados artificialinente [55]
de acuerdo a una distribucién espacial (controlada) de sus integrales de inter-
cambio. Es de esperar que este trabajo genere una motivacién para subsiguientes
desarrollos experimentales en estas tecnologias de materiales.



Capitulo 5

Cadenas de espin
cuasiperiodicas
desordenadas

5.1. Introduccién

El estudio de las propiedades de sistemas cuasiperiédicos unidimensionales
ha recibido atencién en los tltimos afios. Se han elucidadado muchas propieda-
des interesantes que caracterizan a los sistemas cuasiperiédicos en contraste con
los sistemas periédicos y desordenados. En particular, en las Refs. [57],[77] se
ha estudiado un sistema de fermiones sin espin en un potencial cuasiperiédico
utilizando teorfa de perturbaciones. En los mismos se muestra que el compor-
tamiento es diferente tanto del caso periédico como desordenado. Mientras que
en el caso de un potencial periédico solo puede producirse una transicién metal-
aislador si el potencial es conmensurado, en el caso desordenado el potencial
es relevante independientemente de la posicién del nivel de Fermi. En el caso
cuasiperiddico, ‘se producen dos situaciones distintas dependiendo de que el ni-
vel de Fermi coincida o no con una de las frecuencias principales del espectro
de Fourier del potencial cuasiperiédico. En el primer caso, la situacién resulta
ser similar a la del caso periédico, mientras que en la segunda, a nivel pertur-
bativo, el punto de transicién metal-aislador es fuertemente modificado. Estas
predicciones también han sido verificadas numéricamente en las Refs. [58], [59].

Motivados por estos resultados y como una continuacién del estudio de las,
cadenas de espin cuasiperiddicas llevado a cabo en el capitulo anterior, aqui ana-
lizaremos el efecto combinado de la cuasiperiodicidad y desorden en los acopla-
mientos de una cadena de espin XXZ en presencia de un campo magnético
externo [32]. _ o

Si bien las técnicas de bosonizacién no se adaptan a este problema, pre-
sentaremos resultados obtenidos con técnicas complementarias. Utilizando el
procedimiento de decimacién se predice la aparicién de plateaux en la curva de
magnetizacion para valores de (M) que dependen tanto de la cuasiperiodicidad
como de pardmetros del desorden. Para un conjunto de acoplamientos bien se-
parados en intensidad, la presencia de desorden binario genera un.corrimiento

64
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de las posiciones de los plateaux en funcién de su intensidad. A diferencia de
esto, en el caso de desorden Gaussiano la estructura de plateaux desaparece al
incrementar el mismo. Estos resultados se verifican estudiando numéricamente
cadenas X X de longitud grande. Ademés, extendiendo los argumentos dados
en las Refs. [74],[75] y [76] se predice un comportamiento logaritmico de la sus-
ceptibilidad a campos magnéticos externos bajos, lo cual también es verificado
numéricamente.

5.2. Modelo XXZ cuasiperiédico con desorden

Counsideramos el sistema antiferromagnético

Hepoa = Z In(SnSny + SESH L1+ ASESE ) — hz Shs (5.1)
n n

en la cual §%, S¥, 8% son los operadores de espin 1/2 que aparecen en el hamil-
toniano XX Z estdndar (e, = 0) en un campo magnético externo h aplicado
en la direccién de la anisotropia (|A] < 1). En el caso de la cadena cuasiperiédi-
ca pura {Ec.(4.1)), la modulacién en los acoplamientos es introducida a través
de J, = (1 + €,) donde los pardmetros e, =y, 8, cos(2rw,n) (Ec. (4.2)). La
cuasiperiodicidad proviene de considerar un conjunto de frecuencias irracionales
w), con amplitudes J,.

Ademés los acoplamientos estédn aleatoriamente distribuidos. Especificamen-
te tenemos en. cuenta dos tipos distribuciones, una discreta y la otra continua.
Dentro de la primera consideramos la distribucién binaria de intensidad p. En
la misma, p = 0 corresponde al caso cuasiperiédico puro, mientras que p = 1
corresponde a una cadena con un acoplamiento uniforme U, es decir

P(Jn) = p(S(Jn - U) + (1 - p) J[Jn - J(l -+ 61;)]: (5'2)

donde €, estd definido arriba (o en la Ec. (4.2)).
Dentro de las distribuciones continuas consideramos la distribucién Gaus-
siana, dada por

(5.3)

2
P(J,) « exp [—-Q—"—gg’ﬁ)——] .

Esta distribucién es tomada con alguna media (J,) y desviacién estdndar o,
, alrededor de los acoplamientos cuasiperiédicos. Por ejemplo en el caso de la
cadena de Fibonacci con acoplamientos J4 g este desorden consiste en el re-
emplazo de los mismos por dos distribuciones Gaussianas con medias (J4 g) y
desviacién estédndar o 4 g, respectivamente. En lo que sigue asumiremos que U
estd bien separado de los otros acoplamientos. Esta consideracién es importan-
te para que nuestro procedimiento de decimacién sea vilido. Regimenes de U
mds generales requieren un tratamiento que estd fuera de los objetivos de este
trabajo. .

Para obtener los valores de magnetizacién de los plateaux principales, segui-
remos el mismo método de decimacién del Capitulo anterior (ver también Refs.
[74],[75] y [76]).
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En el estudio de frecuencias irracionales u otras modulaciones cuasiperiédicas
utilizaremos, como en el Capitulo anterior, el caso de la cadena de Fibonacci,
parametrizada en la forma J4 = J(146), Jg = J(1 —§) (ver Ec.(4.19)) con la
distribucién binaria

P(Jn) = p‘s(']n - U) -+ (1 - I)) 5[Jn - JA,B]' (5'4)

5.3. Procedimiento de decimacién

Evaluemos, mediante decimacién, la magnetizacién de los plateaux més gran-
des en el limite de acoplamientos fuertes (§ — =1). Como en el Capitulo ante-
rior, hay dos casos diferentes a considerar, de acuerdo a que § ~ —1, es decir
Jg > J4 vy la situacién opuesta para § =~ 1.

Comenzando desde saturacién, en el primer caso el campo magnético es
disminuido hasta que alcanza el valor h, ~ Jp en el cual los acoplamientos
tipo—B experimentan una transicién desde el estado de méxima polarizacién
hacia el estado singlete. La magnetizacién en este plateau es entonces obtenida
decimando los acoplamientos Jg con lo que se obtiene

No _,_,Nas Na

1
M) =1-2-— =1-2 = 1-2(1-p)-z, 5.5
(M) = 1252 =1-2=0R B~ 1 2(1-p) - (55)

]

donde Ny = Ny + Ny p denota el ntmero total de acoplamientos, siendo
Nap=Ng+Npy V= (Nga+ Ng)/Np, (y=(1+ \/5)/2 para N4 p — 00).
En el limite p = 0 recuperamos el resultado dado por la Ec.(4.20) y el efecto
de p no nulo resulta en un corrimiento de la posicién del plateau.

En el segundo caso J4 > Jp tenemos que distinguir dos celdas unidad
(clusters) diferentes, las que estdn formadas por pares de acoplamientos tipo-A
(trimeros) y los acoplamientos tipo-A aislados (dfmeros). Cuando se desciende
el campo magnético los primeros en ser decimados son los trimeros. Separando
nuevamente en factores para seleccionar la fraccién eliminada por la decimacién
se tiene entonces un plateau (el més cercano a la saturacién) con magnetizacién

(M) = 1-2]—\']%4 =1-2(1 —p)Q:}S—, , (5.6)

donde Naa se refiere a los pares tipo-A. El préximo plateau es obtenido tras
decimar los acoplamientos A aislados. Para ello debemos considerar todas las
secuencias de J4 entre los otros tipos de acoplamientos. Esto da para el siguiente
plateau

(Mq) = (Mg) —2 (1 ——-p)s-’;lz +2p(1 ~—p)2712- +p%(1 —-p):i— . | (5.75

Nuevamente recobramos los resultados dados por la Ec.(4.21) y la Ec.(4.20)
como limites p — 0 de las Ec.(5.6) y la Ec.(5.7), respectivamente.

Recalcamos que con este sencillo procedimiento de decimacién se puede pre-
decir la presencia y posicién de los plateaux, siempre que haya una diferencia
finita entre los valores de los acoplamientos en sitios diferentes.

Ya que la decimacién es aplicable a cadenas genéricas XX Z [27],[74],[75],
|76] la emergencia de estos plateaux en el régimen de acoplamiento fuerte es un
aspecto general, al menos con un pardametro de anisotropia antiferromagnético
0 < A <1 y dentro del rango de acoplamientos discutidos més arriba.
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5.4. Diagonalizacién exacta en la cadena XX

Como una verificacién de las afirmaciones de la seccién anterior, llevamos a
cabo una diagonalizacién numérica del hamiltoniano dado por la Ec.(5.1) consi-
derando sélo el caso particular A = 0. Esto permite explorar cadenas de longitud
mayor y llevar a cabo una mejor estadistica. En la Fig.5.1 se muestran, respec-
tivamente, las curvas de magnetizacién obtenidas para intensidades de desorden
crecientes p = 0, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8 y 1, promediando sobre 5 x 10* muestras
de L = f(18) = 2584 sitios, bajo un desorden binario (Ec.(5.4)) y condiciones
abiertas o de bordes libres (OBC), siendo § = 0,95 (es decir J4 > Jg) y
U = 0,2. Puede constatarse que para cada p < 1 emerge un par de robustos
plateaux precisamente a las magnetizaciones criticas predichas por la Ec.(5.6)
para el mds cercano a saturacién y por la Ec.(5.7) para el que se encuentra
debajo. Es importante enfatizar que la derivacién de nuestros resultados para
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Figura 5.1: Curvas de magnetizacién de la cadena de Fibonacci XX con de-
sorden binario de intensidad p, tras promediar sobre 5 x 10? muestras de
f(18) = 2584 sitios cada una. 6 = 0,95, U = 0,2 y p = 0, 0,2, 04, 0,6,
0,8 y 1 en orden ascendente en la Figura. Las curvas del extremo izquierdo
y derecho denotan los casos de la cadena pura uniforme y pura de Fibonacci,
respectivamente. ‘

las condiciones de cuantizacién (Ecs.(5.5)-(5.7)) son vélidas en el caso de dis-
tribuciones discretas de desorden y no serfan aplicables a una distribucién de
acoplamientos continua arbitraria. De acuerdo a esta observacién para un des-
orden Gaussiano suficientemente intenso no existe una estructura de plateaux



CAPITULO 5. CADENAS CUASIPERIODICAS D.ESORDENADAS 68

observable. Esto es corroborado en la Fig. 5.2, donde cada acoplamiento J4,p
en la cadena de Fibonacci se reemplaza por una distribucién Gaussiana con va-
lor medio (J4,B) y desviacién esténdar g4 g respectivamente. En dicha Figura
se advierte que la configuracién de plateaux tiende a desaparecer a medida que
la desviacién estdndar es incrementada (tomamos el mismo valor para ambos
acoplamientos). Aquf hemos promediado sobre 4 x 10* muestras cada una con
L = f(18) = 2584 sitios. Sin embargo la diagonalizacién numérica de cadenas
més largas no produce diferencias sustanciales. Nuestros datos nos indican que
habrfa un valor limite de 04,5 > 0 debajo del cual la estructura de plateaux
de la cadena de Fibonacci permanece basicamente inalterada. Esto es particu-
larmente notable (ver Fig. 5.2) en el limite § — 1 es decir dentro del régimen
en el cual el procedimiento de decimacién es més confiable. Un anilisis de este
aspecto requiere un examen maés cuidadoso que queda fuera de los objetivos del
trabajo.

1,0}
0,8}

0,61

0,2}

.

Figura 5.2: Curvas de magnetizacién de la cadena de Fibonacci XX con de-
gsorden Gaussiano alrededor de J4 y Jp v la misma desviacién estandar para
ambos acoplamientos o4 p = 0. Se ha promediado sobre 4 x 10* muestras de

F(18) = 2584 sitios cada una. § = 0,95 y o creciente de izquierda a derecha
en la parte superior de la Figura. (Notese que la curva del extremo 1zqu1erd0
representa practicamente la cadena de Fibonacci pura).

En el Capitulo anterior observamos que la curva de magnetizacién de la
cadena de Fibonacci podfa ser reproducida adecuadamente considerando un pe-
quefio subconjunto de las frecuencias principales de su espectro de Fourier. En
el caso de dos frecuencias racionales wi = 5/8 y wy = 7/8 en presencia de
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desorden binario, se observa que la estructura de plateaux desaparece incluso
para intensidades de desorden p pequehas (ver Fig. 5.3). Es interesante adver-
tir el contraste con la situacién de desorden binario en la cadena de Fibonacci
(Fig. 5.1) en la que la estructura de plateaux es estable y sélo se produce un
corrimiento con la intensidad del desorden. Hemos chequeado que un modelo
con un subconjunto finito de las frecuencias principales del espectro de Fourier
de la cadena de Fibonacci (que ahora son irracionales) es también inestable al
desorden. Esto es sorprendente, ya que en ausencia de desorden la aproxima-
cién mediante las frecuencias principales del espectro Fourier reproduce muy
bien la estructura de plateaux de la cadena de Fibonacci real (ver Fig. 4.6).
Desde el punto de vista de la bosonizacién no deberfan esperarse diferencias
importantes entre la cadena de Fibonacci real y su aproximacién mediante las
frecuencias principales, por lo tanto este aspecto requiere de un mayor anélisis
que no llevaremos adelante en este trabajo. ‘

1 L 1 1 | " { i | L
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Figura 5.3: Curvas de magnetizacién de la cadena XX moduladas con dos fre-
cuencias racionales w1 = 5/8 y wy = 7/8 con amplitudes respectivas 61.=0,2
y 83 = 0,3. U = 0,1 y se han tomado 10* sitios sobre 100 muestras. El sistema
posee un desorden binario con intensidades p = 0, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8 y 1 en orden
ascendente en la Figura. ‘



CAPITULO 5. CADENAS CUASIPERIODICAS DESORDENADAS 70

5.5. Susceptibilidad a campos bajos

En el caso de cadenas homogenéamente desordenadas, puede utilizarse el
procedimiento de decimacién descripto en las Refs. [74],[75] y [76] junto con la
universalidad del punto fijo, para mostrar que tanto para distribuciones discretas
o continuas la susceptibilidad x = 8{M)/8h a campos magnéticos externos h
pequenos se comporta de acuerdo a '

1
Xz X W (5.8)

5.5.1. Tratamiento exacto de la cadena Fibonacci XX de-
sordenada

Mostraremos que el comportamiento dado por la (Ec.(5.8)) puede ser ex-
tendido al caso de cadenas de Fibonacci XX (A = 0) con desorden. Nuestro
resultado es obtenido siguiendo un argumento basado en el camino aleatorio
desarrollado Eggarter y Riedinger ([78]), el cual por claridad, detallamos a con-
tinuacién. Posteriormente lo adaptaremos a nuestro caso de interés ;

Considérese un modelo de fermiones 1D con un desorden no diagonal dado
por ‘ '

Hy =" [Jn(@thns1 + hc)] (5.9)

n

donde los acoplamientos J,, obedecen una distribucién de probabilidad arbitraria,
y los autoestados [¢) (Hgly) = Ely)) son de la forma

W) = calthn) (5.10)

siendo |y} = ¥i|0). Reemplazandov la Ec.(5.10) en la Ec.(5.9) se obtiene para
las amplitudes ¢,

Cn-1dn-1+ ?n-i—l-]n = Fcp. (5.11)

Introduciendo el cambio de variable

Cn—~1Jn—
A, = —ﬁ%nl—l- | 4 (5.12)

la Ec.(5.11) toma la forma

i 5
Apy1 = FoAL (5.13)
Puede mostrarse [79] que la densidad integrada de estados por sitio
B
N(E) = f_ _Apa, (514)

es igual a la fraccién de términos positivos en la secuencia {A,} definida por la
Ec.(5.13). Nétese que para el caso particular E = 0, los signos de {A,} siguen
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la secuencia + — + — + — ..., y entonces N(E = 0) = 1/2. Considerando la
subsecuencia de los A, positivos y asumiendo que ésta corresponde a los n
pares (Agp > 0; Aoppr < 0), tras iterar la Ec.(5.13) se obtiene,

A . JZn—-l QA o )
o = (222) A (5.15)
o
Jon—1\>
U = InAg, = In <—J-—-~> + uon 9. (5.16)
\vY2n-2

La Ec.(5.16) muestra que ug, ejecuta un camino aleatorio. El desplazamiento
promedio en cada paso es

Jon-1\>
(ugn — Ugn—2) = <ln (*jﬁ:’:‘) > = 0, (5.17)

y el desplazamiento cuadritico medio

2 2
((u2n “u2n~2)2> = <[ln <’j‘2‘:’z‘i) :k > = 20'2, (5.18)

en la cual se ha introducido la desviacién estdndar ¢ de In J?
o? = {(InJ??) — (nJ?)2. (5.19)

El problema del camino aleatorio puede ser estudiado como un proceso de difu-
sién [78]. Sea ¢(l,u) la densidad de probabilidad para u;, entonces haciendo la
aproximacién usual de tratar a | como una variable continua ¢(l,u) satisface
la ecuacién de difusién

8¢(l,u) . 262¢(l)u)
2“"5‘[—" = g :——'5-1;5—-—. . (5.20)

En el caso presente debe tenerse en cuenta que la solucién es relevante sélo para
{ = 2n. Todo esto es estrictamente vélido para F = 0. La Ec.(5.20) no tiene un
buen comportamiento en estado estacionario y eventualmente uy, — 0.

Considérese el caso en que F es pequefio aunque no nulo. Ya que la densidad
de estados es una funcién par de F, sin pérdida de generalidad puede suponerse
que E > 0. A partir de la Ec.(5.13) se obtiene

Jan-1\" 1 - E/Asm-
- . . 5.21
Aoy (Jzn_2> Aan- 14+ (EAgn—2 — E?)/J2, _, (5:21)

.

Es claro que en el rango E < Aop—2 < J2,_,/E los términos adicionales debido
a E # 0 son despreciables y se tiende nuevamente a la Ec.(5.15). Entonces, asu-
miendo como antes Ag > 0, ugy = In Ay, ejecuta un camino aleatorio siempre
que permanezca en el intervalo

nE < u < In(J?/E) (5.22)

siendo J algin J tipico cuyo valor exacto no sera importante en esta discusion.
El préximo paso es analizar que sucede en los extremos de la Ec.(5.22). Para
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Agn—g = J2/E, el efecto del denominador en la Ec. (5.21) es reducir Agy,. Esta
situacién puede describirse considerando un camino aleatorio con una bamem
reflectora en ey = In(J2/E).

En el otro extremo, para A =~ E, el término 1 — E/Ag, 5 favorece un decre-
cimiento continuo en la secuencia y cuando Ag, alcanza un valor levemente
menor que E sucede lo siguiente: (i) Agpi1 = J2,/(E ~ Agn) > 0. Hay una
ruptura en la secuencia natural de signos ya que aparecen dos signos més suce-
8ivos ... 4 —+ — 4+ —+4 —..; (ii) desde el punto ++ en adelante el rol de las
subredes par e impar se intercambia, ahora los Ag,1 > 0; (iii) el proceso de
difusién comienza nuevamente con los A del orden de J2/E (siendo positivos
sobre los sitios impares).

Por lo tanto, la evolucién de los A derivada de la Ec.(5.13) puede considerarse
como repeticiones del siguiente ciclo. Los A positivos comienzan con un valor
del orden J?/E y decrecen (difunden) hacia E donde son absorbidos, tras lo
cual comienza un nuevo ciclo. Cada vez que un ciclo es completado un par -+
destruye la secuencia alternada de + — + — + — ... Se verifica que toma dos de
estos ciclos cambiar un — de la secuencia alternada en un +. Entonces, lamando
7 al nimero medio de sitios requerido para completar un ciclo, se obtiene la

siguiente relacién para el niimero total de estados N(E) con energfa menor que
E

1 1
N(E)—N(0) = N(E) — - = —. 5.23
(B) - N(O) = N(B) - 5 = o (529)
Para determinar 7 se utiliza la ecuacién de difusién (Ec.(5.20)) con las condi-
ciones de contorno (9¢/0u)|y=u,... = 0; Plu=u,., = 0, correspondiente a una
barrera reflectora en ., = In(J%/E) y una barrera absorbente en wm, =

In E. Considerando un ciclo que comienza en n = 0, corresponde una condlcxon
inicial ¢(0,2) = 8(u — Umae — OF).
Sea ademés

P(n) = / um $(n, w)du (5.24)

la probabilidad que Umin < u < ummC (es decir no ser absorbido) tras n pasos,
entonces

= /000 n ( 25) dn = /:O P(n)dn. (5.25)

Por lo cual el célculo de 71 se reduce a resolver la Ec.(5.20) con las condiciones de
contorno e iniciales anteriores. Esto puede llevarse a cabo por métodos estandar
[17]. El resultado es

[m&j“? /EZ)] ’

T o=
o2

' (5.26)

Finalmente utilizando las Ecs.(5.23) y (5.26) se obtiene la densidad integrada
de estados

1 o? o .
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diferenciando obtenemos la densidad de estados
dN ~ 20? 1 202

AB) = GE = F G mpF - Bn PP

(5.28)

El valor J simplemente agrega un factor finito constante al denominador diver-
gente y entonces es irrelevante como se habia anticipado.

Debe notarse que la existencia de una singularidad en la densidad de eqtados
(Ec.(5.28)) no es intuitiva en absoluto. Por supuesto que si todos los acopla-
mientos fueran iguales (J, = Jp), p(E = 0) serfa finita. Si sobre esta cadena
se modifica una cierta fraccién ¢ de los acoplamientos tomando otro valor J;
(es decir una distribucién binaria), desde un punto de vista perturbativo seria
de esperar que los estados fueran desplazados del origen (F = 0) en funcién de
la diferencia J; — Jo. Esto disminuirfa p(E = 0) pero nunca darfa lugar a. una
singularidad. El resultado dado por la Ec.(5.28) indica que tales argumentos no
son vélidos cerca de F = 0 y reafirman el cardcter no perturbativo del mismo.

Ahora aplicaremos el resultado dado por la Ec.(5.28) a la cadena XX de
Fibonacci desordenada(Ec.(5.1), con A = 0). Mediante la transformacién de
Jordan-Wigner (Ecs.(3.15)) se obtiene

N

HXX—d = Z [Jn(w;rzwn—é-l + h-c-) - h(wjﬂ/—’n - %)j} (529)

n=1

en la cual hemos absorbido un factor 1/2 en J, y aparece el término adi-
cional en h en relacién con la Ec.(5.9). Reemplazando la (Ec.(5.10)) en la
Ec.(5.29) obtenemos la Ec.(5.11) donde en lugar de E se tiene E' = E + h.
Considerando el caso E = 0 (la escala de energfa es el campo) y utilizando

(M) =23 | ((¥}n) — 3), podemos identificar (ver Ec(5.14))

N(E) — (M(h)),

o5 = W (E) s x(B) = dW(h» (5.30)
Por lo tanto
. 52
xxx(h) = h_I%W’ (5.31)

La desviacién estdndar o (Ec.(5.19)) para la cadena de Fibonacei XX con
desorden Gaussiano y binario puede calcularse por métodos elementales. Los
resultados se muestran en las lineas continuas en los gréficos insertados en las
Figs. 5.4 y b.5. Los puntos indican los resultados numéricos. En las mismas se
observa claramente que la validez de estos argumentos parecen ser aplicables por
més de dos 6rdenes de magnitud. Sin embargo debe tenerse cuidado al analizar
escalas de campo més pequeiias. Nétese que los campos criticos més pequefios
accesibles estdn dados por los espaciamientos de los niveles del hamiltoniano,
que a su vez dependen de la longitud de la cadena. Por lo tanto, en muestras
finitas, pueden ocurrir desviaciones respecto del exponente esperado. De hecho,
esto es reflejado en el apartamiento leve, aunque progresivo, observado debajo
de h/J ~ 1075, Es de destacar el rol crucial que desempeiia el desorden, ya que
éste cambia el comportamiento de ley de potencia de la cadena de Fibonacci
pura (obtenida en la Ref. [73]) a un comportamiento logaritmico.
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Figura 5.4: Susceptibilidad magnética de la cadena XX de Fibonacci con des-
orden Gaussiano alrededor de J4 y Jp e igual desviacién esténdar para ambos
casos, 04,5 = 1. Se ha promediado sobre 4 x 10* muestras de f(18) = 2584 si-
tios cada una, siendo § = 0,95. La Figura insertada muestra el comportamiento
de la susceptibilidad a campos magnéticos externos pequeios, el cual se ajusta
al régimen logaritmico predicho en el texto. La linea continua corresponde a la
prediccidn tedrica.
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Figura 5.5: Susceptibilidad magnética de la cadena XX de Fibonacci, con de-
sorden binario de intensidad p = 0,6 y U = 0,2, promediado sobre 5 x 10*
muestras de f(18) = 2584 sitios cada una, siendo § = 0,95. La Figura insertada
muestra el comportamiento de la susceptibilidad a campos magnéticos externos
pequeiios, que similarmente al caso de desorden Gaussiano exhibe un compor-
tamiento logaritmico. La linea continua corresponde a la prediccidn tedrica.
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5.6. Conclusiones

Se ha estudiado el efecto del desorden sobre la estructura de plateaux en ca-~
denas X X Z cuasiperiédicas en presencia de un campo magnético externo. Por
medio de un simple procedimiento de decimacién en espacio real hemos encon-
trado los valores de la magnetizacién para los cuales emergen los plateaux prin-
cipales, Ecs.(5.5)-(5.7). Estas predicciones fueron verificadas mediante diagona-
lizacién numérica de cadenas X X largas, encontrdndose un remarcable acuerdo
en una variedad de situaciones. Ya que el esquema de decimacién es aplicable
a cadenas X XZ genéricas [27], concluimos que la aparicién de estos plateaux
es una caracteristica general, al menos con un pardmetro de anisotropfa anti-
ferromagnético 0 < A < 1. Este dltimo aspecto todavia aguarda confirmacién
numérica en cadenas suficientemente largas utilizando metodologias tales como
DMRG (density matrix renormalization group) [80]. Finalmente se ha estudia-
do la susceptibilidad a campos magnéticos externos pequeios, la cual exhibe
un claro comportamiento logaritmico, Ec.(5.8). Es de esperar que este traba-
jo sea una motivacién para estudios posteriores tanto desde un punto de vista
numérico como experimental.



Capitulo 6

Interacciones competitivas
en el modelo XY 7

6.1. Introduccién

La competencia entre diferentes perturbaciones relevantes que un sistema
critico puede presentar en un cierto dominio del espacio de acoplamientos ha sido
estudiada por muchos autores ([81],[82], [83],[84], [85], [86], [87], [88], [89] ¥ [90]).
Dentro de la descripcién de bajas energias de muchos sistemas unidimensionales
es usual encontrar el modelo seno-Gordon de doble frecuencia (Hpgg) [84]. El
mismo es un campo escalar U(1) con dos perturbaciones diferentes de la forma
exp(iag) y exp(i30) . En el caso en que ambas perturbaciones son relevantes
y para un cierto cociente de frecuencias /B, se ha conjeturado la aparicién
de un comportamiento tipo Ising critico ([84]). En el lenguaje de la teoria de
campos conformes esta clase de universalidad estd caracterizada por una carga
central ¢ = 1/2 (ver Apéndice y los exponentes criticos del modelo de Ising
unidimensional). Tal situacién ha sido encontrada en el estudio de diferentes
sistemas definidos en una red (ver Ref.[88] y las referencias en la misma, por
ejemplo). Recientemente ha sido estudiado el llamado modelo seno-Gordon auto-
dual Ref.[88].

Un ejemplo simple de esta situacién se encuentra en la cadena XY dimeri-
zada, la cual és exactamente soluble (Refs. [90], [91]). En la misma Ref. [91] ha
sido presentado un andlisis cualitativo de casos mds generales en presencia de un
campo magnético aplicado. El efecto de una anisotropia XY ha sido también
investigado en la cadena de Fibonacci XY en un campo magnético. En este caso
se observa la desaparicién gradual de la estructura escalonada de la curva de
magnetizacién al incrementar la anisotropia de las interacciones de intercambio
de espin (Ref. [92]).

En este trabajo se presenta una imagen unificada de los efectos mencionados
mas arriba y se describe, utilizando tanto bosonizacién como técnicas numéricas,
situaciones genéricas en las cuales compite un mecanismo de generacién de gap
de espin a través de la dimerizacién (Ref. {53]) con una anisotropia XY -para
dar lugar a un comportamiento critico llamado Ising critico [33]. Este tema ha
sido estudiado en las Refs. [89] y [90]. En esta tltima Ref., se ha investigado
el efecto simultdneo de una perturbacién responsable de abrir un gap y una

77
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anisotropfa XY, proponiéndose un diagrama de fases cualitativo. _

Nosotros utilizaremos un hamiltoniano anisotrépico que captura los aspectos
esenciales a los que nos hemos referido en los parrafos precedentes y proveerd re-
sultados cuantitativos que justifican las afirmaciones hechas en la Ref. [90]. El
mismo estd dado por

N
Hxyz = Z[(l +M)SRSE + (1= 7)SYS] 4]

n=1

N .
+ ) (=1 (S7Sh g + SYSH 1) + ASESS,y — kS (6.1)
n==l

En las conclusiones se discute brevemente un modelo més general, dado por la
cadena de Fibonacci XY Z en un campo magnético externo.

6.2. Caso XY. Fermiones libres

Como caso preliminar para el estudio de situaciones més generales, primero
analizaremos el caso XY (A = 0) el cual ofrece algunos aspectos genéricos
de interés. Este modelo es exactamente soluble ya que se reduce a una forma
bilineal de operadores fermidénicos que puede ser diagonalizada. Aplicando la
transformacién de Jordan-Wigner (Ecs.(3.15) y (3.16)) el hamiltoniano dado
por la Ec.(6.1) es expresado como

N '\ '
Hxy = Y. [(li-%’—ll—‘f) (Pl st +hee) + 72- (¢1w1+1 + h.c.)]

n=]
N o
Y (v -3) (62
n=1 .

Para tratar la dimerizacién en § en la Ec.(6.2) es conveniente implementar
la transformacién de Fourier distinguiendo entre sitios pares e impares de la
siguiente forma

N/2
wk;j = Z 612,“1 1/}2714-]'7 ] = 0,1, (63)

n=1 .

donde k € [~m,...w). Aplicando la inversa de la Ec.(6.3) ala Ec.(6.2) se obtiene

Y—k,0

o T A B Yk,
Hyy = N k; ( "l’ik,o 'Iﬂ-k,l Pe,o Vi1 ) ( -B -A ) "¢'::§,‘o
N =1 'Qb}c,l

- (6.4)

siendo
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_ h L[(1+6) + (1 — )2
A= (%[(1+5)+(1*5)62"k] ’ o })’ .
Lo(] — g—2ik
B = < _%7(10__ k) 27(l 0 ) ) (6.5)

La forma cuadratica dada por la (Ec.(6.4)) se diagonaliza en forma dire_cta,
obteniéndose.

Hxy = Z [Bio5: 7, ) bk + 1)+ Boab BN s+ 1),

(6.6)

donde los 1 (0,1) estén dados por la Ec(63) y las relaciones de dispersién de
las dos bandas de fermiones son

f{l + cos(2k) + (82 + y?)[1 = cos(2k)] + 2h% + f(6,v, k 11)}1/2
f{l + cos(2k) + (6% + y2)[L — cos(2k)] + 2h% — F(6,, k, h)}/2

(6.7)

siendo

f(dy 7 k, h') = 2{6272{1 - COS(Qk)]2
+2h% [1 + cos(2k) + 621 — cos(2k)]] }*/2. (6.8)

Debemos aclarar que se obtiene el mismo resultado si se lleva a cabo una
transformacién de Bogoliubov directamente sobre el hamiltoniano en la repre-
sentacién de coordenadas (Ec.(6.2)). En la ref.([91]) se diagonaliza la Ec.(6.4)
en el caso h = 0 mediante este procedimiento.

Notese que para ambas bandas el campo magnético externo no actia como un
potencial quimico. Respecto del nivel Fermi (Er = 0), los signos en ambas Ecs.
(6.7) deben tomarse (—) para k € [-7/2,7/2) y (+) en el complemento. -

En general, para valores arbitrarios de 6, v y h los modos Ej (o,1) presen-
tardn un gap (un salto finito de energfa en el nivel de Fermi). A partir de las
Ecs.(6.7) y (6.8), imponiendo entonces la condicién para que dicho gap se cierre

Ei 1) =0, ‘ (6.9)
se obtiene
he = /6% — ~%; k= er- (6.10)

Esta transicién es denominada Ising debido a que pertenece a la misma clase
de universalidad (¢ = 1/2) que el modelo de Ising (Ref. [90]). El cierre del
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Figura 6.1: Cadena XY . Relacién de dispersién del modo 1 (Ex3 (Ec.(6.7)),
para v = 0,2, & ~ 0,538 fijos y valores crecientes del campo h desde h = 0(a)
hasta h = 1,25 (f). Para estos valores de y y 6 la (Ec.(6.10)) predice que el gap
se cierra para h, ~ 0,5 (panel (¢)). Obsérvese ademds la otra transicién Ising
en he =1, ' '
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gap siempre se produce para uno de los modos. La Ec.(6.10) muestra que la
transicién Ising puede ocurrir sélo para § > 4. Ademds existe una segunda
transicién Ising para Ex-r (0,1) = 0, para (h. = 1) la cual no depende de los
valores de d y 7.

En Ia Fig. 6.1 'se muestra la relacnon de dispersién del modo 1 (Fx 1 en
funcién de k), para v = 0,2 y 0 ~ 0,538. Estos valores predicen (Ec.(6. 10)) un
he o2 0,5, Obsérvese ademés la otra transicién Ising en b, = 1.

El cierre del gap se manifestard asimismo en la curva de magnetizacién del
sistema, (la cual podemos obtener en forma exacta). Por definicién, el valor
medio de la magnetizacién (en el limite N — 00) estd dado por

(M) = ?LI;)EGE - /:; [3E’°°<5 )+ 6E“(<s wiyl, (6.11)

en la cual GS denota el estado fundamental que es el vacio del espacio de Fock
de los fermiones creados por djk (0,1)"

La curva de magnetizacidon exacta mostrada en la Fig.6.2 exhibe todos los
aspectos que queremos discutir (nos concentramos en la regién k > 0). Primero,
nétese que no hay un plateau real a campos magnéticos pequefios, ya que el
campo comienza a crecer ni bien el mismo empieza a ser no nulo. Esto es debido
a la ruptura de simetria U(1) para <y # 0 y en este caso la magnetizacién no
puede ser asociada a ninguna cantidad conservada. Para campos h donde h < h,
(nos referimos al primer k. dependiente de § y de vy dado por la Ec.(6.10)), nos
encontramos en la zona que denominamos region de ”pseudoplateaun”. En la
misma, se encuentra una pendiente muy suave. En el campo critico b = h,

se produce la transicién Ismg, en la cual se muestra que la magnemzacxon se
comporta de acuerdo a (Ref. [90])

(M) — (M) (b — he) (In|h — he| — 1). (6.12)

y por lo tanto la susceptibilidad x

x(h) = (M)ocl Ih — he. (6.13)

El comportamiento dado por las Ecs.(6.12) y (6.13) puede ser interpretado a
partir de la analogfa con el modelo de Ising (Refs. [89] y [90]) del modo siguiente.
Ya que la transicién es controlada por el campo magnético, éste juega el rol de
la temperatura en el modelo de Ising y, entonces, la magnetizacién es el andlogo
del calor especifico. Para b > h,, el sistema se encuentra en la fase XY, donde
1a magnetizacién crece més rapidamente con el campo aplicado. De acuerdo a la
Ec.(6.10) vemos entonces que el efecto de la dimerizacién § es favorecer la fase
de "pseudoplateau”, mientras que la anisotropia y tiende a llevar al sistema la
fase XY El diagrama de fases estd ilustrado esquemdticamente en la Fig. 6.3.

6.3. Bosonizacién de la cadena XYZ.
Mapeo en fermiones de Majorana.

Discutiremos los resultados obtenidos en la seccién precedente dentro del
marco de la bosonizacién. Ademds proponemos la validez del diagrama de fases
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Figura 6.2: Curva exacta de magnetizacién para el caso XY. La Figura inser-
tada exhibe la singularidad logaritmica que domina el comportamiento de la
susceptibilidad para b, = /8% ~ 2.

fase XY

w bransicién Ising
4

plateau

Figura 6.3: Diagrama esquematico del estado fundamental para A =0y d <.
Al aproximarse a la lfnea de transicién no masiva (Ec.(6.10)), la susceptibilidad
magnética diverge como x(h) « In | — h|.
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anterior para A arbitrario, suponiendo que é y v son renormalizados adecua-
damente. Para § y v pequeiios, pueden estudiarse los efectos de tales perturba-
ciones utilizando bosonizacién. Como sabemos, esta técnica permite incluir los
efectos de A y h exactamente, mediante la solucién del ansatz de Bethe para
el pardmetro de Luttinger K = K(A,h).

Como hemos analizado detalladamente en el Capitulo 3, el limite continuo del
hamiltoniano XX Z en presencia de un campo magnético externo h estd dado
por el hamiltoniano de Tomonaga-Luttinger (Ec.(2.41)) cuya expresién repro-
ducimos aquf por comodidad

Hy = :21- / dz (vK(@wﬁ)z—{- i,—-(amqs)?). | (6.14)

Del mismo modo, hemos visto que en términos de estos campos, los operadores
de espin estdn dados por (ver Ecs. (3.38)

Sy = % Oz¢ + a : cos(2kpx + 2¢/7) : _;_(_Agl’
SE = (~1)%:eFV™ (b cos(2kpa + 2V/TP) + ] ;.

Utilizando estas ecuaciones, la forma bosonizada del hamiltoniano XY Z (Ec.(6.1))
incluyendo los términos relevantes en § y v como perturbaciones estd dada por

Hxyz—bos = H0+/\1/ da:cos(2\/7_r¢)+)~2/ dzx cos(2y/n6), . (6.15)

donde Ay x & ¥ Ag o< v. La forma de estas perturbaciones se obtiene ficilmente
a partir del modelo (Ec.(6.1)). El término en A; proviene del hecho de que en
la (Ec.(6.1)) el término en & es proporcional a (S S, ; + h.c.) lo cual genera
una perturbacién o § (exp(i2/7¢) + h.c.) de acuerdo a las ecuaciones de boso-
nizacién para los operadores de espin anteriores (Ecs.(3.38)). Del mismo modo
el término en v es de la forma (S S} ; +h.c.) lo cual a través de las mismas
ecuaciones de bosonizacién, genera una perturbacién o« v (exp(i2y/70) + h.c.).
Las dimensiones de escala de las perturbaciones en la Ec.(6.15) son K y
1/K, respectivamente (ver Ec. 2.62).
Notar que en el caso XY (K(0,0)=1) ambas dimensiones son iguales a la unidad.
En este caso autodual podemos entender, dentro de la aproximacién perturba-
tiva, la aparicién de la transicién Ising (Ref. [88]) del siguiente modo.
Linealizado alrededor del kp = /2 (Ec.(3.28))

P(z,t) = Yr(x, t)er? + Yz, t)e*re, ‘ (6:16)

obtenemos el limite continuo del hamiltoniano XY (Ec.(6.2)) para b =0 y 7
y & pequehos '

Hyy = [ dafithowwn - ivloub

iy (v}l — viok) - i6 (whor - wlwa) |. (6.17)
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Definiendo dos campos reales de fermiones de Majorana £§ ; (o = 1,2)
dados por

1 |
YR = 5 (5112@) + 5?1@))‘ (6.18)

reemplazando en la Ec.(6.17) se obtiene

2

Her-u = [ 5 60k - e50uss)

Q=]

+i(y = 8)¢hel — iy +9)ehed |, (6.19)

La Ec.(6.19) es la forma estdndar del hamiltoniano de dos campos de Majorana
diferentes con masas my = —y+ 4§ y me = <+ d. El punto critico Ising
es alcanzado cuando v = 4 (por supuesto de acuerdo a nuestro resultado de
diagonalizacién exacta de la Seccién anterior). Cuando se cumple esta condicién
una de las masas se anula. En este punto, el comportamiento de baja energia del
sistema es dominado por el fermién de Majorana no masivo. Ni bien el campo
externo se hace distinto de cero, las masas de los fermiones de Majorana cambian
y se necesita un valor mayor de A\; (es decir de 8) para alcanzar la transici6n
Ref. [90] (ver Ec.(6.10)).

Este razonamiento puede ser extendido al caso A > 0 ya que su tGnico
efecto es modificar la dimensién de escala de las perturbaciones a través de
K(A,h). Consideremos para simplificar el caso h = 0. Es interesante notar,
que para A > 0, el coseno del campo dual (6) es decir el término en Ay es
menos relevante, transforméndose en marginal para A =1 y h = 0 (recordar
que K(A,0) vade 1 — 1/2 para A yendo 0 — 1). Esto abre la cuestién de
si todavia deberfa esperarse que ocurra la transicién Ising. Puede argumentarse
que éste es el caso analizando las ecuaciones de grupo de renormalizacién RG

O~ e-mn,
%0 - (p- )20
f%@ ~K202(1) + A2(). (6.20)

.

Estas Ecuaciones se obtienen, empleando el formalismo de expansién de pro-
ducto de operadores (OPE) en espacio real sobre los operadores Ay cos(2y/m¢)
¥ g cos(24/m8). Dicho procedlmxento se detalla en [9] y se lleva a cabo para el
modelo DSG en [94]. 1

Los valores A2 para los cuales las derivadas d)Ay2/dl = 0 en las Ecs.(6.20)
determinan los puntos fijos (criticos). El punto fijo trivial de liquido de Luttinger
¢ = 1 (Gaussiano) en A1y = 0 es inestable respecto de estos pardmetros y
numéricamente puede mostrarse que el sistema fluye hacia otro punto critico
no trivial, el de Ising ¢ = 1/2. De hecho esto puede analizarse cualitativamente

1 Alternativamente las dos primeras Ecs.(6.20) se pueden obtener utilizando el mismo pro-
cedimiento del Capitulo 2 (Seccién 2.6).
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proponiendo para la linea crltlca (con h=0) el ansatz \; = Az ¥ o en términos
ded yy

§ o Y. (6.21)

Reemplazando la Ec.(6.21) en las dos primeras Ecs.(6.20) encontramos que v
depende de k de la siguiente forma

1
2-% .
2—~K
El comportamiento a gran escala de K que llamaremos K.; debe obtenerse a
partir de la solucién numérica del conjunto de Ecs.(6.20), sujeto a dicho ansatz.

En la Seccién siguiente proporcionamos evidencia numérica sobre la validez de
la Ec.(6.21) conv=1para A=1y h=0.

Y =

(6.22)

6.4. Resultados numéricos

Examinaremos la conjetura dada por la Ec.(6.21) con v =~ 1 estudiando
en forma numérica el caso extremo SU(2) (A = 1). Esto permite una veri-
ficacién independiente del contexto de la bosonizacién dentro del régimen no
perturbativo. ‘

6.4.1. Espectro del gap a (M) =0

Hemos analizado numéricamente el gap del hamiltoniano dado por la Ec.(6.1)
a (M) = 0(h = 0) por medio del método de diagonalizacién Lanczos (Ref.
[13]). Este cdlculo se ha llevado a cabo sobre cadenas finitas de longitud L = N
(donde N es el nimero de sitios) con condiciones de contorno periédicas. Si
L/4 es un entero se muestra que el estado fundamental |GS) es par, es decir
(GS|exp(in Y, 0507)|GS) =1, (SF = 0¥ /2), de otro modo el espectro tiene
que ser computado dentro del subespa,cxo impar de H. Este aspecto es tamblen
encontrado en el caso de fermiones libres (ver Ref. [95]).
En la Fig.6.4 se muestran los resultados obtenidos para 14 < L < 22 sitios. Las
longitudes alcanzadas en nuestro tratamiento computacional estén, en parte,
limitadas por la ruptura de simetria U(1) para el caso 7y # 0. Como es de esperar
los efectos de tamaifio finito se hacen notables al aproximarse al régimen critico,
particularmente en cuanto a lo pronunciado del minimo del gap. Esto es debido
a que la convergencia hacia el limite termodindmico es tipicamente logaritmica
(Refs. [96]y [97]). Notablemente, la localizacién de estos minimos resulta, sin,
embargo, suficientemente independiente del tamafio del sistema. Esto iltimo
facilita la estimacién de la linea critica. Para L < 12, sin embargo, el gap del
espectro se incrementa mondtonamente con |y|. Entonces, para evitar resultados
espureos , no hemos considerado los datos de longitudes menores que este limite.
A su vez esto impide el uso de la mayoria de los algoritmos de extrapolacién
encontrados en la literatura (Refs. [96] y [97]). Estos algoritmos son eficientes
s6lo si pueden ser iterados varias veces sobre una larga secuencia de tamafios.
Por lo tanto nos limitamos a una extrapolacién del gap estdndar (logaritmica)
de la forma

A
g = gap (L) + B (6.23)
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Los resultados mostrados en el grafico insertado en la Fig.6.4 indican, sin em-
bargo, un gap cercano al minimo obtenido con las muestras de tamafio finito.
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Figura 6.4: Espectro del gap para diferentes tamafios del hamiltoniano dado por

la Ec.(6.1) con A = 1. La Figura insertada muestra la extrapolacién al limite
termodindmico.

Al estudiar numéricamente el régimen no masivo, obtenido a partir de di-
cho minimo, debe tenerse presente que las correcciones de tamafio finito al gap
de la cadena de Heisenberg homogénea (y = § = 0) varfan lentamente, como
In(ln L)/ In® L, afectando entonces los resultados sobre un rango amplio de ta-
mafios (Ref. [98]). Por consiguiente estamos limitados a considerar regimenes
donde tanto |y| como || no sean demasiado pequefios. La Fig. 6.5 exhibe nues-
tra estimacién de la linea critica para § > 0,15. En esta regién se observa un
extenso régimen lineal, en concordancia con la prediccién de la bosonizacién.,
En efecto, nuestra estimacién numérica es consistente con el valor de v obteni-
do mediante bosonizacién v o~ 1. También se han obtenido resultados similares
para el régimen intermedio 0 < A < 1.

6.4.2. Curva de magnetizacién del modelo XYZ

Comencemos por analizar la curva de magnetizacién del estado fundamental
(GS) del hamiltoniano dado por la Ec.(6.1). Dicha curva ha sido calculada
numéricamente utilizando

(Mxyz) = 7 3 (GSIo31GS), (6.24)
J
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Figura 6.5: Linea sin gap del hamiltoniano dado por la Ec.(6.1) en el espacio
de los pardmetros (v,d) obtenida a partir de las posiciones del minimo de los
gaps de muestras finitas con A =1y h =0, ((M) = 0).

donde en general la paridad exp(in 3", o7 0;7) del |GS) es dependiente tanto
del campo magnético como del tamafio. A pesar de la existencia de todo un
régimen masivo alejado de la linea critica, la magnetizacién, en lugar de exhibir
un plateau a (M) = 0, crece linealmente para campos h aplicados pequefios
(un aspecto que también se mantiene para A = 0). Esto se observa en el grafico
insertado en la Fig. 6.6. El origen de este crecimiento de la magnetizacién con
el campo es la ruptura de simetria U(1) que se produce para v 3 0. Esto hace
que (M) no se acople a ninguna magnitud conservada y siempre crezca con h,
a pesar de la tendencia del término de dimerizacién 6 a generar fases masivas.
Ya que este régimen de pseudoplateau estd dominado por una amplitud de
gap finita (esto es correlaciones de corto alcance), los efectos de tamafio finito
aqui se hacen despreciables. Esto hace que nuestros resultados para campos
bajos sean los mds confiables. Dicha situacién se mantiene hasta que se praduce.
el primer cambio de paridad en el |GS) (indicado por un incremento abrupto
en la magnetizacion). Esto ultimo asociado, probablemente, a la emergencia de
modos sin gap, tales como los del caso de fermiones libres,

Al seleccionar los pardmetros del hamiltoniano (Ec.(6.1)) en un punto no
masivo con (h = 0) se produce un efecto interesante cuyo andlisis hemos rele-
gado para investigacién posterior. En la Fig. 6.7 hemos seleccionado el punto
no masivo vy = 0,668, 6§ = 0,2 (A = 1). Como puede observarse, esta eleccién
de pardmetros remueve todos los pseudoplateaux observados en la Fig. 6.6 con
un punto masivo v — 4. También nétese que cerca del limite de saturacién en
ambos casos la susceptibilidad tiende a diverger, a diferencia del caso XY
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Figura 6.6: Curvas de magnetizacién para el caso A = 1. El comportamiento es-
calonado estd relacionado con los cambios de paridad en el estado fundamental.
La Figura insertada exhibe la respuesta a campos externos bajos.
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Figura 6.7: Curva de magnetizacién para el caso A = 1 para un punto (y,d) no
masivo. La Figura insertada exhibe la respuesta a campos externos bajos..
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Finalmente analicemos la estructura de las curvas de magnetizacién cerca
de los campos criticos he, que de acuerdo a los resultados obtenidos median-
te bosonizacién deberia corresponder a un comportamiento Ising critico. Tras
estimar dichos campos mediante los h.(L) responsables del primer salto de pa-
ridad en el |GS) en cadenas finitas, obtenemos un comportamiento logaritmico
sobre més de dos érdenes de magnitud respecto de (h — hc)(In|h — ke — 1).
Esto es mostrado en la Fig. 6.8. El valor de la pendiente de la linea superior
resulta casi independiente del tamafio del sistema y es indicativo del regimen
logaritmico determinado por ambas aproximaciones, la de fermiones libres y la
de bosonizacién.

(h-h_)(Log I h-h_1-1)

Figura 6.8: Comportamiento de la magnetizacién para A = 1 cerca de los cam-
pos criticos referidos en el texto. El valor de la pendiente sugiere la emergencia
de un régimen logaritmico como el observado en la Fig.(6.2)

6.5. Conclusiones

Se ha estudiado la competicién entre la tendencia hacia la formacién de
excitaciones de espin masivas (a través de intercambios § dimerizados) y hacia
el ordenamiento XY (via el apareamiento de las interacciones 7). Desde el punto
de vista de la bosonizacidn, estas tendencias se manifiestan en la existencia de
dos interacciones relevantes (competitivas) y son responsables de la transicién
de tipo Ising. Debido a la ruptura de simetria U(1), el campo externo h no se
acopla a ninguﬁa cantidad conservada y, entonces, el proceso de magnetizacién es
esencialmente modificado con respecto al caso «v = 0. Es decir, la magnetizacién
siempre crece a pesar de la presencia de regimenes masivos. Por lo tanto, los
regimenes masivos corresponden en este caso a la aparicién de ” pseudoplateaux”
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¥ lo que se observa en la transicién es un cambio abrupto de la pendiente.

Tanto la bosonizacién como el andlisis numérico apoyan la idea de que el
mecanismo fisico que da lugar a la transicién Ising es suficientemente general,
y vélido en ambos limites, de acoplamiento fuerte y débil. Siguiendo las ideas
dadas en la Ref. [30], puede conjeturarse que se mantiene una imagen similar
para cada plateau en la cadena de Fibonacci XY Z. El mecanismo en ese ca-
so es el mismo, donde el operador relevante proveniente de la dimerizacién es
reemplazado para cada plateau por el operador conmensurado a la frecuencia
correspondiente del espectro de Fourier de la cadena de Fibonacci. A partir de
esto se concluye que una imagen similar a la encontrada en el caso XY (Ref.
[92]) es vélida también para cadenas de Fibonacci XY Z genéricas.

El analisis numérico ha otorgado un apoyo adicional a nuestros resultados
tedricos en varias situaciones no perturbativas. Hemos encontrado evidencia de
la existencia de una linea no masiva junto con el esperado comportamiento tipo
Ising cerca de los campos criticos. A su vesz, esto sugiere que la mayorfa de los
agpectos bésicos del sistema completamente interactivo pueden ser capturados
por la imagen de fermiones libres discutida mas arriba. Sin embargo, permanece
bajo andlisis la cuestién acerca de si todos cambios de paridad del GS inducidos
por el campo (Fig. 6.6) corresponden o no a transiciones Ising en el limite
termodindmico. En esta Gltima observacién, seré interesante elucidar si hay una
relacién intrinseca entre la desaparicién de estos cuasiplateaux (Fig.6.7) con el
cierre del gap para h = 0.



Capitulo 7

Impurezas en escaleras de
espin 1/2

7.1. Introduccion

Las escaleras de espin son sistemas relacionados con las cadenas de espin
estudiadas en los Capitulos anteriores. Las mismas estdn constituidas por un
numero finito de cadenas lineales acopladas. Desde que se produjo la sintesis
de materiales con estructura de escaleras de espin, como el SrCusOsz (Refs.
[99], [100]) o (Sr,Ca, La)14Cu24041 (Ref. {101} ) y el descubrimiento poste-
rior de la superconductividad en condiciones de alta presién en el compuesto
Srp,4Ca13,6Cu24041,84 (Ref. [102]), las escaleras formadas por dos cadenas linea-
les (dos patas) de espin 1/2 han sido el centro de las investigaciones teéricas
sobre el tema (ver una resefia en las Refs. [16] y [103]). Este modelo es de par-
ticular interés, ya que el estado fundamental es no magnético (hay un gap de
espin que se propaga), siendo el mismo un ejemplo de un liquido de espin donde
las correlaciones muestran un decaimiento exponencial con la distancia. Actual-
mente son bien comprendidas muchas de las propiedades del sistema puro, tales
como la relacién de dispersién de las excitaciones elementales (Refs. [104}, [105),
[106], [107]) ¥ la termodindmica (Ref. [108]). Las excitaciones elementales son
modos tripletes con una relacién de dispersién masiva. :

Una extensién importante del modelo de espin purc comprende la inclusién
de impurezas, que son inevitables en la mayoria de los compuestos reales. Si bien
muchos resultados sobre escaleras de espin se han obtenido mediante técnicas
de bosonizacién [109] la presencia de impurezas distribuidas en forma aleatoria
no permite una adaptacién sencilla de las mismas.

En este trabajo se discuten los efectos de las impurezas sobre la relacién de
dispersién de las excitaciones triplete elementales focalizando la atencién sobre
la aparicién de estados ligados en el gap de espin, utilizando técnicas analiticas
y numéricas [34]. Tales estados podrian ser visibles en experimentos de resonan-
cia. Pueden distinguirse dos tipos de impurezas. Primero, iones magnéticos, tales
como el Cut? ‘en el SrCuyO3 pueden ser reemplazados por iones no magnéti-
cos como los de Zn, efectivamente removiendo un espin 1/2 o por otros iones
con el mismo o diferente momento efectivo (ver Ref. [110] y las subsiguientes
indicadas allf). El reemplazo de un ion portando espin serd referido como una

92
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impureza en un sitio. N6tese que también es concebible que una impureza en un
sitio de lugar a modificaciones de los acoplamientos de intercambio con los sitios
vecinos. Segundo, y esto es lo que tenemos en mente en este trabajo, las inte-
racciones de intercambio mismas pueden ser modificadas dopando los iones-X
en, por ejemplo, en el enlace Cu-X-Cu, generando lo que llamaremos de aqui en
adelante una impureza de acoplamiento (o simplemente impureza). Tal situa-
cién es descripta en la Refs. [111] y [112] para la cadena de espines alternados
(CH3); CHNH3Cu(Cl,Br;—;)3 donde los iones de Cl y Br son sustituidos uno
por el otro. Ademds existe un material con estructura de escalera de espin, el
(CsHyaN)2CuBry (Refs. [113], [114]) donde pueden considerarse experimentos
de dopaje andlogos. Se ha sugerido que este material puede ser descripto por
una escalera de espin de dos patas en el limite de acoplamiento fuerte, es decir el
acoplamiento a lo largo de las patas Ji, es mucho menor que el de los escalones
Jr; ver Refs. [113], [114]. M4s adn, existe un niimero de compuestos organicos
que son candidatos a ser descriptos medxante una estructura de escalera de espin
en el limite de acoplamiento fuerte (ver, por ej. Ref. {115]). Como un ejemplo
de un sistema inorgénico mencionamos el CaV3QOs para el cual se ha estimado
un cociente Ji,/Jg = 0,1 (Refs. [116], [117]).

En la literatura, se han estudiado acoplamientos aleatorios en smtemas de
escaleras de espin tanto en el régimen de acoplamiento fuerte como débil (opues-
to al anterior) utilizando métodos de grupo de renormalizacién en espacio real
(Refs. [118], [119]), bosonizacién (Ref. [120]) y mapeo sobre fermiones de Di-
rac de masa aleatoria (Ref. [121]). La mayorfa de estas investigaciones se ha
centrado en el analisis del efecto del desorden sobre la estabilidad del estado
fundamental y del gap. En dichos estudios, se ha encontrado que las escaleras
de espin desordenadas exhiben propiedades termodindmicas no universales (ver
por €j. Ref. [119] ) similares a las halladas en las cadenas desordenadas de espin
1/2 dimerizadas (Ref. [122]).

Primero definiremos el modelo y llevaremos a cabo una proyeccién sobre el
espacio de un triplete. Esta aproximacién provee resultados que son correctos a
primer orden en Jyp/Jp y son cuantitativamente relevantes para materiales que
poseen una estructura de escalera de espin en el régimen de acoplamiento fuerte,
In segundo lugar se resolverd analiticamente el problema de una sola impureza
en el limite de acoplamiento fuerte y de pequefios arreglos de impurezas sobre
sitios vecinos y se compararan con las soluciones de la diagonalizacién mediante
el método de Lanczos del modelo completo de la escalera de espin. -
Finalmente se consideraran concentraciones finitas de impurezas en el hmxte
de acoplamiento fuerte tanto numéricamente como por medio de técnicas dia-
gramaéticas. . .

7.2. Modelo de escalera de dos patas de espin
1/2 |
El hamiltoniano de la escalera de dos patas de espin 1/2 puro (sin impurezas)
estd dado por

N

Ho =Y [JrSi1- Stz + Ju(Si1 - Sipan + Sz Sir)) (7.1)
l=1 .
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,5—"1,1(2) son los operadores de espinl/2 actuando sobre el sitio ! de la pata 1(2)
y N es el nlimero de escalones. En la Fig. 7.1 se muestra esquemdéticamente
la estructura de la escalera. De aqui en adelante haremos Jy = 1 en todas las
computaciones explicitas, pero mantendremos Jg en las ecuaciones por clandad
Se analizardn las siguientes casos

Nlmp
H=Ho+H'; H =) h, (7.2)

donde Nimp es el nimero de acoplamientos modificados y hy, es la perturbacién
local en el sitio /,;. La misma da lugar a la modificacién de la interaccién en el
escalén JL = Jg + dJr o modificando la interaccién entre I, y l,,41 en una de
las patas en la forma Jj = Ji, -+ dJ1,. Explicitamente, h,, estd dado por

ha = 6JRS,.1- 52 ,
by = 6J,8, S5 i=1,2 (7.3)

Figura 7.1: Diagrama esquematico de la escalera homogénea de dos patas de
espin 1/2. Los circulos llenos indican las posiciones de los espines. Las lineas
continuas y de puntos muestran los acoplamientos Jg y Ji, respectivamente,
enfatizando nuestro régimen de interés Jg > Ji.

7.2.1. Proyeccién sobre el subespacio de un triplete

Estudiaremos el efecto de las interacciones modificadas (Ecs.(7.3)) sobre la,
relacién de dispersién de un triplete en el limite de acoplamiento fuerte Jy, €« Jg
proyectando sobre el subespacio de excitaciones de un triplete. De este modo,
todos los términos contenidos en Hyp (Ec.(7.1)) que crean o destruyen excita-
ciones de dos tripletes son despreciados.

Para la descripcién de las excitaciones de baja energia de la escalera es util
mapear los operadores de espin sobre los denominados operadores de enlace
bosénicos (bond boson operators) Refs. [123], [124], [125]. Los mismos se cons-
truyen de la siguiente manera. Consideremos dos operadores de espin 1/2 - 8; 1
¥ Si,2 sobre el escalén ! y el indice 1{2) identificando cada pata. Los autoestados
de este sistema de dos espines son el estado singlete [s;) y tres estados triplete
[ta,) siendo a = z,y,2. En la descripcién de operadores de enlace bosénicos
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estos son creados a partir de un estado de vacio |0) aphcando los operadores

¥
Sz’tlz

s/10)

t1,10)

I

lor) = -}(t 1) =1 1)),
Itx,l> \/— (! TT) I ll ))l

thlo) = [t = -ﬁ(l T+ 11

t _ _ 1 ‘
tal0) = ftes) = (1) + L) (7.4)
Considerando los diferentes elementos de matriz (5;]S;,1(2)[ta ), ..., se obtiene

la siguiente representacién (Ref. {125])

1 : o
55y = 5 {Es{tay & th 51 ~ deapyth ity} (7.5)

El signo més (menos) corresponde a j = 1(2) lo cual identifica a cada pata. Para
evitar la doble ocupacién (no fisica) se debe imponer la siguiente restnccxon local
(se considera suma sobre indices repetidos)

sis +th by, =1. (7.6)

Imponiendo relaciones de conmutacién bosénicas a los operadores s, 3(1) yialds tg)z
los operadores S;* 12 =Ty 2 satisfagan el dlgebra de SU(2). De este modo
arribamos a una descripcién de bosones sin masa pero por un procedimiento
distinto del empleado en los Capitulos anteriores.

La proyeccién sobre el subespacio de excitaciones de un triplete se obtiene
tras implementar la restriccién (Ec.(7.6)) eliminando el operador singlete |s;) a
través de una transformacién tipo Holstein-Primakoff (Refs. [123], [124], [126])

8§ = SI = 4/ 1 "‘tlﬁlta,l. v (7.7)

Empleando la Ec.(7.5) en la Ec.(7.1) e insertando la Ec.(7.7), reteniendo térmi-
nos hasta segundo orden en los operadores triplete (esto equivale a hacer direc-
tamente s; = 3} = 1) se obtiene el hamiltoniano efectivo

JL | :
Hoet = Jr Y thtay + 5 D (thppstas +hec) (7.8)
Lo l

donde no hemos incluido constantes aditivas irrelevantes. Hy ef es diagonalizado
mediante una transformacién de Fourier

= AVI e, | (79)

obteniéndose

Hoe = Z 6ktl,kta,k (7.10)
k



CAPITULO 7. IMPUREZAS EN ESCALERAS DE ESPIN 1/2 96

en la cual la relacién de dispersién de las excitaciones de un triplete es (Ref.
[104])

ex = Jr + Jg, cos(k). (7.11)

Las perturbaciones hy, causadas por las modificaciones de los acoplamientos de

intercambio son expresadas en términos de los operadores de enlace bosénicos
como sigue

1
b = 55> UReey (b k) Bl o (7.12)
k,k1 ' :

donde los potenciales vr()(k, k1) estédn dados por

vr(k, k1) = dJgeiintk

éJ;
vk k) = =2

4 (eunmem 1 gmitudkgiky (7.13)

en las cuales Ak = ki —k es el momento transferido en un proceso de dispersién.
Juntando todo lo anterior, el hamiltoniano efectivo toma la forma

Nimp
Het = Hoet + Hy; Hig= Y hn. (7.14)
n=1

7.3. Impureza aislada y pequenos agrupamienQ
tos de impurezas (clusters)

La solucién del problema de una impureza aislada para el potencial efectivo
Ec.(7.14), es decir sélo un acoplamiento modificado, es obtenida a partir de
la Ecuacién de Schridinger en espacio real. También se consideran casos de
arreglos con un ndimero pequeiio de impurezas y el problema de una impureza
en el hamiltoniano en el espacio.completo original (Ec.(7.2)).

7.3.1. Problema de una impureza. Tratamiento en espacio
real

La Ecuacién de Schrédinger correspondiente a la Ec.(7.14) con una impureza
puede ser escrita en la siguiente forma

[I-G°(E) Hy)l9) =0, (7.15)
donde
G%E) = E";E,Z{ (7.16)

es el operador Funcién de Green libre asociado al hamiltoniano efectivo
Hoy et definido en la Ec.(7.8) e I es el operador identidad. |¢) es un autoestado
del hamiltoniano Hey. Se obtiene una representaciéon conveniente al trabajar en
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el espacio de coordenadas de la base de un triplete {|t4;)}. La expansién de la
(Ec.(7.15)) en dicha base est4 dada por

(tagll — G°(B) [ta.) (o] Higltur) (byirr| ) =0, (7.17)

donde hemos utilizado dos veces la completitud de {|to)} y por lo tanto se
suma sobre indices repetidos. Como la impureza es localizada, sélo son no nulos
los elementos de matriz en el entorno de la misma. Esta es la ventaja de trabajar
en la representacién de coordenadas para el caso de una impureza o pequefios
agrupamientos de impurezas. Los elementos de matriz {to,|G°(E)|ts,) son dia-
gonales en a, Gy dependen sélo de la distancia Al = |l — I’|. Para evaluarlos,
debemos utilizar la Ec.(7.9) ya que G°(E) es diagonal en la representacién
de momentos {|t,x)}. En el limite continuo N — oo la sumas implicadas se
transforman en integrales y para dichos elementos de matriz se obtiene

cos(k Al)
E —~ Jg —~ Jy,cosk

(ta,llGo(E)ltﬁ,[') = [GO(E)’]Z,lﬁ — (Saﬂ:?—l;/ dk, (7.18‘)

-

siendo «, 8 = z,y,z. A pesar que F tiene que ser prolongada analiticamente al
plano complejo para obtener la funcién de Green retardada, haciendo el reem-
plazo E — E + 10", nétese que para E real, |E — Jg| > Jp, los elementos de
matriz en la Ec.(7.18) son reales. Por simplicidad colocamos el acoplamiento
del escalén modificado en el sitio I = 0 y los acoplamientos modificados de las
patas entre los sitios { = 0 y I = 1. Las autoenergias correspondientes a los
estados (anti-) ligados son obtenidas mediante la condicién para soluciones no
triviales para el sistema homogéneo dado por la Ec.(7.15), es decir

Det[I - G°(E) Hy] =0, (7.19)

evaluado en la representacién de coordenadas. Como hemos mencionado, debido
a la localizacién de las impurezas sélo es necesario considerar la submatriz de
2 x 2 superior izquierda (de hecho para la impureza en el escalén sélo el primer
elemento). Nétese, sin embargo, que los autovalores son triplemente degenera-
dos, ya que « = x,y, 2. Para el caso dJg # 0, 6J;, = 0 las energias asociadas a
los estados (anti-)ligados estdn dadas por

Eir = Jr £/ J7 +(8JR)2. (7.20)

El signo méas (menos) en la Ec.(7.20) corresponde a 6Jg > 0(6Jr < 0). Entonces
aparece un estado ligado en el gap de espin, es decir debajo de la banda de un’
triplete, si dJr < O mientras que para dJr > 0, se genera, inversamente, un
estado anti-ligado por encima de la banda de un triplete.

Anélogamente; se encuentran las energfas de los estados (anti-) ligados en el
caso de una sola impureza en la pata 6Jg = 0, §Jy, # 0. Para 6J;, > 0 existen
siernpre tanto un estado ligado como uno no ligado, siendo sus energias

JL+§%“(1+M)

Eyp=Jp+t Al sJL > 0. (7.21)

3L
1+2JL

Por otro lado, debe notarse que no hay estados fuera de la banda de un triplete
para —4J;, < 8J;, < U, en cambio, se espera la aparicién de modos resonantes
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dentro de la banda (ver Seccién 7.4.2). Finalmente para acoplamientos ferro-
magnéticos fuertes §.J;, < —4Jy, la Ec.(7.21) posee nuevamente dos soluciones.
Sin embargo, restringiremos nuestra discusién al caso de acoplamientos anti-
ferromagnéticos.

La funcién de onda para los estados (anti-) ligados ¥4 (l) también puede ser
derivada analfticamente. Para 6Jg # 0, §J1, = 0 se tiene

Ya(l) x [G*(BLR)]T* (1> 0), (7.22)
y para 6Jy, #£0,8Jg =0
Pa(l) o< [GU(E1L)], " + [GO(BL)] )Y, (> ). (7.23)

La extensién de 9q(l) en espacio real sélo depende del cociente dJr/Ji, (o
8J/Jy, respectivamente). {1ho(I)|* es més angosta (espacialmente més localiza-
da alrededor de la posicién de la impureza) cuanto mayor es dicho cociente. Por
ejemplo, |o(l = 4)12 /Il = 1)|? < 0,01 para 6Jr/Jy, = 1, 6J;, = 0, mientras
que [a(l = 4)[2/|a(l = D> = 0,15 para 6Jp/Jy, = 1/3.

7.3.2. Agrupamientos pequenos de impurezas (clusters)

El efecto de un niimero reducido de impurezas en un arreglo predeterminado
(clusters de impurezas) puede estudiarse mediante la correspondiente solucién
de la Ec.(7.15) en espacio real. Consideremos la presencia de impurezas del
mismo tipo localizadas sobre algunos de los primeros N, sitios de la escale-
ra. Las autoenergias de los estados (anti-) ligados dependen en principio tanto
del nimero de acoplamientos modificados como de las distancias entre ellos co-
mo asf también de las perturbaciones §Jr(,) mismas. Es natural esperar que
los autoestados de una impureza interfieran entre s{ cuando las impurezas se
encuentran suficientemente préximas. Como en el caso de una sola impureza,
las autoenergias de un arreglo dado de impurezas son calculadas resolviendo
la Ec.(7.19). En este caso, s6lo necesita ser considerada la submatriz superior
izquierda de dimensiones N, x N,. Como un ejemplo, mostramos la expresién
analitica para el caso de la modificacién de los acoplamientos de dos escalones
vecinos (N, = 2). Para un dJg dado la solucién de la Ec.(7.19) es

B o JulnE T2 + 2,80 & 26Jr(Jr + 6JR)
2R = Jp, & 28JR '

(7.24)

El signo mas (menos) corresponde a §Jg > 0(< 0). Hemos calculado expresiones.
equivalentes para arreglos de hasta N, = 5. En la Seccién 7.4.3 mostraremos
cémo la influencia de tales disposiciones de impurezas puede explicar los detalles
de la estructura de picos que se presenta en la densidad de estados, obtenida
mediante diagonalizacién numérica de sistemas con una concentracién finita de
impurezas.

7.3.3. Comparacién con la diagonalizacién exacta

Los resultados de estd Seccién fueron levados a cabo por integrantes del
grupo del Dr. W. Brenig (Braunschweig Univerity, Alemania), como parte de
una colaboracién académica con nuestro grupo [34].
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Para testear la regién de validez de los resultados anteriores a primer orden en
Ji/Jr, se llevé a cabo una comparacién con las soluciones numéricas obtenidas
resolviendo el hamiltoniano completo (Ec.(7.2)), es decir sin proyectar sobre el
subespacio de un triplete, con una impureza en el escalén o en las patas.

Para la solucién de este problema se ha explotado la conservacién de la
componente S% la simetria de inversién de espin, la simetria de reflexién en la
posicién de la impureza y, en el caso de una impureza en el escalén, la simetria de
intercambio de ambas patas. Se han aplicado condiciones de contorno periédicas
en las patas para eliminar efectos de superficie atin cuando, en contraste con el
caso puro, esto no da aquf lugar a simetrias espaciales adicionales. Se encuen-
tra que los efectos de tamaio finito son minimizados para un ndmero par de
escalones. Se ha trabajado en sistemas con N = 4,6,8,10,12 y 14 escalones.
La mayor dimensién de la matriz Hamiltoniana tratable computacionalmente
es de alrededor de 10 millones y ocurre para N = 14 escalones {28 espines) y
una impureza en las patas (donde no hay simetrfa de intercambio de patas ).

Se ha computado el autovalor més bajo en cada uno de los subespacios
relevantes usando el método de Lanczos. Los resultados para la menor energia
E de excitaciéon para N finito han sido extrapolados al limite termodinédmico
N — oo utilizando el algoritmo de Vanden-Broeck-Schwartz (Refs. [128], [129])
con a = —1. Para la escalera pura esto permite estimar el gap de espin, el cual es
representado por los circulos abiertos en la Fig. 7.2. Usando N < 14, se obtiene
un valor (0,5025:0,0008)Jr para Ji, = Jg, en excelente acuerdo con los valores
aceptados para este caso (Ref. [108]). Como una comparacién adicional, la linea
llena en la Fig. 7.2 muestra un aproximante de Padé [7, 6] a la serie de orden 13
para el gap de espin de la escalera pura de la Ref. [107].

Un ndmero finito de impurezas (densidad tendiendo a cero) no afecta la
banda de un triplete en el limite termodindmico. Entonces, el resultado para el
gap de espin en el caso puro corresponde al limite inferior de la banda de un
triplete si también hay impurezas presentes.

También se ha considerado el caso de una impureza, se ha focalizado sobre
aquellas situaciones en donde se espera que la excitacién de menor energfa sea
un estado ligado sobre la impureza, es decir dJg < 0 o dJ, > 0, respectivamen-
te. Para comprender el comportamiento a tamafio finito de sistemas con una
impureza, es importante tener en cuenta que en este caso existen dos escalas de
longitud competitivas involucradas. Por un lado, hay una longitud de correla-
cién del sistema puro, y por el otro necesita ser considerada la extensién espacial
de la funcién de onda de una impureza (ver Ecs.(7.22) y (7.23)). De hecho, esta
dltima, que a su vez depende de los pardmetros, puede ser mucho (mayor) que
la longitud de correlacién. Esto da lugar a una escala de entrecruzamiento a*
partir de la cual cambia el comportamiento de tamafo finito del sistema. Para
Ji, pequefio, la energia del nivel de impureza crece con el tamafo del sistema,
en contraste con el comportamiento del sistema puro, donde la energia decrece
con las dimensiones de escalera. Ya que este comportamiento de tamaiio finito
es preservado a Ji, grande, los efectos de tamaio finito son no-monétonos en
la regién intermedia. Se produce un cambio en el comportamiento de tamafio
finito a una dimensién caracteristica del sistema, la cual se incrementa a medida
que el nivel de impureza se aproxima a la banda de un triplete. Aquf se debe ser
mas cuidadosos con la extrapolacién, Sélo pueden utilizarse aquellos sistemas
cuyo tamafio se encuentra en el régimen asintético para N grande. De acuerdo
a esto, la Fig. 7.2 muestra los datos extrapolados para el nivel de impureza, sélo
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para una regién restringida de Ji,. Cuando el nivel de impureza se aproxima, a la
banda de un triplete, las barras de error se hacen mas grandes y es dificil decidir
si este nivel toca la banda o se aproxima a ella asintéticamente. De cualquier
manera, los datos numéricos demuestran la presencia de un estado ligado de
impureza en una amplia regién del espacio de pardmetros.

En el limite Ji, « Jr, se puede comparar con las Ecs.(7.20) y (7.21), respec-
tivamente. De hecho se observa un acuerdo cuantitativo para Ji, suficientemente
pequefio, ver Fig. 7.2 (a) y el grafico insertado en la Fig. 7.2(b). Nétese que de-
bido a la normalizacién de la Fig. 7.2 es decir, éJ, ~ Jp, la Bc.(7.21) resulta
en lineas rectas que comienzan a E = 1 para Ji, = 0. Para J;, mayores se
observan desviaciones en la Fig. 7.2, aunque todavia puede verse un nivel de
impureza. De acuerdo a esto, puede esperarse que la aproximacién de primer
orden sea cualitativamente correcta incluso en la regién de pardmetro donde ya
no es cuantitativamente precisa. Entonces, se puede utilizar la aproximaciéon a
primer orden para estudiar el caso de varias impurezas e incluso concentracio-
nes finitas, lo cual ya no es sistemdticamente posible mediante el método de
diagonalizaciér} de Lanczos del hamiltoniano completo.

7.4. Concentracion finita de impurezas

En esta seccién discutiremos el efecto de una concentracion finita de acopla-
mientos Jg o Ji, modificados, sobre la dispersién de un triplete, en el limite de
acoplamiento fuerte Ji, < Jr. Para resolver este problema, aplicaremos técni-
cas diagraméticas tales como aproximacién a bajas concentraciones (LCA) y la
aproximacioén del potencial coherente (CPA). También emplearemos técnicas de
diagonalizacién numéricas para sistemas de tamafio grande. Asimismo, utiliza-
remos nuestros resultados analiticos para las autoenergias de pequefios arreglos
de impurezas para explicar los detalles obtenidos en las soluciones numéricas de
la densidad de estados, tanto para modos {anti-) ligados como resonantes:

Antes de considerar los métodos analiticos y compararlos con los resultados
provenientes del promediado numérico de impurezas (NAV), analicemos ciertos
casos limite. De aqui en adelante ¢ denotard la concentracién de impurezas.
Noétese que en el caso de impurezas sobre las patas, ¢= 1 implica que todos los
2N acoplamientos son modificados. Los casos limite son:

(i) El sistema puro (¢ = 0). v
(i1) Fl caso de una sola impureza (ver Seccién 7.3.1).

(iii) El caso ¢ = 1 donde todos los acoplamlentos son iguales a Jr + dJr ©
Ji, + 8J1,, respectivamente.

En este tltimo caso, y para 8Jg # 0, 8J;, = 0, se esperard una banda de un
triplete con dispersién

Ex(Jr + 6Jr, JL) = (Jr + dJr) + J cosk, (7.25)

es decir su centro estd desplazado en una cantidad 6Jr con respecto al centro
de la banda original para ¢ = 0. Entonces, el estado de una impureza (anti-)
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Figura 7.2: Energfa F del menor estado excitado del hamiltoniano completo de
la escalera de espin (Ec.(7.2)). Panel (a): una impureza aislada en un escalén
Ji = Jr + 8Jr. Panel (b): impureza aislada en una pata (entre dos escalones)
J{, = Ji + 8J. En todos los casos, se ha tomado la condicién de normalizacién
Jr = 1. Los simbolos indican los resultados de la extrapolacién de la diagonali-
zacién de sistemas finitos mediante el método de Lanczos. Los circulos abiertos
representan el sistema puro (8Jg = 0, §J;, = 0) y corresponden al gap de espin.
La linea sélida es un aproximante de Padé [7,6] a la serie de acoplamiento fuerte
de orden 13 (Ref.([107])) para el gap de espin de la cadena pura. Las lineas de
rayas muestran los resultados analiticos para la posicién del estado ligado en
el hamiltoniano efectivo (Ec.(7.14)), dados por la Ec.(7.20) para el panel (a) y
Ec.(7.21) para el panel (b).
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ligado deberfa derivar en una banda dispersiva a medida que la concentracién
se incrementa, estando su centro €(¢) entre

Jr = 4/ J2 + (0Jr)? < €(c) < Jp +0Jg; 6Jg <O. (7.26)

Para dJg = 0, dJy, > 0, la dispersién triplete en el limite ¢ = 1, es decir, todos
los Ji, modificados sera

Er(Jr, Ju + 8JL) = Jn + (Ji + 86J1,) cosk. (7.27)

De este modo, los estados anti-ligado y ligado aparecen simétricamente con
respecto al centro de la banda original. Al incrementar la concentracién, apare-
cerdn niveles adicionales de impurezas y eventualmente se fundirdn con la banda
original, la cual finalmente (¢ = 1) poseerd un ancho (Jg, + dJ.).

7.4.1. Aproximaciones Diagramaticas

Comenzamos comentando brevemente algunos conceptos bésicos.
El operador funcién de Green G(FE), siendo en general E € Z, asociado a un
hamiltoniano H = Ho+V (Hy representa en general un sistema puro, mientras
que V' las impurezas) se define como

G(E) = (E - H)™. ‘ (7.28)

La utilidad de G(E) es que el operador densidad de estados (DOS) del sistema
n(E) se obtiene a partir del mismo mediante

mm=-%mnmm.’ (7.29)

La Ec.(7.28) puede escribirse en términos de Go(E) = (E — Hp)™ (en nuestro
caso Ec.(7.16)) en la forma

G = (1-GoV) Gy = Go+ GeTGy, (7.30)
donde la matriz de scattering o matiz-T se define como

T =V(l-GoV)™1, - (7.31)
La Ec.(7.30) también puede escribirse como una ecuacién de Dyson

G = Go+ GoVG, ‘ (7.32)
cuya iteracién da una expansién perturbativa de G v

G = Go+ GoVGo +GoVGoVGo+.... (7.33)

Este operador representa la propagacién de una excitacién en un sistema per-
fecto (representado por Hp), con scattering en las impurezas, dadas por V. Los
diferentes términos en la Ec.(7.33) dan lugar a procesos de scattering multiple
por lo que comunmente no es posible calcular G en forma exacta. Los diferentes
esquemas de aproximacién consisten en evaluar G (en valor medio) resumando
seleccionados términos (clases de diagramas) en esta expansion. Generalmente
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se utilizan aproximaciones a la autoenergia exacta L(E) que es definida de
modo tal que la funcién de Green (en valor medio) estd dada por

G = Go+GoxG = (Gg1-3) 7", (7.34)

En lo referente a nuestro problema, dentro de los métodos basados en la ex-
pansién diagramaética de las Funciones de Green de un triplete en presencia de
impurezas, primero comentaremos brevemente la aproximacién de bajas concen-
traciones (LCA)y luego discutiremos la aproximacién del potencial coherente
(CPA).

Como en la Seccién 7.3 nos concentraremos en el subespacio de un triplete.
Entonces, la restriccién dada por la Ec.(7.6) es automdticamente satisfecha
en nuestra aproximacién, es decir, teoria de perturbaciones a primer orden en

IR

Aproximacién de baja concentracién (LCA)

Utilizando técnicas esténdar de promediado de impurezas (ver por ej. Ref.
[130}), la auto-energia £(F) de la funcién de Green de un triplete puede ser obte-
nida a primer orden en la concentracién ¢ de impurezas. Como el procedimiento
de promediado restablece la invarianza traslacional, la funcién de Green de un
triplete Gx(E) (G(E) en la representacién de momentos) puede ser escrita en
términos de una ecuacién de Dyson

1
E - By —co(k, B)’

G (E) = (7.35)

Considerar sélo términos lineales en ¢ implica que la auto-energia 3(E) es igual
a la matriz-T del problema de una impureza. La expansién diagramética de la
auto-energfa es representada en la Fig. 7.3.

S(B) =

+
+

Gi(E)

Figura 7.3: Representacién esquemética de la expansion diagramatica de la auto
energfa L(E) en el limite de bajas concentraciones. GY(E) = 1/(E — ¢x) es la
Funcién de Green de un triplete libre. Los circulos representan los centros de
scattering.

Adviértase que todas las cantidades en la Ec.(7.35) se transforman en matrices
de 2 x 2 si los acoplamientos modificados conectan dos sitios, como es el caso
de una impureza en la pata. En la Ref. [131], por ejemplo, puede encontrarse
una discusién mas detallada sobre este tema.

La funcién espectral Ax(E)

A(E) = _%Im Gi(E), (7.36)
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(n(E) = [ Ax(E)dk) es graficada en la Fig. 7.4, para (a) J, = 0,1, (5JR =
-0,1,¢ = 0,01 y (b) para Jy, = 0,1,6J, = 0,5,c = 0,01. En concordancia con
nuestros resultados previos encontramos un estado ligado en el caso (a) y un
par ligado-antiligado en el caso (b). La Fig. 7.4 revela ademés que, primero,
el nivel de impureza ha desarrollado una pequefia dispersién y segundo, que el
peso espectral estd concentrado alrededor de k = 7 para el caso de los estados

ligados, mientras que se reduce en el centro de la zona, y viceversa para los
estados antiligados.

Aproximacién del potencial coherente (CPA)

La aproximacién del potencial coherente permite interpolar entre los dos
limites de concentracién ¢ = 0 y ¢.= 1. Aqui aplicaremos este método para el
caso dJr # 0, dJr = 0. La auto-energia X(E) es obtenida a partir de la solucién
autoconsistente de la siguiente ecuacién (Ref. [132])

C(SJR
1= G(E)[Jx — o(B)]

W(E) = (7.37)

En lugar de derivar esta ecuacién (ver detalles en la Ref. [132]), mencionaremos
algunos aspectos de este método:

(1) La auto-energfa es simétrica ante el cambio ¢ por 1 — ¢ y el reemplazo
respectivo de las constantes de acoplamiento.

(ii) La técnica CPA da resultados cualitativamente correctos para la densidad
de estados en el caso de concentraciones intermedias,

Nétese que en contraste con la aproximacién de bajas concentraciones (ver, por
ejemplo Fig. 7.5 (a)), CPA no da un pico pronunciado en la densidad de estados
para la posicién del nivel de impureza incluso para bajas concentraciones. Esto
puede observarse por ejemplo en la Fig. 7.5 (b) para ¢ = 0,1. Sin embargo, hemos
verificado que en ambas aproximaciones diagramdticas, el peso total en los ni-
veles de impureza es el mismo y que este crece linealmente con la concentracién
de impurezas, como es de esperar.’

7.4.2. Resultados numéricos y comparacién

En esta Subseccién, compararemos los resultados analiticos obtenidos con
los alcanzados mediante la diagonalizacién numérica del hamiltoniano efecti-
vo H,; en sistemas de tamafio grande y muestreando sobre varias escaleras a
concentracién fija. El hamiltoniano efectivo (Ec.(7.14)) ha sido diagonalizado
sobre sistemas finitos con N = 103 escalones para diferentes concentraciones
¢ de ambos tipos de impurezas. La densidad de estados n(E) (DOS), es decir
el ntimero de estados por unidad de energia, es obtenida numéricamente conta-
bilizando los autoestados en un dado intervalo de energia AE. La eleccién de
un AE ~ 10~%Jy determina la resolucién en las Figs. 7.5 a 7.8. En la 7.5 se
muestran los resultados para Ji, = 0,1, 8Jg = —0,1 (Panel (a): ¢ = 0,01; (b):
¢ = 0,1; (¢): ¢ = 0,3). Obsérvese que, de acuerdo a la Ec.(7.20), la posicién
del nivel de una sola impureza es Iy p = 0,8586Jr. Se observan los siguientes
aspectos '
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Figura 7.4: Funcién Espectral Ax(E) en la aproximacién de bajas concentracio-
nes (LCA) para (a) perturbacién en los acoplamientos de los escalones con
8Jg = —0,1,¢ = 0,01; (b) perturbacién en los acoplamientos de las patas
dJy, = 0,6,¢c = 0,01. Las lineas de rayas indican las posiciones de los estados
(anti-) ligados, de acuerdo a las Ecs.(7.20) y (7.21). Jy =1 y J, = 0,1 en

ambos casos.
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Figura 7.5: Densidad de estados (DOS) para una concentracién finita de acopla-
mientos de escalén modificados J§: datos numeéricos (NAV, linea sélida) para
escaleras de espfn con N = 10 escalones y Jr = 1, Jp, = 0,1,8Jr = —0,1 (con-
centracién: panel (a) ¢ = 0,01; panel (b) ¢ = 0,1; panel (¢) ¢ = 0,3). Linea de
rayas en el panel (a): aproximacién de bajas concentraciones (LCA); en paneles
(b) y (¢) CPA. :
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(i) Al incrementar la concentracién ¢ aparecen picos adicionales alrededor del
nivel de una impureza. Los mismos provienen de pequefios arreglos de
impurezas (clusters). Esto serd discutido en detalle en la Subseccién 7.4.3.

(ii) El nivel correspondiente al estado ligado degenera en una banda centrada
alrededor de Jg+4dJr = 0,9 como funcién de la concentracién c. Notar que
los sistemas con concentraciones ¢ > 0,5 son convenientemente construidos
mediante los reemplazos ¢ — 1 —¢, Jg — Jp + 8Jr vy 6Jg — ~8JR.

(ii1) Dentro de la banda original, la curva no es suave, sino que se observan
pequeias oscilaciones. Estas caracteristicas no son debidas a efectos de ta-
maflo finito, ni tampoco a una baja estadistica (la densidad de estados ha
sido obtenida promediando sobre varias muestras aleatorias a concentra-
cién fija). Como veremos en la Seccién siguiente, su origen est4 relacionado
al efecto de los clusters de impurezas.

Comparemos ahora los resultados numéricos con los analiticos. En la Fig. 7.5
(a) se comparan los resultados obtenidos mediante LCA con el promediado
numérico de impurezas (NAV) para el caso J, = 0,1, §Jg = —0,1 y ¢ = 0,01.
Ambas aproximaciones estdn en buen acuerdo en relacién a la posicién del nivel
principal de impureza (impureza aislada). La comparacién con los resultados
provenientes de CPA para ¢ = 0,1 ( Fig. 7.5 (b)) y ¢= 0,3 (Fig. 7.5 (¢)), mues-
tra que esta aproximacién da resultados cualitativamente aceptables, incluso a
concentraciones algo elevadas. Para ¢ = 0,3, los niveles de impureza y la banda
comienzan a fusionarse. '

Para una concentracidén finita de impurezas en las patas, los resultados
numéricos confirman nuestras predicciones cualitativas, Los datos son mostra-
dos en la Fig. 7.6 para Ji, = 0,1, 6J;, = 0,5 (panel (a): ¢ = 0,01; (b): ¢ = 0,1; (¢):
¢ = 0,9). Es importante aclarar que las posibles configuraciones de impurezas
en las patas son:

(i) Un acoplamiento modificado sobre una pata, conectando, por ejemplo el
escalén I con el [+ 1. t

(i1) Ambos acoplamientos entre los escalones ! y ! + 1 modificados.

Ambos casos son tenidos en cuenta en la implementacién numérica. Los niveles

de impureza de las patas se producen simétricamente con respecto al centro

de la banda. Al incrementar la concentracién ¢ la banda original se ensancha

y eventualmente incluye todos los niveles de impureza (ver Fig. 7.6 (c) para

¢=0,9). La influencia de las impurezas es ahora visible como modos resonantes

dentro de la banda. Nétese que este Gltimo caso es equivalente a Jy, = 0,8, §Jy, =+
~0,6 y ¢c=0,1.

En resumen, las aproximaciones analiticas dan resultados aceptables para la
estructura completa de la densidad de estados, incluso a altas concentraciones,
como esté, ejemplificado en el caso §Jg # 0, 8Jy, = 0. Los efectos de los clusters
de impurezas no son tenidos en cuenta en la descripcién diagramaética. '

7.4.3. Resultados analiticos para arreglos pequenos de im-
purezas

Estudiaremos la estructura de picos de los niveles de impurezas provenientes
de una variedad de pequefios arreglos (clusters) en el caso de impurezas en los
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Figura 7.6: Densidad de estados (DOS) para una concentracién finita de acopla-
mientos de las patas modificados J{,: datos numéricos (NAV, linea sélida) para
escaleras de espin con N = 10% escalones y Jg = 1,J1, = 0,1,6J;, = 0,5 (con- "
centracién: panel (a) ¢ = 0,01; panel (b) ¢ = 0,1; panel (¢) ¢ = 0,9). Linea de
rayas en el panel (a): aproximacién de bajas concentraciones (LLCA). Insercién
en el panel (a): estructura de la DOS en el entorno del estado ligado. Panel (c):
se observan los modos de resonancia dentro de la banda para ¢ = 0,9; el caso
mostrado aquf es equivalente a Ji, =.0,6,6J;, = —0,6 <0, y ¢ = 0,1.
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escalones. Los arreglos analizados incluyen los siguientes patrones (11), (101),
(111), (1001), (1101), (1111), (10001), (11011), (11111) donde, en esta notacién,
1 indica un acoplamiento de escalén modificado en la secuencia del arreglo y
0 indica un escalén puro (no modificado). Por ejemplo, {(11) denota dos impu-
rezas en dos escalones vecinos en una escalera con el resto de los escalones sin
impurezas.

Hemos encontrado que los autovalores de energia correspondientes a los pi-
cos principales fuera de la banda de un triplete observados en los resultados
numéricos de la densidad de estados (ver Seccién previa) pueden ser asociados
con la contribucién de ciertos clusters de impurezas. En particular, en la Fig.
7.7, se observa la identificacion entre la estructura de estados ligados obtenida
numéricamente y las autoenergias correspondientes a pequefios clusters de im-
purezas colocados sobre la escalera pura, calculadas analiticamente. En dicha
Figura los pardmetros son Ji, = 0,1, dJgp = —0,1 y ¢ = 0,1 (en la Fig. 7.5 (b)
se muestra la densidad de estados completa para estos mismos pardmetros).

0F —— NAV £ aam :
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c(1l) 1
d (101
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£(10001)
g (1) 1
n h (10001)
O 20 i(1001) q
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Figura 7.7: Comparacién de las auto-energfas de los estados ligados inducidos
por arreglos pequefios de impurezas (clusters) en los escalones sobre un sistema *
puro, derivadas analiticamente, con la diagonalizacién numérica del H.y sobre
grandes sistemas con una concentracion finita acoplamientos modificados en los
escalones. Se muestra la densidad de estados (DOS) en el entorno del nivel de
una impureza. Los patrones entre paréntesis denotan diferentes tipos de clusters
de impurezas: con 1, indicamos la posiciones relativas de las impurezas de los
escalones en la secuencia del cluster. Los datos numéricos (NAV, linea sélida)
corresponden a Jg = 1,J, = 0,1,8Jg = ~0,1 y ¢ = 0,1. Las letras 'a’ a ’j’
relacionan los picos en la densidad de estados a ciertos clusters de impurezas,
los cuales son listados en la leyenda.

Para analizar la estructura dentro de la banda (modos resonantes) es ttil re
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escribir la densidad de estados en la siguiente forma

A(E) = ~2ImTrG(B) = no(B) + mumy(E), (7.38)
donde la densidad pura de estados no(F) estd dada por (Ref. [132])
no(B) = ~;1T-Im'1’rG°(E) | O (7.39)
y la contribucién de las impurezas puede escribirse como
Nimp(E) = S L [Det(I — G°(E) Hp)] . | (7.40)
w  dF

Hemos utilizado la Ec.(7.40) para calcular las contribuciones de un arreglo par-
ticular de impurezas a la DOS dentro de la banda de un triplete. Més aiin, a
partir de las amplitudes de los diferentes picos fuera de la banda de un triplete,
uno puede estimar, al menos cualitativamente, la distribucién de probabilidades
para la presencia de los diferentes clusters en una muestra aleatoria de impu-
rezas con una dada concentracién. Esta informacidn es utilizada para ponderar
la influencia de cada cluster en la estructura de picos dentro de la banda de
un triplete. En la Fig. 7.8, se muestra un ejemplo donde los picos principales
han sido asociados con las contribuciones de los clusters. En este caso particular
hemos identificado el pico central, que estd levemente corrido hacia la derecha
respecto del centro de la banda, con los patrones (101) y (1101). Por otro lado
los otros dos picos que son casi simétricos respecto del centro de la. banda han
sido identificados con la contribucién del cluster (1001).

Este andlisis explica por un lado la aparicién de los distintos modos localiza-
dos y por €l otro da evidencia de que los picos dentro de la banda de un triplete
se originan por la existencia de clusters de impurezas.

7.5. Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado la aparicién de estados ligados en el gap
de espin (es decir debajo de la banda de un triplete) en escaleras dos patas
de espin 1/2, debido a la presencia de impurezas en los acoplamientos. Han
sido considerados tanto modificaciones en los acoplamientos en los escalones,
como as{ también en las patas. Se han derivado resultados analiticos para la
posicién de los estados ligados en el limite de acoplamiento fuerte, equivalente
a teorfa de perturbaciones a primer orden en Ji,/Jgr. La existencia de estados
ligados inducidos por las impurezas ha sido verificada por medio de un estudio
de Lanczos de escaleras de espin finitas con una impureza y 0 < Ji, < JR.
Encontramos que nuestros resultados analiticos son cuantitativamente correctos
para Ji, < Jr/10 y que el acuerdo cualitativo se mantiene para valores de Ji,
todavia mayores. Recientemente se han descubierto materiales con estructura de
escalera de espin, como por €. (CsHi2N);CuBry (Ref. [113], [114]) o CaV;05
(Ref. [116] , [117]) que caen dentro de este rango de pardmetros.

Posteriormente, hemos analizado la densidad de estados en presencia de una
concentracién finita de impurezas en el limite de Jp, <« Jr tanto desde el punto
de vista numérico como analitico. La comparacion de las diferentes aproxima-
ciones muestra que los métodos diagraméaticos dan resultados cuantitativamente

>
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Figura 7.8: Identificacién entre la estructura de picos dentro de la banda de un
triplete obtenida numéricamente a una concentracién finita de impurezas en los
escalones (NAV, linea sélida) y analiticamente para sistemas con diferentes tipos
de clusters de impurezas (linea de rayas), para Jg = 1, J, = 0,01, dJg = 0,05,
y c=0,1. ’
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correctos para concentraciones pequefas de impurezas. Adema4s, se obtiene una
imagen cualitativamente correcta para concentraciones grandes de impurezas.
Debido a que las técnicas diagraméticas no tienen en cuenta la interferencia en-
tre impurezas y el efecto de arreglos (clusters) de impurezas, hemos presentado
un andlisis cuidadoso de sistemas de clusters con un nimero reducido de impu-
rezas. El mismo nos ha permitido comprender detalles visibles en la densidad de
estados. Extensiones naturales de este trabajo, como ser el cdlculo de.observables
y la discusién de sistemas con cocientes arbitrarios Ji,/Jr, son relegadas para
investigaciones posteriores, Sin embargo, nuestros resultados implican aspectos
adicionales en el gap de espin que podrian ser observados, por ej., mediante
experimentos 6pticos sobre materiales con estructura de escaleras de espin con
acoplamientos desordenados.



Capitulo 8

Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis ha sido el de extender el estudio de sis-

temas magnéticos en 1D en situaciones que pueden encontrarse en materiales
reales, tales como inhomogeneidades en los acoplamientos y la presencia de de-
sorden, inevitable en cualquier experimento real.
En particular se ha estudiado, en una primera etapa, la estructura de plateaux en
curvas de magnetizacién y diagramas de fase magnéticos en sistemas de mag-
netismo cuédntico unidimensionales. Especificamente se ha analizado el efecto
de perturbaciones, tales como cuasiperiodicidad, desorden y anisotropias sobre
modelos criticos, en particular liquidos de Luttinger. Para ello se han empleado
métodos de teoria de campos, como bosonizacidén, grupo de renormalizacién y
resultados de teorfas de campos cudnticos conformes. Adicionalmente se han uti-
lizado técnicas numéricas para dar soporte, complementar y verificar la validez
de los métodos analiticos.

En el Capitulo 4 se ha estudiado una cadena XX Z de espin S = 1/2 en
presencia de un campo magnético externo, con acoplamientos cuasiperiédicos
entre espines. Mediante las técnicas de teorfa de campos mencionadas, anali-
zando la conmensurabilidad de las perturbaciones relevantes, se han obtenido
condiciones para la aparicién de una clase nueva de plateaux en las curvas de
magnetizacién (Ec.(4.7)). Complementariamente, para la cadena de Fibonacci,
en el régimen de acoplamiento fuerte, se ha aplicado el procedimiento decima-
cién {en espacio real). A través del mismo se han obtenido condiciones para
la aparicién de los plateaux (Ecs(4.20), (4.21)). La investigacién numérica me-
diante diagonalizacién sobre cadenas de tamafio finito ha verificado la validez
de las predicciones del tratamiento mediante bosonizacién y decimacién. Los.
resultados obtenidos, sugieren la posibilidad de observar plateaux de magneti-
zacién estables (Ec.(4.7)) sobre arreglos de puntos cuénticos (quantum dots),
por lo que es de esperar que esto genere una motivacién para futuros desarrollos
experimentales,

En el Capitulo 5 se ha investigado el efecto del desorden sobre la estructura de
plateaux en cadenas X X Z cuasiperiédicas en presencia de un campo magnético
externo, Para el caso de distribuciones de desorden discretas, con los valores
de acoplamientos espaciados, se ha aplicado el procedimiento de decimacién en
espacio real. A través del mismo, se han obtenido los valores de la magneti-
zacién para los cuales emergen los plateaux principales, Ecs.(5.5)-(5.7). Estas
predicciones han sido verificadas mediante diagonalizacién numérica de cadenas
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X X largas, encontrandose un remarcable acuerdo en una variedad de situacio-
nes. Como el esquema de decimacién es aplicable a cadenas X XZ genéricas,
se concluye que la aparicién de estos plateaux es una caracteristica general, al
menos para 0 < A < 1. También se ha analizado la susceptibilidad para campos
magnéticos externos pequefios. Utilizando un argumento basado en el. camino
aleatorio hemos mostrado que la misma exhibe un comportamiento logaritmico,
Ec.(5.8), el cual hemos verificado numéricamente.

En el Capitulo 6 se ha analizado la competicién entre la tendencia hacia
la formacién de excitaciones de espin masivas a través de una dimerizacién &
en los acoplamientos y hacia el ordenamiento XY a través de un término de
anisotropfa <. Empleando la técnica de bosonizacién, estas tendencias se ma-
nifiestan como dos interacciones competitivas relevantes que son responsables
de la transicién Ising. El campo externo A no se acopla a ninguna cantidad
conservada (debido a la ruptura de la simetria U(1)). De este modo, a pesar de
la presencia de regfmenes masivos, la magnetizacién siempre crece con el campo
externo aplicado. La bosonizacién y el andlisis numérico sustentan la idea de
que el mecanismo fisico que da lugar a la transicién Ising es suficientemente
general, y valido en ambos limites, de acoplamiento fuerte y débil.
Numéricamente se ha encontrado evidencia de la existencia de una linea no ma-
siva con el comportamiento tipo Ising esperado alrededor de los campos eriticos.
Asimismo esto sugiere que los aspectos principales del sistema interactivo XY Z,
pueden ser captados por el modelo de fermiones libres XY, discutido en la pri-
mera parte del Capitulo 6.

En la segunda parte de la tesis se ha estudiado el efecto de impurezas en esca-
leras de espfn utilizando herramientas estdndar de materia condensada, es decir
métodos diagramadticos y de funciones de Green, complementados con técnicas
numeéricas.

En el Capitulo 7 se ha investigado la aparicién de modos localizados en el
gap de espin de escaleras dos patas de espin 1/2, debido a la presencia de impu-
rezas que dan lugar a modificaciones en los acoplamientos. Se han considerado
modificaciones en los acoplamientos en los escalones, como asi también en las
patas. Se han obtenido analiticamente, a primer orden en Ji/Jg, las energias
de los modos ligados (Ecs.(7.20), (7.21)), para una impureza en el escalén y
en la pata, respectivamente. La existencia de estados ligados inducidos por las
impurezas ha sido verificada diagonalizando el espacio completo a fravés del
método de Lanczos, en escaleras de espin de tamaifio finito con una impureza en
el rango 0 < Jy, < Jgr. Se ha encontrado que los resultados analiticos son cuan-
titativamente correctos para Ji, < Jr/10 y el acuerdo cualitativo se mantiene
para valores de Ji, aiin mayores.. .
Luego se ha estudiado numérica y analiticamente el comportamiento de la den-
sidad de estados para una concentracién finita de impurezas en el limite de
Ji, <« Jr. Comparando las distintas aproximaciones se observa que los métodos
diagramaticos dan resultados cuantitativamente correctos para concentraciones
_pequefias de impurezas. Ademds, se obtiene una imagen cualitativamente correc-
ta para concentraciones grandes de impurezas,

Como las técnicas diagraméticas no tienen en cuenta la interferencia entre im-
purezas y el efecto de arreglos (clusters) de las mismas, se ha llevado a cabo un
analisis de sistemas de clusters con un niimero pequeiio de impurezas. El mis-
mo ha permitido comprender la estructura detallada de la densidad de estados.
Fistos resultados podrian ser observados mediante experimentos épticos sobre
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materiales con estructura de escaleras de espin con acoplamientos desordena-
dos. El célculo de observables y el andlisis de sistemas con cocientes arbitrarios
JL/JR, son extensiones de este trabajo, relegadas para investigaciones futuras.
Los resultados obtenidos podrian ser 1tiles en la interpretacién de los resultados
experimentales sobre estos materiales y en la comprensién de los mecanismos
fisicos subyacentes.



Apéndice A

Teoria de Campos
Conformes

A.1l. Criticalidad del liquido de Luttinger

En el lenguaje de la teoria de las transiciones de fase, los liquidos de Luttinger
son criticos a T, = 0. Un sistema arbitrario, cercano a una transicién de fase de
segundo orden, exhibe intensas fluctuaciones precursoras de la fase ordenada,
cuyo tamafio tipico es medido por la longitud de correlacién & ~ |(T'—T,)/T.|™¥,
que diverge para T — T,. Las magnitudes termodindmicas exhiben divergencias
similares cuyo Gnico origen es la divergencia de €. De este modo, sus exponentes
criticos poseen relaciones de escala que vinculan a v y la dimensién del espacio.
La forma de estas relaciones de escala sélo depende de la simetria de la teoria
(universalidad). En el punto critico, las funciones de correlacién decaen como
leyes de potencia (£ — co) con la distancia y el tiempo con exponentes criticos
que generalmente pueden ser calculados a partir del modelo considerado [133].
Las correlaciones tipo ley de potencia que hemos encontrado en el Capitulo
2 para el liquido de Luttinger muestran explicitamente que dicho sistema se
encuentra en un punto critico cuéntico con T, = 0, '

A.2. Invarianza conforme en el punto critico

La teorfa de campos conformes es una herramienta poderosa para caracteri-
zar las clases de universalidad de los sistemas criticos en mecanica estadistica err
2D o teorfas de campos cudnticos en 1D teniendo el tiempo el rol de segunda
dimensién (estas teorfas de hecho son en (141)D). En esta clasificacién est4 in-
volucrado un nimero adimensional, la carga central ¢ del 4dlgebra de Virasoro
[41]. Los exponentes criticos son las dimensiones de escala de los diferentes ope-
radores en una teorfa invariante conforme y estén totalmente determinados por
¢ cuando ¢ < 1. En las teorfas con carga central ¢ = 1 tales como el liquido
de Luttinger, los exponentes (dimensiones de escala) dependen ademds de una
constante de acoplamiento efectiva del modelo (K en el liquido de Luttinger).
Tanto la carga central como las dimensiones de escala pueden ser calculados a
partir de las propiedades de escaleo de tamafio finito (finite size-scaling) del
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estado fundamental y de los primeros estados excitados [29, 71]. Esto es muy
importante, ya que dichas cantidades pueden ser evaluadas precisamente por el
ansatz de Bethe (para modelos solubles por esta técnica) o en cualquier caso
por diagonalizacién numérica,

Las simetrias de un modelo en el punto critico son la invarianza traslacio-
nal y rotacional. Las teorias de campos cuénticos, ademéas son invariantes de
Lorentz, pero en (1 + 1)D, la invarianza de Lorentz se reduce a rotaciones en
el plano (z,t). Como todas las escalas son importantes sabemos ademés que el
sistema es caracterizado por una invarianza de escala z — Az,

Se encuentra que el efecto combinado de la invarianza rotacional y de escala
implica que el sistema es invariante bajo un grupo més amplio de simetria,
el grupo global conforme. A nivel cldsico, las transformaciones conformes son
transformaciones generales de coordenadas que dejan invariante el dngulo entre
dos vectores. En d > 2, el grupo global conforme es de dimensién finita, y por
ende lo es el Algebra de Lie asociada de sus generadores. En este caso hay un
nimero finito de condiciones que permiten la evaluacién de las funciones de
correlacién de dos o tres puntos, pero no las de ordenes superiores.

La situacién es diferente en 2D donde las funciones de correlacién, en prin-
cipio, pueden ser determinadas. Consideremos una transformacién general de
coordenadas ‘

z—a = z+{(z). ' (A1)

Para que esta transformacién sea conforme, ((z) debe satisfacer ciertas con-
diciones que pﬁeden ser expresadas en una ecuacién diferencial (ecuacién de
Killing-Cartan). En una dimensién arbitraria D, ésta restringe ¢{(z) a ser un
polinomio de segundo grado en = {con coeficientes tensoriales). En 2D, sin em-
bargo, al considerar variables complejas z,Z = 2y & %4, la ecuacién de Killing-
Cartan se reduce a las ecuaciones de Cauchy-Riemann, y por lo tanto todas las
funciones analiticas generan transformaciones conformes. Este grupo de trans-
formaciones, se denomina grupo local conforme. En términos de las variables
complejas z,7Z se tiene

2= 2+ ((2) = f(z), Z-Z+C7(2)=F(2) (A2)

Para determinar el dlgebra correspondiente al grupo conforme local, se necesitan
las relaciones de conmutacién de los generadores de las transformaciones. Ya que
¢*(z) y f(z) son analiticas, pueden expandirse en serie de Laurent

((z) = Z o | (A.3)

n=—od *

(y una ecuacidn similar para ((Z)). De este modo obtenemos los generadores de
las transformaciones conformes locales

b(2) = =2"19,, 1,(2)=-7""10 nel (A4)
Estos generadores satisfacen el dlgebra conforme local
[y n] = (M = Wmin, By bn] = (M = N)lmin, [lm,n] =0. (A5)

Este algebra de dimensién infinita es lamada el dlgebra clasica de Virasoro
(el dlgebra conforme global es generada por £_1,£o, £1). Ya que los dos dlgebras
son independientes, pueden tomarse z y Z como independientes. Para la teoria
fisica se cumple z = z*.
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A.3. Transformacion de las funciones de corre-
lacién

Consideremos la transformacién de los campos y las funciones de correlacién
de una teorfa cudntica de campos bajo una transformacién conforme. En gene-
ral, una transformacién de simetria infinitesimal de un campo ¢ es generada
por 0¢¢ = ¢[Q, ¢], donde Q es la carga conservada asociada con la simetrfa. Las
transformaciones de coordenadas locales son generadas por las cargas construi-
das a partir del tensor de energia-impulso T};. La invarianza rotacional restringe
a Ty; a ser simétrico, y la invarianza de escala requiere que su traza sea nula. En
coordenadas complejas z,Z puede mostrarse que sélo las componentes diagona-
les T(2) = Typu(2) y T(z) T#z(Z) son no nulas. La carga conservada est4 dada
por

Q= 2—% j[ [dT(2)¢(2) + 2T (2) ¢ (2], (A.6)

la cual genera una variacién

Gztw®) = 5o [ dTENE), 6w, D) +
1 N e -
5—7;/ dz[T (2) (Z), ¢(w, ). (A7)

En general, es dificil en este punto continuar sin expresiones explicitas. Sin
embargo existe una clase distintiva de campos, llamados campos prlmdrlos
para los cuales se cumple

8, 7 $(w, W) = [h0,¢7(2) + ¢*(2)0; + h 8z (7 () + (7 () Og) p(w,W),(A.8)

que puede identificarse como la versién infinitesimal de

$(w, ) (af ) ("” ) B(f(w), F(@). (89

Todos los otros campos son llamados campos secundarios. h y h son dos
nimeros reales denominados pesos conformes del campo ¢. Las combinacio-
nes Ay =h+hyA_=h-h son las dimensién de escala y de espin del
campo ¢, respectivamente.

A partir de la transformacién dada por la Ec.(A.8) pueden derivarse algunas
funciones de correlacién. La funcién de dos puntos G@) = (¢;(21,%1)1(2,%2))
debe ser invariante bajo la transformacién dada por la Ec.(A.2). Utilizando la
Ec.(A.8), se deriva una ecuacién diferencial para G cuya solucién es

C
G(Q)(zm,?w) = 2h122h’ ' (A.lO)
%3 213

donde 212 = 2; — 29 (lo mismo para %) y Ci2 es una constante. La funcién
de correlacién de tres puntos G puede ser determinada en forma similar, sin
embargo la funcién de cuatro puntos G sélo puede determinarse que es una
funcién del cociente (212234)/(213224).



APENDICE A. TEORIA DE CAMPOS CONFORMES 119

La propiedad de transformacién de los campos primarios (FEc.(A.8)) m]phca
que la expansién del producto de operadores (OPE) del tensor energia-impulso
con ¢, para cortas distancias debe comportarse como

T(2)p(w, @) = = )2 e (W, W) + 6,,, &(w, @) +. (A.11)
habiendo una ecuacién equivalehte_para la parte anti-holomérfica del tensor
energia-impulso. Un campo secundario, en cambio, tiene singularidades de orden

mayor que un polo doble en su OPE con T'(2). El ejemplo méas representativo
es el de T'(z) consigo mismo:

c/2
G-wy | (a-w)y

T()T(w) = T(w) + —— OT(2). (A.12)

El coeficiente ¢(= ¢ > 0) es llamado carga central. El mismo no puede ser
determinado por el requerimiento de invarianza conforme solamente, y depen-
derd de la teoria estudiada. Diferentes valores de ¢ implican distintas clases de
universalidad. Como ejemplos, para el bosén libre ¢(2), T'(2) =: [0.4(2)]?
¢ = 1; los fermiones libres, reales (Majorana) ¥ (z), relevantes para el modelo
2D de Ising, tienen T'(2) =: Ym(2)0,¥n(2) : y ¢ = 1/2; finalmente, fermiones
libres, complejos (Dirac) (z), relevantes para el modelo de Luttinger, poseen
T(z) =i : [0,47(2)]¥(2) =¥ (2)0,4(2) : y ¢ =1 como en el caso de los bosones.
Como hicimos para ¢l caso cldsico, podemos derivar el dlgebra de los genera-
dores de las transformaciones locales conformes a nivel cudntico. Expandiendo
en serie de Laurent el tensor T'(z)

T(2) = i Lz ™2, (A.13)

Utilizando la Ec.(A.12), obtenemos el dlgebra de Virasoro con la extensién cen-
tral ¢

c
Loy L] = (n~m)Lpym + ’1‘5("3 ~ 1) tm,0,
[Emfm] = (n— m)-j;n+m + I%(ng — 1)0n4m,0
[Ln,Zw] = O. -~ (A14)

El &lgebra clésica de Virasoro (Ecs.(A.5)) se obtiene como caso particular para
¢ = 0. Cada teorfa de campos cudnticos conformes define una representacién de
las Ecs.(A.14) con alguna carga central c,¢. Los Ly, son los generadores de las
transformaciones de los campos cudnticos asociados con el monomio de grado
n+1 en z. Para (*(2) = —(n2" !, se tiene

8¢(2,7) = ~GalLn, #(2, 7)) (A.15)

La unitariedad restringe los generadores a satisfacer L], = L_,, yla regulmrldad
del tensor energia-impulso implica
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LInl()) = 0, m<-l, (Alﬁ)

Il

al actuar sobre el vacio |0).

Una propiedad adicional importante del tensor energfa-impulso es que bajo
una transformacién conforme local z — 2/ = f(2) el mismo se transforma

/

16) = 76) = () 76+ 3,2} (A1)

siendo

2

{Z” z} = w7 W ‘ (A18)

932 3(824)?
)

El primer término en la Ec.(A.17) indica que T'(z) es un campo de peso con-
forme (2,0) de acuerdo a la Ec.(A.12), mientras que el segundo término, que
contiene ¢ es conocido como derivada de Schwarz.

A.4. Representaciones del dlgebra de Virasoro.
Estados del espacio de Hilbert

En general, las representaciones de los grupos de simetria son construidos
a partir de los vectores (estados) de mayor peso |h). Un estado de este tipo es
creado por la accién de un campo primario ¢ sobre el vacio en el origen

|B) = #(0)]0), Lolh) = hlh), Lulh) =0, n>0. (A.ig)

|h) es entonces autoestado de Lg. Los Ly, n > 0 son los operadores de aniqui-
lacién de |h). Los operadores de creacién correspondientes son los L_,,, n > 0,
que actuando sobre |h), generan los estados descendientes.

Lop,...Lp J0)#£0, 1<n; <...< ng. (A.20)

Estos estados forman una base para la representacién del espacio vectorial. El
autovalor de Ly sobre el estado dado por la Ec.(A.20) es h+ny + ... + ng.
El estado de mayor peso |h) posee el menor autovalor entre todos los estados.
(descendientes) que pueden ser creados a partir de él, actuando con los opera-
dores L_,. El mismo es el estado fundamental en un sector dado de la teorfa.
Los estados descendientes son los estados excitados. '
Todos los estados (y campos) en una teoria de campos conformes pueden ser
agrupados in familias conformes o torres conformes. Las mismas consisten de
el estado de mayor peso |h) y todos los estados descendientes generados por la
aplicacién de los operadores L_,, (n > 0). Los diferentes estados de mayor peso
son obtenidos a partir de la accién de los distintos campos primarios ¢(z, %)
sobre el vacfo de acuerdo a la Ec.(A.19).
Las torres conformes ofrecen una forma muy conveniente de clasificar las exci-
taciones en el sistema y el espectro de las dimensiones de escala. Las funciones
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de correlacién que involucran campos campos secundarios pueden ser calcula-
das a partir de aquellas que contienen campos primarios solamente, actuando
sobre estos con un operador diferencial obtenido a partir de la propiedad de
transformacién dada por la Ec.(A.15).

Las representaciones unitarias del dlgebra de Virasoro sélo existen para cier-
tos valores dec y h

e>1, k>0, (A.21)
- 6 _[m+1)p —mg]* ~1
c=1- oy hp,g(m ) Im(m 1 1) ) (A.22)

donde m = 3,4,...;1 <p<m-1y1l < q < p Entre los modelos que
pertenecen a la clasxﬁcacmn dada por las Ecs.(A.22) se encuentra el modelo 2D
de Ising con ¢ = 1/2.

A.5. Invarianza conforme en sistemas finitos

Hasta ahora hemos implicitamente asumido que los campos estdn definidos
en el plano z infinito. Consideremos ahora el caso de sistemas de tamafio finito.
A partir de la Ec.(A.16) se deduce que

aen= > (o] 2,

m=—0

0> = (, (A.23)
en el plano complejo z. Ahora utilicemnos la transformacién exponencial

; L
z = exp (?%lu)’ Uy = :27;{1ng’ (A.24)

para mapear el plano z infinito sobre una franja semi-infinita (u) de ancho.L,
con condiciones de contorno periddicas. Bajo esta transformacién la expansién
de T'(2) (Ec.(A.13)) se convierte simplemente en una transformacién de Fourier,
y los generadores de Virasoro L, en los coeficientes de Fourier del tensor energ1a~
impulso. Se obtiene

Thanja(w) = (Tplano(z) » 12{u’z}> (di) ) (A.25)

y aplicando la Ec.(A.23)

(Thranja(®) = 57 (ZE ) . (A.26)

El tensor energfa-impulso mide el costo en energfa (cambio en la accién 45 =
(=1/2r) [ Ti;0:(;d?r) debido a un cambio en la métrica. Podemos ahora cal-
cular el cambio en energfa asociado con otra transformacién (no conforme), una
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dilatacién horizontal de la franja—u (u} = (1 + €)uy), v} = u3) que cambia la
longitud del sistema, con lo que se obtiene
Eo(L) = Ep(o0) + — 6L (A27)
donde E(L) es la energfa por unidad de longitud (134]. Esta férmula es extre-
madamente importante porque permite determinar el valor de la carga central
a partir de calculos en sistemas de tamaiio finito.

La transformacién exponencial (Ec.(A.24)) es también importante para ob-
tener las dimensiones de escala de los campos primarios a partir de sistemas
finitos [9]. La funcién de correlacién de dos puntos de un operador primario
#(z,%Z) con pesos conformes h, h se convierte, bajo la transformacién conforme

(Ec.(A.24)) en
(m L)*A+

O T ) = e w /LIy (i~ 7))

- (A28)

A partir de la Ec.(A.28) puede obtenerse [9] que la energfa escalea como

271"0(A+)
7 )

donde E, (L) son las autoenergfas de los estados excitados evaluados en el sis-
tema. finito, v es la velocidad de las excitaciones y Ay = k4 A la dimensién de
escala. Las Ecs.(A.27) y (A.29) son los resultados més importantes de la teoria
de campos conformes en relacién a nuestra aplicacién al modelo de Luttinger.

En(L) - Bo(o0) = (4.29)

A.6. Determinacién del parametro de Luttinger
en el modelo X X7

Como aplicacién de las Ecs.(A.27) y (A.29) indicaremos la forma de obtener
el pardmetro de Luttinger en la regién no masiva del diagrama de fases de la
cadena XXZ. En el caso h = 0 el dnico pardmetro microscépico de la teoria
es A, siendo |A| < 1. Los exponentes criticos que aparecen en las funciones
de correlacién pueden ser expresados en términos de las dimensiones conformes
A, de los campos primarios. En general, un operador fisico se descompone
en todos los operadores que no estén prohibidos por leyes de conservacién. Kl
decaimiento asintStico es determinado por el operador primario que tiene el
exponente critico més bajo. Para la fase de liquido de Luttinger del modelo
X XZ conocemos algunos valores de K. K(A=0) =1, el valor de K(A € 1)
estd dado por la (Ec.(3.32)) y K(A = 1) = 1/2 (este punto con simetr{a SU(2)
se estudia mediante bosonizacién no abeliana [35]). Al menos en estas regiones
el operador exp(i/m0) posee la menor dimensién de escala (1/(4K)). Con esto
se tiene evaluado el lado derecho de la Ec.(A.29).

Por otro lado, mediante el ansatz de Bethe se obtiene una expresién para el
espectro de energia para un sistema finito de longitud L en funcién de A [135).
Para el primer estado excitado dicha expresién coincide con la Ec.(A.29) si se



APENDICE A. TEORIA DE CAMPOS CONFORMES 123

identifica c =1 y Ay = g=(m — cos™* A) lo cual, junto con nuestro resultado
anterior Ay = 1/(4K) permite obtener la relacién

K@) = g 1AI<1. (4.30)

de esta forma se arriba a la Ec.(3.33). Para obtener el resultado general K (A, h)
el procedimiento es esencialmente el mismo, pero las ecuaciones que se obtiene

a partir del ansatz de Bethe deben resolverse numéricamente. El método se
desarrolla en [66].
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