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Resumo

Apresenta-se uma versao simulacional da cuba eletrolitica, um experimento usualmente reali-
zado nos cursos introdutoérios de eletricidade e magnetismo para mapear campos e potenciais
elétricos. Na resolucao da equacao de Laplace para o potencial dentro da cuba, utiliza-se um
método de relaxacao de facil compreensao por parte dos estudantes e didaticamente conveni-
ente porque sugere a fase transiente da formacao de cargas induzidas em condutores. Atencao
especial € reservada ao estudo do potencial e cargas induzidas em condutores inseridos em um
campo elétrico .

PALAVRAS—CHAVE: cuba eletrolitica, equagao de Laplace, superficies equipotenciais, método
da relaxagao.

Abstract

This paper presents a simulational version of the electrolitic tray, a laboratory experiment
frequently proposed in introductory courses on electricity and magnetism to study electric field
and equipotencials. Numerically the problem is tackled by solving Laplace’s equation inside
the tray through a relaxation procedure which is easily followed by the students and didactically
convenient because it suggests the transient phase of charge induction in the conductors. Special
attention is reserved to the study of the potencial and charges induced on conductors inserted
in the tray.
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1 Introducao

A determinacao do potencial e campo elétrico devidos a uma distribuicao conhecida de cargas
é um processo simples, embora nem sempre de facil execucao. O mesmo nao ocorre quando a
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distribuicao inclui condutores além de cargas. Teoricamente o problema é resolvido mediante
a solucao da equacao de Laplace com condigoes de contorno adequadas, uma ferramenta com a
qual o estudante dos cursos introdutérios de eletricidade e magnetismo normalmente nao esta
familiarizado. Entretanto, é fundamental que o estudante considere este problema ja nos cur-
sos introdutérios. De uma perspectiva tedrica, o instrutor normalmente se limita a mencionar
o fato, dado que a abordagem, nesta altura do desenvolvimento, nao contempla o estudo da
equacao de Laplace. Felizmente as consideracoes tedricas podem ser convincentemente embasa-
das em observagao experimental, utilizando um arranjo de baixo custo e manejo facil, conhecido
como a cuba eletrolitica. O experimento da cuba eletrolitica, de facil montagem e execugao [1],
aborda conceitos e sugere atividades importantes para o entendimento do conceito de equipo-
tenciais e sua relacao com o campo elétrico associado. Entre as vantagens deste experimento
deve-se mencionar sua facil montagem e execucgao, envolvendo materiais e equipamentos de facil
obtencao e manejo, conforme mostrado na Fig. 1a. Entretanto, freqiientemente o estudante en-
contra dificuldades na percepcao completa do fendmeno em anélise, sobretudo no que tange as
fases transientes do processo de inducao e equilibrio eletrostatico final de condutores isolados
em presenca de campos elétricos. Uma simulagao numérica vem complementar o esperimento,
contribuindo para a fixacao e aprofundamento dos conceitos explorados. Além disto, esta ati-
vidade oferece a oportunidade de um primeiro contacto com as ferramentas de cédlculo analitico
e numeérico, necessarias no tratamento do problema.

A aparelhagem utilizada na pratica laboratorial, ilustrada na Fig. 1, consta de uma bandeja
com agua, papel milimetrado, uma fonte de tensao, eletrodos de diversas formas e um voltimetro
de alta impedancia. Uma diferenca de potencial é estabelecida entre os eletrodos em contato
com a agua fracamente condutora. Uma das ponteiras do voltimetro é conectada a um dos
eletrodos, enquanto a outra é utilizada como sonda para explorar o campo e mapear o potencial
elétrico na bandeja. Linhas equipotenciais sao levantadas a partir da localizacao de pontos com
o mesmo valor do potencial. De posse de algumas equipotenciais, pode-se esbocar as linhas
do campo elétrico correspondentes. O uso de um voltimetro de alta impedancia garante que o
campo nao sera influenciado pela presenca da sonda.

Os eletrodos podem ser escolhidos de diferentes formas, o que permite simular configuragoes
diversas como cargas puntuais, capacitores de placas paralelas e outras mais gerais. Além de
eletrodos conectados aos terminais da fonte de tensao, pode-se utilizar também eletrodos li-
vres com diferentes formas. Isto permite demonstrar o fato de que condutores em equilibrio
eletrostatico estao a potenciais constantes. Este fato, facilmente constatado no experimento
real, pode ser simulado numericamente, mediante um processo de relaxacao de facil imple-
mentagao e compreensao por parte do estudante. A dificuldade com este algoritmo é sua lenta
convergeéncia, o que dificulta a obtencao de dados suficientemente precisos e convincentes. De
qualquer forma produz resultados capazes de demonstrar o fenomeno da inducao de cargas so-
bre condutores, um fenomeno de importancia maior no entendimento dos mecanismos bésicos
de condugao elétrica.

2 O algoritmo numérico

Na solucao numérica da cuba eletrolitica o potencial é determinado pela solucao numérica
da equagao de Laplace em duas dimensoes, com condigoes de contorno apropriadas em cada
condutor ou eletrodo. Estas condicoes sao determinadas pelo valor do potencial ajustado em
cada eletrodo. Para eletrodos livres, onde o potencial nao é conhecido de antemao, utilizamos
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um processo de relaxagao no qual o potencial é sucessivamente substituido por valores que
aproximam seu valor na regiao correspondente ao espaco ocupado pelo condutor no experimento
real. Este processo de substituicao por valores aproximados utiliza, como critério de escolha, a
condicao de que a carga total induzida no condutor tenda para zero. Basicamente utiliza-se a
equacao de Poisson para a determinacao das cargas polarizadas para cada valor do potencial.

(a) Foto do equipamento (b) Esquema numérico

Figura 1: Montagem experimental e esquema para representacao numérica da cuba.

A medida que a soma algébrica das cargas polarizadas tende para zero o potencial no
condutor isolado tende para seu valor de equilibrio. A técnica produz os resultados esperados,
mas, é numericamente dispendiosa e seu uso se justifica, sobretudo por seu valor didatico e
facilidade de implementacao. Em verdade nao encontramos na literatura nenhuma referéncia a
alternativas para esta abordagem do problema. Ao que tudo indica, este problema deve mesmo
ser resolvido via técnicas de relaxacao.

Teoricamente a bandeja pode ser considerada, dentro de limites adequados, como um volume
do espago usual, onde os potenciais apresentam simetria de translacao ao longo de um eixo
perpendicular a superficie da cuba.

Para a maioria das configuracoes utilizadas na pratica, a regiao de interesse dentro da cuba
nao esta delimitada por condutores. Por esta razao o potencial estende-se radialmente até o
infinito, uma situacao que demanda tratamento numérico adequado. Resolvemos esta questao
adotando simetria de translacao no plano da bandeja. Consideramos uma cuba quadrada de
lado D colocada no centro de uma regiao, também quadrada, de lado L > D (Vide Fig. 1b).
Para efeitos de simulacao numérica, consideramos o plano da cuba como composto por infinitas
repeticoes desta configuracao. Este artificio leva a um problema bem definido em termos de
condicoes de contornos e permite simular a cuba corretamente no limite onde L. — 0o, mantendo
D constante.

A equacao de Laplace discretizada no plano produz uma equagao a diferencas finitas [2] que
corresponde a substitucao, em cada etapa de atualizacao, do potencial em uma dada célula
pela médias dos potenciais nas suas quatro células vizinhas, conforme indicado na Fig. 2.

Vig=1/4 (Vier; + Vigr; + Vij1 + Vi) - (1)

Os pontos da cuba ocupados por condutores a potenciais pré fixados nao sofrem atualizagao,
mas servem como fontes a partir dos quais o potencial “se propaga”. Para condig¢oes de contorno
suficientemente simples pode-se converter a equagao (1) em uma equagao matricial que pode,
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Figura 2: Esquema de calculo do laplaciano.

por sua vez, ser resolvida para os potenciais Vj;. No caso mais geral onde as condicoes de
contorno nao apresentam as simetrias necessarias, pode-se recorrer a processos de relaxagao que
sempre levam a resultados corretos, ao custo de maior volume de calculo, como ja mencionado
acima. Em nosso caso utilizamos sempre o método de relaxacao, por sua generalidade e valor
pedagdgico.

Uma vez calculada a matriz de valores do potencial dentro da cuba determina-se, via inter-
polacao, uma representacao analitica do mesmo. De posse de um modelo analitico do potencial
tona-se facil obter o campo elétrico como o negativo do gradiente do potencial.

A determinacao das densidades superficiais de cargas induzidas nos diversos condutores
pode ser calculada via equagao de Poisson. Em unidades genéricas, estas densidades de cargas,
em sua forma discretizada, sao fornecidas pela relacao

pij =4Vi; = Vicrj = Vi — Vigo1 = Vigar - (2)

Este processo de célculo é muito simples, produzindo resultados coerentes que apresentam
todas as caracteristicas esperadas. Um exemplo simples mas suficientemente interessante, é
apresentado na Fig. 6, mais abaixo.

3 Resultados numéricos

Os resultados numéricos estao condensados nas Figs. 3 a 6 abaixo. Nestas figuras sao apre-
sentadas configuragoes de potenciais e campos na forma de linhas equipotenciais (Fig. 3), de
superficies equipotenciais (Fig. 4), de dire¢oes de campos elétricos (Fig. 5) e a densidade de
cargas polarizadas (Fig. 6), em unidades genéricas.

Note-se que as equipotenciais nao estao igualmente espacadas nos casos onde foram inseridos
condutores livres. O objetivo, nestes casos, foi realgar o fato de que as equipotenciais, proximas
aos condutores, tendem a acompanhar o contorno do mesmo. Convém também esclarecer que
na representacao do campo elétrico mediante setas, indica-se apenas a direcao do mesmo, sem
atender a convencao usual de espagamento proporcional a intensidade do campo. Finalmente
na ultima das figuras, apresentamos algumas configuracoes de cargas acumuladas nos eletrodos
e/ou induzidas em condutores livres, dispostos dentro da cuba. E contudo necessério esclarecer
que os resultados para as cargas induzidas resultaram relativamente dispendiosos, do ponto
de vista computacional, devido a baixa eficiéncia do algoritmo de relaxagao e conseqiiente
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imprecisao associada. Um agravante a este fato foi a emprego de um sistema de processamento
[3] utilizando linguagem interpretada.
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Figura 3: Diversas formas de equipotenciais dentro da cuba, em unidades genéricas. Foram
simuladas situacoes com eletrodos simples como nos trés quadros superiores e algumas situagoes
menos freqiientes em laboratério, como é facilmente identificavel no restante dos quadros. Note-
se as situacoes com eletrodos livres - macico e cavidade - associados a eletrodos com potenciais
fixos.

De qualquer forma, como mencionado acima, os resultados sao suficientemente convincentes e
fornecem um bom indicativo do que realmente acontece.
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Figura 4: Superficies equipotenciais para algumas das curvas de nivel apresentadas na Fig. 3.
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Figura 5: Configuracoes de campos para algumas das curvas de nivel apresentadas na Fig. 3..
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4 Conclusoes

Apresentamos os resultados de uma simulacao numérica do experimento da cuba eletrolitca,
desenvolvida por estudantes de graduagao, assistidos por um tutor. Neste estudo resolveu-se
a equacao de Laplace discretizada com condi¢oes de contorno apropriadas para representar
eletrodos e condutores inseridos na cuba, utilizando um método de relaxacao de facil compre-
ensao e implementacao. A partir dos valores de potencial pode-se também calcular o campo
elétrico e as densidades de cargas induzidas nos diversos condutores, conforme determinado
pela equagao de Poisson. Em particular o método da relaxagao permitiu a construcao de um
algoritmo simples capaz de determinar o potencial de condutores livres colocados dentro da
cuba, um problema nao trivial e de grande interesse. A rotina utilizada, embora deixe a desejar
quanto ao desempenho, é capaz de abordar situagoes genéricas, impossiveis de serem tratadas
via inversao de matrizes ou técnicas de elementos finitos. As limitacoes de desempenho sao
sobretudo determinadas pela escolha do sistema de processamento, utilizado nesta fase.

Finalmente cabe mencionar que os resultados desta simulacao podem constituir um subsidio
importante para os estudantes de ciéncias exatas e tecnoldgicas que cursam as disciplinas intro-
dutoérias de eletricidade e magnetismo. Os dados obtidos na simulagao ilustram e consolidam
os resultados experimentais, possibilitando ao estudantes a visualizacdo mais completa dos
fenémenos abordados no experimento real. Particularmente interessante como complemento ao
experimento real é a possibilidade de “visualizar” as cargas induzidas no condutor. Este ¢ um
aspecto que o estudante raramente concientiza no experimento da cuba, pela simples razao de
que nao é possivel visualizar cargas.

Os resultados aqui obtidos sugerem que futuras implementacoes deste algoritmo em sis-
temas mais eficientes, possivelmente em linguagem compilada, possam gerar simulacoes onde
o estudante tenha a oportunidade de interagir com o sistema e escolher as configuragoes que
deseja visualizar.
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