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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo se desarrollan algunos de los muchos tépicos relacionados con la mayorizacion.
Para poder poner en contexto al material contenido en este trabajo hacemos una breve descripcién
del desarrollo histérico de esta nocién, asi como de algunos otros conceptos relacionados.

Una breve introduccion histérica de la mayorizacién

Un primer desarrollo sistemético de la mayorizacién puede hallarse en el libro Inequalities(1934)
por Hardy, Littlewood y Polya. En este trabajo se define la mayorizacién entre funciones esencial-
mente acotadas definidas en un espacio de medida (I, ) donde I C R es un intervalo acotado
y u es una medida finita en I. Se establece aqui la relacion entre la mayorizacion y una familia
de desigualdades integrales con respecto a una clase amplia de funciones convexas. Estos resulta-
dos fueron mejorados en trabajos de Ky Fan y G.G. Lorentz (1954), D. Brunk (1956), L. Mirsky
(1966), W.A. Luxemburg (1967). En 1974, K.M. Chong introduce una interesante generalizacién de
la mayorizacién, independiente de la nocién de reordenada de una funcién con la que se definié la
mayorizacién originalmente.

Paralelamente al desarrollo de la mayorizacién en espacios de medida abstractos, la sencilla
nociéon de mayorizaciéon entre vectores adquiere mas interés en tanto era un recurso importante al
momento de probar desigualdades generales. De hecho, las investigaciones de von Neumann (1933)
sobre las normas unitariamente invariantes muestran la utilidad de este concepto, que ademés
sucede con relativa frecuencia dentro del andlisis matricial. Por otro lado las “matrices doble es-
tocdsticas”, que es una clase de matrices relacionadas con la mayorizacion, atraen la atenciéon de
varios investigadores como I. Schur (1923), G. Birkhoff (1946), J.V. Ryff, Y. Sakai y T. Shimogaki
(1972). En este clima, A. Horn desarrolla en 1954 un resultado que serd clave para nuestro estudio
posterior relacionando la mayorizacién con la comparacién del espectro de una matriz autoadjunta
con su diagonal principal.

En la década del 50, S. Sherman estudia fenémenos relacionados con extensiones naturales
de la mayorizacién de vectores al caso de mayorizacién entre n-uplas de vectores en espacios de
dimension finita. En particular, considera problemas relacionados con las hoy llamadas mayorizacién
multivariada y direccional, y problemas relacionados con la teoria de comparaciéon de medidas
de Choquet. Lamentablemente, algunos de sus trabajos contienen errores de impresién, lo que
crea algin recelo entre los matematicos de esa época. En particular, en 1954 Sherman publica un
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contraejemplo de A. Horn que invalida un resultado suyo obtenido dos afios antes, que establecia la
equivalencia de la mayorizacion multivariada con la mayorizacién direccional. Posiblemente la buena
labor de investigacion de Sherman en otras areas del andlisis funcional hayan disuadido a otros
investigadores de continuar con estos temas. Son relativamente pocos los trabajos de investigacion
relacionados con estos temas hasta la actualidad.

En 1982 T. Ando, un destacado investigador del analisis funcional y matricial, publica un trabajo
en el que se desarrolla una extension “no conmutativa”de la nocién de mayorizacién entre vectores
al caso de mayorizacion entre matrices autoadjuntas. Esta monografia ha sido el punto de partida de
una gran cantidad de trabajos hasta el dia de hoy, fundamentalmente relacionados con desigualdades
traciales que son de importancia para las aplicaciones. Actualmente, esta nocién estd ganando
espacio dentro de la investigacion del fenémeno de “entrelace”de la computacion cudntica. Cabe
destacar que ya en 1955 A. Grothendieck habia estudiado las reordenadas de funciones en relacion
con desigualdades traciales en las algebras de von Neumann y esta técnica también habia sido
considerada por B. Simon (1979).

En 1982, poco tiempo después de que Ando formalizara la mayorizacion de matrices autoad-
juntas, E. Kamei generaliza esta nocion a las dlgebras de von Neumann denominadas “factores
finitos”, dentro de los cuales se encuentran las dlgebras de matrices. En este trabajo inicial Kamei
prueba, en el contexto de los factores finitos, varios de los resultados obtenidos por T. Ando en las
algebras de matrices. Pero el desarrollo sistematico de la mayorizacion en el contexto mas general
de los factores semifinitos es realizada en una serie de trabajos por F. Hiai (1986, 1988, 1990).

Es pertinente remarcar que el estudio de la mayorizacién, tanto en espacios de medida abstractos
como el los factores semifinitos no sélo produjo una serie de resultados importantes, sino que ademas
motivo a considerar una serie de conceptos ttiles dentro de estas dreas de la matemaética como lo
son las reordenadas de funciones en espacios de medida abstracta, los nicleos estocdsticos entre
espacios funcionales como en las algebras de operadores, los valores singulares de operadores en
algebras de von Neumann semifinitas y algunas técnicas de aproximacién de operadores en factores
semifinitos. Ademds las aplicaciones de este concepto varfan desde la comparacién de medidas (en
términos de medidas de dispersién), desigualdades traciales de operadores (de importancia para
las aplicaciones de la teorfa de édlgebras de operadores a la fisica), asi como aplicaciones a la teoria
de potenciales de marcos en espacios de Hilbert y a problemas de entrelaces relacionados con la
computacion cudntica.

Actualmente, la mayorizacién en espacios de dimensién infinita se ha considerado desde dos per-
spectivas distintas. Por un lado, A. Neumann (1999) desarrolla una nocién general de mayorizacion
para sucesiones en £*°(R) y extiende esta nocién a operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert
separable. De esta forma, obtiene un teorema de tipo Schur-Horn general, en espacios de dimension
infinita. Vale remarcar que la motivacién de Neumann proviene de la geometria, mas precisamente
del problema de extender la validez del teorema de Konstant. Por otro lado, W. Arveson y R. Kadi-
son (2005), dos investigadores reconocidos dentro del andlisis funcional y las dlgebras de operadores,
han considerado problemas de mayorizaciéon en las &lgebras de operadores, desigualdades de tipo
Jensen y teoremas de tipo Schur-Horn. Més atn, plantearon posibles reformulaciones del teorema
de Schur-Horn dentro de los llamados factores finitos de tipo IIy, o factores finitos continuos. Este
trabajo es una continuacién de trabajos de Kadison (2002).

Nuestro estudio de la mayorizacién nos llevo a considerar los marcos en espacios de Hilbert. Esta
nocién surge en un trabajo de Duffin y Schaeffer (1952) con el estudio de desarrollos de tipo L? con



respecto a sistemas exponenciales, denominados desarrollos no arménicos, similares a los desarrollos
de Fourier. Sin embargo los marcos no fueron reconsiderados hasta el trabajo fundamental de
Daubechies, Grossmann y Meyer (1986) sobre onditas, que son marcos en espacios de Hilbert
con una estructura determinada. Junto con los desarrollos de marcos de Gabor, las onditas y sus
generalizaciones son una fuente de investigacién importante del analisis funcional. Actualmente,
la estructura adicional de varias clases de marcos se ha dejado a un lado, y se consideran marcos
generales (abstractos) en espacios de Hilbert. Algunos de los investigadores més importantes de
esta reciente nociéon son P. Casazza, E. Christensen, H. Han, D. Larson. Recientemente se ha
considerado el problema de hallar marcos con cierta estructura, mas precisamente con operador
de marco y normas de los elementos del marco pre-establecidas. Como veremos, este problema
estd intimamente relacionado con el teorema de Schur-Horn de la teoria de mayorizacién y en
particular con extensiones del teorema de A. Neumann.

Contexto general del trabajo

En esta secciéon hacemos una descripcién sintética del contenido del trabajo por capitulos y
los situamos en contexto con respecto a resultados relacionados desarrollados en distintos trabajos
de investigacion. Aclaramos que la organizacién del contenido de los capitulos no respeta el orden
cronolégico en que se obtuvieron los resultados alli descritos, sino més bien que estd basada en una
presentacién conceptual de dichos resultados. Es por eso que en la descripcién de las motivaciones
de los distintos desarrollos tengamos que saltar de capitulos segin el orden propuesto.

En el Capitulo 3 introducimos y desarrollamos los aspectos béasicos de los refinamientos de
resoluciones espectrales a derecha y acotadas. Brevemente, una resolucién espectral refina a otra
resolucién si ésta induce una particién mas fina de la identidad que aquella. En el caso en que
ambas resoluciones se encuentren en un factor II; (M, 7) establecemos algunas comparaciones en
términos de ciertas funciones de acumulacién asociadas a estas resoluciones, que estan inducidas
por la traza del factor. Obtenemos ademads refinamientos continuos (maximales) de resoluciones
arbitrarias en factores de tipo II;.

Las resoluciones continuas son el punto de partida para la técnica que denominamos modelado de
operadores. Este método consiste en lo siguiente: dado un factor II; (M, 7) y un operador positivo
a € MT cuya resolucién espectral (a derecha y acotada) es continua entonces, dado cualquier
otro operador positivo b € M™ construimos el operador ¢ = hy(a) como célculo funcional de a de
forma que ¢ (el modelo de b) y b comparten los valores singulares o equivalentemente, ¢ y b son
aproximadamente unitariamente equivalentes (ver la Observacién 2.1.19) en M.

Si bien en los trabajos [41, 42] Hiai y Nakamura consideran algunas resoluciones espectrales
continuas y modelos especificos de operadores en el sentido antes descrito, no se realiza un desarrollo
sistematico de estas nociones. Més aun, la nociéon natural de refinamiento no parece haber sido
considerada previamente. Ademads de hacer un desarrollo sistematico de algunos aspectos de estas
nociones aplicamos los resultados de refinamientos y modelado obteniendo nuevas caracterizaciones
del preorden espectral y la submayorizacién en factores de tipo IIj, de caracteristicas distintas a
las obtenidas por Hiai en los trabajos [39, 40]; tanto el preorden espectral introducido por Fujii y
Kasahara en [34]. Tanto como la submayorizacién introducida por Kamei en [49] son preérdenes que
se definen entre los operadores positivos de un factor semifinito (M, 7) y ocurren con frecuencia en
este contexto; ejemplos recientes son los trabajos de Antenzana, Massey y Stojanoff [7], Kadison y
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Arveson [11], Aujla y Silva [12], Farenick y Manjegani [33] (ver también los trabajos [19, 32, 42]). En
particular, nuestras caracterizaciones del preorden espectral dan una respuesta parcial afirmativa
a una pregunta realizada por D. Farenick y M. Manjegani en [33] al respecto. Mds atn, estas
caracterizaciones permiten hallar nuevas reformulaciones de desigualdades del tipo Young [33] y
Jensen [7, 11] obtenidas recientemente (ver el Capitulo 4).

Estos resultados fueron motivados por una pregunta de D. Farenick con respecto a una instan-
cia particular del preorden espectral (en su estudio de las desigualdades de tipo Young en factores
semifinitos). Al momento de considerar ese problema, resulté claro que habia que desarrollar un
método para eliminar los atomos de una medida espectral. Motivados por algunas ideas desar-
rolladas en el estudio de refinamientos de medidas espectrales conjuntas (ver Capitulo 8) es que
desarrollamos los refinamientos de resoluciones espectrales. El contenido de este capitulo forma
parte del trabajo “Refinements of spectral resolutions and modelling of operators in II; factors”que
se encuentra en referato para su publicacion.

En el Capitulo 4 obtenemos desigualdades de tipo Jensen para funciones convexas con respecto
al preorden espectral y la submayorizacién, en el contexto de las dlgebras de operadores. De esta
forma, no solo mostramos dos instancias naturales en las que estos preérdenes ocurren, sino que
ademds obtenemos un ambito donde aplicar los resultados del Capitulo 3.

Esta clase de desigualdades ha generado interés por parte de varios investigadores. Ejemplos
recientes del estudio de desigualdades de tipo Jensen son los trabajos Arveson y Kadison [11], Aujla
y Silva [12], los trabajos de Hansen y Pedersen [36, 37] y el trabajo de Pedersen [59] (ver también
los trabajos [16, 19]). En particular, los trabajos recientes [36, 37, 59] motivaron nuestro estudio
de este fenémeno de convexidad. Recordemos que la desigualdad de Jensen es de tipo integral y
se da en un espacio de probabilidad (espacio de medida de masa igual a 1). En el &mbito de las
algebras de operadores, la medida se reemplaza por una integral abstracta (transformacién positiva
y unital).

En la primera parte de este capitulo se desarrollan desigualdades del tipo Jensen para fun-
ciones convexas mondtonas, y en este caso se obtiene una comparacién entre los términos de esta
desigualdad con respecto al preorden espectral. Estos resultados generalizan los obtenidos en [19].
Utilizando las caracterizaciones desarrolladas en el Capitulo 3, obtenemos reformulaciones de estas
desigualdades con respecto al orden usual de operadores en ciertos casos.

En la segunda parte obtenemos una desigualdad de tipo Jensen para funciones convexas de varias
variables, de caracteristicas més bien técnicas. Este resultado generaliza algunas desigualdades
obtenidas en los trabajos [11, 12, 16, 36, 37]. En el caso particular que el dlgebra de operadores
considerada sea un factor finito, entonces esta desigualdad implica una desigualdad de tipo Jensen
con respecto a la submayorizacién. Este resultado generaliza resultados de los trabajos de Arveson y
Kadison [11] y Aujla y Silva [12]. Algunos corolarios de este caso particular de desigualdad de Jensen
serdan importantes en nuestro desarrollo posterior de un teorema de tipo Schur-Horn en factores
II;. El contenido de este capitulo forma parte del trabajo “Jesen inequality and majorization” que
se encuentra actualmente en realizaciéon en co-autoria con J. Antezana y D. Stojanoff.

En el Capitulo 5 desarrollamos dos versiones diferentes de extensiones del teorema de Schur-
Horn al caso de espacios de dimension infinita. Comenzamos con el estudio del conjunto de posibles
diagonales de operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert separable H de dimensién infinita.
Los resultados de esta parte del capitulo estan basados en los obtenidos por A. Neumann en [56] en
relacién a la mayorizacién de vectores en £2°(N), que generaliza la nocién usual de mayorizacion en



R™, y sus extensiones del teorema de Schur-Horn a operadores autoadjuntos en L(H)j. En este caso,
obtenemos caracterizaciones del conjunto de posibles diagonales de un operador autoadjunto aco-
tado arbitrario, con respecto a sus representaciones matriciales inducidas por bases ortonormales;
estas descripciones estan especialmente desarrolladas para ser aplicadas al problema de admisibili-
dad de marcos que estudiamos en el Capitulo 6, que es la motivacién de nuestro estudio del teorema
de Schur-Horn en este contexto. Algunos de nuestros resultados estdn también relacionados con los
trabajos de Kadison [46, 47| y el trabajo reciente de Arveson y Kadison [11].

En la segunda parte de este capitulo obtenemos una version del teorema de Schur-Horn en
factores de II, que da una respuesta parcial afirmativa a una conjetura propuesta por Arveson y
Kadison en [11]. En realidad obtenemos una versién un poco més débil de la conjetura alli propuesta
(para mas detalles ver la discusion del comienzo de la seccién 5.2) pero representa una primera de-
scripcién del conjunto de operadores de una subélgebra abeliana maximal (masa) mayorizados por
un operador positivo fijo en los términos deseados. A tal fin, estudiamos algunas propiedades sencil-
las de las reordenadas de una funcién monétona y desarrollamos algunos resultados de aproximacién
de funciones integrables en espacios de medida (I,v) donde I C R es un intervalo compacto y v es
una medida difusa (es decir, los puntos tienen masa cero). Nuestro enfoque esta fuertemente influ-
enciado por el desarrollo de las técnicas de refinamientos y modelado de operadores desarrolladas
en el Capitulo 3 y depende de algunas de las versiones de la desigualdad de Jensen desarrolladas en
el Capitulo 4. El contenido de la primera parte de este capitulo forma parte del trabajo “The Schur-
Horn theorem for operators and frames with prescribed norms and frame operator.e® co-autoria con
J. Antezana, M. Ruiz y D. Stojanoff, que esta aceptado para su publicaciéon en la revista Illinois
Journal of Mathematics. La segunda parte del capitulo estd basada en el articulo “A Schur-Horn
theorem in II; factors.e™ co-autoria con M. Argerami, que se encuentra en realizacién.

En el Capitulo 6 utilizamos las versiones extendidas del teorema de Schur-Horn en L(H),
para hallar condiciones necesarias para la existencia de marcos con ciertas condiciones prefijadas.
Adelantamos brevemente que los marcos son ciertas sucesiones de vectores en un espacio de Hilbert
‘H que permiten la descomposicién y reconstruccién de vectores de H (de forma similar a las bases
ortonormales). Actualmente, estos objetos son estudiados por varios grupos de investigadores a
nivel internacional debido a sus aplicaciones en problemas de transferencia de datos.

En trabajos recientes de investigaciéon de Casazza y Leon [21, 22], Dykema, Freeman, Korleson,
Larson, Ordower y Weber [30], Larson y Korleson [50] y Topp, Dhillon, Health y Strohmer [67] se
considera el problema de la existencia y construccién (algoritmica) de marcos con ciertas condi-
ciones adicionales, mas explicitamente con operador de marco y normas de sus elementos prefijadas.
Este problema es el denominado “problema de la admisibilidad”. Es conocido el hecho que (ver
[21], [67]) , en el caso de espacios de Hilbert H de dimensién finita y marcos de una cantidad finita
de elementos, hay una conexién entre el problema de la admisibilidad y la teoria de mayorizacién,
en particular con el teorema de Schur-Horn. En este capitulo hacemos explicita esta conexion tanto
en el caso de dimension finita como en el contexto de dimension infinita. Esta presentacion del
problema nos permite obtener condiciones necesarias para la admisibilidad. Mas atn, fortaleciendo
estas condiciones necesarias obtenemos condiciones suficientes para la admisibilidad que son menos
restrictivas que las halladas en los trabajos [30, 50]. Hacia el final del capitulo, desarrollamos una
serie de ejemplos que muestran que las condiciones suficientes halladas anteriormente no pueden
relajarse mas en general. También mostramos, haciendo un andlisis del exceso de los marcos, la
variedad de posibles soluciones cualitativamente distintas al problema de la admisibilidad. El con-
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tenido de este capitulo forma parte del trabajo antes mencionado “The Schur-Horn theorem for
operators and frames with prescribed norms and frame operator.®® co-autoria con J. Antezana, M.
Ruiz y D. Stojanoff.

Los Capitulos 7 y 8 corresponden al desarrollo de lo que llamamos mayorizaciones conjuntas,
que constituyen una extensién de la mayorizacion entre operadores al caso de mayorizacion entre
n-uplas de operadores que conmutan entre si.

La mayorizacién de vectores en R™ admite dos extensiones naturales al caso de m-uplas de
vectores en R™ denominadas mayorizacion fuerte y direccional que ya han sido consideradas en
trabajos de Sherman [62] y Shreiber [63] y en los libros de Alberti y Uhlman [2] y Marshall y Olkin
[54]. Més recientemente, se han estudiado en los trabajos de Beasley y Lee [14], Cheon y Lee [23],
Dahl [26], Hwang y Pyo [45], Li y Poon [52] y Martinez, Massey y Silvestre [55]. En el Capitulo 7
desarrollamos una nocién original, que llamamos mayorizacion débil, relacionada con las extensiones
anteriores. Si bien la mayorizacién débil tiene interpretaciones geométricas sencillas resulta ser un
concepto auxiliar 1til en la comparacién de la mayorizacion fuerte y direccional. Utilizando técnicas
elementales de convexidad, establecemos algunas propiedades y relaciones que existen entre estas
tres mayorizaciones. En particular, consideramos el problema de hallar condiciones bajo las cuales la
mayorizacién débil (o direccional) implica la mayorizacion fuerte (este problema ha generado alguna
controversia en los comienzos de esta teorfa, ver la seccién 1). Nuestros resultados generalizan los
trabajos [45, 62, 63].

En la segunda parte de este capitulo consideramos posibles extensiones de la mayorizacion
de matrices autoadjuntas al caso de m-uplas de matrices autoadjuntas que conmutan entre si.
Luego de desarrollar las definiciones, establecemos algunas propiedades basicas asi como algunas
relaciones entre éstas. Obtenemos también caracterizaciones de estas nociones en términos del
calculo funcional multivariado, que en este contexto tiene una descripcién particularmente sencilla;
estos resultados estdn relacionados parcialmente con el trabajo de Dahl [26]. Estos desarrollos
pueden considerarse una preparacién mas bien elemental para abordar la mayorizaciéon conjunta de
operadores en factores II; que se realiza en el capitulo siguiente, y que es la motivacion por la cual
estudiamos estos conceptos. El contenido de este capitulo forma parte del trabajo “Weak matrix
majorization.®® co-autoria con F.D. Martinez Peria y L.E. Silvestre, que ha sido publicado en la
revista Linear Algebra and its Applications (2005).

Recientemente, la mayorizacién ha vuelto a conquistar el interés debido a sus relaciones con
las clausuras en norma de las érbitas unitarias de operadores autoadjuntos y las esperanzas condi-
cionales sobre subdlgebra abelianas. Algunos ejemplos recientes de trabajos relacionados con esta
nocién son Antezana, Massey y Stojanoff [7], Antezana, Massey, Ruiz y Stojanoff [8], Arveson y
Kadison [11], Farenick y Manjegani [33], los trabajos de Kadison [46, 47] y el trabajo de Neumann
[56]. Uno de los objetivos del Capitulo 8 es obtener una extensién de la nocién de mayorizacién
entre operadores autoadjuntos al caso de una comparacion entre n-uplas de operadores autoadjun-
tos que conmutan entre si en un factor IIy, que denominamos mayorizacion conjunta de familias
abelianas (en el caso finito dimensional, esta nocién coincide con la mayorizacién conjunta fuerte
considerada en el Capitulo 7).

Para obtener caracterizaciones de esta nocién extendida describimos la forma local de una
transformacion doble estocastica (DS), i.e. obtenemos una familia de transformaciones DS particu-
larmente sencillas que aproximan la restriccién de cualquier transformaciéon DS a una C*-subdlgebra



abeliana y separable de un factor II;. Como herramienta para obtener esta forma local, constru-
imos refinamientos abelianos, separables y difusos de una C*-subalgebra abeliana y separable de
un factor II; M. Algunas de las técnicas desarrolladas en este caso son nuevas, incluso cuando son
restringidas a la mayorizacién de operadores autoadjuntos en factores II;. Nuestros resultados gen-
eralizan, en el caso de factores I1;, algunos de los obtenidos en los trabajos [2, 7, 11, 39, 40, 49, 61].

Nos hemos restringido al caso de factores II; porque, por un lado, aspectos técnicos del tra-
bajo se hacen mas simples y por otro, pues éste es el contexto donde la mayorizacién tiene su
significado pleno: este fenémeno se aprecia incluso en la mayorizaciéon entre operadores autoad-
juntos, donde la (doble) mayorizacién en factores II; caracteriza la equivalencia aproximadamente
unitaria. Sefialamos también que, como cada algebra de von Neumann actuando en un espacio de
Hilbert separable tiene una descomposicién en integral directa de factores finitos, el estudio de fac-
tores finitos provee de informacién util para el caso de dlgebras mas generales. El contenido de este
capitulo forma parte del trabajo “The local form of doubly stochastic maps and joint majorization
in II; factors.e® co-autoria con M. Argerami, que se encuentra en referato para su publicacion.

Resumen de los resultados originales

En esta secciéon resumimos los resultados originales que aparecen en este trabajo respetando los
contenidos por capitulo. Vamos a introducir informalmente las definiciones y conceptos necesarios
para la exposicion de los siguientes resultados y referimos al lector a los Preliminares del Capitulo 2,
para mas detalles. En algunos casos, para clarificar la exposicién, presentamos versiones restringidas
de los resultados obtenidos y dejamos algunos detalles técnicos adicionales para ser desarrollados
en los capitulos correspondientes. A fin de enfatizar el enunciado de los resultados, éstos aparecen

(1%

en renglon aparte con el signo “e”.

Capitulo 3: Refinamientos de resoluciones espectrales

En este contexto, una resolucién espectral a derecha y acotada de p en un &lgebra de von
Neumann M (que abreviamos REDA de p en M) es una funcién decreciente Ey : I — P(M)
de un intervalo compacto I = [a, 3] C R a valores en el reticulado de proyecciones de un algebra
de von Neumann, que es continua a derecha cuando dotamos a P(M) de la topologia fuerte de
operadores y es tal que F, = py Eg =0 (ver el comienzo de la seccién 3.1.1). Si E(y : I — P(M)
es una REDA entonces por simplicidad la describimos como {E)}cy; v si el intervalo I esté claro
del contexto escribimos simplemente {E)}.

El ejemplo de REDA en el que estamos interesados (que de hecho es un modelo general para
las REDAS) es el siguiente: dado un operador positivo a € M™ en un 4lgebra de von Neumann M
entonces si definimos E) = P?%(\, ), donde P*(A) denota la proyeccién espectral del operador a
correspondiente al conjunto (medible Borel) A C R, entonces {Ex}xco,||o[] €8 una REDA de PW’
el proyector al rango de a.

En el capitulo 1 introducimos la siguiente nocién de refinamiento entre REDAs

e Sean {Ej}xer v {E\}rer REDAs con I = [, ], I' = [/, f']. Dada una funcién f : I — I,
decimos que el par ({E}}, f) es un refinamiento de {E\} si

- [ es creciente, continua a derecha y f(3) = 3';
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- By, = E}(A) para cada A € I.

O

En lo que sigue (M, 7) denota un factor de tipo II; es decir un algebra de von Neumann de

centro trivial y dotada de una traza fiel, normal y finita tal que para todo a € [0, 1] existe una

proyeccién p € P(M) tal que 7(p) = «. Consideramos a continuacién los valores singulares de

operadores postivos en (M, 1) junto con los preérdenes espectral y la submayorizacién. Si a € M™
un operador positivo entonces definimos los 7-valores singulares de a por

pta(t) = min{s € RS : 7(p%(s,00)) < t}, t > 0.
Si a, b € M™ son operadores positivos entonces decimos que
- b domina espectralmente a a si pq(t) < pp(t) para t > 0 y notamos a 3 b.
- b submayoriza a a si [ pa(t) dt < [ pup(t) dt para s > 0y notamos a <, b.
- Sia <y by ademds 7(a) = 7(b) entonces decimos que b mayoriza a a y notamos a < b.

Hemos mencionado que dado a € M™, éste induce una REDA {P%(X, 00)}xc[o,|af]- En este caso,
decimos que a tiene distribucién continua si la REDA inducida por él resulta continua, o equiva-
lentemente, si la funcién de 7(P%(A,00)) es una funcién continua.

El siguiente resultado es el denominado modelado de operadores en factores de tipo II;. En
su enunciado la expresion dlgebra abeliana maximal es abreviada por masa. Las masas del factor
juegan un papel importante en relacién al teorema de Schur-Horn en factores de tipo Iy, que
consideramos en el Capitulo 5.

e Sea (M, 7) un factor II; y sea a € M™. Entonces, existe un operador a’ € M™ con distribucién
continua tal que

* La resolucién espectral de a’ refina la resolucién espectral de a.

* Sib e Mt entonces, existe una funcién hy, creciente y continua a izquierda tal que, si b = hy(a')
entonces ju, = pi7. Mdas atin, la resolucién espectral de o’ refina la resolucién espectral de b si
y solo si hy(a’) = b.

* Si ¢t € M entonces ¢ X b (resp ¢ <y b, ¢ < b) siy solosi & < b (resp & <y b, & < b).

M4s atin, si A C M es una masa y a € A" entonces podemos elegir a a’ € AT.
O
Como consecuencia del modelado de operadores antes expuesto obtenemos las siguientes carac-
terizaciones del preorden espectral y la submayorizacién. En lo que sigue, Up(b) denota la clausura
en norma de la érbita unitaria de b i.e.

Unm(b) = {u*bu: uve M unitaurio}n'H

e Sea (M, 1) un factor II; y sean a, b € M™. Entonces



* b domina espectralmente a a (a 3b) si y solo si existe

celm(b) talque a<c

0, equivalentemente, si existe

Um(a)>d talque d<b.
Ma3ds atun , podemos asumir que a y ¢ conmutan y, b y d conmutan.
* b submayoriza a a (a <, b) si y solo si existe c € M™ tal que
a<c=b.

Msds ain , podemos asumir que a y ¢ conmutan.

O
De esta forma se tiene la siguiente caracterizacién de la dominacién espectral que complementa
las anteriores

e Sea (M, 7) un factor II; y sean a, b € M™. Entonces b domina espectralmente a a (a 3b)
si y solo si existe una REDA {E)}xer, donde I = [0, ||al|] tal que 7(E)) = 7(P?*(\,00)) para cada
Aely

AE\N < E\bE), VYA>0.

O
Si bien en el caso de un factor semifinito puede mostrarse que las condiciones anteriores no

caracterizan la dominacion espectral, se tiene el siguiente resultado en el caso especial del factor
semifinito L(H).

e Sea H un espacio de Hilbert. Dados a, b operadores positivos de L(H) tales que a es compacto,
b es diagonalizable y a = b entonces, existe una isometria parcial u € L(H) con espacio inicial R(a)
tal que

uau™ <b y (uau™)b = b(uau™).

Ma3és aun, si ‘H tiene dimensién finita, la misma desigualdad vale para operadores autoadjuntos
a,b € Lgo(H) v la isometria puede cambiarse por un unitario.
O

El modelado de operadores esta basado en ciertas construcciones en términos de refinamientos
de resoluciones espectrales a derecha y acotadas (REDAs) en (M, 7). En lo que sigue describimos
los resultados correspondientes a estos desarrollos mas bien técnicos.

Sea I = [a, ] y sea { E)x}xer una REDA de una proyeccién p € P(M). Decimos que g € («, (]
es un atomo de {E)}, si la resolucién no es continua a la izquierda en \g i.e, si

)\h’rili E\ = Ey, +p(M0), p(Xo) #0.
—0

En este caso p(Ag) es la proyeccion salto de {E)} en A\o. Si p # 1 entonces « es considerado un
atomo. El conjunto de dtomos de {E)} e es denotado por At({E)}); este conjunto es vacio si y
solo si la resolucién es continua.
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Al ndmero real

JUE) = > ) =7| > pN|<1

A€AL({Ex}) AEAL({Er})

lo llamamos el salto total de la resolucion; este niimero da una idea de las discontinuidades de la
resolucién. Hemos probado

e Sean {E)}xer, {E\}rerr € M REDAs, donde (M, 7) es un factor II;. Si existe una funcién
f tal que ({E}}, f) refina a {E\} entonces J({E\}) > T ({EA}).
O

e Decimos que un refinamiento ({E}}, f) de {E\} es un refinamiento fuerte si f satisface
- f(A) > Aparacada A€ I,y
- fO) = f(u) = A — p, para cada A > p € I.

Si {ar}ken € I1(RT), decimos que la sucesién ({E5}rer )ken € M de REDAs es {a}ren-
compatible si valen las siguientes condiciones:

-30<a<feRtal que I = [o, B+ %, o] para cada k € N.
- ({Ef“}, fr) es un refinamiento fuerte de { E5} para cada k € N.
- fe(A) = XA < ay, para cada \ € I y cada k € N.

El siguiente resultado expresa que una sucesiéon compatible de resoluciones se amalgama en una
resolucién que refina simultaneamente a cada miembro de la sucesién. En lo que sigue consideramos
ademads el caso especial en que las resoluciones estdn dentro de una masa (subdlgebra abeliana
maximal) A C M.

e Sea (M,7) un factor I y sea {ajtren € IH(RT). Si ({Ef}rer)ken € M es {og}ren-
compatible entonces existe una REDA {E)} cr de p en M tal que ({Ey}, h) es un refinamiento
fuerte de {E’j }, para cada k € N. Mds atn, si A C M es una masa y cada miembro de la sucesién
es una REDA en A entonces podemos elegir {E)} en A.

O

El siguiente resultado muestra que, dado un salto de una resolucion espectral, éste puede ser
eliminado considerando un refinamiento conveniente.

e Sea {E)}xgla,5) © M una REDA de p € P(M), donde (M, 7) es un factor 11y, y sea Ao €
At({E\}). Entonces, existe un refinamiento fuerte ({ £’} xc 17, f) de { E)\}, donde I' = [«, B+7(p(N\o))]
tal que

JHEL}) = T{EN}) — 7(p(N))
y para cada A € I tenemos f(A) — A < 7(p(\g)). Més atin, si A C M es una masa y {E)} es una
REDA en A entonces podemos elegir {E} en A.
O

Iterando el procedimiento anterior se puede construir una sucesién compatible de resoluciones.
Considerando la resolucién que surge de amalgamar esta sucesiéon compatible se prueba que pueden
eliminarse todos los saltos de una resolucién espectral mediante un refinamiento adecuado.
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e Sea (M, 7) un factor II;. Dada una REDA {E)},er de p en M, existe una REDA continua
{E'}xer en M y una funcién f : I — I’ tal que ({E}}, f) es un refinamiento fuerte de {Ey}. Mas
atn, si A C M es una masa y {E)} es una REDA en A entonces podemos elegir a {E}} también
en A.

]
El resultado anterior es la base para poder desarrollar el resultado sobre modelado de operadores.

Capitulo 4: Desigualdades de tipo Jensen

En este capitulo estudiamos desigualdades de tipo Jensen en el &mbito de las dlgebras de oper-
adores. En este contexto, consideramos integrales “no conmutativas”de probabilidad representadas
por transformaciones lineales ¢ : A — B positivas (¢(a) > 0 siempre que a > 0) y unitales
(¢(1) = 1) entre C*-algebras unitales A, B. En lo que sigue consideramos el preorden espectral
que ha sido definido en la descripcién del capitulo anterior (ver también la Definicién 2.4.15 en los
Preliminares).

e Sea A una C*-algebra unital, B un algebra de von Neumann y ¢ : A — B una transformacién
positiva y unital. Entonces, para cada funcién convexa y monétona f, definida en algun intervalo
I, y para cada operador autoadjunto a € A cuyo espectro estd contenido en I, se tiene que ¢(f(a))
domina espectralmente a f(¢(a)) y en simbolos

f(¢(a)) S o(f(a)).

O
Como consecuencia de la desigualdad de arriba y de las caracterizaciones de la dominacién
espectral en el caso de L(H) y los factores de tipo II; del capitulo anterior obtenemos

e Sea A una C*-algebra unital y ¢ : A — M una transformacién positiva y unital en un factor
semifinito (M, 7). Entonces, para cada funcién convexa y monétona f definida en [0, +00) se tiene:

* Si M = L(H) con H un espacio de Hilbert separable, f tal que f(0) = 0, y para cada operador
positivo a de A tal que ¢(a) y ¢(f(a)) son compactos, entonces existe una isometria parcial

u € L(H) con espacio inicial R(f(¢(a))) tal que:
wfe@) <o(f@) v (uf(@@)u) 6(f(@) = o(f(@)) (uf(Bla))u’).

* Si (M, 7) es un factor II; entones existen sucesiones (un)neN, (Un)nen € M de operadores
unitarios tales que

f(@(a)) < lim u,®(f(a))un

n—oo

lim v} f(®(a))vn < D(f(a).
n—oo
O
En el caso de funciones convexas arbitrarias de una variable los resultados anteriores no valen;
sin embargo obtenemos desigualdades de tipo Jensen para las funciones convexas continuas de
varias variables con respecto a la submayorizacion, que es un preorden mas débil que el espectral.
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Para establecer los siguientes enunciados referimos al lector a la Definicién 2.3.27 de esperanza
condicional y la seccién 2.4.3 en donde se describe el espectro conjunto de una familia abeliana y el
calculo funcional en varias variables. Adelantamos aqui que una esperanza es una proyeccién de una
algebra sobre una subdlgebra y constituye un caso particular de transformacién positiva y unital.
Por otro lado, el espectro conjunto de una familia de operadores autoadjuntos que conmutan entre
si (familia abeliana) es una generalizacién de la nocién de espectro de un operador y en este contexto
el célculo funcional (continuo) usual de un operador se extiende al caso de funciones (continuas)
de varias variables aplicadas a una familia abeliana.

e Sean A y B C*-dlgebras unitales, ¢ : A — B una transformacién positiva y unital, U C R"
un conjunto convexo y abierto y f : U — R una funcién convexa. Sea (ai,...,a,) C Ag una
familia abeliana tal que [, 0(a;) C U y tal que (¢(a1),. .., d(an), d(f(ai,...,a,))) C Bsq resulta
también una familia abeliana. Entonces tenemos

f(¢(a1)v SRR ¢(an)) < (b(f(ala s 7an))'

Mis atin, si 0 = (0,...,0) € U y f(0) < 0 entonces la ecuacién anterior vale si ¢ es positiva y
contractiva.

O

Dada una esperanza condicional £ : B — C, el centralizador de £ es la C*-subélgebra de B

definida por:
B ={be B: E(ba) = E(ab), Va € B}

Notemos que, para cada b € BE, £(b) € Z(C); donde Z(C) = {c € C: cb=bec, Vb € C} es el centro
de C. El siguiente resultado, de caracteristicas técnicas tiene consecuencias interesantes

e Sean A, B C*-algebras unitales y ¢ : A — B una transformacién positiva y unital. Supongamos
que existe una esperanza condicional £ : B — C, de B sobre la C*-subalgebra C. Entonces para cada
funcién convexa f : U — R definida en algin conjunto abierto y convexo U C R” se verifica que

E(glf(plar), ... dan))]) < E(glo(f(ar,. .., an))]).

donde (a1,...,a,) C Asq es una familia abeliana tal que [[}-, o(a;) C U, ¢(a1),...,¢(a,) € B
también forman una familia abeliana, y g : I — R es una funcién convexa y creciente definida en
algun intervalo abierto, con Im(f) C I.
O
El siguiente resultado, que es una consecuencia del anterior, nos serd indispensable en el estudio
de teoremas de tipo Schur-Horn en factores II;. En lo que sigue consideramos el preorden de la
submayorizacién que ha sido definido en la descripcién de los contenidos del capitulo anterior (ver
también la Definicién 2.4.17 en los Preliminares).

e Sea A una C*-dlgebra unital, (M, 7) un factor finito y ¢ : A — M una transformacién
positiva y unital. Entonces para cada funcién convexa f : U — R definida en algtin conjunto
abierto y convexo U C R” se verifica que

f(¢(ar), ... d(an)) <w ¢(f(a1,.. ., an)).

donde (ai,...,an) € Asq es una familia abeliana tal que [[I; o0(a;)) C U y ¢(a1),...,d(an) € M
también forman una familia abeliana.
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O
De esta forma obtenemos el siguiente corolario. En este caso, la norma || - ||; estd definida por
llalli = 7(]a|) que es la extensién natural de la norma || - ||; en el caso de L(H).

e Sea A C M una masa del factor II; (M, 1) y sea E4 la esperanza condicional que preserva
la traza sobre A. Sea b € M un operador autoadjunto entonces

* EA(b) < 0.
*NEA®)[r < b1

O

Algunos casos particulares de las desigualdades de Jensen anteriores, obtenidas fijando trans-

formaciones positivas y unitales son de interés e incluso generalizan algunos resultados de trabajos
recientes.

Capitulo 5: Teoremas de tipo Schur-Horn

En la primera parte de este capitulo caracterizamos (la clausura en norma || - ||oc de) el conjunto
de posibles diagonales de un operador autoadjunto en L(H); naturalmente, el caso de interés es
cuando H es de dimensién infinita. Este problema esta resuelto por el teorema de Schur-Horn en
el caso de matrices. Es por esto que nuestro objetivo es hallar generalizaciones de este ultimo. A
tal fin introducimos las siguientes nociones.

e Dado S € L(H) un operador autoadjunto, definimos para cualquier k € N,

Ur(S) = Sup tr(SP) y Li(S) = ggf,k tr(SP) = - Ur(—9) ,
k

donde Py es el conjunto de proyecciones ortogonales de L(H) tales que tr(p) = k
O]
Para enunciar los siguientes resultados introducimos la siguiente notacién (que también serd us-
ada en la descripcion de los contenidos del siguiente capitulo): sea M un conjunto, sea I un espacio
de Hilbert con dim K = |[M] y sea B = {e;, }nem una base ortonormal de K

- Para cualquier a = (an)nem € £°°(M), denotemos por Mpa € L(K) el operador diagonal
dado por Mpgae, = ape,, n € M. Cuando sea claro del contexto qué base se estd usando
abreviaremos Mg o, = M.

- La compresién diagonal Cp : L(K) — L(K) asociada a la base B, esté definida por Cg(T') =
Mp.a, donde a = ((T'ey, €n))nem-

e Sea B = {e,}nen una base ortonormal de un espacio de Hilbert H. Si a € £;°(N) entonces,
para cada k € N

Uk(Mp.a) = Uk(a).

donde Uy (a) = suppeo, D icr @i ¥ P es el conjunto formado por todos los subconjuntos de N de
cardinal k.
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O
Este tultimo resultado indica que las definiciones de Ug(S), Li(S) generalizan las sumas que
aparecen en las ecuaciones (2.1) y (2.9) (ver la Observacién 2.1.2 que establece la relacién entre
las nociones determinadas en las dos ecuaciones anteriores). Como veremos resultan ser conceptos
adecuados para caracterizar el conjunto de posibles diagonales de un operador autoadjunto en el
sentido de Neumann. Por otro lado, las siguientes propiedades estan relacionadas con condiciones
necesarias para el problema de la admisibilidad de marcos que estudiamos en el Capitulo 6.
Denotamos por Ly(H) el *-ideal cerrado de los operadores compactos y consideremos el cociente
A(H) = L(H)/Lo(H), que es una C*-dlgebra unital, conocida como el dlgebra de Calkin. Dado
T € L(H), el espectro esencial de T, notado o.(T), es el espectro de la clase T' 4+ Lo(H) en el
algebra A(H). La norma esencial ||T'||, = inf{||T + K|| : K € Lo(H)} de T es la norma (cociente)
de T + Lo(H) en A(H). Notemos que o.(T") es un subconjunto compacto de o(T"). Si S € L(H),
definimos
at(S) =maxo.(S)=|S]le v a_(S)=mino.(S),

e Sea S € L(H) un operador autoadjunto. Entonces, para cada k € N,
* Up(S) = Up(ST) + k a™(85)
* Li(S) = Li(S-) + k a_(5)

En particular,
Uk(5)
lim —“~% =a™(9) =S lim ——= =a_(9) .
Jim — av(S) =Sl vy o [lm — a—(5)
O
A partir de los resultados anteriores obtenemos el siguiente teorema de tipo Schur-Horn en
L('H) para operadores S € L(H) autoadjuntos arbitrarios. Para enunciarlo definimos los siguientes

conjuntos: sea H un espacio de Hilbert, S € L(H) y B una base ortonormal de H. Entonces,
- Un(S)={U*SU : U € U(H)}.
- Clun(S)] = {c € £*(N) : Mg € Cs(Un(S))}

En este contexto, el conjunto C[Ux (S)] se interpreta como el conjunto de las posibles diagonales
de las representaciones matriciales de un operador con respecto a todas las bases ortonormales de
‘H. El siguiente resultado caracteriza la clausura en norma infinito de este conjunto. Un problema
interesante es hallar condiciones suficientes para que un vector en £*°(N) sea una posible diagonal.

e Sea S € L(H) un operador autoadjunto y ¢ € £2°(N). Luego, las siguientes condiciones son
equivalentes:

* ¢ e Clin(9)] 1.
* Ug(S) > Ug(c) y Lg(S) < Li(c) para cada k € N.

En este caso,
méx oe(S) > limsupec y mino.(S) < liminfc.
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En el caso particular en que S € L(H) sea un operador autoadjunto de tipo traza (es decir
tr(]S]) < oo) entonces se tiene una caracterizacion de la clausura en norma || - [; del conjunto de
posibles diagonales de S.

e Sea S € L'(H) un operador autoadjunto, y b € ED{{ (N). Entonces, los siguiente son equivalentes

* b e Cllh(9) .

* Up(S) > Ug(b), Li(S) < Ly(b) para cada k € N,y > b = tr S.
k=1

O

En la segunda parte de este capitulo consideramos una versiéon del teorema de Schur-Horn en
el contexto de los factores I1;. El desarrollo de este problema estuvo motivado por una conjetura
de Kadison y Arveson al respecto. Nuestra version difiere en algin sentido de la conjetura original.

Adelantamos una posible interpretaciéon de nuestros resultados. En el caso del teorema de Schur-
Horn anterior tenemos la siguiente situacién: fijamos una base ortonormal B = {ey}reny de H, y
consideramos la compresién a la diagonal Cz determinada por B, que es la esperanza condicional que
conmuta con la traza usual de L(H) (es decir tr(A) = tr(Cg(A4))) y que proyecta sobre el “dlgebra
diagonal determinada por B”. Esta élgebra diagonal tiene la siguiente propiedad: si A € L(H)
es tal que AD = DA para todo D en el algebra diagonal determinada por B entonces A es un
operador diagonal con respecto a la base B. Esto implica que no hay algebras abelianas en L(H)
que contengan estrictamente al algebra diagonal determinada por B. De aqui que esta &dlgebra
diagonal es una subalgebra abeliana maximal de L(H) o mdas brevemente una masa de L(H).

En el caso de factores de tipo II; se conoce la existencia de masas en ellos con distintas
propiedades: en particular, dada una masa A C M de un factor II; (M, ) entonces existe una
unica esperanza condicional E 4 que conmuta con la traza en el sentido anterior (que es un ejemplo
especial de transformacién doble estocéstica en (M, 7)). Una cuestién natural es la de caracterizar
el conjunto de posibles diagonales con respecto a esta algebra de un operador autoadjunto a es
decir el conjunto

EaUm(a)).

Este planteo del teorema de Schur-Horn es desarrollado en el trabajo de Arveson y Kadison [11]
donde se propone estudiar (la clausura en norma de) el conjunto de posibles diagonales con respecto
a la masa A en términos de mayorizacién (para una discusién més detallada ver el comienzo de la
seccién 5.2). Nuestro resultado al respecto de este problema es el siguiente

e Sea (M, ) un factor IT; y sea A C M una masa. Si b € M y a € A entonces a < b si y solo
: ey (M
si a € Eo(Unm (D))

, con lo cual tenemos

Eathu®)"" = faea: a<b).

O

A partir de este resultado desarrollamos algunos corolarios relacionados con este problema.
Para obtener este teorema de tipo Schur-Horn utilizamos el método de modelado de operadores en
factores II; descrito previamente (en el resumen correspondiente al Capitulo 3). Ademas necesita-
mos algunos resultados de aproximacién de funciones integrables por funciones simples en ciertos
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espacios de medida. En lo que sigue describimos los resultados obtenidos con respecto a estos
problemas.

Consideramos espacios de medida difusa (es decir, sin dtomos) del tipo (e, 5], ) donde I =
[, B] € R es un intervalo compacto y v es una medida de probabilidad. Ademds consideramos una
funcién h : I — R>q creciente y continua a izquierda. En lo que sigue consideramos valores singu-
lares p1y de funciones a valores reales (positivos) f € L*°(/,v) en tanto operadores autoadjuntos del
algebra de von Neumann L* (I, v). En realidad esta nocién coincide con el concepto de reordenada
de una funcién en un espacio de medida abstracto.

eSea P={r <...<mxani1} C [, 3] y sea {I;}?%., una particién de |, 8] inducida por P, con
v(I;) = 3 para 1 <4 < 2". Entonces

2™ —i41

/ h(t) dv(t) :/Z - pp(t) dt para 1l <i<2"
I;

n_;

omn

Sea g : [a, 8] — Rx otra funcién creciente y continua a izquierda tal que h < g. Sea h = h(n) € R?"
(resp. g = g(n) € R?") dado por

by = 2"/ ht) dv(t), 1<i<?2"
I;

entonces h =h' (resp. g =gl)yh<g.
O
En este caso de una medida de probabilidad regular v con sop (v) C [«, §] y difusa definimos

inductivamente una sucesién de particiones de [a, ] como sigue: para n = 0 consideramos Py =
{a, B} y paran € Nsea P, C P41 = {xl}figl tal que, si {I,L.(nﬂ)}?:{l es la particién de [, (] en
subintervalos inducida por P, ;1 entonces

p(I"D) = 1/27F para 1< <2

Notemos que siempre podemos encontrar una tal particién, pues la funcién de acumulacién g(t) =

v(|a, t)) es continua; pero no es necesariamente unica (esto se debe al hecho de que la funcién de

on

., . . . n « ez
acumulacién puede no ser estrictamente creciente) Decimos que {I 2-( )}i:17 n € N es una particién

v-diddica de [a, 3].
Sea {IZ.(") 2", n € N una particién v-diddica de [«,]. Para cada n € N y cada f € L'(v)
definimos la familia de aproximaciones discretas

),
B0 =3 (2" / o du) X, ().

Un problema natural que surge en este contexto es el de aproximacién de funciones por fun-
ciones simples (escalonadas), con respecto a alguna topologia. Sucede que si queremos utilizar
como base para las funciones simples, las funciones caracteristicas de particiones v diadicas en-
tonces, lamentablemente, no podemos hallar en general aproximaciones uniformes ni siquiera de
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funciones continuas en I. En lo que sigue consideramos el operador maximal asociado a la sucesion
de aproximaciones discretas

E*(f)(x) = ilelglEn(f)(ﬂf)L

e Sea {Ii(n) 2",, n € N una particién v-diadica de [a, 8] y sea E,,, n € N la familia asociada de

aproximaciones discretas. Entonces
* El operador maximal E* es débil (1,1).
* Si f € LY(v) entonces, lim,, oo En(f)(z) = f(z) v—a.e.

En particular, podemos obtener una descomposicién de tipo Calderén-Zygmund: sea f € L!(v) una
funcién no negativa y A > 0. Entonces existe una sucesion v-diadica de conjuntos {/;},cs tal que

* f(z) <A, veae para z ¢ Ujes I
* v(Ujes 1) < 1

BN oy Jy, fdv <20

J

O
Estamos interesados en la siguiente consecuencia de los resultados anteriores

n n . e T .« .
e Sea {IZ( ) 2", n € N una particién v-diddica de [a, 8] y sea E,, n € N la sucesién de aproxi-
maciones discretas asociada a esta particion v-diddica. Entonces, para cada funcién v-esencialmente
acotada f en [a, 3] tenemos

1w || — Eu(f)] =0

O]

Los resultados anteriores, junto con algunas construcciones dentro de los factores de tipo IIy
nos permiten probar nuestra versiéon del teorema de Schur-Horn antes descrita.

Capitulo 6: Marcos con operador de marco y normas prefijadas

Sea M=No6M=1{1,2,...,m} := L, para algin m € N. Una sucesién {f;}rem es un marco
para H (ver la seccién 2.2.1 para mas detalles) si existen constantes positivas A, B > 0 tales que

Allzll> <) [, fi)? < Blz|*, paracada z€H.
keM

Sea F = {fr }kem un marco para H. El operador

S:H—H, dado por S(x):Z(x,fk>fk, reH.
keM

es llamado el operador de marco de F. Este es acotado, positivo e inversible (usamos la notacién
S eGI(H)T).

Un par ordenado (5, ¢) formado por un operador positivo en inversible S € GI(H)* C L(H) y
una sucesién uniformemente acotada de ntimeros positivos ¢ € £*°(M)™, se dice admisible si existe
un marco F = { fx}rem para H tal que
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- F tiene operador de marco S,
- ka||2 = ¢}, para cada k € M.

En este caso, decimos que F es un (5, c)—marco. Denotamos por F(S,c) el conjunto de todos los
(S, c)—marcos para H. Luego, el par (S, c) es admisible si F(S,c) # (.

El problema de hallar condiciones bajo las cuales un par (.S, c) es admisible ha sido considerado
por numerosos investigadores de la teoria de marcos en espacios de Hilbert por sus implicancias para
las aplicaciones de esta teoria. En primer lugar, obtenemos una caracterizacién de la admisibilidad

e Sea c € (*°(M)" y sea S € GI(H)". Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
* El par (59, c) es admisible.

* Existe una sucesion de vectores unitarios {y trem en H tales que

S=> cryp @yr ,
keM

donde, si M = N, la suma converge en la topologia fuerte de operadores.

* Existe una extension K = H & Hy de H tal que, si denotamos

(S 0\ H n
S1 = (O O> M, € L(K)", entonces c e ClUx(S1)] .

En este caso, existe un marco F € F(S,c).
O]
Notemos que la equivalencia de los items 1 y 3 del resultado anterior muestran que teoremas de
tipo Schur-Horn en L(H) son relevantes en el estudio del problema de admisibilidad. El siguiente
resultado da una caracterizacién exacta de la admisibilidad para marcos en espacios de Hilbert
finito dimensionales. En lo que sigue vamos a utilizar la notacién introducida en la descripcion de
la primera parte del capitulo anterior.

e Sea c € (*(N)* y S € GI,,(C)" una matriz positiva inversible, con autovalores by > by >
. > b, > 0. Las siguientes condiciones son equivalentes:

* el par (S, c) es admisible.

* 3% b > Uk(e), paracada 1<k <n—1,y 30 b= ;enci-
OJ

En el caso de dimension infinita, parece no haber un conjunto de condiciones escritas en términos
de la mayorizacién que caractericen de forma exacta la admisibilidad. Sin embargo obtenemos las
siguientes condiciones necesarias. En adelante, los espacios de Hilbert considerados son de dimensién
infinita.

e Sea S € GI(H)™" un operador positivo e inversible y ¢ € (*°(N)*. Si el par (5, c) es admisible
entonces,
Zci =00 y Ug(S)> Ug(c), para cada k € N.
1€N
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En particular, se tiene la condicién necesaria
limsup ¢ < [|S]fe.

O]

El siguiente resultado provee de condiciones suficientes para la admisibilidad. Estas condiciones

se obtienen de reforzar las anteriores condiciones necesarias. En su enunciado usamos la notacién

Py(S) = E[||S]le, ||S||], donde E es la medida espectral de S € L(H)" y ||S]|e denota la norma

esencial (es decir la norma cociente de L(H) por el ideal cerrado de los compactos) del operador
autoadjunto S.

e Sea S € GI(H)* un operador positivo e inversible y ¢ € I®°(N)T, tal que Y,y = 0.
Supongamos que se satisface alguna de las siguientes condiciones:

* a) tr Py(S) = oo,
b) Uk(S) > Ug(c) paracada k € N |y
¢) ||S|le > limsup(c).

¥ oa)trPy(S)=reN,

b) Uk(S) = Ug(c) para 1 <k <,
) U,
)

C

©(S) > Uk(c), para k >r,y

d) ||S]le > limsup(c).

Entonces, el par (5, c) es admisible.
O
Este capitulo termina con una serie de ejemplos que muestran que las condiciones anteriores
(segun sus respectivos casos) no pueden relajarse mas en general, y son de alguna manera condi-
ciones Optimas para asegurar la admisibilidad en el caso general de marcos en espacios de Hilbert
infinito dimensionales.

Capitulo 7: Mayorizacion de matrices

Decimos que una matriz de entradas positivas A € M,(R) es estocéstica por filas, notado
A € RS(n), si las sumas de las entradas de cada una de sus filas es 1. Un matriz de entradas
positivas tal que A € RS(n) y A' € RS(n) es llamada doble estocastica y lo notamos A € DS(n).
Para las definiciones bésicas referimos al lector a las secciones 2.1.1 y 2.1.2 sobre mayorizacién de
vectores y matrices no negativas.

Dadas X,Y € M, ,,, := M, ,(R) matrices rectangulares n x m a coeficientes reales, consider-
amos las siguientes nociones de mayorizaciéon de matrices:

- Y estd mayorizada fuertemente por X, notado X > Y, si existe D € DS(n) tal que DX =Y.

- Y estd mayorizada direccionalmente por X, notado X > Y, si para todo v € R™, Xv mayoriza
como vector a Yv.



20 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Hemos considerado el siguiente concepto

e Dadas X,Y € M, ,, decimos que Y estd mayorizada débilmente por X, notado X >4 Y, si
existe A € RS(n) tal que AX =Y.
O
Las siguientes propiedades con consecuencia de las definiciones. En lo que sigue R(X) C R™
denota el conjunto formado por los vectores fila de X € M, ,,.

e Sean X,Y € M, ,,, entonces,
* X =4Y siysolosi R(Y) C conv(R(X));

* Si X =Y entonces X =4 Y.

Como consecuencia de estas propiedades deducimos
e Sean X,Y € My, . X =4 Y siy solo si

max f(X;) > max
1<i<n 1<i<n

f(vi)

para cada funcién convexa f : V — R donde V' C R™ es un conjunto convexo que contiene
R(X)U R(Y). Més atn, si consideramos las funciones lineales ¢, : R™ — R, z € R™ definidas por
¢(x) = (x,2), X =4 Y siy solo si

para cada z € R™.
O
El siguiente resultado caracteriza la mayorizaciéon direccional entre matrices en M,, ;,,, en térmi-
nos de [5] + 1 politopos, donde [r] es la parte entera de r € R.

e Sean X,Y € My . X =Y siysolosi, parak=1,...,[5] y kK =n, el conjunto de promedios
de k filas diferentes de Y esta incluido en la cdpsula convexa del conjunto de promedios de k filas
diferentes de X.

O

Este método alternativo de verificacion de la mayorizacién direccional es muy 1til desde el punto
de vista computacional (la verificacién por definicién puede ser un problema de cdlculo complejo).

Con respecto al problema de hallar condiciones bajo las cuales las mayorizaciones direccional o
débil impliquen la mayorizacién fuerte obtenemos los siguientes resultados

e Sean X,Y € M, ,, tales que X > Y.
* 8i conv(R(X)) tiene solo dos puntos extremales entonces X >; Y.
*Si1<n <3 entonces, X > Y implica que X > Y.

O
Con respecto a este mismo problema obtenemos las siguientes condiciones generales. En lo que
sigue, dada X € M), ;,, denotamos por [X,e] € M, (m+1) la matriz cuyas primeras m columnas son
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iguales a las columnas de X y su ultima columna es el vector e = (1,...,1) € R™. En lo que sigue,
At denota la pseudo-inversa de Moore-Penrose de una matriz A.

e Sean X,Y € M, ,, y supongamos que [Y,e][X,e]l tiene entradas no negativas. Si X =4 Y y
e!X = €'Y entonces X =Y.
O

Este resultado tiene como consecuencias

e Sean X,Y € M,
* Supongamos que ran([X,e]) =R™. Si X =3 Y y e’X = €'Y entonces X >, Y.

* Supongamos que las filas de X son los vértices de un simplex, es decir affnmente linealmente
independientes. Si X =4 Y y e!X = €'Y entonces X =7 Y.

O

Ademds hacemos un breve estudio de las relaciones de equivalencia asociadas a estos predrdenes.

En una segunda parte del capitulo, desarrollamos una serie de conceptos nuevos, las llamadas
mayorizaciones conjuntas de familias abelianas. Estos desarrollos son mas bien elementales, pero
sirven como preparacion para el estudio de la mayorizacién conjunta (fuerte) entre familias abelianas
de operadores autoadjuntos en factores de tipo II; que consideramos posteriormente.

Una familia abeliana es una familia ordenada (a;)i=1,.. ., de matrices autoadjuntas en M, (C)
tales que a;a; = aja;, i,j = 1,...,m.. Para introducir las mayorizaciones conjuntas entre tales
familias consideramos los siguientes hechos elementales: si (a;)i=1,....m ¥ (bi)i=1,....,m son dos familias
abelianas en M, (C) entonces existen matrices unitarias U,V € M,,(C) tales que

Ura;U = D)\(ai), Vb,V = D)\(bi), 1=1,...,m,

donde D, denota la matriz diagonal con diagonal principal z € R™. En este caso A(a;) es el vector
de autovalores correspondientes a a;, contados con multiplicidad, en algin orden dependiendo de
U. Consideremos las matrices A, B € M, ,,, cuyas columnas C;(A), C;j(B) € R™ estdn dadas por

Cl(A) :)\((Il’), Cl(B) :A(bz), 1= 1,...,m.

e Sean (a;)i=1,..m, (bi)i=1,...m € M,(C) dos familias abelianas y sean A, B € M, ,, definidas
como antes. Decimos que la familia (a;)i=1, . » mayoriza conjuntamente de forma débil (respecti-
vamente mayoriza conjuntamente de forma fuerte, mayoriza conjuntamente de forma direccional)
a la familia (b;)i=1,.. m y notamos

(@i)i=1,...m >=d (bi)i=1,..m

(respectivamente (a;)i=1,...m > f (bi)i=1,....m» (@i)i=1,...m > (bi)i=1,....m) si A =4 B (respectivamente
A=y B, A~ B).

O
Obtenemos la siguiente caracterizacion de las mayorizaciones conjuntas de familias abelianas.
En lo que sigue, dada una familia abeliana (a;)}"_; entonces C*(ay,...,a,) denota la C*-algebra

(abeliana) generada por esta familia.

e Sean (a;)i=1,..m ¥ (bi)i=1,..m dos familias abelianas en M, (C). Entonces
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* (a;) =q (b;) siy solo si existe una transformacién positiva y unital
T:C*ay,...,am) — C*(b1,...,bn)
tal que T'(a;) = b; paracadai=1,...,m.
* (a;) > (b;) siy solo si, para cada k = 1,...,[5] y k = n tenemos que

k k

(log[/\ exp(ai)])i=1,...m =a (log[/\ exp(bi)])i=1,..m-

* (a;) =5 (b;) siy solo si existe una transformacién positiva, unital y que preserva la traza
T:C*a1,...,am) — C*(b1,...,by)
tal que T'(a;) = b; paracadai=1,...,m.

O]

Los siguientes resultados son traducciones de las correspondientes propiedades de las mayoriza-
ciones de matrices en este nuevo contexto.

e Sean (a;)i=1,..m ¥ (bi)i=1,....m dos familias abelianas. Entonces

* (a;) =4 (b;) siy solo si para cada funcién convexa f : V — R se tiene

||f(a17""am)“ > ||f(b17’bm)||

* (a;i) = (bi) si y solo si para k =1,...,[5] y k= n tenemos que

>

k k
Hf <log[/\ exp(ai)], ..., log[/\ exp(am)])

k k
f <log[/\ exp(b1)], ..., log[/\ exp(bm)]> H

para cada funcién convexa f: V — R.

* (a;) >5 (b;) siy solo si, para cada funcién convexa f : V' — R se verifica que

tr f(ar,...,am) > tr f(by,...,by),

donde V' C R™ es un conjunto convexo que contiene o(ay,...,am)Jo(b,...,by).
O

Este capitulo termina con el estudio de las relaciones de equivalencias asociadas a las mayoriza-
ciones conjuntas entre familias abelianas.
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Capitulo 8: Mayorizacion conjunta en factores factores II;

Los resultados descritos en este capitulo se desarrollan dentro de los denominados factores de
tipo II;, es decir algebras de von Neumann de centro trivial y dotadas de un estado fiel normal
finito y tracial de forma que si « € [0, 1] existe una proyeccién p € M tal que 7(p) = a. Los factores
de tipo II; son también llamados factores finitos continuos. Una transformacién doble estocéstica
(ver la seccién 2.4.4 y el Teorema 2.4.20) en un factor finito (M, 7) es una transformacion lineal
T : M — M positiva (T'(a) > 0 siempre que a > 0) y unital (7'(1) = 1). Al conjunto de tales
transformaciones lo denotamos por DS(M, 7).

Es conocido el hecho de que estas transformaciones (que son las generalizaciones de las matri-
ces doble estocdsticas en este contexto) estdn intimamente relacionadas con la mayorizacién (ver el
Teorema 2.4.20). Para poder estudiar la mayorizacién conjunta de familias abelianas de operadores
autoadjuntos en factores de tipo II; obtenemos el siguiente teorema de representacion de ciertas
restricciones de tales transformaciones. De aqui que esta representacion describe a las transforma-
ciones doble estocésticas localmente. En su enunciado notamos por D(M) el semigrupo convexo
dado por

D(M) = conv{Adu: ueU(M)}

donde Adu(a) = u*au.

e Sean A, B C M C*-subdlgebras abelianas y separables y sea T € DS(M). SiS =T~ 1(A)NB
entonces, existe una sucesion (p,)reny € D(M) tal que para cada b € S se tiene
Tim [|T(8) — pr(5)] = 0.
O
Estamos interesados en la siguiente consecuencia del resultado anterior. En lo que sigue, una

familia abeliana en Mg, es una n-upla de operadores autoadjuntos de M tales que conmutan dos
a dos.

e Sea T € DS(M) y sean (a;)!, (b)), C Mg, familias abelianas tales que T'(b;) = a; para
1 <4 < n. Entonces existe una sucesién (p,)reny € D(M) tal que para 1 <i<n

dm {la; — p,(bi)]| = 0.
O
Es un hecho conocido (ver Teorema 2.4.5) que toda C*-subdlgebra de A C M induce una
medida espectral E sobre el espectro I'(A) a valores proyecciones de M que permite describir los
elementos de A. Asi, decimos que el édlgebra es difusa si E({z}) = 0 para todo x € T'(A).
Para obtener el teorema de representaciéon local anterior, consideramos una reduccién al caso en
que la C*-subélgebras abelianas y separables A, B C M son ademds difusas. El siguiente resultado
muestra que tal reduccién es siempre posible.

e Sea A C M una C*-subdlgebra abeliana y separable. Entonces existe a € My, tal que
C*(A, a) es abeliana y difusa.
O
El resultado anterior esta relacionado con los resultados de refinamiento para resoluciones es-
pectrales desarrollados en el Capitulo 3, sin embargo son resultados diferentes.
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La ventaja de poder reducir el estudio de la forma local de las transformaciones doble es-
tocdsticas al caso de algebras abelianas, separables y difusas radica en el siguiente resultado de
aproximacion. En lo que sigue una particién de la unidad es una familia finita de proyecciones
ortogonales dos a dos {p;}!_; y tales que > " ; p; = 1.

e Sea B C M una C*-subdlgebra abeliana, separable y difusa. Entonces existe un conjunto no
acotado M C N tal que para cada m € M existen k = k(m) particiones de la unidad {qu}?ll -
BNM,1<t<k, con T(qf’m) =1/m (1 <i<m, 1<t<k),y tales que para cada b € B, si

t,m t,m
notamos ;""" =m7(bg;"), entonces

O

Ademas necesitamos extender un resultado conocido de Dixmier con respecto a la esperanza
condicional al centro de un algebra finita de von Neumann al siguientes caso

e Sea B C M una C*-subélgebra separable y sea {p;}/"; € B’ N M una particién de la
unidad. Entonces existe una sucesién {p;}ien C D(M) tal que para cada b € B, si notamos

Bi(b) = 7(bp;)/7(p;i), entonces

Jim Jlp; () = 3 Bi(b)pi|| = 0.
i=1

O
Las restricciones anteriores con respecto a las trazas de las proyecciones de las particiones de la
unidad son una condicidn necesaria para poder utilizar el siguiente teorema de tipo Birkhoff

e Sean {p;}",, {¢;}", C M particiones de la unidad tales que 7(p;) = 7(q;) = =, y sea
T € DS(M). Entonces existe p € D(M) tal que si f1,...,8n € Ry a; = m Y71, 8;7(T(q5) pi)

para 1 <17 < m, tenemos que
m m
> aipi=p (Z Bi Qi> :
i=1 i=1

O

Una vez obtenidos estos resultados, los aplicamos en la segunda parte del trabajo al desarrollo

de la mayorizacién conjunta de familias abelianas es decir. A tal fin consideramos las siguientes
nociones

e Sea (X, ux), (Y, uy) dos espacios de probabilidad. Una transformacién lineal positiva y unital
v: L®(Y, py) — L>®°(X, px) es un nicleo doble estocastico si [y v(1a)dux = py(A), para cada
conjunto py-medible A C Y.

Sean a = (a;)}, 57: (bi)j; dos familias abelianas en M,,. Decimos que a estd conjunta-
mente mayorizado por b, notado a < b, si existe un ntucleo doble estocastico v : L*>(a(b), uz) —
L>(o(a), pa) tal que v(m;) = m;, para cada 1 <i < n.

O]
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Si (z1,...,xy,) es una familia finita en M, sea Upq(x1, ..., zy) la érbita unitaria conjunta de la
familia con respecto al grupo de operadores unitarios Uy, de M, i.e.

Um(x1, ... xn) = {(u z1u,. .., u*zqu) : uw € Up} S M™.
Consideramos también la capsula convexa de la érbita unitaria de la familia (x;)]" 4,
conv(Un(zi)iz1) = {(p(xi))iz1, p € D} S M™.

Denotamos por conv (U (z;)? ), conv® (Unq(z;)1;) y conv: (Unq(z;)™,) las respectivas clausuras
entrada a entrada en la topologia de la norma, en la topologia débil de operadores, y en la topologia
L' inducida por .

El siguiente resultado describe varias caracterizaciones de la mayorizacién conjunta, y generaliza
en el caso de factores II; el Teorema 2.4.20.

e Sean @ = (a;)™, b = (b)), dos familias abelianas en Ms,. Entonces los siguientes son
equivalentes:

* @ estd conjuntamente mayorizado por b.

*

a € conv(Un(b)).

*

a € conv L (Upnq(b)).
* a € conv ¥ (Un(b)).

* pa < pp

*

Existe una transformacién completamente positiva T € DS(M) tal que a; = T'(b;), 1 < i < n.

*

Existe T' € DS(M) tal que a; = T'(b;), 1 <i <n.
*1(flar,...,an)) < 7(f(b1,...,b,)) para cada funcién continua y convexa f : R” — R.

O

Dadas familias @ = (a;)™_;, b = (b;)™; € M, decimos que @y b son conjuntamente aproximada-
mente unitariamente equivalentes en M si @ € Uny(b) es decir, si existe una sucesién de operadores
unitarios (un)peny € M tal que lim, . [|unbiu — a;|| = 0 para cada 1 < i < n. El siguiente resul-
tado caracteriza la relacién de equivalencia inducida por el preorden de la mayorizacién conjunta

entre familias abelianas

e Sean @ = (a;)"_; y b= (b;))_; C My, familias abelianas. Entonces los siguientes son equiva-
lentes:

* @y b son conjuntamente aproximadamente unitariamente equivalentes en M.

*

S

<

IS]

yl;-<EL
* e =1

*1(f(ar,...,an)) =7(f(b1,...,b,)) para cada funcién continua y convexa f : R™ — R.
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*r(flal,...,an)) = 7(f(b1,...,by)) para cada funcién continua f : R" — R.

O

Finalizamos nuestro estudio de la mayorizaciéon conjunta estableciendo una comparacién entre
ésta y un concepto que puede considerarse implicito en el desarrollo de una nocién relacionada,
desarrollado por P. Alberti y A. Uhlman.

Sea A una C*-algebra abeliana y sea A* su espacio dual. En este contexto, una funcién lineal
V : A* — A* es una funcién estocdstica si es positiva y V(¢)(1) = (1) para cada ¢ € A*.
El conjunto de funciones estocésticas de A es denotado por ST(A). Notemos que una funcién
estocéstica V' € ST (A) mapea el espacio de estados de A sobre si mismo. Dado un estado ¢ € A*,
el conjunto de funciones estocésticas tales que V(¢) = ¢ es denotado por ST, (A).

En [2] se considera la siguiente nocién de mayorizacién: sea w, @ dos n-uplas ordenadas de
estados de una C*-dlgebra abeliana A. Entonces @ estd mayorizada por w, y notamos @ < w, si
existe una funcién estocastica V € ST'(A) tal que Vw =u, 1 <i <n.

Sea a € M™ con 7(a) = 1. Entonces a induce estado normal 7, € M, dado por 7,(z) = 7(az).
De esta forma, podemos considerar la siguiente definicion:

e Sean @, b C M* dos n-uplas ordenadas tales que 7(a;) = 7(b;) = 1, 1 < i < n, y sea A una
subdlgebra abeliana de von Neumann de M. Entonces decimos que @ esté .A-mayorizada por b, y
notamos @ <4 b, si (74,) < (7,) como estados sobre A.

O

A partir de las definiciones anteriores establecemos la siguiente comparacién entre la nocién de
mayorizacién conjunta anterior y nuestra nocién de mayorizacién conjunta.

e Sea @, b C M, familias abelianas tales que @ < b. Si B denota el dlgebra de von Neumann
abeliana generada por la familia b, entonces a <ig b.
O
Sin embargo la mayorizacién de Alberti y Uhlman no implica la mayorizaciéon conjunta en el
sentido desarrollado en este trabajo.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Mayorizacion y submayorizacion

2.1.1. Mayorizacién de vectores en R"

En esta seccién presentamos algunos aspectos basicos de la teoria de mayorizacién. En el libro
[44] se puede hallar una exposicién detallada sobre esta nocién. Dado b = (b1,...,b,) € R,
denotemos por bt € R™ el vector de coordenadas ordenadas de forma decreciente, obtenido por
permutacién de las coordenadas de b. Si b, ¢ € R" entonces decimos que ¢ estd submayorizado por
b, y notamos ¢ <, b, si

k k
Yook >>"et k=1,....n (2.1)

bl' == Zci (2.2)

decimos que c estd mayorizado por b y lo notamos ¢ < b. Como una consecuencia inmediata de la
definicién, notemos que tanto la nocién de submayorizaciéon como la de mayorizacién son invariantes
bajo permutaciones de las coordenadas de los vectores. Por otro lado, si ¢ < b, es decir que valen
las ecuaciones (2.1) y (2.2) entonces también vale

k k
dool <> k=1,...,n, (2.3)
=1 =1

donde b' denota el vector de coordenadas ordenadas en forma creciente obtenido de b por per-
mutacién de sus coordenadas. De hecho, basta que dos cualesquiera de las tres condiciones dadas
por estas férmulas valgan, para que valga la tercera.

Ejemplo 2.1.1. Consideremos el conjunto {2 C R™ dado por
n
Q={beR":5;>0,1<i<n, Y b =1}
i=1

27



28 CAPITULO 2. PRELIMINARES

Entonces €2 es un n — 1 simplex cuyos vértices son los vectores de la base candnica. Es sencillo
verificar que si b € 2 entonces

1 1
(=...,—)<b=<(1,0,...,0).

n n
Asi el conjunto 2 posee un minimo con respecto a la mayorizaciéon. Sin embargo posee varios
méximos (esto se debe a que la mayorizacién no es un orden); en efecto, cada vector de la base
canonica {e;}7_; es un maximo para {2 (notemos que e; < € y €; < ¢; ). Sin embargo la mayorizacién
es un preorden.

Observacion 2.1.2. Sea b € R" y denotemos por ®; el conjunto formado por todos los subcon-

juntos de k elementos de {1,...,n} para 1 < k < n. Entonces es evidente que
k
Zb} =méax » b, para 1<k<n. (2.4)
‘ Fedy “
=1 i€

Esta sencilla igualdad es de gran utilidad al momento de extender la nocién de mayorizacién al
contexto de sucesiones acotadas de nimeros reales, donde el reordenamiento de forma decreciente
de una sucesién puede no tener sentido.

A continuacion, describimos algunas caracterizaciones de la mayorizacién. Mas adelante con-
sideraremos otras caracterizaciones en términos de las llamadas matrices doble-estocasticas y orto-
estocdsticas. Comenzamos con algunas nociones basicas: una transformacién lineal 7' en R" es una
T-transformacion si existe 0 < t < 1 e indices j < k tales que

Ty = (ylu" . 7yj—17tyj + (1 - t)ka” O (1 _t)y] +tyk7yk:+la" . 7yn)-

Por otro lado, dada una funcién convexa ® : R — R™ decimos que es compatible por permutaciones
si para cada permutacién o € S,, existe una permutacién ¢’ € S,, tal que

®(b,) = ®(b),, VbeR"
donde b, € R™ es el vector de coordenadas (by); = by(;)-
Teorema 2.1.3. Sean b, c € R™. Los siguientes son equivalentes:
1. ¢<b.
2. c es obtenido a partir de b por un ntmero finito de T-transformaciones.

3. ¢ pertenece a la capsula convexa de los vectores de R™ obtenidos al permutar las coordenadas
de b.

4. Para cada funciéon ¢ : R — R™ convexa y compatible por permutaciones se tiene ®(c) <,

o(b).

Los ftems 2 y 3 muestran una primera interpretacién intuitiva de la mayorizacion: si ¢ < b entonces
el vector c estd relativamente “mds mezclado” que el vector b (ver Ejemplo 2.1.1).
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Observacion 2.1.4. El item 4 pone de manifiesto una utilidad interesante de la mayorizacién (y
tal vez poco evidente a partir de la definicién original) en relacién con funcionales convexos en R™.
Si tr(c) denota la suma de las coordenadas del vector ¢ € R™ entonces, dada una funcién ® convexa
compatible por permutaciones, entonces el funcional

B(c) = tr(D(c)) = Y (c);
i=1
satisface, por el item 4,
c<b = ¢(c) < ¢(b). (2.5)

Es decir, el hecho de que c estd mayorizado por b (que corresponde a verificar n condiciones sobre los
vectores reordenados) implica una familia de desigualdades con respecto a esta clase de funcionales
convexos. Dos familias significativas de funciones convexas y compatibles por permutaciones y sus
correspondientes funcionales son las siguientes:

a) Sea f : I — R una funcién convexa de una variable y consideramos <I>§cn) : R — R” dada
por <I>§£n) (c) = (f(c1),..., f(cn)) y entonces qbgfn) (c) = >, f(e). Més atn, cuando se desea
utilizar el item 4 para verificar la mayorizacién de vectores, se puede reemplazar esta condicion
por la condiciéon mas débil: si b, ¢ € R™ entonces ¢ < b si y solo si

gﬁgcn)(c) < qbgpn)(b) para toda funcién convexa f:I — R.

b) Una norma ¢ : R” — R>( se dice gauge simétrica si es invariante por permutaciones i.e

®(c,) = ®(c) para toda permutacién o € S, y satisface ®(c) = ®(|c1], ..., |cn|). De hecho,

para esta clase de funciones se tiene un resultado més fuerte que el dado por la férmula 2.5:
mas precisamente

c<yb = &(c) <P(b) para ¢ gauge simétrica. (2.6)

Es un resultado conocido de von Neumann que estas funciones estan relacionadas con las
normas unitariamente invariantes en M., (C).

Ejemplo 2.1.5. Como ejemplos de funciones correspondientes a los items a) y b) de la observacién
anterior consideremos los siguientes. Sea f(t) = —tlog(t) que es una funcién convexa en (0, 00),

con lo cual el funcional —H inducido por @;n) en RY, es

—H(b) =) _b;log(b;).
=1

En fisica, el funcional H es denominado entropia. Como consecuencia de la desigualdad (2.5) y el
Ejemplo 2.1.1 concluimos

1 1

H(1,0,...,0) < H(b) < H( ), beq

n

con la notacién del Ejemplo 2.1.1; esta es una de las propiedades bésicas de la entropia.
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Por otro lado, consideremos las funciones gauge simétricas

k
Dy(b) = |b}]
=1

denominadas normas de Ky-Fan. Estas normas juegan un papel especial con respecto a la teoria
de mayorizacién de matrices autoadjuntas que veremos méas adelante.

2.1.2. Matrices no negativas. Teorema de Schur-Horn

En lo que sigue, M, = My, ,»(R) denota el espacio vectorial real de las matrices n x m a
coeficientes reales; en particular notamos M, := My,. Sea A = (ai;) € My . Decimos que A
es no negativa (resp. positiva) si a;; > 0 (resp. a;; > 0) y notamos A >(;;) 0 (resp. A >;;) 0).
Notemos que la condicién “A es no negativa” (A >;;) 0) es diferente de la condicién “A es positiva
semidefinida” (A > 0).

Una matriz no negativa A € M,, es estocdstica por filas si es tal que para toda fila, la suma de
las entradas de la fila es igual a 1. Si denotamos por e € R” el vector con todas sus entradas iguales
a 1, el conjunto de matrices estocdsticas por fila en M,, es el politopo caracterizado por

RS(n) ={A € M, : A>3 0, Ae = e}.

Una matriz estocéstica por filas A € M,, con la propiedad de que su traspuesta A’ es también
estocdastica por filas es doble estocdstica. El conjunto de matrices doble estocasticas también es un
politopo en M, caracterizado por

DS(n)={D € My, : D >(;; 0,De = ¢, D'e = e}.

Ejemplos de matriz doble estocéstica estdn dados por las matrices de permutacién: si ¢ € S, es
una permutacion de n elementos entonces P, es la matriz determinada por P,b = b,. Ademads vale
que P, P, = P,.. con lo cual el conjunto de matrices de permutacién es un grupo. El siguiente
teorema de Birkhoff asegura que la capsula convexa de las matrices de permutacién son todas las
matrices doble estocésticas.

Teorema 2.1.6 (Birkhoff). D € M,, es matriz doble estocastica si y solo si, para algin k € N,
existen matrices de permutacién Py, ..., P, € M, y escalares no negativos aq,...,a; € R tales que
a1+...+ak:1y

k
D=> a,P;
j=1

Como consecuencia del teorema de Birkhoff 2.1.6 y el Teorema 2.1.3 deducimos el siguiente
Teorema 2.1.7. Sean b, c € R"™. Los siguientes son equivalentes:
1. ¢ <b.

2. Existe D € DS(n) tal que Db = c.
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Dentro del semigrupo compacto de las matrices doble estocdsticas se encuentra un subconjunto
importante para nosotros, que es el formado por las denominadas matrices orto-estocasticas. Un
matriz O € M, es orto-estocdstica si existe una matriz unitaria U € M, (C) tal que O;; = |U;;|*
para 1 <14, j < n. Es inmediato verificar que toda matriz orto-estocédstica es doble-estocéstica.

Ejemplo 2.1.8 (Schur). Sea b € R" y denotemos por My, € M,(C) a la matriz diagonal con
respecto a la base canénica {e;}_; de C" que tiene a b en su diagonal principal. Por otro lado, sea
C: M,(C) — C" la compresién a la diagonal segiin la base candnica, i.e.

C(A) = ((Aej,ei))iy.

Sea U € M, (C) una matriz unitaria y notemos que en este caso se tiene que C(U*MpU) € R”
pues My, es autoadjunta. Mds ain

C(U*MpU) = Ob, donde Oy = |Uj;[%, 1<i,j <n. (2.7)

Luego, del hecho de que las matrices orto-estocéasticas son doble-estocasticas y del Teorema 2.1.7
deducimos que C(U*Myp U) < b, para toda matriz unitaria U € M, (C).

El siguiente teorema establece la reciproca del ejemplo anterior. En su enunciado utilizamos la
notacién del Ejemplo 2.1.8.

Teorema 2.1.9 (Schur-Horn). Sean b, ¢ € R™. Entonces, ¢ < b si y solo si existe una matriz
unitaria U € M, (R) tal que
C{UMpU) = c.

O]

Como un corolario sencillo del teorema de Schur-Horn, la férmula (2.7) y el Teorema 2.1.7
deducimos que ¢ < b si y solo si existe una matriz doble-estocastica D y una matriz orto-estocéstica
O tales que Db = Ob = c. Sin embargo no debe confundirse este hecho con la afirmacién de que
toda matriz doble-estocdstica sea orto-estocastica, que en realidad es falsa. Por ejemplo, la matriz

110
A=2(1 01
2\0 1 1

es claramente doble-estocastica. Sin embargo es un ejercicio sencillo probar que no es orto-estocésti-
ca.

2.1.3. Mayorizacién de matrices autoadjuntas

Sea A € M, (C) una matriz y consideremos |A| = (A*A4)Y/? su médulo (el célculo funcional en
algebras més generales serd descrito mas adelante). El vector de valores singulares de A, notado
pa € R™ es el vector de autovalores de |A| contados con multiplicidad y ordenado de forma
decreciente. En particular, si A es una matriz autoadjunta, p4 es el vector de mddulos de los
autovalores de A (contados con multiplicidad) ordenados de forma decreciente. En la década del
30, J. von Neumann establecié una dualidad interesante entre las funciones gauge simétricas (ver
item b) de la Observacién 2.1.4) y las llamadas normas unitariamente invariantes, es decir las
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normas ||| - ||| en M, (C) tales que ||[UAV||| = ||| A||| siempre que U, V sean matrices unitarias. Mas
concretamente, von Neumann noté que si ® es una funcién gauge simétrica, entonces la funcién

Al = ®(ua), Ae My(C)

determina una norma unitariamente invariante y reciprocamente, dada una norma unitariamente
invariante ||| - ||| entonces se obtiene una funcién gauge simétrica

®(b) = [||Mp|[, de forma que [|[Alll = ®(ua).

De esta forma, si |[|[A[[[) = ®x)(pa) denotan las normas inducidas por los funcionales de Ky-Fan
definidos en el Ejemplo 2.1.5 entonces se tiene

Ay < 1By = lIAlll < [I[B]|l, para toda norma unitariamente invariante,

que no es mas que otra forma de expresar la implicacion pg <y pp = ®(ua) < ®(up) para toda
funcién gauge simétrica (ver ecuacién (2.6)). Debido a que la mayorizacién provee de un método
para probar desigualdades generales con respecto a normas de operadores, esta nocién es de gran
utilidad.

En el articulo [5] Ando extiende la mayorizacién de vectores al caso de la mayorizacién entre
matrices autoadjuntas, probablemente debido a la importancia de la mayorizaciéon en el andlisis
matricial descrita en el parrafo anterior. Si A, B € M, (C)s, son matrices autoadjuntas entonces
se dice que A submayoriza a B y se nota B <, A si \(B) < A(A), donde A(A) denota el
vector de autovalores de A, contados con multiplicidad. Esta nocién puede considerarse como una
extension “no conmutativa’de la mayorizacién de vectores reales al caso del espacio vectorial real
de las matrices autoadjuntas. Notemos por otro lado que, en tanto la mayorizacién se define en
términos del espectro de las matrices, esta nocién corresponde més bien a una comparacién entre
los operadores lineales determinados por estas matrices con respecto a alguna (cualquier) base
ortonormal.

A continuacién describimos algunas caracterizaciones de la mayorizacion entre matrices autoad-
juntas, algunas de las cuales son traducciones de las obtenidas en el Teorema 2.1.3 para el caso
de la mayorizaciéon de vectores. A tal fin consideramos las siguientes nociones. Sea A € M, (C)
y denotemos por U(n) el grupo compacto de matrices unitarias de M,,(C). Entonces, la érbita
unitaria de A, notada U(n)(A) estd definida por

Un)(A) = {U*AU : U € U(n)}. (2.8)

Por otro lado, dado un conjunto X en un espacio vectorial real entonces conv(X ) denota su capsula
convexa. Decimos que una transformacién lineal 7' en M, (C) es doble estocéstica si es unital
(T'(1) = 1), positiva (T (A) > 0 siempre que A > 0) y preserva la traza tr(-) de M, (C) (tr(T(A)) =
tr(A)). Las transformaciones doble estocésticas son los andlogos de las matrices doble estocasticas.

Teorema 2.1.10. Sean A, B € M, (C), matrices autoadjuntas. Los siguientes son equivalentes:
1. A< B.

2. A€ conv(U(n)(B)).
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3. tr(f(A4)) < tr(f(B)) para toda funcién convexa f : I — R tal que o(4) Uo(B) C I.
4. Existe una transformacién doble estocéstica T en M,,(C) tal que T'(B) = A.

En este contexto, el item 3. tal vez sea el mas significativo para las aplicaciones, pues provee de
una familia de desigualdades para funcionales convexos definidos sobre el espacio vectorial real de
las matrices autoadjuntas.

2.1.4. Mayorizacién en (2°(N) y el teorema de Schur-Horn

En esta seccién describiremos una extensiéon de la mayorizacién de vectores en R™ al caso
de vectores en (2°(N), el espacio vectorial real de las sucesiones reales uniformemente acotadas,
desarrollada por Neumann en [56]. Esta generalizacion estd en el espiritu de la nocién original
de la mayorizacién (méas adelante veremos extensiones “no conmutativas.®® dimensién infinita).
Curiosamente, la motivacién de Neumann provino de la geometria (simpléctica), més precisamente
del estudio de generalizaciones del teorema de Konstant. Si bien Neumann desarrollé versiones del
teorema de Schur-Horn en el contexto de operadores autoadjuntos acotados en un espacio de Hilbert
separable, la formulacién general que obtuvo no es la adecuada para el estudio de la admisibilidad
de marcos en espacios de Hilbert que realizaremos en el Capitulo 3. Es por eso que desarrollamos
algunos aspectos de la teoria de mayorizacion de Neumann que utilizaremos para deducir una
versién del teorema de Schur-Horn para operadores autoadjuntos mas adecuada a nuestros fines.

Mayorizacién en (>°(N). Si a € £2°(N) entonces puede no tener sentido considerar el reorde-
namiento de a de forma decreciente, que es el punto de partida de la nociéon de mayorizacion en
R™. En efecto, consideremos el vector

v=(1,0,1,0,1,...) € £(N)

que tiene una infinidad de coordenadas iguales a 0 y 1 respectivamente. En este caso, si queremos
considerar un reordenamiento en forma decreciente de este vector, es decir el vector vt obtenido por
una permutacién de las coordenadas de v de forma que las coordenadas de v! estén ordenadas de
forma decreciente, nos encontrariamos con el problema de ubicar los infinito ceros “al final de una
infinidad de unos”. Sin embargo Neumann encontré una forma de resolver este problema. En efecto,
consideremos @ el conjunto formado por todos los subconjuntos de N de k elementos; entonces
dada a € £2°(N) definimos

Ur(a) = sup a; 'y Lg(a)= inf a; = —Uk(— 2.9
s S o, e a) (2.9

De la Observacién 2.1.2 vemos que si consideramos la inmersién natural de R™ en £2°(N) entonces
las funciones definidas arriba reemplazan las sumas que aparecen en las ecuaciones (2.1) y (2.3).
En este contexto, general andlogos de la ecuacién (2.2) tienen poco interés debido al hecho de que
las series determinadas por a € £2°(N) son en general divergentes. A continuacién damos una breve
descripcién de algunos de los resultados de [56] relacionados con mayorizacién en £2°(N), pero antes
consideramos las siguientes nociones.

Definicion 2.1.11. Sea II el conjunto de todas las funciones biyectivas en N y, para cada k € N,
denotemos por I C II el conjunto de permutaciones o tales que o(n) = n para cada n > k. Dado
a € (*(N) y o € II, notamos:
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1. Ay = (aa(l),ag(m, )
2. II-a={a,, o €I}, la érbita de a bajo la accién de II.

3. conv(Il - a), la cdpsula convexa de la drbita de a. O

En lo que sigue clj_ (X) = X > genota la clausura en norma | lloo de X C £2°(N).
Teorema 2.1.12. Sean a,b € (;°(N). Los siguientes son equivalentes:

1. a € cly_ (conv(Il- b)).

2. Ug(b) > Ug(a), Lr(b) < Li(a) para k > 1.
Si ademds b € /1 (N) entonces los siguientes son equivalentes:

3. a € clj., (conv(Il - b)).

4. Ux(b) > Uy(a), Li(b) < Ly(a) para k > 1y 3272, bi = 37,2, a;.

O
Es interesante notar que, si a € £2°(N) y definimos
a = méx{a; — limsup a, 0} y a; =min{a; —liminf a, 0} , i€ N, (2.10)
entonces, lim; aj =0, lim; . a; =0y para cada k € N vale que
Up(a) = Up(a™) + k limsup a y Li(a) = Ly(a™) + k liminf a . (2.11)

En particular deducimos que
a € clj_ (conv(Il- b)) = limsupb > limsupa y liminfb <liminfa.

Definicién 2.1.13. Si a, b € £2°(N) entonces decimos que b mayoriza a a y notamos a < b si se
verifica alguna de las condiciones 1. 6 2. del Teorema 2.1.12; si ademéas b & Eﬂé (N) entones decimos
que b mayoriza a a (en el sentido ¢') si se verifica alguna de las condiciones 3. 6 4. del Teorema
2.1.12.

El teorema de Schur-Horn en L(H). En lo que sigue introducimos las notaciones necesarias
para enunciar el teorema de Schur-Horn en la versién infinito dimensional de Neumann.

Sea M un conjunto, sea I un espacio de Hilbert con dim K = |M]| y sea B = {e, }nem una base
ortonormal de K

1. Para cualquier a = (ap)pem € ¢*°(M), denotemos por Mpa € L(K) el operador diagonal
dado por Mpgae, = ape,, n € M. Cuando sea claro del contexto qué base se estd usando
abreviaremos Mg o, = Mj.

2. Si a € C", haciendo abuso de notacién, denotamos por M, € M, (C) la matriz diagonal (con
respecto a la base canénica de C™) que tiene las entradas de a en su diagonal.
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3. La compresién diagonal Cp : L(K) — L(K) asociada a la base B, esté definida por Cg(T)
Mp.a, donde a = ((T'eyn, €n))nem-

O
Definicién 2.1.14. Sea H un espacio de Hilbert, S € L(H) y B una base ortonormal de H.
Entonces,

1. Un(S) = {U*SU : U € U(H)}.
2. Clthy(S)] = {c € (2(N) : Mg, c € Calthn(S))}. O

Observacién 2.1.15. Dado S € L(H), la definicién de C[U/(S)] no depende de la base ortonormal
B. De hecho, si B’ es otra base ortonormal de H, U € U(H) manda B sobre B, y ¢ € {>*°(N)"
satisface Mp, . = Cp(T') para algin T € Uy /(S), entonces

Mp. . =UMp U*=UCR(T)U* =Cp(UTU") € Cp(Un(S5)) .

Con lo cual {c € (*(N) : Mp, o € Cp(Un(S))} = ClUx/(S)]. Notemos que C[Uy(S)] es el conjunto
de todas las posibles diagonales de S en sus representaciones matriciales con respecto a las bases
ortonormales de H. O

Teorema 2.1.16 (Schur-Horn para operadores diagonales [56]). Sea S € L(H) un operador au-
toadjunto tal que S = Mp 5 para algiin a € £2°(N) y alguna base ortonormal B, entonces

Cl”'Hoo (COHV(H . a)) = ClH‘”oo (C[UH(S)]) . (2.12)
O

De esta forma, dado b € £2°(N) entonces a estd mayorizado (segtn la Definicién 2.1.13) por b
si y sélo si para cada base ortonormal existe una sucesién de operadores unitarios (Up)n>1 C Uy
tal que

nlingo HMB,CL - CB(U;MB,bUn)Hoo =0,

que resulta la generalizacion del Teorema 2.1.9.

Para describir la versién de [56] para operadores autoadjuntos no diagonalizables, introducimos
las siguientes nociones. Denotamos por Lg(H) el *-ideal cerrado de los operadores compactos y
consideremos el cociente A(H) = L(H)/Lo(H), que es una C*-dlgebra unital, conocida como el
algebra de Calkin. Dado T" € L(H), el espectro esencial de T, notado o.(T), es el espectro de la
clase T + Lo(H) en el dlgebra A(H). La norma esencial ||T|. = inf{||T + K|| : K € Lo(H)} de T
es la norma (cociente) de T+ Lo(H) en A(H). Notemos que o.(T) es un subconjunto compacto de
o(T). Si S € L(H)p, definimos

at(S) =mixo.(S)=||S]le vy a_(S)=mio.(S), (2.13)

ysi S = fo_( s) t dE(t) es la representacién espectral de S con respecto a la medida espectral F,
consideramos los siguientes operadores compactos:

5t = / (t—a*(S)E®) , v
[aT(S), [IS]]]

S = / (t — a_(S))dE(t) . (2.14)
IS e (S)]

Notemos que S— < 0 < ST y que si S es no diagonalizable entonces a™(S) > a_(S). De esta forma
se tiene
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Teorema 2.1.17 (Scur-Horn para operadores no diagonales). Sea S € L(H) un operador autoad-
junto no diagonalizable. Entonces

Ch(S)] "™ = el (Clb(STY)) + [a=(S),a* (S + el (Clhl(S-).
donde a™(S), a_(S), ST, S_ son definidos por las ecuaciones (2.13) y (2.14). O

Como ya hemos comentado, esta version del teorema de Schur-Horn no es la conveniente para
nuestro estudio del problema de admisibilidad de marcos en espacios de Hilbert. Sin embargo, una
formulacion del teorema de Schur-Horn basada en los teoremas 2.1.12 y 2.1.16 resulta ser adecuada.
El hecho que el teorema 2.1.16 sea vélido solo para operadores diagonales no representa en realidad
una limitacién, en virtud del siguiente

Teorema 2.1.18 (Weyl-Berg-von Neumann). Sea S € L(H);, un operador autoadjunto. Entonces

existe un operador diagonal D € Uy (S)

[[-lloo

con respecto a alguna (toda) base ortonormal B de H.

En realidad el teorema anterior es la versiéon moderna del teorema de Weyl-von Neumann, y es
un resultado conocido en la teoria de algebras de operadores.

Observacion 2.1.19. Dos operadores S, T € L(H) se dicen aproximadamente unitariamente equiv-
alentes si existe una sucesion (U,),>1 € Uy tal que

lim ||T — U*SU,| = 0. (2.15)
n—od

Esta es una relacién de equivalencia, que es estudiada en la teoria de dlgebras de operadores. Por
ejemplo, se prueba en el libro de Davidson[28] (I1.4.4) que S,T € L(H); son aproximadamente
unitariamente equivalentes si y solo si 0¢(S) = 0.(T) y dimker(S — AI) = dimker(7" — AI) para
cada A € 0¢(95). O

2.2. Marcos en espacios de Hilbert

Introducimos algunos hechos béasicos acerca de los marcos en espacios de Hilbert. Para una
descripcién completa de la teoria de marcos y sus aplicaciones se recomiendan los trabajos de
Daubechies, Grossmann y Meyer [27], Aldroubi [3], la monografia de Heil y Walnut [38] o los libros
de Young [70] y Christensen [25].

2.2.1. Definiciones basicas

Antes de definir los marcos consideramos los siguientes conceptos basicos relacionados con ellos.
Sea H un espacio de Hilbert separable y consideremos Ml =N 6 M = {1,...,m} := I,,, para algin
m € N. Una sucesion { fy, }nem € H es una sucesion Bessel si existe una constante 5 > 0 tal que

YU P <BIfIP,  paracada  feEH. (2.16)

neM
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Observacion 2.2.1. De esta forma, si { f, }nem es una sucesién Bessel entonces la ecuacién (2.16)
muestra que el operador dado por H > f +— ((f, fn))nem esta bien definido y resulta acotado entre
los espacios H y ¢?(M). Es sencillo verificar que el adjunto del operador antes descrito estd dado
por £2(M) > (ai)nem — Y nem @n fn; notemos que este operador es acotado por ser el adjunto de
un operador acotado.

El siguiente resultado es un ejercicio interesante de anélisis funcional.

Teorema 2.2.2. Sea H un espacio de Hilbert separable y sea {f,}nem € H una sucesién Bessel.
Los siguientes son equivalentes:

1. El operador T : £2(M) — H determinado por T'(e,) = f, para todo n € M es epimorfismo
acotado.

2. El operador T* : H — ¢?(M) dado por T*(f) = ({f, fn))nem es monomorfismo acotado y de
rango cerrado.

3. Existen constantes o, 8 > 0 tales que

allfIP< D1 fa) P<BIfI?,  paracada  feH. (2.17)

neM

4. Existen constantes «, 8 > 0 tales que

ol <TT* <BI. (2.18)

En este caso, a > 0 (resp 5 > 0) verifica la férmula (2.17) si y solo si verifica (2.18).

Definicién 2.2.3. Sea H un espacio de Hilbert separable, y F = { fy, }nem una sucesién Bessel en
‘H. F es un marco para 'H si satisface alguna de las condiciones del Teorema 2.2.2.

En el caso en que { f,, }nem resulta un marco para H entonces se debe tener dimH < |[M]|, donde
|M| denota el cardinal del conjunto M. En la siguiente observacién describimos una serie de objetos
asociados a un marco para H:

Observacion 2.2.4. Sea F = {f, }nem un marco para H.

1. El epimorfismo T € L(¢*(M),H) determinado por T(e,) = f, para n € M (ver Teorema
2.2.2) es llamado el operador de sintesis (o de premarco) para F.

2. El adjunto T* € L(H,¢*(M)) de T, estd dado por

T*(f) = Z<f’ fn)env [ eH,

neM

donde {e, }nem denota la base canénica de £2(M). T* es el llamado operador de andlisis para
F. El rango de este operador, que es un subespacio de £?(M), es el espacio de coeficientes
admisibles.
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3. Las constantes 6ptimas «, [ en la ecuacién (2.17) se llaman las cotas de marco para F. El
marco F se dice ajustado si a = 3, y Parseval si @« = 8 = 1. Los marcos Parseval también
son llamados marcos normalizados y ajustados .

4. El operador S =TT* € L(H)*, llamado el operador de marco de F, satisface

SF=Y _(ffa) fa=0_ fa® fa)f , paracada feH. (2.19)
neM neM
Se sigue del Teorema 2.2.2 que al < S < I y en particular, S € GI(H)™. O

2.2.2. El exceso de un marco

Sea { fn}nem un marco para ‘H. Entonces, el operador de sintesis 7" es un epimorfismo es decir,
para cada f € H existe una sucesién de coeficientes (ay)nem € £2(M) de forma que

f = T((an)neM) = Z anfn-

neM

Esto muestra que {f,}nem es un sistema de generadores; mas aun, los coeficientes de generacién
pueden ser elegidos dentro del espacio de Hilbert ¢#2(M). Sin embargo esta es una propiedad com-
partida con las bases ortonormales, que poseen como rango de coeficientes admisibles todo £2(M).
Entonces jque interés tienen los marcos? En realidad, a diferencia de las bases ortonormales, los
coeficientes de reconstruccién no son inicos, lo que resulta de interés en las aplicaciones. En efecto,
esta redundancia producto de la sobre-determinacién propia de los marcos se traduce en una cierta
propiedad de robustez.

Ejemplo 2.2.5. Imaginemos el siguiente procedimiento simplificado de transmisién de datos: en
este caso, los datos son vectores de un espacio de Hilbert H; éstos son representados con respecto a
una base ortonormal y se transmiten sus coeficientes de Fourier. Si alguno de estos coeficientes “se
altera” durante la transmisién (digamos que por ruido en el canal de transmisién) entonces no hay
forma, ni siquiera, de detectar esta alteracién. Sin embargo, si consideramos la descomposicién de los
datos con respecto a marco, podemos utilizar las relaciones lineales que hay entre los coeficientes
de reconstruccién (conocidas a priori) para detectar una alteracién de los datos, y tal vez para
realizar una correccién de tal alteraciéon. En efecto, en el caso de los marcos, el rango del operador
de anélisis puede ser un subespacio propio de £2(M) de forma que si los coeficientes “recibidos.en el
modelo de transmision, no corresponden a este espacio debe haber una alteracién de los datos. Més
aun, podemos pensar en proyectar estos datos alterados sobre el espacio de coeficientes admisibles
con estos datos “corregidos”. Como veremos mas adelante, todo vector se puede reconstruir a partir
de sus coeficientes con respecto a un marco.

La siguiente nocién da cuenta del nivel de redundancia de la informacién en un marco.

Definicién 2.2.6. Sea F = {f,, }nem un marco en H. El nimero cardinal

e(F) = dim {(Cn)TLEM e 2(M) : Z cnfn = O},

neM
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es llamado el exceso del marco. Holub [43] y Balan, Casazza, Heil y Landau [13] probaron que
e(F)=sup{ [I|: I CM y {fn}ngr esun marco en H}.

Esta caracterizacion justifica el nombre “exceso de F”. El marco F es llamado base de Riesz si
e(F) =0, i.e., si el operador de sintesis de F es inversible. ]

Si {fn}tnem es un marco para H notemos que el exceso de {f,}nem coincide con la dimensién
del niicleo del operador de sintesis 7" asociado a este marco. Por otro lado, ker(T) = R(T*)* de
forma que el exceso de {f,}nem estd dando una medida del tamano del complemento ortogonal
del espacio de coeficientes admisibles. En la medida que el exceso sea mayor, entonces el espacio
de coeficientes es “maés pequeno”, es decir, los vectores en él estdn sujetos a una cantidad mayor
de restricciones. Esto se traduce en una mayor capacidad de detectar “errores de transmisién.e™
nuestro modelo simplificado de transmisién del Ejemplo 2.2.5.

2.2.3. El problema de la reconstruccion de marcos

Como hemos mencionado, los marcos son sistemas de generadores (a coeficientes en ¢2(M))
posiblemente linealmente dependientes. Un problema natural dentro de la teoria de marcos es el
siguiente: dado un marco {f,}nem para H, y dado f € H hallar coeficientes (ay,)nem € £2(M) de

forma que
f = Z Qn fn

neM

Este procedimiento se denomina “reconstruccién”de f € H a partir del marco {f,}nem. De la
posible sobredeterminacién de { f,, } ,em notamos que la eleccién anterior puede no ser unica; se busca
entonces un método sistematico que permita, dado f € H hallar coeficientes para la reconstruccién
de f que tengan alguna propiedad de optimalidad.

Las siguientes observaciones elementales proveen de un tal método. Si {f,}nem es un marco
para H entonces S = TT* € GI(H)* es un operador positivo e inversible. Sea S~! € L(H) el
inverso de S y notemos que las identidades SS~! = S~1S = I se traducen (ver la férmula (2.19))
en

F=Y 0S8 ) Fa= D fu) S e (2:20)

neM neM

Notemos que la sucesién {S™!f,}nem es un marco para H: en efecto, basta notar que su operador
de sintesis determinado por T'(e,) = S~ f, = S~'Te, se extiende a un epimorfismo de H, donde
T denota el operador de sintesis de {f, }nem- El marco {S™1f,}nem se llama marco dual candnico
del marco {fy, }nem-

De la primera igualdad vemos que la sucesién ((f, S~!f,))nem proporciona coeficientes para la
reconstruccién de f a partir de {f,}nem. Por otro lado, el hecho de que {S~!f,},em es un marco
para H implica que la dependencia de los coeficientes de reconstruccién f — ((f, S™1fn))nem es
lineal y continua. Ademés posee la siguiente propiedad

Proposicién 2.2.7. Sea {f,}nem un marco para H. Entonces la sucesién de coeficientes

((f, 87" fu) Jnem € £2(M)
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tiene norma minima entre todas las sucesiones (a,)nem € £2(M) que satisfacen

f: Zanfn

neM

Hasta aqui, el problema de reconstruccién de marcos tiene una solucién canénica. Sin embargo,
esta solucién de cardcter tedrico resulta en algunos casos concretos impracticable: en efecto, involu-
cra el invertir un operador en un espacio de dimensién (posiblemente) infinita. Es por eso que el
problema de la reconstruccién (préactica) sigue siendo material de investigacién en la actualidad.

Sin embargo, hay una clase de marcos para los cuales el problema de la inversién de su operador
de marco puede llevarse a cabo, de forma elemental. En efecto, recordemos que un marco { fy, }nem
se dice ajustado si sus cotas 6ptimas de marco son iguales. Esto se traduce en el hecho (ver item
4 de la Observacion 2.2.4) de que su operador de marco S = « - I es un miltiplo (no nulo) de la
identidad. En este caso el marco dual resulta {%}%M; més ain, si &« = 1 (cuando el marco es
Parseval) entonces el marco coincide con su dual y la férmula de reconstruccién (2.20) se convierte
en

F=Y ftfn) fn

neM

que es formalmente igual a la férmula de reconstruccién para una base ortonormal. Es por esta
razon que los marcos Parseval son particularmente importantes para las aplicaciones: su proceso
de reconstruccion es formalmente el de una base ortonormal, pero tienen la ventaja de brindar una
reconstruccién mas estable (en el sentido del Ejemplo 2.2.5). En ciertos casos es incluso deseable
considerar un marco Parseval con propiedades adicionales; por ejemplo, de forma que las normas
de los elementos del marco tengan una cierta distribucién a priori (c,)nem, es decir || fu|l = cn
para todo n € M. Mas adelante vamos a considerar este problema, denominado problema de la
admisibilidad de marcos.

2.3. Algebras de von Neumann

FEn esta seccién describimos algunos aspectos béasicos de la teoria de algebras de von Neumann.
Nuestra introduccion de esta vasta drea de la matematica se circunscribira estrictamente a aquellos
resultados necesarios para desarrollos ulteriores. Mas aun, algunos teoremas son enunciados de
forma simplificada para no entorpecer la intencion didéactica de la exposicion.

2.3.1. Una introduccién abstracta a las algebras de von Neumann

Comenzamos con una descripcion abstracta de esta clase de dlgebras. Més adelante, indicaremos
las relaciones entre esta presentacién y las correspondientes algebras de operadores (algebras de
von Neumann concretas) en espacios de Hilbert.

Un élgebra C* M sobre el cuerpo de nimeros complejos C (o més brevemente una C*-dlgebra)
es un algebra de Banach compleja con unidad y dotada de una involucién isométrica a +— a* es
decir, para a, 3 € Cy a, b € M vale

i) (ca+ Bb)* =aa* + Fb*

ii) (ab)* = b*a*
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iii) (a*)*=a
i) [la*|| = llall

que satisface la condicién adicional
la*al| = [la]|*.

Naturalmente, en tanto algebras de Banach complejas, en las C*-dlgebras se pueden desarrollar las
nociones de espectro y radio espectral; mas aun, se pueden definir elementos normales y autoad-
juntos con respecto a su involucién. Un primer ejemplo de C*-algebra es L(H), es decir la *-algebra
de todos los operadores lineales y acotados en H para un espacio de Hilbert complejo, con su
estructura de algebra usual y con la involucién dada por la adjuncién usual de operadores. Eviden-
temente, cualquier subalgebra de L(H) cerrada en norma y bajo la adjuncién también cumplira con
las condiciones de las C*-dlgebras. El siguiente teorema, famoso en este contexto, afirma que las
subdlgebras de L(H) cerradas en norma y bajo la adjuncién son el modelo de toda C*-algebra.
Antes necesitamos la siguiente

Definicién 2.3.1. Dadas dos C*-dlgebras M, N un *-morfismo 7 : M — A es un morfismo de
dlgebras que preserva la involucién. En el caso en que N' = L(H) decimos que 7 es una repre-
sentacién de M.

Teorema 2.3.2 (Gelfand-Naimark-Segal). Sea M una C*-algebra. Entonces existe una espacio de
Hilbert H y una representacién isométrica m : M — L(H).

El Teorema 2.3.2 permite pensar toda C*-dlgebra como una C*-subdlgebra de L(H), para algin
espacio de Hilbert H. En este sentido, las C*-algebras son &lgebras de operadores. Estamos en
condiciones de definir las dlgebras de von Neumann

Definicién 2.3.3. Un dlgebra de von Neumann (a.v. Neumann) M es una C*-algebra para la cual
existe un espacio de Banach F de forma que M es, en tanto espacio de Banach, el espacio dual de
E.

De esta forma, las dlgebras de von Neumann son “dlgebras de operadores”dotadas de cierta
estructura adicional: la topologia débil*, que admiten como espacios duales a espacios de Banach.

Ejemplo 2.3.4. Un ejemplo importante de dlgebra de von Neumann es el mismo L(H). En efecto,
es bien sabido que si L'(H) denota el espacio de Banach de los operadores traza dotados de la
norma || - ||; dada por ||A||; = tr(JA|) entonces (L'(H))* = L(H) como espacio de Banach.

El siguiente resultado, que es una mejora del Teorema 2.3.2 en el caso de las algebras de von
Neumann .

Teorema 2.3.5. Sea M un dlgebra de von Neumann . Entonces existe un espacio de Hilbert H,
una subélgebra de von Neumann M C L(H) y una representacién 7 : M — L(H) isométrica tal
que (M) = M y tal que 7 es continua con respecto a las topologias débiles* de M y M.

Recordemos que la relativizacién de la topologia débil* a la bola cerrada de M resulta compacta.
Si bien la introduccion anterior de las a.v. Neumann es més técnica que la usual, pone de manifiesto
los elementos mdas importantes de esta clase de algebras. En lo que sigue recordamos algunas
topologias conocidas de L(H) y damos descripciones alternativas de las dlgebras de von Neumann.
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2.3.2. Topologias en L(H). Algebras de von Neumann concretas

Dado un espacio de Hilbert complejo H, describimos las siguientes tres topologias en L(H). Sea
a € L(H) y consideremos en primer lugar, la topologia de la norma, dada por:

lag]l

lall = sup =
cert €]l

Si consideramos el caso H = L?([0,1]) con la medida de Lebesgue, el algebra L>°([0,1]) acttia en
‘H por multiplicacién punto a punto y la norma de f € L*°([0,1]) es el supremo esencial de |f].
Entonces las funciones continuas C(]0,1]) forman una subélgebra cerrada en norma de L*°([0,1])
en H y bajo la adjuncién (esto vale en general para cualquier espacio compacto y cualquier medida
finita).

La topologia fuerte en L(H) es aquella definida por las seminormas a — ||a|| cuando £ recorre
‘H. Entonces una sucesién (o una red) a, converge a a si y sélo si a,§ converge a a en H para
todo &£ € H. La topologia fuerte es mucho mas débil que la de la norma. De hecho se puede ver, en
el ejemplo de L*>°([0,1]) y C([0,1]) actuando en L?([0,1]), que C(]0,1]) es densa en L>°([0,1]) en
la topologia fuerte. Para ver una sucesién que converge en la topologia fuerte pero no en norma,
tomemos z,, la funcién caracteristica de [0,1/n] vista como elemento de L*°([0,1]). Entonces a,,
tiende a cero en la topologia fuerte, pero ||a, — an,|| = 1 para n # m.

La topologia débil en L(H) es aquella definida por las seminormas a +— [(a&,n)| cuando £ y n
recorren H. La desigualdad de Cauchy-Schwartz muestra que la topologia fuerte es mas fuerte que
la débil (y de ahi los nombres). De hecho la topologia débil lo es tanto que la bola unitaria de L(H)
es débilmente compacta, lo que con frecuencia es muy 1util. Para ver un ejemplo de sucesiéon que
converge en la topologfa débil pero no en la fuerte, consideremos en ¢2(N) el operador “shift”

S((I’o, T1,T2, .. )) = (0,3}0,1‘1,1’2, .. )

Se puede comprobar mediante cdlculos directos que la sucesién {S™}, _y converge en la topologia
débil pero no en la fuerte, porque || S™¢|| = [|£]|| v ademds (S™&,n) — 0 para todo &,n € H.

En lo que sigue introducimos algunas notaciones que necesitamos para enunciar un resultado
que resume algunas caracterizaciones de las dlgebras de von Neumann . Si S C L(H)

S"={x € L(H) : xs = sz para todo s € S}
es el conmutante de S,y S” = (5')".

Teorema 2.3.6 (del doble conmutante). Sea S una subdlgebra de L(H) que contiene la identidad
y que es cerrada bajo la involucién de L(H). Entonces

1. S es un dlgebra de von Neumann si sélo si S = S”.

2. S” es un &lgebra de von Neumann y coincide con las clausuras de S en las topologias fuerte
y débil de operadores.

Este teorema muestra que dos nociones, una analitica (clausura en la topologia fuerte) y otra
algebraica (ser igual al doble conmutante de un conjunto), coinciden para *-subdlgebras de L(H)
que contienen al 1. Del teorema anterior vemos que una C*-subdlgebra de L(H) es un dlgebra de
von Neumann si solo si es fuertemente cerrada o, equivalentemente, si es débilmente cerrada.



2.3. ALGEBRAS DE VON NEUMANN 43

Ejemplos 2.3.7. De élgebras de von Neumann

i) El dlgebra L°([0,1]) actuando en L?([0, 1]) es su propio conmutante, por lo que claramente
es un algebra de von Neumann . Es un ejemplo ademads de dlgebra de von Neumann abeliana
mazximal.

ii) Si G es un grupoy g — ug4 es una representaciéon unitaria de G, entonces el conmutante {ug}’
es un algebra de von Neumann .

iii) Si H es de dimensioén finita, se verifica que un algebra de von Neumann M es simplemente una
suma directa de algebras de matrices correspondientes a una cierta descomposicién ortogonal
H=H&...0 H.

El centro Z(M) de un élgebra de von Neumann es abeliano. En dimensién finita serd una
suma directa de copias de C, una por cada sumando de la descomposiciéon. En general, usando
el teorema espectral, von Neumann definié ([69]), en el caso separable, una nocién de “integral
directa” de espacios de Hilbert [ )? H(N)dp(A) de manera que, por ejemplo, para L>°([0,1]) en
L?([0,1]) la correspondiente descomposicién de L2([0, 1]) seria f[[eil] H(AN)dz(\) donde H(A) = C. El
algebra M respeta esta descomposicion, y se llega a una nocién de integral directa de dlgebras de
von Neumann: M = [ )E? M(N)dX en [ )E? H(AN)d\, siendo la descomposicién completa esencialmente
tnica. Los individuos M () tienen centro trivial (esto se puede intuir estudiando el caso finito
dimensional). Entonces toda dlgebra de von Neumann es una integral directa de dlgebras de von
Neumann de centro trivial, lo que hace que las algebras de von Neumann de centro trivial sean
especialmente interesantes.

Definicion 2.3.8. Un algebra de von Neumann M cuyo centro consiste de multiplos escalares de
la identidad es llamada un factor.

Como ejemplos de factores, citemos el més elemental, que es el mismo L(H). Veamos brevemente
un ejemplo no trivial de factor construido por Murray y von Neumann que no es L(H). Sea I’
un grupo discreto tal que todas sus clases de conjugacion salvo la de la identidad son infinitas
(por ejemplo, el grupo libre en dos generadores). A estos grupos se los llama i.c.c., por “infinite
conjugacy classes”. Consideremos ¢?(T") el espacio de Hilbert cuya base estd indexada por T, sea
7 — u, la representaciéon regular a izquierda de I', es decir, consideremos al grupo I' representado
en L(¢*(T)) como operadores u,, donde actuar con u, es multiplicar los indices por v (o sea,
uy({Ag}ger) = {Mglger).

Vistos como matrices en ¢2(T'), con respecto a la base canénica indexada por vy € T, los Uy, ¥
por ende todas las combinaciones lineales de los {u.}, son de la forma z., = f(y~!v) para alguna
funcién de soporte finito en I', es decir que son matrices con todas las diagonales constantes.
Lo mismo vale para limites débiles de tales operadores salvo que f ya no serd de soporte finito.
Aplicando uno de tales operadores al elemento de la base correspondiente a la identidad vemos que
f € 2. En efecto, imaginemos por comodidad que el vector correspondiente a la identidad es el
vector v1 = (1,0,0,0,...); entonces

(Tyw) - v1 = (F(0), F(02)5 ),
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y como este vector tiene que estar en /2(T"), debe ser

Zf(V)Q = ”(l‘v,u) : U1|| < 00.

vyel

Es por tanto conveniente y preciso escribir a los elementos de M = {u,}” como sumas

Z f(rY)u'Y?

el

donde f € ¢2 (aunque no todas las funciones de ¢? definen elementos de M). No prestaremos
atencién al sentido de convergencia de la suma para simplificar ideas. En cualquier caso, para que
Zyer f(7)u, esté en el centro de M, debe conmutar con u, para todo v € I', lo que implica que
f(vyw™1) = f(v), es decir que f es constante en las clases de conjugacion. Pero f estd en 2 y
todas las clases de conjugacion no triviales son infinitas, de manera que si f fuera no nula en un
elemento no trivial, no podria estar en ¢2. Entonces el soporte de f es la identidad, lo que implica
que el centro de M es trivial, o sea que M es un factor. Lo llamaremos vN(T').

Se puede ver que este factor no es isomorfo a ningin L(H) observando que la funcién lineal
tr(>_ f(v)uy) = f(1) tiene la propiedad tr(ab) = tr(ba) y no es idénticamente cero. Es un hecho
standard que no existe funcién con esa propiedad en L(H) a menos que dim H < co. Como veremos
mas adelante, este es un ejemplo de factor de tipo II;.

2.3.3. Comparacion de proyecciones y Clasificacién de factores

La herramienta que utilizaron Murray y von Neumann para clasificar los factores fue la teoria
de comparacién de proyecciones que desarrollaron ellos mismos. Si bien estamos interesados en los
factores de tipo I, describimos algunos aspectos generales de esta teoria para poner en contexto
tales factores.

Dada un élgebra de von Neumann M, llamaremos P (M) al conjunto

PM)={peM:p’=pyp" =p} (2.21)
de proyecciones ortogonales de M.
Definicién 2.3.9 ([68]). Sean p,q € P(M).

a) Decimos que p y ¢ son equivalentes, y lo notamos p ~ ¢, si existe una isometria parcial u € M
tal que v u =p y uu* = q.

b) Decimos que ¢ es mayor que p, y lo notamos p 3 g, si existe p; € P(M) tal que p ~ p; < g.

Se verifica que ~ es una relacién de equivalencia en P(M) y que la validez de p = g se mantiene
si se reemplaza p y g por proyecciones equivalentes.

Notemos que la isometria parcial v debe estar en M, de manera que la nocién de comparacién
depende de M. Si M = L(H), entonces dos proyecciones son equivalentes si y sélo si sus imagenes
tienen la misma dimensiéon. A raiz de esto surgié la idea de que las clases de equivalencia de
proyecciones constituyen una nocién abstracta de dimension para un factor arbitrario. El siguiente
resultado sobre comparacion de proyecciones confirma esto:



2.3. ALGEBRAS DE VON NEUMANN 45

Teorema 2.3.10. Si M es un factor y p, ¢ son proyecciones en M entonces p 3 q 6 q¢ 2 p.

Definicién 2.3.11. Una proyeccién p € P(M) se dice finita si para todo py € P(M) que cumpla
p ~ po < p resulta pg = p. En caso contrario, p se dice infinita. Si p es infinita y no tiene
subproyecciones finitas, entonces decimos que p es propiamente infinita.

En el caso particular en que M = L(H), la nocién de proyeccién finita o infinita coincide con
que su rango sea respectivamente un subespacio de dimensién finita o infinita.

El orden de las proyecciones respeta el comportamiento que uno esperaria intuitivamente (en
el sentido de la teoria de conjuntos) respecto de la finitud o infinitud:

Proposicién 2.3.12. Sean p,q € P(M). Si p = q y q es finito, entonces p es finito.

En particular si existe p infinito, resulta 1 (= Idy) infinito.

Notemos que la forma en que hemos definido el concepto de proyeccion infinita es en realidad
andloga a lo que se hace en teoria de conjuntos, es decir que una proyecciéon es infinita si es
equivalente a una subproyeccion propia.

Definicion 2.3.13. Un algebra de von Neumann M se dice finita, infinita, propiamente infinita
si 1 € M es una proyeccion respectivamente finita, infinita o propiamente infinita.
Definicién 2.3.14. Se dice que p € P(M) es minimalsip # 0y si g € P(M), ¢ < p implica ¢ = 0,
0q=p.

Finalmente estamos en condiciones de enunciar la clasificacion de los factores de Murray y von
Neumann:

Definicion 2.3.15. Un factor M se dice de tipo I, II o III si satisface las respectivas propiedades:

1. Tipo I: hay proyecciones minimales.

a) Tipo I,, n < oo: hay n proyecciones minimales equivalentes que suman 1.

b) Tipo I: hay infinitas proyecciones minimales equivalentes que suman 1.
2. Tipo II;: no hay proyecciones minimales y toda proyeccién es finita.
3. Tipo Il no hay proyecciones minimales y hay tanto proyecciones finitas como infinitas.

4. Tipo III: no hay proyecciones finitas no nulas.

La clasificacién puede extenderse a dlgebras de von Neumann arbitrarias. Omitiremos el enun-
ciado de esta clasificacion: en realidad la propiedad que utilizaremos con referencia al tipo de un
algebra es la existencia o no de estados y pesos traciales, de acuerdo con lo expresado en 2.3.25.

Un teorema importante de Murray y von Neumann dice que toda algebra de von Neumann
admite proyecciones Py, (n € N), Pr_, Prr,, P11, Prir centrales, ortogonales dos a dos, que suman
1 y tales que Py M es de tipo k para cada uno de los proyectores mencionados.

Observacién 2.3.16. Se verifica que si un factor M tiene una traza tr (ver Definicién 2.3.19)
con tr(z*z) > 0 para x # 0, entonces M es finito dimensional o de tipo II;. También son hechos
conocidos que si el factor M es de tipo I entonces es de la forma L(H) ® id en H ® K, y que todo
factor Il es un producto tensorial de un factor II; y un factor infinito de tipo L.
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2.3.4. Funcionales y pesos

En esta seccion, como antes, M denotara un dlgebra de von Neumann. Llamaremos M al con-
junto de elementos positivos de M. Los funcionales de un dlgebra de von Neumann se comenzaron
a estudiar originalmente porque se los puede ver como la generalizacién de la nocién de integral.
Los pesos serian desde este punto de vista las integrales “impropias”, es decir el caso en que la
masa total del espacio es infinita.

Definiciéon 2.3.17. Dada un funcional lineal ¢ sobre M, diremos que es
i) positiva, si ¢p(x*z) > 0 para todo z € M.
ii) un estado, si es positiva y ademds ¢(1) = 1.

Definicién 2.3.18. Un peso en un algebra de von Neumann M es una funcién ¢ : M — [0, 0o,
tal que p(A\x 4+ y) = Ap(z) + (y) si x,y € My y X € [0,00) con la convencién que A + 0o = 00 y
A.00 = 00 si A > 0, mientras que 0.co = 0.

Definicién 2.3.19. Un funcional lineal (o un peso) ¢ se dice
i) fiel,si0# 2z € My = ¢(x) > 0.

ii) nmormal, si cada vez que x; /" x € M en la topologia fuerte para x; € M, resulta ¢(x) =
sup; ¢(;).

iii) tracial o traza, si p(x*z) = ¢(xx*),Vo € M (equivalente a que ¢(zy) = ¢(yx),Va,y € M en
el caso en que ¢ es un funcional).

iv) Un peso se dice finito si ¢(x) < oo para todo = € M.

Observacion 2.3.20. Los funcionales normales de un dlgebra de von Neumann M, que notaremos
con M,, forman un espacio de Banach con la norma usual. Se puede probar que (M,)" = M
(como dual de espacio de Banach). Esto justifica el nombre de predual de M para el espacio M.
Esta propiedad de tener un predual tinico permite caracterizar a las dlgebras de von Neumann en
abstracto, es decir sin tener que recurrir a una representacion.

Proposicién 2.3.21. Para un peso ¢ en M es equivalente:

i) ser finito,

i) ¢(1) < oo,

iii) que exista un funcional positivo ¢ en M tal que <p‘ M, = o.

Para un peso ¢ en M, como no esta definido en toda el algebra, es util definir los siguientes
espacios asociados:

Dy ={x € My : ¢(x) < oo}y (2.22)

Ny ={z e M: ¢(z"z) < 0}; (2.23)
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i=1
Donde no haya confusién posible, el subindice ¢ serd omitido. Notamos que M resulta una subalge-
bra autoadjunta de M (aunque no necesariamente 1 € M, ni es cerrada para alguna topologia

My = NNy = {foyl X, Y €N¢,n:1,2,...}. (2.24)

particular)
Definicién 2.3.22. Un peso ¢ en M se dice semifinito si My es débilmente denso en M.

Semifinitud para un peso significa que hay “suficientes” elementos donde es finito. Puede pro-
barse que para toda dlgebra de von Neumann existe un peso normal, fiel y semifinito.

Proposicion 2.3.23. Las siguientes condiciones son equivalentes para un peso ¢:
i) ¢ es semifinito
ii) 1 =sup{e € P(M) : ¢(e) < oo}
iii) existe una red creciente {x;} en D tal que ||z;|| < 1 para todo i y x; /1.
El siguiente resultado de Haagerup [35] que caracteriza la “normalidad” de un peso.
Proposicion 2.3.24. Para un peso ¢ en M, las siguientes condiciones son equivalentes:

i) ¢ es normal;

ii) existe una red mondtona creciente {1; : i € I} de funcionales normales positivas tales que

¥i(x) / ¢(z) para todo x € M

iii) existe una familia {¢; : i € J} de funcionales positivas normales tales que ¢(z) = >, ; ¥i(x)
para todo x € M (donde la suma se interpreta como el limite de la red de sumas finitas);

La existencia de un peso semifinito tracial estd relacionada con la clasificacion de las dlgebras
de von Neumann.

Definicién 2.3.25. Un élgebra de von Neumann se dice

1. semifinita, si existe un peso fiel, normal, semifinito y tracial;
2. finita, si existe un estado fiel, normal y tracial.
3. infinita, si no hay ningin peso fiel, normal, semifinito y tracial.

Las algebras de von Neumann semifinitas son todas las de tipo I y II. Las finitas son las de
tipo I,, n < 0o, y II;. En este ltimo caso el hecho no trivial, pero ya probado por Murray y von
Neumann, es la existencia de un estado tracial en toda algebra finita (tomando como definicién de
finita el hecho de que no hay proyecciones infinitas, como en la Definicién 2.3.11).

Observacion 2.3.26. Estamos particularmente interesados en los factores de tipo II; es decir,
algebras de von Neumann de centro trivial, dotadas de un estado fiel y tracial 7 tal que para todo
a € [0,1] existe una proyecciéon p € P(M) de forma que 7(p) = « (en este caso pensamos a «
como la dimensién del rango de p con respecto a M). Més atn, dos proyecciones p, ¢ € P(M)
son equivalentes en el sentido de Murray-von Neumann en M si y solo si 7(p) = 7(q). Este ultimo
hecho resultara ser de importancia para nuestros desarrollos.
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2.3.5. Esperanzas Condicionales

El nombre de “esperanza condicional” proviene de la Teoria de Probabilidades. La nocién de
esperanza condicional en algebras de von Neumann extiende esta construccién al caso no abeliano.
Las esperanzas condicionales han jugado un papel central en la teoria de las dlgebras de von
Neumann desde la década de 1950, y su importancia y utilidad se acrecentd con los trabajos de
Takesaki y Connes a principios de la década de 1970, para luego en la década de 1980 convertirse
en uno de los conceptos centrales de la teoria del indice.

Definicién 2.3.27. Sean N' C M élgebras de von Neumann . Una proyeccién £ : M — N que
cumple:

1. £>0; es decir, z € My = E(x) € Ny;
2. E(nxm) = nE(x)m, six € M, n,m € N;
3. (Ex)*(€x) < E(x*z), para todo = € M.
es una esperanza condicional de M en N'. Ademas,

a) Una esperanza condicional & se dice normal si €(sup;x;) = sup;E(x;), para toda red creciente

{332‘}1‘61 c M.
b) Una esperanza condicional & se dice fiel si £(x*x) =0 = x = 0 para todo x € M.

¢) Dado un peso fiel, normal y semifinito ¢ en M, una esperanza condicional £ se dice ¢—
compatible si ¢ o £ = ¢ (es decir, p(E(x)) = Pp(x), Ve € My).

Ejemplos 2.3.28. Mostraremos aqui algunos ejemplos elementales de esperanzas condicionales:

1. Cualquier estado ¢ de un algebra de von Neumann M es una esperanza condicional ¢ : M —
(&
2. Si M = M,(C), N = C" visto como las matrices diagonales, y p1,...,p, son los proyec-
n
tores minimales de N, entonces £ : M — N dada por &£(x) = Zpixpi, es una esperanza
i=1

condicional;

3. Si G es un grupo compacto de automorfismos de un algebra de von Neumann M,

£() = /G () dg,

donde dg es la medida de Haar, es una esperanza condicional.

Teorema 2.3.29 (Takesaki). Sean N’ C M é&lgebras de von Neumann , y sea ¢ un peso fiel normal
y tracial en M. Entonces existe una esperanza condicional £ : M — N, que es ¢-compatible.

El resultado anterior garantiza, en el caso de factores semifinitos, suficientes esperanzas condi-
cionales que conmutan con la traza del factor.
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2.4. Hechos basicos sobre (*-algebras abelianas

En esta seccién describimos algunos resultados bésicos acerca de C*- algebras abelianas.

2.4.1. Presentaciones de las algebras abelianas

En esta seccién veremos una forma conveniente de presentar las C*-algebras abelianas unitales,
i.e. como &lgebras de funciones continuas sobre un espacio topolégico compacto Hausdorft.

Sea A una C*-dlgebra abeliana y unital. Consideramos el conjunto I'(A) formado por todos los
*-homomorfismos no nulos de A en C (como algebras unitales). Notemos que si v € I'(A) entonces
ker(y) es un ideal maximal de A (puesto que A/ ker(y) ~ C, i.e. el cociente es un cuerpo) y en
consecuencia ker(y) es cerrado. En este caso es bien sabido que ~y es acotado. Reciprocamente, todo
ideal maximal 7 es necesariamente cerrado e induce un caracter, que es la proyeccién al cociente
p: A— (A/T) = C. Més ain, a partir de lo anterior es claro que para todo v € I'(A) se tiene
7]l = 1. Notemos que entonces I'(A) C (A)j, donde (A)] denota la bola unitaria cerrada del
dual, y es sencillo verificar que este conjunto es cerrado bajo la topologia débil* con lo que resulta
compacto Hausdorff con la topologia relativa.

A partir de estas observaciones se prueba el siguiente resultado sobre la transformada de
Gelfand.

Teorema 2.4.1. Sea A una C*-dlgebra abeliana y unital y sea I'(A) su espacio de caracteres.
Entonces

1. Sia € A entonces o(a) ={v(a): yeT'(A)}.

2. La transformaciéon I' : A — C(I'(A)) de forma que I'(a)(y) = v(a) es un *-isomorfismo de
C*-algebras.

La transformacion I' del dlgebra en el dlgebra de funciones continuas sobre el espacio compacto
Hausdorff T'(A) es llamada la transformada de Gelfand.

Ejemplos 2.4.2. Consideremos los siguientes ejemplos:

a) En el caso particular en que A = C'(X) donde X es un espacio topolégico compacto Hausdorff
se puede ver que el espacio de caracteres de A es homeomorfo a X via la asociacién X > x — e,
donde e, denota el morfismo “evaluacion en z”.

b) Si a € L(H)p es un operador autoadjunto entonces la C*-algebra generada por a, notada
C*(a) es abeliana y el espacio de caracteres de C*(a) es homeomorfo a o(a). De hecho, si
v € T'(A) entonces y(y(a)l —a) = vy(a) —v(a) = 0 lo que implica que y(a)l — a no es un
elemento inversible del dlgebra C*(a). Reciprocamente, si A € o(a) entonces AI — a no es
inversible con lo cual existe algin ideal maximal Z (Zorn) que lo contiene. En este caso, si
v denota el caracter inducido por morfismo al cociente p : C*(a) — C*(a)/Z ~ C entonces
v(AI —a) = 0, pero entonces y(a) = A. De esta forma, la funcién continua v +— ~(a) es
el homeomorfismo buscado. Asi que obtenemos una versién del cédlculo funcional continuo
C*(a) = C(o(a)) de forma que el operador a se corresponde con la funcién identidad sobre
o(a).
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La descripcién anterior muestra que los resultados sobre las dlgebras de funciones continuas se
traducen a resultados sobre C*-algebras abelianas. En particular, si X, Y son espacio topolégicos
compactos, es conocido en hecho de que todo a *-homomorfismo ® : C(X) — C(Y) le corresponde
una funcién continua ¢ : Y — X de forma ®(f) = f o ¢. Més ain, & es monomorfismo (resp.
epimorfismo) si y solo si ¢ es suryectiva (resp. inyectiva). De esta forma deducimos

Corolario 2.4.3. Sea ¢ : A — B un *-morfismo entre algebras abelianas y unitales. Entonces ®
induce una funcién continua ¢ : I'(B) — I'(A) de forma que v(®(a)) = ¢(v)(a) para cadaa € Ay
v € I'(B). Més atin, ® es monomorfismo (epimorfismo) si y solo si ¢ es suryectiva (resp. inyectiva).

2.4.2. Medidas espectrales y representaciones

Sea (X,N) un conjunto dotado de una o-algebra de subconjuntos, y L(H) el espacio de los
operadores lineales acotados sobre el espacio de Hilbert H. Una medida espectral E en (X,R) a
valores en L(H) es una funcién E : X — P(L(H)) de conjuntos medibles a valores proyectores en
L(H) de forma que satisface

1. E@) =0, B(X)=1

2. B(U:2, Ai) = X272, E(A;) (convergencia en la topologia fuerte de operadores) para toda
sucesion (A;)2; € XN dos a dos disjuntos.

Notemos que de la condicién 2 deducimos que E(A1)E(A2) =0 si Ay NAg = 0.

Observacién 2.4.4. Supongamos que f : X — C es una funcién simple f = > a; xa, en X
(donde estamos suponiendo que {A;}!" ; forma una particién de X). Entonces podemos considerar
la integral de f con respecto a la medida espectral E de forma que

/1 1B =Y 0 B < L7, | [ £ dB) = s o (2.25)

En el caso en que X sea un espacio topoldgico compacto entonces vemos que podemos definir la
integral de una funcién continua f € C(X) como limite de integrales de funciones simples (en
el sentido de Lebesgue, partiendo la imagen acotada de f de forma diddica y considerando las
funciones simples aproximantes).

El siguiente teorema es “el teorema espectral”’para algebras abelianas. Contiene, como caso
particular, el teorema espectral para operadores normales y serd utilizado en varias partes de
nuestro trabajo.

Teorema 2.4.5. Sea A una C*-dlgebra abeliana y sea I'(A) su espacio de caracteres. Si 7 : A —
L(H) es una representacion de A entonces existe una medida espectral E definida sobre la o-algebra
de conjuntos Borelianos en I'(A) de forma que

1. E(A) € (A)" (el dlgebra de von Neumann generada por m(.A)).

2. E(A)=N{E(O): ACO, O es abierto }.
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3. Seaa € Ay sea f € C(I'(A)) la funcién asociada a a por el isomorfismo (Teorema 2.4.1)
A~ C(I'(A)). Entonces

m(a) = f dE.
T(A)

4. Para cada £ € H, A — (E(A), ) := pe(A) es una medida de forma que, si a y f son como
en el item anterior entonces

(r(a)e, €) = /F L

Observacién 2.4.6. Con las notaciones del teorema anterior, sea f : I'(A) — C una funcién
medible (Borel) y uniformemente acotada. Entonces tiene sentido (ver la Observacion 2.4.4) la
integral

/ fdE € n(AY".
T(A)

Ademsds, este proceso de integracién tiene la siguiente propiedad (de continuidad) denominada o-
normalidad: si (f,)nen es una sucesién de funciones medibles, que estd uniformemente acotada y
tal que las funciones f,, convergen de forma creciente a una funcién medible (y uniformemente

acotada) f entonces
fndbE — / fdE
/F(A) SOT Jr(a)

y de forma creciente, con respecto al orden usual de operadores.

Ejemplo 2.4.7. Sea M C L(H) un algebra de von Neumann y sea a € M}, un operador autoad-
junto. Si consideramos C*(a) la C*-algebra unital generada por a entonces se tiene la inclusién
C*(a) € M C L(H). Por el Teorema 2.4.5, el morfismo “inclusién” (C*(a) € L(H)) induce una
medida espectral E sobre (los conjuntos medibles Borel de) o(a) (por el Ejemplo 2.4.2 item b),
en este caso se tiene I'(C*(a)) = o(a)) a valores en P(M), pues C*(a)” C M. De esta forma, la
medida espectral satisface
a= / x dE.
o(a)

En el caso especial de operadores autoadjuntos a € My, C L(H) en un édlgebra de von Neumann,
existe una presentacién espectral de a distinta a la del ejemplo anterior, basada en su resolucién
espectral.

Definicién 2.4.8. Sea M un algebra de von Neumann. Una familia de proyecciones { Py} er C
P(M) es una resolucién espectral a derecha si satisface

1. Py < P, siempre que A > .
2. Py =lim,,_,,+ Py en la topologfa fuerte de operadores.
3. limy_,_ oo P\ =0y limy_oo P\ = 1.

Si existe a > 0 tal que P_, =0y P, = 1 entonces decimos que la resolucion es acotada.
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Es evidente que en el caso en que la resolucién espectral { Py} er resulte acotada, entonces
basta considerar un truncamiento compacto {Py}ecs para un cierto intervalo compacto I C R. En
adelante consideraremos solo este truncamiento.

Ejemplo 2.4.9. Siguiendo con la notacién del Ejemplo 2.4.7, si a € M}, es un operador autoadjunto
no nulo y E denota la medida espectral sobre o(a) C R entonces si definimos

Py=E(\ o), AeR

entonces resulta que { Py} er es una resolucién acotada (aqui podemos poner como cota |al| > 0)
a derecha.

Observacién 2.4.10. De forma dual, una familia { Py} er € P(M) es una resolucién a izquierda
(acotada) si la familia {I — Py} er es una resolucién a derecha (acotada).

Dada una resolucién espectral a izquierda y acotada {Py} Aca,8) © M en un élgebra de von
Neumann M C L(H) entonces, las sumas de Riemann

para a = xg < ... < x, = [, convergen en norma de operadores a un operador autoadjunto
a € M, cuando méx; |z;+1 — x;| — 0. Mds ain, se puede verificar que en este caso, si E denota la
medida espectral inducida sobre o(a) por la representacién “inclusién” (ver Ejemplo 2.4.7) entonces
P A = E ()\, OO)

El siguiente resultado resume la relacién que hay entre resoluciones espectrales a izquierda de
un algebra de von Neumann M y sus elementos autoadjuntos.

Teorema 2.4.11. Sea M un &algebra de von Neumann. Entonces las resoluciones espectrales a
izquierda (a derecha) y acotadas en M estan en correspondencia biunivoca con el conjunto de
operadores autoadjuntos de M. (Esta correspondencia estd descrita en el Ejemplo 2.4.9 y la Ob-
servacion 2.4.10).

2.4.3. Calculo funcional en varias variables

En el desarrollo de algunos de los topicos del trabajo vamos a utilizar el calculo funcional en
una o varias variables. En lo que sigue hacemos una primera descripcién de este calculo, en el caso
bésico de las C*-algebras abstractas finitamente generadas.

Sea A una C*-algebra unital y sean a1, ...,a, elementos de la parte autoadjunta de A, notada
Asq que conmutan entre si. Si B = C*(ay,...,a,) denota la C*-subdlgebra unital de A generada
por estos elementos entonces B es una C*-dlgebra abeliana finitamente generada. Entonces existe
un espacio compacto Hausdorff X tal que B es *-isomorfa a C'(X). Es sabido que X es (salvo
homeomorfismos) el espacio de caracteres de B, i.e. el conjunto de homomorfismos v : B — C,
dotados de las topologia débil*.

En el caso de un operador a € Ag,, X es homeomorfo a o(a). En general, los caracteres
del élgebra B estan asociados de forma continua e inyectiva a n-uplas v — (y(a1),...,7v(an)) €
[T;-; o(a;) por restriccién a las C*-subdlgebras abelianas de B generadas por los as. Asi, X es
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homeomorfo a su imagen bajo esta funcién continua, que es denominada el espectro conjunto de la
familia (a,...,a,) y lo denotamos o(ay,...,a,). A partir de lo anterior se tiene un *-isomorfismo
natural B ~ C(o(aq,...,a,))

Ejemplo 2.4.12. Sea A una C*-algebra unital y a, b € A,, tales que ab = ba. Aunque el es-
pectro conjunto o(a,b) es un subconjunto cerrado de o(a) x o(b) puede ser, en general, bastante
més pequeiio que el producto de los espectros. Por ejemplo o(a,b)’ = (). De hecho se b = f(a)
para una funcién continua f : o(a) — R entonces es sencillo ver que o(a,b) = {(z, f(x)), z €
o(a)} =Graph(f). Notemos que en este caso C*(a) = C*(a,b) y o(a) es homeomorfo a o(a,b) de
forma obvia. O

Podemos describir ahora el célculo funcional en varias variables. Sea f : o(a1,...,a,) — R
una funcién continua definida en el espectro conjunto de los a;’s. Entonces existe un elemento,
denotado por f(ai,...,a,), que corresponde a la funcién continua f bajo el *-isomorfismo B ~
C(o(ay,...,ay)) Notemos que por el teorema de extensién de Tietze podemos considerar funciones
definidas en [[;" ; o(a;) € R™ sin pérdida de la generalidad (sin embargo en este caso el dlgebra
C(IT, o(a;)) puede ser més grande que B.) De esta forma la asociacién f — f(a1,...,a,) es un
*-epimorfismo de C([];, o(a;)) sobre B. En el caso de familias compuestas por un operador, la
construccién anterior es el llamado célculo funcional continuo (en su versién abstracta).

Ejemplo 2.4.13. Si (a;)i=1,..m es una familia abeliana de matrices autoadjuntas en M, (C) en-
tonces existe una matriz unitaria (posiblemente no tnica) U € M, (C) tal que

U*az‘UZD/\(ai), i:1,...,m,

donde D, denota la matriz diagonal con diagonal principal z € R™. En este caso A(a;) es el vector
de autovalores correspondientes a a;, contados con multiplicidad, en algiin orden dependiendo de
U. Consideremos la matriz A € M,, ,, dada por

Cl(A) :)\(ai), Cl(B) :)\(bi), 1= 1,...,m.

Notemos que si U, W son dos matrices unitarias que diagonalizan la familia (a;)i=1,. . m si-
multaneamente, entonces existe una matriz de permutacién @ tal que

Ua;U = Q"W*a,WQ, i=1,...,m.

Asi, si A" € M, ,, denota la matriz cuyas columnas C;(A’) son las diagonales principales de las
matrices W*a;W, entonces A = QA’. Esto muestra que el conjunto de filas R(A) no depende de la
matriz unitaria U. Este conjunto es justamente el espectro conjunto de la familia o(aq,...,an) en
este caso. Mds ain, si f : V — C es tal que o(aq,...,a,) C V entonces

flar,...,am) =UD,U"

donde D, es la matriz diagonal con diagonal principal z = (f(R1(A)),..., f(R.(A))) € C". Note-
mos que f(ai,...,am) € My(C) no depende de la matriz unitaria U.
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2.4.4. Valores singulares, preorden espectral y (sub)mayorizacién

Sea (M, 7) un algebra de von Neumann semifinita. Los 7-valores singulares (nuestra referencia
para esta nocién es el trabajo de Fack [32]) u.(t) de € M estén definidos para cada t € R,
donde Rg son los nuimeros reales no negativos, por la ecuacion

pg(t) = inf{||zel : e € PM), 7(1 —e) < t}.

Para cada x € M, la funcién p, : ]Rar — ]Rar es decreciente y continua a derecha. Si z, y € M
entonces

|1 (8) = py (D] < flz = 9|

lo que muestra una dependencia continua de los valores singulares con respecto a la norma de
operadores. Ademds se tiene la siguiente dependencia continua con respecto a las normas || - ||;
respectivas

[ta = mll1 < lla = b1 (2.26)

Si a € M™ es un operador positivo entonces tenemos
pa(t) = min{s € R§ : 7(p°(s,00)) < t}, (2.27)

donde p®(s,00) denota la proyeccién espectral de a correspondiente al intervalo (s,00). Esta 1lti-
ma caracterizacién de los valores singulares de los operadores positivos muestra una propiedad
interesante: si a, b € M son tales que 7(p®(s, 00)) = 7(p®(s, 00)) entonces, g = up. En particular,
Vemos que [ig = fyqy* para cada operador unitario u € M. Mas aiin, de este hecho y la dependencia
continua de los valores singulares en la norma vemos que p, = up, Siempre que exista una sucesién
{un }nen de operadores unitarios en M tal que ||b — upau}| — 0. Es decir, los valores singulares
son invariantes bajo equivalencia aproximadamente unitaria. Si asumimos ademdas que M es un
factor finito y que 7 es la traza normalizada, fiel y normal en M entonces, Kamei probé en [49]
que existe un reciproco de este hecho. Recogemos estas observaciones en la siguiente proposicion,
pero primero fijamos alguna notacién:

1. Dado a € M, denotamos por Upq(a) = {uau* : u € Up} la 6rbita unitaria de a en M.

2. Denotamos por Upq(a) = Upq(a) Ml 14 clausura en norma de Un(a). Luego, b € M es aprox-
imadamente unitariamente equivalente a a si b € Upq(a) o, equivalentemente, si Up((A) =

Uni(D).

Proposicién 2.4.14. Sea a, b € M™. Entonces

1. Sib e Upn(a), entonces pg = fp.

2. Si (M, 7) es un factor finito entonces, si u, = pyp se tiene que b € Upq(a).

Notemos que el item 2 de la proposicion anterior no es cierto en general en un factor semifinito,
pero no finito (ver Ejemplo 3.1.14). Finalizamos esta seccién con las definiciones de tres predrdenes
diferentes que vamos a considerar mas adelante.

Definicién 2.4.15. Sean a, b € M™. Decimos que b domina espectralmente a a, si se verifica que
ta(t) < pup(t), para todo t > 0. En este caso escribimos a 3 b.
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Por ejemplo, es bien sabido que si a < b entonces a = b. El siguiente resultado que aparece en
[19] describe algunas caracterizaciones del preorden espectral en el caso en que M es un factor.

Teorema 2.4.16. Sea (M, 7) un factor semifinito y sean a, b € M™ operadores positivos. Entonces
los siguientes son equivalentes:

1. b domina espectralmente a a.
2. P%(s,00) 3 P’(s,00) para s € R{.
3. 7(P%(s,00)) < 7(P’(s,00)) para s € R{.

4. 7(g(a)) < 7(g(b) para toda funcién continua y creciente g : R — R.

Definicién 2.4.17. Sean a, b € M™. Decimos que a estd submayorizado por b, y notamos a =<, b,
si

/ o (t) dt < / up(t) dt, para cada s > 0.
0 0

El siguiente resultado que aparece en [49] establece una caracterizacién de la submayorizacién
en factores semifinitos que vamos a utilizar mas adelante (desigualdades de tipo Jensen)

Teorema 2.4.18. Sea (M, 7) un factor semifinito y sean a, b € M™ operadores positivos. Entonces
a < b siy solo si

7(f(a)) < 7(f (b))

para toda funciéon convexa creciente f : R — R.

Sia <y by ademés vale que 7(a) = 7(b) entonces decimos que a estd mayorizado por by lo
notamos a < b. Asi, si a, b € M™ tenemos que a < b= a 2 b= a <, b. El siguiente resultado que
aparece en [41] tiene relacién con el contenido del capitulo 8. Pero primero consideramos la siguiente
nocién: sea (M, 7) un algebra de von Neumann semifinita y 7' : M — M una transformacién
lineal. Decimos que T' es una transformacién doble estocéstica (resp subestocdstica) si es positiva
i.e. T(a) > 0 siempre que a > 0, unital i.e. T'(1) = 1, y preserva trazas i.e. 7(T(a)) = 7(a), a € M
(resp reduce trazas i.e. 7(T'(a)) < 7(a) para todo a € M™). Ya hemos considerado la nocién de
transformacién doble estocastica para un factor finito de tipo I,, (ver antes del teorema 2.1.10).

Teorema 2.4.19. Sea (M, 7) un factor semifinito y sean a, b € M™ operadores positivos. Los
siguientes son equivalentes:

1. a <y b.

2. Existe T' doble subestocastica en (M, 7) tal que T'(b) = a.

3. 7(f(a)) < 7(f(b)) para toda funcién convexa continua y creciente f : R — R.
Andlogamente, se tiene el siguiente teorema que caracteriza a la mayorizacion

Teorema 2.4.20. Sea (M, 7) un factor semifinito y sean a, b € M™ operadores positivos. Los
siguientes son equivalentes:
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1. a<b.

2. a € conv(Um(D)).

3. Existe T'€ DS(M, ) tal que T'(b) = a.

4. 7(f(a)) < 7(f(b)) para toda funcién convexa continua f : R — R.

Tanto el preorden espectral, asi como la submayorizacion y la mayorizacién surgen naturalmente
en varios contextos de la teoria de operadores (ver[7, 11, 12, 19, 33, 32],HiaiN); por otra parte
implican una familia de desigualdades traciales, que son de interés para las aplicaciones. Algunos
ejemplos recientes son el estudio de desigualdades de tipo Young [33] y de tipo Jensen [7, 12].

Vamos a necesitar el siguiente resultado de Hiai y Nakamura [42], relativo a funciones en espacios
de medida finita (X, ). En este caso, las funciones uniformemente acotadas son consideradas como
operadores actuando por multiplicacién en el espacio de Hilbert L?(X,v) y los valores singulares
de las funciones estan definidos con respecto a la traza fiel y normal inducida por v en el dlgebra
de von Neumann finita L*°(X,v).

Proposicién 2.4.21. Sea (X,r) un espacio de probabilidad y sean f, g € L*°(X,v) funciones
positivas. Entonces f <,, g si y solo si existe h € L*°(X,v) tal que f < h < g.

2.4.5. Hechos basicos de la teoria de Choquet

En esta seccién describimos algunos hechos béasicos relacionados con le teoria de integrales de
borde de Choquet para el caso particular de R™. Nuestra referencia es el libro de Takesaki [66].
En lo que sigue, K C R™ denotard un conjunto convexo compacto. Recordemos que una funcion
f: K — R es convexa si se verifica

JOw + (1= Ny) < Af(@)+(1-A) f(y), para z,y € K. (2.28)
Denotamos por B(K) el conjunto de las funciones continuas.

Proposicién 2.4.22. El conjunto {f —¢g: f, g € B(K)} es un espacio vectorial uniformemente
denso en Cg(K), el dlgebra de las funciones continuas sobre K a valores reales.

Notamos por M7 (R"™) el espacio de medidas de Borel regulares, finitas y positivas p de soporte
compacto. Si p € MY(R") es una medida y f : R” — C es una funcién p-integrable entonces
notamos

n(f) = - f(n) du(n).

Sip, v € MY (R™) son tales que v(m;) = pu(m;) para 1 <i <ny v(R") = u(R"™) entonces notamos
ZESETR

La siguiente es una nocién que sera de importancia en nuestro desarrollo de la mayorizacion
conjunta en factores II;.

Definicion 2.4.23. Decimos que v mayoriza a u, y notamos p < v, si para cada vq,...,U, €
MZ(R™) con Y /" v; = v existen pi, ...,y € MY (R™) tales que Y ;% i = p, vi(1) = pi(1) y
vi(mj) = pi(mj) para 1 <i<m, 1 <j<n.
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Sean p1, v € M7Y(R™) y tales que estdan soportadas en K. En la teorfa de integrales de borde, el
resultado anterior se interpreta como la afirmacion de si g < v entonces v estd concentrada més
cerca del borde (extremal) del convexo compacto K.

La relacién < de la definicién 2.4.23 no es usualmente llamada“mayorizacién” en la literatura,
pero parece ser una terminologia adecuada en este contexto debido al Teorema 8.2.5.

La siguiente caracterizacion de la mayorizaciéon de medidas serd de utilidad para nuestros estudio
de la mayorizacién conjunta en factores de tipo II;.

Teorema 2.4.24. Sea p, v € MY (R™). Entonces 1 < v si y solo si u(f) < v(f) para cada funcién
continua convexa f : R” — R.

Observacién 2.4.25. Notemos que como consecuencia de la Proposicién 2.4.22 y el Teorema
2.4.24 decimos que, si p, v € MY (R™) son tales que p < vy v < p entonces u(f) = v(f) para toda
f € C(K), es decir que p = v. Asi la mayorizacién entre medidas es un orden.
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Capitulo 3

Refinamientos de resoluciones
espectrales

Para una descripcion conceptual de los resultados incluidos dentro de este capitulo, asi como la
relacién entre éstos y otros resultados ver la seccién “Contexto general del trabajo”del Capitulo 1.

Organizacion del capitulo En la seccién 3.1.1 introducimos la nocién de refinamiento entre
resoluciones espectrales a derecha y acotadas en factores II; arbitrarios. Enunciamos uno de los
resultados principales al respecto, que sera utilizado en la seccién siguiente; su demostracién, mas
bien técnica, se desarrolla en la seccion 3.2.

En la seccién 3.1.2 usamos el resultado anterior sobre refinamientos para desarrollar el modelado
de operadores y para el estudio de la dominacién espectral y de la submayorizacién en factores I1;.
En la seccion 3.1.3 hacemos algunas consideraciones sobre el caso semifinito.

En la seccién 3.2 probamos el teorema de refinamientos adelantado en la seccién 3.1.1.

Notaciones Sea H un espacio de Hilbert y sea L(H) el dlgebra de todos los operadores acotado
en H. En esta seccién, el par (M, 7) denota un dlgebra de von Neumann semifinita con traza 7
fiel normal y semifinita (f.n.s.). En particular, si M es un factor finito, entonces 7 denota la tinica
traza fan.s. tal que 7(I) = 1. El espacio real de operadores autoadjuntos en M es denotado por
M, v el cono de operadores positivos es denotado por M™. P(M) C M, denota el reticulado de
proyecciones ortogonales en M dotado de la topologia fuerte de operadores. Si a € My, entonces
P?*(A) denota la proyeccién espectral correspondiente al conjunto medible A C R; sin embargo,
para simplificar la notacién, escribimos P?*(«, 3) en lugar de P*((«, 3)). Si a € M entonces R(a)
denota su rango y Pm € P(M) denota la proyeccién ortogonal sobre la clausura de su rango.
Denotamos por Upq el grupo de operadores unitarios de M. Finalmente, Rar denota el conjunto de
nimeros reales no negativos.

3.1. Refinamientos y modelado de operadores

3.1.1. Refinamientos de resoluciones espectral

Sea I = [, ] € R un intervalo cerrado, y recordemos que P(L(H)) denota el reticulado de
proyecciones ortogonales en L(H) dotado de la topologia fuerte de operadores. Si p € P(L(H)),

59
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decimos que una funcién E : I — P(L(H)) es una resolucion espectral a derecha y acotada de p (y
abreviamos REDA de p) si E es decreciente y continua a derecha, E(3) =0y E(a) =p. Sip=1
entonces esta nocién concuerda con la definicién usual de REDA en L(H) (ver Definicién 2.4.8).
Por ejemplo, si a € M es un operador positivo entonces induce una REDA de p = Pm, dada
por

Ex =P\ 00), A€ 0, ]lal] (3.1)

Si E es una REDA (de E(«a)) entonces, identificamos E con la familia { E)\} c7, donde Ey = E(X)
para cada A € I. Si el conjunto I estd claro del contexto, la REDA es denotada por {E\}. Si
N C L(H) es un dlgebra de von Neumann, decimos que {E)}rc; es una REDA de p en N, si es
una REDA de p tal que E) € P(N) para A € I. Por ejemplo, si a € Nt es un operador positivo,
entonces la REDA inducida por a estéd en N.

En adelante vamos a considerar la siguiente nocién de refinamiento entre resoluciones espec-
trales.

Definicién 3.1.1. Sean {Ex}rer ¥ {EA\}rerr REDAs con I = [o, 5], I' = [&/, (]
1. Dada una funcién f : I — I’, decimos que el par ({E}}, f) es un refinamiento de {E\} si

a) f es creciente, continua a derecha y f(8) = 3';

b) E\ = E}(A) para cada \ € [.
decimos que ({E}}, f) es un refinamiento fuerte de {Ex} si f también satisface

(¢) f(A)>Aparacada A€,y
(d) f(N) — f(u) > X—pu, para cada A > p € 1. O

Es evidente que el refinamiento entre REDAs definido arriba es un preorden. Sea I = [a, 3] y
sea {E)}xer una REDA de p € P(L(H)). Decimos que Ao € (o, 3] es un dtomo para {E)}, si
la resolucién no es continua a la derecha en A\g. Si p # 1 entonces « es considerado un atomo.
El conjunto de atomos de {E)},er es denotado por At({E)\}); es claro que este conjunto es vacio
si y solo la resolucién es continua. Decimos que un operador positivo a € M™ tiene distribucion
continua si la resolucién inducida por a € M™ (ver férmula (3.1)) es continua.

El siguiente resultado es una herramienta fundamental para el desarrollo de este trabajo. Su
prueba sera desarrollada en la Seccién 4. En lo que sigue abreviamos subdlgebras abelianas maxi-
males por “masa’”.

Teorema 3.1.2. Sea (M, 7) un factor II;. Dada una REDA {E)}xer de p en M, existe una REDA
continua {E'}ycp en M y una funcién f : I — I’ tal que ({E}}, f) es un refinamiento fuerte de
{E\}. Mas atn, si A C M es una masay {E)} es una REDA en A entonces podemos elegir a { £/, }
también en A.

3.1.2. Modelado de operadores

Comenzamos con los siguientes lemas sobre funciones. Las pruebas son elementales y las omiti-
mos.
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Lema 3.1.3. Sean I = [a, ], J = [/, #] C R intervalos compactos, g : J — [0,1] una funcién
decreciente y continua a derecha, y h : I — [0,1] una funcién decreciente y continua tal que
h(a) > h(a') y h(B) < g(B'). Si definimos g : J — I dada por

g(x) =max{t € I: g(z) =h(t)}
entonces, § es una funcion creciente continua a derecha tal que g = h o g.

Lema 3.1.4. Sean I = [o, 3], J = [/, /'] C R intervalos compactos y sea f : I — I’ una funcién
creciente continua a derecha tal que f(f') = 8. Si f: I — J es la funcién dada por

ff) =min{t € I: X < f(t)}
entonces es creciente y continua a izquierda y tal que, para cada t €
Ael': fiN>ty={ el x> f(t)}. (3.2)
Maés atn, si J C Jy g:J — I’ es tal que f(t) > g(t) para cada t € J entonces g' > f1.

Lema 3.1.5. Sean I = [, 3], J = [/, ] CR y sea f: I — J una funcién creciente y continua a
izquierda tal que f(a) = o/. Si fi : J — I es la funcién definida por

fith) =max{tel: X > f(t)}
entonces es creciente y continua a derecha y tal que, para cada t € I vale
Aed: A< f)={ e d: fi(N) <t} (3.3)

En lo que sigue consideramos los valores singulares de los operadores positivos de un factor Iy,
asi como las relaciones de preorden espectral y (sub)mayorizacién entre éstos. Estas nociones se
describen en la seccién 2.4.4 de los Preliminares (ver las definiciones 2.4.15 y 2.4.17).

Teorema 3.1.6. Sea (M, 7) un factor I} y sea a € M™. Entonces, existe un operador @’ € M™
con distribucién continua tal que

1. La resolucién espectral de a’ refina la resolucién espectral de a.

2. Sib e M entonces, existe una funcién h;, creciente y continua a izquierda tal que, si b = hy(a)
entonces ju, = pi7. Mdas atin, la resolucién espectral de o’ refina la resolucién espectral de b si
y solo si hy(a’) = b.

3. Si ¢t € M entonces ¢ 3 b (resp ¢ <y b, ¢ < b) siy solo si & < b (vesp & <y b, & < b).

M4s atin, si A C M es una masa y a € A" entonces podemos elegir a a’ € AT.

Demostracién. Sea a € M™ y consideremos la resolucién espectral de p = Pm inducida por
a, {Ex}xer donde I = [0, ||al|/], definida como en la ecuacién (3.1). Entonces, por el Teorema 3.1.2
existe un refinamiento fuerte y continuo ({E}}xer, f), donde I’ = [0,a] C RT es un intervalo

cerrado. Sea

a/:/)\dEf\
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y notemos que P“/(O,oo) E{ =1, pues {E} } es continua. Luego a’ € M™ es un operador con
distribucién continua y tal que P“(s, 00) = P (f(s),00) para cada s € I. Sea h : [0, ||d[[](= I') —
[0,1] la funcién definida por h(s) = 7(P%(s,00)) y notemos que h es continua, decreciente y tal
que h(0) = 1y h(a'[)) = 0.

Sea b € Mt yseag:|0,]|b|]](=J) — [0,1] la funcién decreciente y continua a derecha definida
por g(s) = 7(P(s,00)). Por el Lema 3.1.3, existe una funcién creciente y continua a derecha
g:J— I tal que g = ho g es decir,

7(P’(s,00)) = 7(P*((s),00)), s €J. (3.4)

Por el Lema 3.1.4 existe §' := hy, : I’ — J creciente (y luego uniformemente acotada y medible)
continua a derecha tal que

INel': h(A) >sp={ el': x>g(s)}, se (3.5)

Sea b = J7 ho(X) dEY y notemos que Pi’(s, 00) = P¥(§(s),00), que se deduce de la ecuacién (3.5).
Entonces, por la ecuaciéon (3.4) tenemos que

T(Pb(s,oo)) = T(Pal(g(s),oo)) = T(Pb(S,OO)), seJ. (3.6)

Luego, b y b tienen los mismos valores singulares.

Supongz}mos que la resolucién espectral de b € M™T estd refinada por la resolucién espectral
de a'. Sea b = hy(a’) y notemos que P’(s,00) = P¥(j(s),00) y Pb(s,00) = P¥(f'(s),00) para
alguna funcién creciente y continua a derecha f’ : [0,|b]]] — I’. Entonces Pi’(s,oo) < Pb(s,00)
6 PP(s,00) < PB(S,OO) y

7(P%(s,00)) = 7(P’(s,00)) = P’(s,00) = P’(s,00), s€J.

Por otra parte, si b = h(a’) para alguna funcién creciente y continua a izquierda h : I’ — [0, ||b]|]
entonces es sencillo verificar que a’ refina a b.
Finalmente, supongamos que ¢ € M™ es tal que u. < pp 0, equivalentemente, que 7(P¢(s, 00)
7(PP(s,00)) para todo s > 0. Sea k(s) = 7(P(s, 00)), k obtenida de k como en el Lema 3.1.3, y k
h. obtenida de k como en el Lema 3.1.4. Entonces, h. < hy; de hecho, 7(P¢(s, 00)) < T(Pb(S 00))
implica que g < k y, por el Lema 3.1.4, concluimos que k< g'. El resto del teorema es consecuencia
de las igualdades pe = pz y pp = p-

) <
T =

O]

Observacién 3.1.7. Con las notaciones de la prueba del teorema anterior, decimos que be MT
es un modelo de b € M. Como una consecuencia inmediata del {ftem 2. en la Proposicién 2.4.14,
concluimos que el modelo b es aproximadamente unitariamente equivalente a b en M.

La siguiente aplicaciéon del Teorema 3.1.6 provee nuevas caracterizaciones del preorden espec-
tral y la submayorizacion entre operadores positivos en factores II;. Estas caracterizaciones dan
una respuesta parcial afirmativa a un problema propuesto en [33] (ver la seccién 3.1.3 para una
discusién detallada de este problema). Notemos que estas reformulaciones involucran desigualdades
con respecto al orden usual de operadores.
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Teorema 3.1.8. Sea (M, ) un factor II; y sean a, b € M™. Entonces

1. b domina espectralmente a a si y solo si existe

celm(b) talque a<c (3.7)

0, equivalentemente, si existe

Um(a)>d talque d<b. (3.8)
Ma3és alun , podemos asumir que a y ¢ conmutan y, b y d conmutan.

2. b submayoriza a a si y solo si existe ¢ € M™ tal que
a<c=b. (3.9)

Ma3és aun , podemos asumir que a y ¢ conmutan.

Observacién 3.1.9. Recordemos que para operadores positivos a, b € M™T, a < b implica que
a =X b. Entonces, en el caso general de un factor semifinito, la existencia de operadores ¢, d que
verifiquen las férmulas (3.7) 6 (3.8), implican la dominacién espectral. Andlogamente, la existencia
de un operador ¢ tal que la férmula (3.9) se verifique, implica la submayorizacién. Asi, el objetivo
del Teorema 3.1.8 es mostrar que las implicaciones reciprocas son ciertas en el caso de un factor
finito.

Demostracién. Probamos la primera parte del {tem 1. Sea a € M™ y notemos que, por el Teorema,
3.1.6, existe a’ € M™ con las propiedades de los ftems 1., 2., y 3. en ese teorema. Sea b € M™
tal que a = b es decir, p, < up. Entonces, nuevamente por el Teorema 3.1.6, existe una funcién
creciente y continua a izquierda hy tal que b= hy(a’) tiene los mismos valores singulares que b i.e,
iy = pj. Por el item 2. en la Proposicién 2.4.14, esto implica que b € Uy (b). Como por hipétesis
fta < pip entonces, por los items 2. y 3. en el Teorema 3.1.6, tenemos b = hy(a’) > ha(a’) = a. Asi,
obtenemos la férmula (3.7) con ¢ = b. La prueba de la segunda parte sigue un argumento similar,
considerando el modelo de a con respecto a un refinamiento de b.

Para probar el segundo ftem, sean a y @’ como en la primera parte de la prueba. Sea b € M™ tal
que a < by sea v = vy la medida inducida por la traza y la medida espectral de a’ en I’ = [0, ||’|]
es decir, v(A) = 7(xa(a’)). Entonces, si hq, hy son como en el Teorema 3.1.6 se tiene h, < hy en
el espacio de medida (I’,v). Luego, por el item 2. en la Proposicién 2.4.21 existe h € L*(I',v)
tal que hy < h < hy. Sea ¢ = h(ad’) y notemos que, por construccién ¢ < b. El resultado es una
consecuencia de este iltimo hecho y de que a = hy(d’).

O

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del Teorema 3.1.8 y del hecho de que, para
operadores positivos a, b € M™, a = b implica a <., b.

Corolario 3.1.10. Con las notaciones del teorema, si b domina espectralmente a a entonces existe
c € MT tal que a < ¢ < b. Més atin, podemos suponer que a y ¢ conmutan.

En el siguiente corolario agregamos un item a la caracterizacion de la dominacién espectral
dada en el Teorema 3.1.8.



64 CAPITULO 3. REFINAMIENTOS DE RESOLUCIONES ESPECTRALES

Corolario 3.1.11. Sean a, b € M™ entonces, los siguientes son equivalentes:

1. b domina espectralmente a a

2. Existe ¢ € Up(b) tal que a < c.

3. Existe d € Upq(a) tal que d < b.

4. Existe una REDA {E)\} e, donde I = [0, ||a]|] tal que 7(E)) = 7(P*(\, 00)) para cada A € I

y
AEN < E\bE,, YA>0O. (3.10)

Demostracién. La equivalencia de los {ftems 1, 2 y 3 se prob6 en el Teorema 3.1.8. Supongamos que
existe una sucesion (viavy,), C Up(a) tal que lim, o [[d—v}av,|| = 0y d < b para algin d € M™.
Notemos que, para cada A > 0 tenemos 7(P%(\, 00)) = 7(P%(\, 00)), pues lim,, o, P'n% (), 00) =
P\, 00) o-WOT. Miés atin ,

APY(), 00) < P4\, 00)d < P\, 00) b P\, 00).

Entonces, si definimos Ey = P4(\, 00), {E)} A€[0, ||of] €8 una REDA con las propiedades requeridas.
Finalmente, asumamos que existe una REDA {E)} Ae[0,]|af) como en el item 4. Dado € > 0, sea
be = b+ €l y notemos que
ANE\ < E)\b.F),

y luego, PPrbEx()\ 00) = E\. En [32] Fack probé la siguiente desigualdad de tipo entrelace: para
cada proyeccién ortogonal p € M, pbp = b. Entonces

T(P%(\,00)) = 7(Ey) = (PP Ex(), 00)) < 7(PP (), 00)).

La desigualdad anterior muestra que p, < pp, para cada € > 0. Entonces el resultado es una
consecuencia del hecho de que lim,_ o+ up, (t) = pp(t) para cada ¢t > 0.
O

Observacion 3.1.12. En la tdltima parte de la prueba del Corolario 3.1.11 no hemos usado el
hecho de que estamos considerando un factor (M, 7) sino mas bien un algebra de von Neumann
semifinita . Luego, la existencia de una resolucién espectral {F)} cr que satisface las hipdtesis del
item 4. implica la dominacién espectral en un algebra de von Neumann semifinita arbitraria. Este
ultimo hecho ha sido probado en [33].

Seguidamente, aplicamos los resultados obtenidos a las siguientes desigualdades de tipo Young
obtenidas por Farenick y Manjegani en [33].

Corolario 3.1.13. Sea (M, 7) un factor I1;, sean x, y € My p, ¢ > 1 indices conjugados. Entonces,
existen sucesiones (un)nen, (Un)neny € M de operadores unitarios tales que

| <t (0 P + gl

lim vy v, < p 2P + g y|?
n—oo
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Demostracién. En [33] probaron que si p, ¢, z, y son como en el enunciado, entonces |zy*| =
p~Yz|P + ¢~ |y|9. El resultado es una consecuencia de este hecho y del Teorema 3.1.8.
O
Esta reformulacién de las desigualdades de tipo Young, que son en realidad equivalentes al
resultado obtenido en [33] son formalmente similares a las obtenidas por T. Ando en el contexto
de las algebras de matrices.

3.1.3. Algunas observaciones sobre el caso semifinito no finito

En el caso de un factor semifinito arbitrario M actuando en un espacio de Hilbert separable H,
Farenick y Manjegani [33] preguntaron si (una instancia particular de) la desigualdad a < b implica
la existencia de un automorfismo © de M, o al menos una isometria v € M tal que ©(b) > a o
v*bv > a. El teorema 3.1.8 da una respuesta parcial afirmativa a este problema en el caso particular
de un factor de tipo II;, mostrando la existencia no de un unitario sino de una sucesién de unitarios
que cumplen aproximadamente esta condicion.

En esta secciéon mostramos que si consideramos M = L(H) lo anterior no es cierto, para
operadores arbitrarios a, b € L(H)™ tales que a 2 b.

Recordemos que todo automorfismo de L(H) es interior i.e, para cada automorfismo © existe
un operador unitario u € L(H) tal que O(z) = u*zu para todo x € L(H). En el siguiente ejemplo
exhibimos dos operadores a, b € L(H)" tales que a X by tal que no existe una isometria v € L(H)
tal que v*bv = a. En particular no existe ningin automorfismo © de L(H) tal que ©(b) = a.

Ejemplo 3.1.14. Sea {e,}nen una base ortonormal del espacio de Hilbert (separable) H y sean
a, b e L(H)* dados por

0 sin=1 1
a(en) { 27}71 o sin>2 Y b(en) on € Vn > 1 (3.11)

Notemos que entonces a 3 b, pues tr(P*(\,00)) = tr(P?(\, 00)) para cada A > 0. Si suponemos
que existe una isometria v € L(H) tal que v*bv > a, entonces

a(ez) = %62 = (bv(ez),v(ez)) >

)

| =

y entonces v(ez) = e;. Anédlogamente, como v es una isometria entonces v(es) L v(e2) y como
(bv(es),v(e3)) > % concluimos que v(ez) = ey. Finalmente, siguiendo un argumento inductivo,
vemos que v(e,) = e,_1 para cada n > 2. Luego, v(e1) L e; para cada i > 1, con lo cual v(e1) =0,
lo que contradice el hecho de que v es una isometria de H.

Sin embargo siguiente teorema da una respuesta parcial afirmativa al problema anterior.

Teorema 3.1.15. Sea H un espacio de Hilbert. Dados a, b operadores positivos de L(H) tales que
a es compacto, b es diagonalizable y a 3b entonces, existe una isometria parcial v € L(H) con
espacio inicial R(a) tal que

uau™ <b y (uau™)b = b(uau™).

Msés atin, si ‘H tiene dimensién finita, la misma desigualdad vale para a,b € Ly, (H) y la isometria
puede cambiarse por un unitario.
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Demostracién. Sea {£, }nen una base ortonormal de R(a) que consiste de autovectores asociados
a una sucesion decreciente de autovalores positivos {\, }nen de a, contados con multiplicidad.

Por otro lado, sea {7, }menr una base ortonormal de R(b) que consiste de autovectores asociados
a una sucesion de autovalores positivos {fim }menr de b, contados con multiplicidad.

Dado @ > 0 sean Aq,...,\,, los autovalores de a estrictamente mayores que «. De forma
similar, sea M (a) = {m € M, pum, > a}. Si m, denota el cardinal de M («) entonces notemos que
0<mq<ooysia>p3>0entonces M(a) C M(3).

Por hipétesis, P*(«, +00) es equivalente a una subproyeccién de P°(a, +00). Como P%(a, +00)
es la proyeccién (ortogonal) sobre la clausura lineal de {£,},*, v PP(a, +00) es la proyeccién sobre
la clausura lineal de {9 }menr(a), entonces vemos que ng < my,.

Entonces, podemos definir una inyeccion v : N — M tal que para todo o > 0 se verifica que
Y(k) € M(a), k =1,...,n4. Pero entonces, definiendo u : R(a) — R(b) por

u(&n) = Ny(n)

y extendiendo esta definicién a H como cero en ker(a), obtenemos que wau* < by (uau*)b =
b(uau*), ya que el conjunto (7, )menr €s un sistema de autovectores para uau® y b, que es completo
para R(uau*) = R(u), y ker(uau*) = R(u)* es un subespacio invariante para b.

Finalmente, si dimH = n < oo y a,b € Lg(H), sea &,...,&, una base de H que consiste
de autovectores de a asociados a una sucesién (finita) decreciente de autovalores Aj,..., A, y sea
M, ...,N, una base de H que consiste de autovectores de b asociados a una sucesion (finita) decre-
ciente de autovalores 1, . .. tt,. Entonces, si definimos u : H — H dado por u(&,) = nm, 1 <m <mn,
el mismo argumento que antes muestra que uau* < by (uau*)b = b(uau*). Por construccién, u es
un operador unitario.

O

Observamos que, en general, si ¢, d € L(H) son tales que ¢ 3 d entonces puede no existir una
sucesién de operadores unitarios (up)neny C L(H) tales que lim, o u}du, — e > c. De hecho,
consideremos los operadores ¢, d € L(H & H) dados por

c=a+I1®l y d=a+1®0,

donde a € L(H) es el operador definido por la férmula (3.11). Entonces, es inmediato verificar que
T(P¢(\, 00)) = 7(P%(\, 00)) para cada A > 0. Pero, por otra parte, si existe e > ¢ tal que e y d
son aproximadamente unitariamente equivalentes entonces (ver I1.4.4 en [28]) o¢(e) = o¢(d), donde
oc(d) denota el espectro esencial de d. Pero 0 € o.(d) = ge(e) y e > ¢, lo que contradice el hecho
de que ¢ > I & I es un operador inversible.

3.2. Refinamientos de resoluciones espectrales en factores II;

En esta seccién, el par (M, 7) denota a un factor II; y las REDAs estdan M. Dada una REDA
{Ex}agla,p de p € P(M), con 0 < o < 3, decimos que estd uniformemente distribuida si

- 77(1))(? - Noe [, G]. (3.12)

T(Ey) = 3
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Lema 3.2.1. Sea p € P(M) una proyeccién en M y sea 0 < o < € R. Entonces, existe una
REDA de p en M {E)})¢[a,5) uniformemente distribuida. Més atin, si A C M es una masay p € A
entonces podemos elegir {E)} en A.

Demostracién. Sea p € P(M). Notemos que si construimos una REDA {E)}cp¢ para algin
s > 0y tal que
T(p)(s —A)

T(Ey) = .

, A€E0,5] (3.13)

luego podemos reparametrizar esta resoluciéon y obtener una REDA con las propiedades deseadas.
Fijemos s = 7(p) y consideremos una descomposicién p = pi + p} con 7(p}) = s/2 parai = 1, 2.
Definimos inductivamente una sucesion {piC 12217 k € N de la siguiente forma :

i s =0y T =) = s/2M 1<i<k+ 1

Para cada k € Ny 1 <i < 2¥ sea ¥ = 5i/2" y consideremos la medida espectral F}, en [0, s] dada

por
ok

Fe(A) = xa(B)) pf +xa(0)(1 —p)
=1

para conjuntos de Borel A C [0, s]. Notemos que Fj(A) > Fiy1(A) de forma que existe

F(A) = lim Fi(A) = /\ Fr(D), (3.14)
keN

donde la convergencia es en la topologfa fuerte de operadores. Afirmamos que F : B([0, s]) — P(M)
es una medida espectral con soporte [0, s]. Basta mostrar la o-aditividad de F pues el resto de las
propiedades de F' son evidentes; de hecho, si {A;}ieny C [0, s] es una sucesién de conjuntos de Borel
dos a dos disjuntos entonces, como F(A;) < Fy,(A;) paracadak, i € N, > 72, F(A;) < >, Fr(Ay)
para cada k € Ny F(A;)F(A;) =0 para ¢ # j. Entonces, tenemos

i=1 i=1 i=1 i=1

Por otra parte,

O F(A)) = ) r(F(A) = Jim 7(Fi(Aq))
=1 =1 =1
= klilgoZT(Fk(Az’)) =r(F(JA)),
=1 =1

donde el cambio del orden de los simbolos de limite y sumacién es valido por el teorema de la
convergencia dominada de Lebesgue en 1 (N). Entonces F (|32, A;) = 322, F(A;); més atn, de la
férmula (3.14) vemos que
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Si {Ex}xefo,s] estd dada por E\ = F((A, s]) entonces es una REDA que satisface la ecuacién (3.13).
Supongamos que A C M es una masa y p € A. Entonces A es un algebra abeliana de von
Neumann sin atomos. Asi, para cada 0 < o < 7(p) hay una proyeccién p > q € A tal que 7(q) = a,
pues de otra forma p tendria una sub-proyeccién que es minimal en A, contradiciendo nuestra
hipétesis sobre A. Luego, en este caso es posible construir la REDA uniformemente distribuida en
A.
O
Aunque técnico, el Lema 3.2.1 tiene algunas consecuencias interesantes. El siguiente corolario
generaliza la proposicién 5.2 en [11]. Nuestra prueba, basada en el Lema 3.2.1, es mds sencilla.

Corolario 3.2.2. Sea A C M una subdlgebra de von Neumann abeliana sin proyecciones mini-
males. Si p es una medida de probabilidad de soporte compacto en la recta real, entonces existe
b € A tal que 7(P%(s,00)) = pu((s,00)) para cada s € R.

Demostraciéon. Como 1 € A entonces por el Lema 3.2.1 existe una REDA en A uniformemente
distribuida de 1 € A, {Ex}xcpo,1), tal que

T(Ex)=1— X, paracada \€[0,1]. (3.15)

Sea a = f[O,l] A dE, € A*. Si F(s) = u((s,00)) entonces, F' : R — [0,1] es una funcién continua
a derecha y decreciente. Para = € [0,1], sea Fj(x) = min{s : F(s) < x} que estd bien definida.
Entonces F; : [0,1] — R es una funcién decreciente (y luego uniformemente acotada y medible) tal
que, para cada s € sop (1) tenemos

{z: s<Fi(x)} ={x: F(s) >z} (3.16)
Sea b = Fi(a) € Ay notemos que si s € sop (1) entonces

Pb(s,00) = P'({z: s < Fi(z)}) = (3.17)
= P'{x: F(s)>z})=P*({x: F(s) >z}),

que se deduce de las ecuaciones (3.15) y (3.16). El hecho de que 7(P’(s,00)) = u((s, 00)) para cada
s € sop (u) (y entonces para cada s € R) ahora se deduce de las ecuaciones (3.15) y (3.17) y del
hecho de que P*((\,00)) = E) para cada A € [0, 1].

O

Sea I = [a, ] vy sea {Ej\}aer una REDA de una proyeccién p € P(M). Recordemos que
Ao € (o, 3] es un atomo de {E)}, si la resolucién no es continua a la izquierda en Ag i.e, si
)\h/ri\l_ E\ = E\, +p(Xo), p(Xo) #0. (3.18)
%0
En este caso p(A\g) es la proyeccion salto de { Ex} en A\g. Si p # 1 entonces « es considerado un dtomo
y definimos la proyeccién salto en este caso como p(«) = 1— E,, . El conjunto de dtomos de { E\ }aer
es denotado por At({E\}); este conjunto es vacio si y solo si la resolucién es continua. Notemos que
el conjunto de dtomos At({E)}) es numerable. De hecho, si A\g, A1 € At({E\}) entonces es sencillo
ver que p(Ao) p(A1) = 0 i.e, p(Ao) ¥ p(A1) son proyecciones ortogonales. Luego

JUED == > M) =7 > »pM|<1 (3.19)

AEAL({Ex}) A€At({Ex})
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y esto implica que At({FE)}) es numerable. Al nimero real J({E)}) lo llamamos el salto total de
la resolucion.

Lema 3.2.3. Sean {F)}xcr, {E)\}rer € M REDAs, donde (M, 7) is un factor II;. Si existe una
funcién continua a derecha f tal que ({E}}, f) refina a {E)} entonces J({Ex}) > J({EL}).

Demostracién. Sea Ao € At({E}}) y consideremos pig = min{p € I : f(u) > Ao} que estd bien
definido pues f es creciente y continua a derecha. Entonces, por definicién de ug f(uo) > Aoy
f(p) < Ao sip < po. Asi tenemos

lim Ej, — By = lim B}, — Ej,, > lim E\ - B} #0,
g g A=

ya que A\g es un dtomo de {E}}. Luego o € I es un atomo de la resolucién {E\} y tenemos

lim 7(Ey,) = lim T(E}(#)) > 7(E),) > T(E}(MO)) =T1(Ey) (3.20)
H— g H—Hq

pues f(u) — A < Ao cuando g — py v po €At({Ex}). Consideramos la siguiente relacién en
At({E\}): si A1, A2 € At({E}}) entonces A\; = Ay si y solo si existe p1g € At({Ey}) tal que

T(E),), T(E),) €

T(Epp), Mm T(Eu)> :
K=k

La primera parte de la prueba muestra que esta relacién es reflexiva. Por otra parte, es claramente

simétrica. Si p1 < po entonces Hmu%ug T(Ey) <7(Eu)y

[T(EM)? M]i’rﬂQ T(E,u)) N [T(Em)v ,ulirﬁl T(E#)) =0.

Asi, si A\; &~ Ay entonces existe un unico pg € At({E\}) tal que vale la ecuacién anterior, y
en particular &~ es una relacion de equivalencia. Entonces, para cada clase de equivalencia @),
existe un tnico dtomo pug €At({Ey}) tal que A € (Hmﬂ_’ﬂc_g f(n), f(pg)] para todo A € Q. Sea

Q € Il = At({E})/ = una clase de equivalencia y notemos que, si A\; <,..., A\, € Q entonces

S 0) = S(lim (B~ () < lim (B~ r(4,)
i=1 i=1 A7 A=A
< lim 7(Ef,) - 7(Ef,) = T(p(kq))
n—ng

donde p’(A\) es la proyeccién salto de la resolucién {E}} en X y p(ug) es la proyeccién salto
de la resoluciéon {Ey} en pg. Tomando limite sobre n si fuera necesario, entonces tenemos que

> e T (V) £ 7(p(pgq)). Concluimos que

JUED =) > m'(\) < Y 7(0(pq) < THEN})

QelIl XeQ Qell

ya que se trata de series de términos positivos.
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Lema 3.2.4. Sea {E)}xc[a,5) € M una REDA de p € P(M), donde (M, 7) es un factor I1y, y sea
Ao € At({E\}). Entonces, existe un refinamiento fuerte ({E'} ¢y, f) de {E\}, donde I' = [, 5 +
7(p(Xo))] tal que J({E4}) = T({E}}) — 7(p(Mo)) y para cada A € T tenemos f(A) — A < 7(p(No))-
Més atn, si A C M es una masa y {E)} es una REDA en A entonces podemos elegir {E}} en A.

Demostracién. Por simplicidad, asumimos que I = [0, 5] (v = 0). El caso general se deduce de este
por reparametrizacién. Sea A\g € At({Eyx}), po = p(Ao) la proyeccién de salto en A\g y a9 = 7(po).
Usando el Lema 3.2.1 existe una REDA uniformemente distribuida de po, {Ux}e[o, ao)- Sea

B si 0< A<\
E;\: Ey, +Ux—yy si Mo A< Ao+
E)\—ag si Ag+ag < A<ag+ 3.

Es inmediato verificar que {F) } e es una REDA de p, donde I' = [0, 3 + ag]. En el caso en que
{E\} C A para una masa A C M entonces p(A\g) € Ay podemos elegir la resolucién {Uy} también
en A. La funcién creciente y continua a derecha f : I — I’ dada por

A si 0< A< g

f()\):{/\+a0 si /\0§/\§,8+040 (3'21)

es tal que E, = E}(/\), para A € [0, f]. Més atn

At({Ex}) = fF(AS({EAD) \ {Xo})

y p(A) = p'(f(N\)) para cada A € At({Ex}) \ {\o}, donde p’(X) es proyeccién de salto de {E}} en
A € At({E}}). Luego

J{E\}) = S TefN) = TUEAD) = m(po)-

AAL({ExD\{ o}

El resto de las propiedades de f se deducen de la ecuacion (3.21).
O
Introducimos la siguiente notacién para enunciar el Teorema 3.2.6. Si {ay }ren € ['(RT) es una
sucesién de nimeros positivos, decimos que la sucesién ({Ef}er, Jken € M de REDAs de p es
{ak }ken-compatible si valen las siguientes condiciones:

1. 30< a< B eRtal que I = [a,ﬂ—kz;“:lai] para cada k € N.
2. ({Ef“}, fx) es un refinamiento fuerte de { E}} para cada k € N.
3. fu(A) = A < oy, para cada X € I, y cada k € N.
El siguiente lema elemental sera utilizado en la prueba del Teorema 3.2.6.

Lema 3.2.5. Sea (ani)nk € Rtal que 0 < app <1y ani < ay pr, siempre que n <n' y k <k
Entonces

lim lim a,, = lim lim a, k(= m ap,).
n—oo k—o0 k—o00 n—00 n— oo
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Teorema 3.2.6. Sea (M,7) un factor I} y sea {ax}ren € ['(RT). Si ({E’)f})\efk)keN C M es
{ag tren-compatible entonces existe una REDA {E\}xc; de p en M tal que ({Ez}, hi) es un
refinamiento fuerte de {E}}, para cada k € N. Més atin, si A C M es una masa y cada miembro
de la sucesién es una REDA en A entonces podemos elegir {E)} en A.

Demostracién. Por simplicidad asumimos que o = 0. El caso general se deduce de este por
reparametrizacion. Sea I = [0, 6+ Y .2, «;] y notemos que, ya que fi(\) > X para A € I,

E} = B}

1 k+1
L) S BT

Luego, para cada A € I la sucesion {E’j }ken es creciente, donde fijamos Ef = 0si A ¢ Ij. Definimos

Ey=\/ E} = Jim Ef ¢ PM), el (3.22)
keN

donde el limite es en la topologia fuerte de operadores. Notemos que en el caso en que El)f € A para
una masa A C M entonces E) € A pues A es cerrada en la topologia fuerte de operadores. Para
ver que {E)}rer es una REDA de p notemos que Ey, > E) si A\g < A. Asi, Elh’m)ﬁ)\g E\ < E), en
la topologia fuerte de operadores. Si {\,} C I es una sucesién decreciente tal que lim,, oo Ay = Ag
entonces

7(lim E,,) = lim 7(E),) = lim lim 7(E})

n—oo n—oo n—o0 k—o00

= lim lim 7(B5 ) =7(\/ E},) = 7(E),)

k—)oo n—oo
keN

donde el cambio del orden de los limites iterados es valido por el Lema 3.2.5. Luego {E\} s es
una REDA de p.

Fijamos k € N y consideramos la sucesién {u, : Iy — Ipin}nen de funciones crecientes y
continuas a derecha, dadas inductivamente por u; = fi ¥ 4p = fitn—10un—1 para n > 2. Entonces,
por induccidn, es inmediato verificar que, para cada n > 1 se tiene

k _ pk+
L. BY =B

2. Up41 = Unp, Hun—i—l - UnHoo < aps1,
3o Up(A) —up(p) > A—psi\, p€lyy > p.

Sea hy, : I, — I el limite uniforme de la sucesion creciente {u,}. Entonces hy es creciente, continua
a derecha, hy(A) > A (w1 = fi) vy h(A) — hi(p) > A — pusi A, p € Iy,
Sea Ao € I} y notemos que E’jg = EMn )2 B )» bues Un () < hg(A). Luego

un(Xo b (Mo
EY, > lim Epfi =By, (). (3.23)

Para ver que vale la igualdad en la férmula (3.23) consideramos

Ap i=min{A € I : up(A) > hi(Xo)}-
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Entonces A, > \11 > Ao, pues {u,} es una sucesioén creciente y A, — )\3 . De hecho, si A > Mg y
A — Ao = € entonces hi(\) > hi(Ao) + € v existe n € N tal que u,(A) > hi(Ao), que implica que
Ao < A < A, Finalmente, tenemos

k k
Ehk()\o) > Eun(/\n) > E’LL:_(T;\n) = E>\n7 Vn € N

que implica que Ej, (r,) > limy o0 BY = EY .

O
Demostracion del Teorema 3.1.2. Por simplicidad, asumimos que I = [0,]. El caso general se
deduce de este por reparametrizacion. Sea {\, }nen una enumeracién del conjunto At({E\}), donde
N C N es un segmento inicial y sea o, = 7(p(\y)) > 0. Entonces, por la ecuacién (3.19), tenemos
que >, oy an < 1. Sea I = I, {E\} = {E\} y sea ({E}}acr, f1) un refinamiento fuerte obtenido
como en el Lema 3.2.4, a partir de {E)l\},\eh y del dtomo A;. Recordemos que en este caso Iy =
[0,8 4 7(p1)] y definamos f1 = g2 : [1 — Io.

Procedemos de forma inductiva, como sigue: supongamos que para 1 < t < k — 1 tenemos
una REDA {Ej}} ¢y, de p, donde I; = (0,3 + ZJ 1¢4] y para 1 < i < k — 2 funciones crecientes
y continua a derecha f; : I; — I;+1 tales que ({E5"'}, f;) refina fuertemente a {E%} y tales que
filA) = XA < @; para A € I;. Supongamos ademds que para 2 < [ < k— 1 existen funciones crecientes
y continuas a derecha g; : I — I tales que E) = Egll(k) para A € I y tales que

At({ELY) = (At {EAD) \ s A )

JHELY) = T{EA}) Z%

Consideramos la construccién del Lema 3.2.4 aplicada a la REDA {Ekil} Ael,_, Y el atomo gi—1(Ag—1).
Luego, obtenemos { E{} ¢y, una REDA de p, donde Ij, = [0, 8 + Z ~1 aj], y una funcién creciente

y continua a derecha fy_q : Iy_1 — Ix tal que ({EX}, fx—1) es un refinamiento fuerte de {E¥'};
en este caso tenemos fr_1(A) — A < ag_1. Luego,

k—1 _ rk _ k-1 _ 1k
EA - Efk—lo\) = By = Egk_1(>\) - Efk—l(gk—l()\)) (3'24)

para A € I. Si definimos g = fr_1 0 gr_1 : I — I entonces gi es una funcién creciente y continua
a derecha tal que E) = E!];k(A) por la ecuacién (3.24). Entonces tenemos

At({EFY) = feot(At{EY D)\ {grm1 () }) = g (At {EAD \ {1, -+ e ).
Mss atin, J({EF}) = TUEY'Y) — a1 = TEEN) — 20 aa

De esta forma obtenemos una sucesién de resoluciones { E¥} ¢y, donde Iy = [0, 3+ S i1 oz]]
funciones crecientes y continuas a derecha { fx : I — I;11} para k € N en las hip6tesis del Teorema
3.2.6. Asi, existen una REDA de p {E)} cr y una sucesién de funciones crecientes y continuas a
derecha hy : I, — I’ tales que, para cada k € N tenemos Ef = E’ he(n) Para cada A\ € I. Por

el Lema 3.2.3 entonces J({E\}) < J({E}}) para cada k € N y luego J({E} }) =0 ie, {E } es
continua. Por otra parte, si tomamos f = hy : I1(= I) — I’ entonces E) = E} = E,’1 o = f()\)

para cada A € I. Entonces, ({E}}, f) es un refinamiento fuerte y continuo de {F)}.
O



Capitulo 4

Desigualdades de tipo Jensen

Para una descripcion conceptual de los resultados incluidos dentro de este capitulo, asi como la
relacién entre éstos y otros resultados ver la seccién “Contexto general del trabajo”del Capitulo 1.

Organizacion del capitulo En la secciéon 4.1 probamos desigualdades de tipo Jensen con
respecto al preorden espectral, para la clase de funciones convexas mondétonas. En el caso espe-
cial de los factores de tipo II;, obtenemos reformulaciones de estas desigualdades a partir de las
caracterizaciones del preorden espectral obtenidas en el capitulo anterior.

En la seccién 4.2 obtenemos desigualdades de tipo Jensen con respecto a esperanzas condi-
cionales para funciones convexas arbitrarias en varias variables. En el caso particular de los factores
II; obtenemos desigualdades de con respecto a la submayorizacion para funciones convexas arbi-
trarias en varias variables. Al final de esta seccidon obtenemos algunos resultados necesarios para el
estudio de teoremas de tipo Schur-Horn que realizamos en el capitulo siguiente.

En la seccién 4.3 traducimos los resultados obtenidos en el caso del dlgebra de matrices M, (C).

Notaciones Sea H un espacio de Hilbert y sea L(H) el dlgebra de todos los operadores acotado
en H. En esta seccién, el par (M, 7) denota un factor finito con traza f.n.s. tal que 7(I) = 1. Las
letras A, B denotan C*-algebras unitales. A, denota el espacio real de los operadores autoadjuntos
y AT el cono de operadores positivos de A. P(M) C M,, denota el reticulado de proyecciones
ortogonales en M dotado de la topologia fuerte de operadores. Ademds, si p, ¢ € P(M) entonces
pAqy pV q denotan las proyecciones sobre la interseccién y la clausura del subespacio generado
por los rangos de estas proyecciones respectivamente. Si a € M entonces R(a) denota su rango y
PW € P(M) denota la proyeccién ortogonal sobre la clausura de su rango y ker(a) denota su
nucleo. Denotamos por U, el grupo de operadores unitarios de M.

4.1. Funciones monotonas convexas-preorden espectral

Recordemos que una funcién real f definida en un segmento (a,b), donde —oco < a < b < 0, es
convexa si la desigualdad

FAz+ 1 =Ny) <Af(x) + 1 =) f(y), (4.1)

vale siempre que a <z < b, a <y < by 0 <\ <1. Una funcién g es concava si —g es convexa.

73
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Es inmediato verificar que la ecuacion (4.1) es equivalente a la condicién

Ft)~ £(s) _ flw) — £() (42)

t—s - u—t

siempre que a < s <t < u <b.

Teorema 4.1.1. Sea A una C*-algebra , ¢ : A — C un estado y f una funcién convexa definida
en algin intervalo («, #) (—oo < a < # < o). Entonces tenemos

flp(a)) < o(f(a))),

para cada a € Ay, cuyo espectro estd contenido en («, [3).

Demostracién. Seat = ¢(a) y notemos que entonces o < t < (3. Si y es el supremo de los cocientes
de la izquierda de la desigualdad (4.2), donde oo < s < t, entonces v no es mayor que ninguno de
los cocientes de la derecha de la misma desigualdad, para p € (¢, 3). Entonces

flo) > f(t) +~(0 —1) (a <o <p).

Luego
fla) — f(t) +~v(a—t) >0.

Si aplicamos ¢ a ambos miembros de esta desigualdad, y considerando que ¢ es un estado,
obtenemos la desigualdad requerida. O

En esta seccién consideramos funciones mondétonas convexas y concavas. El siguiente resultado
de Brown y Kosaki ([19]) indica que el orden apropiado para establecer una desigualdad del tipo
Jensen para esta clase de funciones es el preorden espectral. Para la definiciéon y propiedades
elementales de este orden ver la seccién 2.4.4, Definicién 2.4.15 y Teorema 2.4.16).

Sea A una algebra de von Neumann semifinita y sea v € A una contraccién; entonces, para
cada operador positivo a € A y cada funcién convexa, continua y monétona f definida en [0, +00)
y tal que f(0) = 0, Brown y Kosaki probaron que

v f(a)v 3 f(v*av).

El siguiente teorema es una generalizacion del resultado anterior, en términos de transformaciones
positivas y unitales, y funciones convexas mondtonas.

Teorema 4.1.2. Sea A una C*-dlgebra unital, B un algebra de von Neumann y ¢ : A — B una
transformacion positiva y unital. Entonces, para cada funcién convexa y monoétona f, definida en
algin intervalo I, y para cada operador autoadjunto a € A cuyo espectro esta contenido en I se
tiene

f((a)) 2 ¢(f(a)) (4.3)

Demostracién. De acuerdo con la definicion, dado o € R debemos probar que existe una proyec-
cién g € A tal que

PIO@) (o, +00) = PYI{f > a} ~ q < PPV (a, +00).
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Afirmamos que P {f > a} A P?/(9)(—o00, a] = 0. De hecho, tomamos

7€ R(PUf>a}), 7 =1.
Como f es monétona tenemos que o < f({(¢(a)7, 7)), y usando el Teorema 4.1.1 obtenemos

a <(o(f(a))7, 7).
Por otro lado, para cada E €ER (P¢(f(a))(—007 06])7 HEH =1

a > ($(f(a)E, €).

Teniendo esto en consideracién y usando la férmula de Kaplansky deducimos que
PI@@) (o, 100) = PI@@) (q, 100) — (Pf(¢(“))(a,+oo) A pfb(f(a))(_oo’a])
~ ( PIO@) (o, +00) v PAU@) (Zoo, a]> ~ pPU@)(_oo,

Observaciones 4.1.3.

1. Notemos que del teorema anterior no podemos inferir un resultado similar para funciones
céncavas y mondtonas pues no es cierto que a 3b = —b 3 —a. Sin embargo, usando un argu-
mento similar se puede deducir la correspondiente desigualdad de Jensen para tales funciones.

2. 8510 €y f(0) <0 el mismo resultado vale para transformaciones positivas y contractivas.
La prueba sigue las mismas lineas, pero debemos usar el Corolario 4.2.5, que probamos en la
seccién que sigue, en lugar del Teorema 4.1.1. O

El siguiente resultado es una reformulacion del Teorema 4.1.2 utilizando los Teoremas 3.1.15 y
3.1.8 en cada caso correspondiente.

Corolario 4.1.4. Sea A una C*-algebra unital y ¢ : A — M una transformacion positiva y unital
en un factor semifinito (M, 7). Entonces, para cada funcién convexa y monétona f definida en
[0, +00) se tiene:

1. Si M = L(H) con H un espacio de Hilbert separable, f tal que f(0) = 0, y para cada operador
positivo a de A tal que ¢(a) y ¢(f(a)) son compactos, entonces existe una isometria parcial

u € L(H) con espacio inicial R(f(¢(a))) tal que:
wfe@) <o(f@) v (uf(@@)u) 6(f(@) = o(f(@)) (uf($la))u’).

2. Si (M, 1) es un factor II; entones existen sucesiones (un)neN, (Un)neny € M de operadores
unitarios tales que

f(¢(a)) < lm u,(f(a))un

n—oo

lim v} f(p(a))v, < o(f(a)).

n—oo
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4.2. Funciones convexas arbitrarias-submayorizacion

En esta seccién obtenemos desigualdades de tipo Jensen para funciones convexas de varias
variables. Resultados relacionados con los que aparecen en esta seccién pueden hallarse en [37] y
[59].

El siguiente ejemplo de J. S. Aujla y F. C. Silva muestra que la conclusion del Teorema 4.1.2
puede no valer si la funciéon f no es mondétona.

Ejemplo 4.2.1. Consideramos la transformacion positiva ¢ : M4 — My dada por

é << Al A )) _ A1 + A
Az Ago 2

Tomamos f(t) = |t| y sea A la matriz

entonces
sran=(Va Vs ) y roan = (Y200
Calculos sencillos muestran que
rank(P?)(0,5, 400)) = 1 < 2 = rank(P7¢4) (0,5, +00)).
O
Sin embargo, se tiene una desigualdad de tipo Jensen con respecto al orden usual para cada fun-
cién convexa, si la transformacion ¢ toma valores en un algebra conmutativa B. Mas generalmente,

basta asumir que los operadores ¢(f(a)) y f(¢(a)) de B conmutan. Més atn, nuestros métodos
permiten deducir los siguientes resultados para funciones de varias variables.

Definicion 4.2.2. Sea U un subconjunto convexo de R". Una funcién f : U — R es convexa si
para todo z, y € U y para todo 0 < A < 1 se verifica que

fOz+ (1 =N)y) <Af(z)+ (1= N)f(y).

La siguiente proposicion enuncia un hecho elemental bien conocido acerca de las funciones
convexas. Omitiremos su demostracién.

Proposicion 4.2.3. Sea f una funcién convexa definida en un conjunto abierto y convexo U C R™
y sea K C U compacto. Entonces, existe una familia numerable de funciones lineales {f;};>1 tal
que para cada x € K se verifica

f(x) = sup fi(x).

i>1
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Teorema 4.2.4. Sean Ay B C*-algebras unitales, ¢ : A — B una transformacién positiva y unital,

y [ : U — R una funcién convexa. Sea (ai,...,a,) C As, una familia abeliana [["_; o(a;) CU y
tal que (¢(aq),...,¢(an), ¢(f(a1,...,a,))) C Bsy resulta también una familia abeliana. Entonces
tenemos

f(@lar), ..., d(an)) < &(f(ar, ..., an)). (4.4)

Més atn, si 0 = (0,...,0) € U y f(0) < 0 entonces la ecuacién (4.4) vale si ¢ es positiva y
contractiva.

Demostracion. Sea B la C*-subalgebra abeliana de B generada por ¢(ay), . .., ¢(an) y ¢(f(a1, ..., an))).
Por otra parte, sea {f;}i>1 la sucesién de funciones lineales dadas por la Proposicién 4.2.3, tal que
para cada (x1,...,2,) € [[i-; o(a;)

flx1, ..., xpn) =sup fi(z1,...,2,).
i>1

Como f > f; (i > 1) tenemos que f(ay,...,a,) > fi(ai,...,a,) y entonces obtenemos

d)(f(alv s 7an)) > ¢(fi(a17 s 7an)) = fi(¢(a1)7 SRR d)(an)) ) (4'5)

donde la dltima igualdad vale pues f; es lineal. Como fi(¢(a1),...,d(as)) pertenecen a la C*-
dlgebra abeliana B para cada i > 1,y ¢(f(a1,...,an)) también pertenece a la C*-dlgebra abeliana
B tenemos que

o(f(ar, ... an)) 2 méx [fi(d(a1),..., ¢(an))] = méx [fi] (¢(ar), ..., d(an)).

T 1<i<n 1<i<n

Pero como méx [f;] — f uniformemente en conjuntos compactos por el teorema de Dini, entonces
1<i<n

o(f(ar, ..., an)) = f(d(a1), ..., p(an)).

Si ¢ es contractivay f(0,...,0) <0, las funciones f; satisfacen f;(0) < 0 y podemos reemplazar
(4.5) por:
¢(f(a)) = ¢(fi(a)) = fi(¢(a)).

Repitiendo el mismo argumento llegamos a la desigualdad requerida.
O

Corolario 4.2.5. Sean A, B C*-algebras y supongamos que B es conmutativa. Sea f : U — R
una funcién convexa definida en algtiin conjunto abierto convexo U y ¢ : A — B positiva y unital.
Entonces

f(¢(a1)7"‘7¢(an)) < (b(f(al""?an))v (46)
para cada familia abeliana (a1, ..., a,) C Ay, tal que []7; 0(a;) C U. Més auin, si (0,...,0) € U
y f(0,...,0) <0 entonces la ecuacién (4.6) vale para ¢ contractiva.

Sean C C B C*-élgebras. Recordemos que una esperanza condicional (ver seccién 2.3.5 de los
Preliminares, Definicién 2.3.27) £ : B — C es una proyeccién C-lineal positiva de B sobre C de norma
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1. Por ejemplo, los estados son esperanzas condicionales. El centralizador de £ es la C*-subélgebra
de B definida por:
BE = {be B: &(ba) = E(ab), Va € B}

Notemos que, para cada b € BE, £(b) € Z(C); donde Z(C) = {c € C: cb=bc, ¥b € C} es el centro
de C.

En [36] Hansen y Pedersen consideraron el espacio vectorial Cp(X,.A) de todas las funciones
continuas y uniformemente acotadas de un espacio localmente compacto y Hausdorff X, dotado de
una medida de Borel p, a valores en un C*-algebra unital A. Es bien conocido el hecho de que
este espacio es una C*-algebra con la suma puntual, multiplicacién puntual, involucién puntual y
la norma

I9lloe = sup (=)l
X

Si la funcién x — ||g(z)|| es integrable, la funcién g se dice p-integrable y podemos considerar

la integral de Bochner
[ s@)duta).
X

Una funcién d € Cp(X, A) es llamada densidad siempre que d*d sea integrable y que se verifique

/ d*(z)d(x) du(x) = I.
X

A cada densidad d le estd asociada una transformacién positiva y unital, ¢ : Cy(X,A) — A,
definida por

og) = /X 0(2) g(z) () dp(z).

En este contexto, dado un estado ¢ de A y una funcién convexa f definida en un intervalo
abierto I, Hansen y Pedersen probaron ([36]) la siguiente desigualdad de tipo Jensen

o (1 ([emsawanw)) <o ([ ¢@ @) ) (47)

para cada g € Cy(X, A)sq tal que h = [y d*(z) g(x) d(z) du(z) € A¥ y el espectro de g(z) esta con-
tenido en [ para cada z € X.

El Teorema 4.2.7 es una mejora del resultado anterior (4.7), que nos permite conectar los
resultados de Hansen y Pedersen con la mayorizacién en factores finitos. Pero primero desarrollamos
el siguiente

Lema 4.2.6. Sea B una C*-dlgebra, ¢ un estado definido en B, y (b1,...,b,) C B? una familia
abeliana. Entonces, existe una medida de Borel p definida en K := o(by,...,by,) y una transforma-
cién positiva y unital U : B — L(K, u) tal que:

i. U(f(b1,...,by)) = f para cada f € C(K).

ii. p(z) = /K U(z)(t) du(t) para cada = € B.
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Demostracién. Notemos que para cada funcién continua g definida en o(by,...,b,) la asociacién

g cp(g(b1, . ‘7bn))7

determina un funcional lineal acotado en C(o(by,...,b,)). Entonces, por el teorema de repre-
sentacién de Riesz, existe una medida de Borel p definida en los subconjuntos de Borel de o (b1, . . ., by,),
tal que para cada funcién continua g en o(by,...,b,),

©(g(b,...,bn)) = / g(t) du(t).

Dado = € BT, definimos el siguiente funcional en C'(o (b1, ...,by))

¢z(9) = p(zg(b, ..., bn)).

Sea C*(by,...,b,) C B? la C*-algebra abeliana generada por b1, ... ,b,. Como para cada operador
positivo y € C*(by,...,b,) se tiene p(zy) = oy 2xy'/?) < ||z||¢(y), ¢e no solo es positivo y
acotado sino que estd dominado por ¢. Entonces existe un funcién h, de L (o(by,...,by), u) tal
que, para cada g € C(o(by,...,by)),

o(zg(br, ... b)) = / o 0 Ra0) e

La asociacion x — h, extendida por linearizacién, define una transformacién lineal, positiva y
unital ¥ : B — L>®(o(by,...,by), 1) que satisface la condicién (i), pues

o(bi,...,bn)
Para probar (ii), notemos que

o) =@ 10n b= [ Te@@ e = [ e du,

O]

Teorema 4.2.7. Sean A, B C*-algebras unitales y ¢ : A — B una transformacion positiva y
unital. Supongamos que existe una esperanza condicional £ : B — C, de B sobre la C*-subdlgebra
C. Entonces para cada funcién convexa f : U — R definida en algin conjunto abierto y convexo
U C R” se verifica que

E(glf(@(ar), .., plan))]) < E(glo(f(ar, - -, an))]). (4.8)

donde (ay,...,a,) C As, es una familia abeliana tal que [[I_, o(a;) C U, ¢(a1),...,d(a,) € BE
también forman una familia abeliana, y g : I — R es una funcién convexa y creciente definida en
algin intervalo abierto, con Im(f) C I.

Demostracién. Supongamos que £ es un estado. Definimos b; = ¢(a;) para 1 < i < n y como
b; € BY, por el lema anterior existe una medida de Borel p definida en los subconjuntos borelianos
de o(by,...,b,) y una transformacién positiva y unital ¥ : B — L (o (b1,...,b,), u) tal que:
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U(f(b1,...,b,)) = f para cada f € C(c(b1,...,by)).
ii. p(z) = /(b , )\I'(Q:)(t) du(t) para cada z € B.

Consideramos la transformaciéon ® : C(o(ay,...,a,)) — L®(o(b1,...,by), 1) definida por ®(h) =
U(¢(h(ay,...,an))). Entonces, ® es positiva y unital. Mas atn,

P((hlar, ..., an)) = / o R, a0 dur) = / (h)(t) d(t).

a(b1,..,bn)

Sea g una funcién convexa creciente. Entonces, usando el Teorema 4.2.4,

e(glf(dar, .- an))]) = (g0 f(br;. .. b)) = /(b 9 f(t) dp(t)

/ , (@(m1), ... ®(ma))] du(t)
< / o IR0 du)
/ , (O(f(ars - . an))(0)] dult)

</ . b)‘If(g[qﬁ(f(al,---,an))])(t) ault) = o(gld(flar, .. an)))).

El caso general se deduce del anterior, componiendo la esperanza condicional con los estados de la
C*-algebra C. O

A través del Teorema 4.2.7, podemos obtener una desigualdad de tipo Jensen para funciones con-
vexas arbitrarias con respecto a la submayorizacién en factores finitos. La submayorizacién ha sido
descrita en la seccién 2.4.4 de los Preliminares; vamos a considerar el Teorema 2.4.19 que caracteriza
esta nocion.

Teorema 4.2.8. Sea A una C*-dlgebra unital, (M, 7) un factor finito y ¢ : A — M una trans-
formacién positiva y unital. Entonces para cada funciéon convexa f : U — R definida en algin
conjunto abierto y convexo U C R se verifica que

f(P(ar),....d(an)) <w &(f(ar,...,an)). (4.9)
donde (a1, ...,an) € Asq es una familia abeliana tal que [}, 0(a;)) C U y ¢(a1),...,d(an) € M

también forman una familia abeliana.

Demostracién. Por el Teorema 4.2.7, considerando como esperanza (al centro del factor) el estado
tracial del factor finito M se tiene que

Tlg(f(¢(ar), ..., dlan)))] < Tlg(o(f(ar, .. ., an)))]

para cada funcién convexa y creciente g. Pero entonces el teorema es una consecuencia del Teorema
2.4.19 y la desigualdad anterior.
O
El siguiente corolario, que es una consecuencia inmediata de los Teoremas 3.1.8 y 4.2.8 es en
realidad equivalente al Teorema 4.2.8.
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Corolario 4.2.9. Con las notaciones del teorema anterior, existe un operador ¢ € My, tal que

f(¢(ar), .., dlan)) < e < ¢(f(ar,.. ., an)). (4.10)
Miés atin, podemos asumir que f(¢(a1),...,¢(a,))) y ¢ conmutan.

Los siguientes resultados correspondientes al caso de una variable seran necesarios para nuestro
estudio de un teorema de tipo Schur-Horn en factores I1;.

Corolario 4.2.10. Sea A C M una masa del factor II; (M, 1) y sea E 4 la esperanza condicional
que preserva la traza sobre A. Entonces, si b € M es un operador autoadjunto tenemos que

EA(b) < b.

Demostracion. Por el Teorema 4.2.8 se tiene que para cualquier funciéon convexa f : I — R tal que
o(b) C I vale que

F(Ea(b)) <w EA(f(0)) = 7(f(Ea(b))) < 7(Ea(f(b)) = 7(f (D)),

donde hemos usado el hecho de que E 4 preserva trazas. Entonces el corolario es una consecuencia
de este hecho y del Teorema 2.4.20.
O

En [11] se puede hallar otra prueba del Corolario 4.2.10.

Corolario 4.2.11. Sea A C M una masa del factor II; (M, 7) y sea E 4 la esperanza condicional
que preserva la traza sobre A. Entonces, si b € M es un operador autoadjunto tenemos

IEA@)]1 < (|61

Demostracion. Notemos que por el Corolario 4.2.10 tenemos que E4(b) < b. Si consideramos la
funcién convexa f(x) = |z|, entonces por el Teorema 2.4.20 deducimos que

[EA®)lr = 7(f(Ea(b))) < T(EA(f(D))) = [|b]]1-

O]

Notemos que hemos probado que la esperanza condicional reduce la norma || - ||1 solo en el caso
de operadores autoadjuntos.

4.3. El caso finito dimensional

Tanto el preorden espectral como la mayorizacién tienen caracterizaciones bien conocidas en
el caso de dimensién finita. El objetivo de esta seccién es re-escribir las desigualdades de Jensen
previamente obtenidas en términos de estas caracterizaciones de los preérdenes anteriores. A lo
largo de esta secci6én identificamos el espacio L(C™) con el espacio de matrices complejas M, (C),
el espacio vectorial real Ly, (H) con el espacio vectorial real M,,(C);, de matrices autoadjuntas y el
cono positivo L(H)™ con el cono positivo de matrices M,,(C)*. Dada una matriz autoadjunta A,
(M(A),..., A\ (A)) denota los autovalores de A contados con multiplicidad y ordenados de forma
decreciente

Comencemos recordando las descripciones del preorden espectral y la (sub)mayorizacién en

M, (C)p,.
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Observacién 4.3.1. Sean A, B € M,,(C),.
1. Usando el Teorema 3.1.15 es sencillo ver que las siguientes condiciones son equivalentes
a) AZB.
b) Existe una matriz unitaria U tal que (UAU*)B = B(UAU*) y UAU* < B.
c) NMi(A) <X\ (B) (1<i<n).

2. Calculos simples muestran que dada una matriz autoadjunta C, las funciones pc(t) consid-
eradas en la definicién de la submayorizacién tienen la siguiente forma

M) sio<t<i

M (C) st Bl <t <t

n

Luego, se tiene que

A
[~
&
5
=
Il
l—‘
=

« a k
/ ,uA(t)dtg/ up(t)dt (VaeRY) = Y A (4
0 0 =1

El la siguiente proposicién, hacemos un breve resumen de las diferentes versiones de la desigual-
dad de Jensen obtenidas en las secciones anteriores usando las descripciones de la Observacién
4.3.1

Proposicién 4.3.2. Sea A una C*-dlgebra unital y ¢ : A — M, (C) una transformacién positiva
y unital. Supongamos que a € Ay, y que f : I — R es una funcién cuyo dominio es un intervalo
que contiene el espectro de a. Entonces

1. Si f es una funcién monétona convexa entonces, para cada i € {1,...,n}
Ai (f(#(a))) < Ai(o(f(a))) -

2. Si f es una funcién convexa

k
DN (f(@(@) <D X (6(f()) -
i=1

i=1

Més atin, si 0 € I 'y f(0) < 0 entonces las desigualdades de arriba siguen valiendo para transforma-
ciones contractivas (¢(I) < I).

Ejemplo 4.3.3. Dadas dos matrices n x n, A = (a;j) y B = (bi;), denotamos por Ao B = (a;;b;j)
su producto de Schur. Es un hecho conocido que la transformacion A — A o B es positiva para
cada matriz positiva B, y que si ademas I o B = [ entonces esta transformaciéon también es
unital. Entonces, las desigualdades de arriba se aplican al caso de ¢ : M,,(C) — M,,(C) dada por
¢(A) = Ao B donde B tiene las propiedades mencionadas antes. O



4.3. EL CASO FINITO DIMENSIONAL 83

Ejemplo 4.3.4. Consideremos la transformacién ¢ : M,,, — M,,(C) dada por
G(A) = WSAW,
i=1

donde Wy, ..., W, son matrices m x n tales que

S Wrwi=1.
i=1

Estas transformaciones son positivas y unitales como resultado de la condicién anterior. Como
antes, las conclusiones de la Proposicién 4.3.2 se aplican también a estas transformaciones. g

Ejemplo 4.3.5. Como una aplicacién final consideremos para cada a € (0, 1) la transformacién
positiva y unital ¢, : Mg, — M, (C) dada por

¢ ((é g)) =aA+(1—a)D.

Aplicando la Proposicién 4.3.2 a estas transformaciones y tomando matrices diagonales por bloques
obtenemos que para cada funcién monétona y convexa f

Ai (f(aA+ (1 —a)D)) < \i(af(A)+ (1 —a)f(D)) (i=1,...,n)
y para funciones convexas arbitrarias f

S X (flad+ (1 -a)D) < Y N(af(A) +(1-a)f(D))  (r=1,...,n)
=1 =1

donde A y D son matrices autoadjuntas cuyo espectro estd contendido en el dominio de f. Estas
desigualdades han sido probadas por J. S. Aujla y F. C. Silva en [12]. O
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Capitulo 5

Teoremas de tipo Schur-Horn

Para una descripcion conceptual de los resultados incluidos dentro de este capitulo, asi como la
relacién entre éstos y otros resultados ver la seccién “Contexto general del trabajo”del Capitulo 1.

Organizacién del capitulo En la seccién 5.1 desarrollamos una versién del teorema de Schur-
Horn para operadores autoadjuntos en L(H). Nuestra version estd basada en una reduccién al caso
obtenido por A. Neumann mediante el uso del teorema de Weyl-von Neumann. Ademads obtenemos
una version especial del teorema de Schur-Horn para el caso de los operadores de tipo traza.

En la seccion 5.2 obtenemos una versién del teorema de Schur-Horn dentro del contexto de los
factores de tipo IIj, similar a la conjeturada por Arveson y Kadison en [11]. A tal fin, en la seccién
5.2.1 consideramos algunas propiedades de las reordenadas de funciones en espacios de medida
incluidos en la recta real y algunos argumentos de aproximacioén, para el caso de medidas difusas
de soporte compacto en la recta real. En la seccién 5.2.2 usamos los resultados anteriores y algunas
construcciones de los factores de tipo 11y para probar un teorema de tipo Schur-Horn.

Notaciones. Sea H un espacio de Hilbert separable, L(H) el dlgebra de operadores lineales
acotados en H, Lo(H) el ideal de operadores compactos, GI(H) el grupo de operadores inversibles,
L(H)y, el espacio real de operadores hermitianos, L(H)* el cono de operadores semidefinidos pos-
itivos, U(H) el grupo de operadores unitarios, y GI(H)" el conjunto de operadores (definidos)
positivos inversibles. Denotamos por L!(H) el ideal de operadores traza en en L(H). Ademds no-
tamos L'(H), = LY(H) N L(H), y LY(H)* = LY(H) N L(H)™.

El espacio de Banach de las sucesiones complejas absolutamente sumables es £(N) y £1(N) (resp.
/H(N)*) es el subconjunto de sucesiones reales (resp. no negativas). Analogamente usamos las
notaciones £>°(N), £2°(N) y £>°(N)* para sucesiones acotadas.

Dado un operador A € L(H), R(A) denota al rango de A, ker A el ntcleo de A, o(A) el espectro
de A, A* el adjunto de A, p(A) el radio espectral de A, y ||A|| la norma espectral de A. Decimos
que A es una isometria (resp. co-isometria) si A*A = I (resp. AA* =1).

Consideramos también el cociente A(H) = L(H)/Lo(H), que es una C*-algebra unital, conocida
como el dlgebra de Calkin. Dado T' € L(H), el espectro esencial de T', notado (T, es el espectro
de la clase T+ Lo(H) en el dlgebra A(H). La norma esencial ||T||. = inf{||T+ K|| : K € Lo(H)} de
T es la norma (cociente) de T'+ Lo(H) en A(H). Notemos que o.(7") es un subconjunto compacto
de o(T). Si S € L(H);, definimos

at(8) =maxo.(S)=|S]le v a_(S)=mino.(S), (5.1)

85



86 CAPITULO 5. TEOREMAS DE TIPO SCHUR-HORN

ysi S = fa( ) t dE(t) es la representacién espectral de S con respecto a la medida espectral F,
consideramos los siguientes operadores compactos:

gt :/ (t—at(S)dE®), v
@ (), I51]

S - / (t—a_(S)dE() . (5.2)
(-t ()

Notemos que S_ <0 < ST.

Dado un subconjunto M de un espacio de Banach (X, - ||), su clausura es denotada por M
or CIM (M), y su capsula convexa conv(M). Por otro lado, dado un subespacio cerrado S de
‘H, denotamos por Ps la proyeccién ortogonal (i.e. autoadjunta) sobre S. Si B € L(H) satisface
PsBPs = B, en algunos casos usaremos la compresién de B a S, (i.e. la restriccién de B a S como
un operador de S en §), y decimos que consideramos a B actuando en S.

Finalmente, cuando dimH = n < oo, identificamos H con C", L(H) con M, (C), y usamos las
siguientes notaciones: M, (C);, para L(H)p, M, (C)* para L(H)*, U(n) para U(H), y Gl,(C) para

Gl(H).

5.1. Teoremas de tipo Schur-Horn en L(H)

En esta secciéon presentamos una versién diferente del “teorema de Schur-Horn en dimension
infinita” obtenido por A. Neumann en [56]. Nuestra formulacién evita algunas distinciones técnicas
entre el caso diagonalizable y no diagonalizable. Por otra parte, esta version se aplica directamente
al problema de la admisibilidad para marcos en el caso de dimension infinita.

Dada una sucesién a € £2°(N), Neumann [56] definié:
Ui(a) = smp 3 v Li(a) = swp 3 s

Estas nociones generalizan las sumas parciales que aparecen en la definicién de mayorizacién. En
la primera parte de esta seccién extendemos estas funciones al caso de operadores autoadjuntos
arbitrarios en un espacio de Hilbert H. Denotemos por Py, el conjunto de proyecciones ortogonales
sobre subespacios k-dimensionales de H.

Definicién 5.1.1. Dado S € L(H), definimos para cualquier k € N,

Uk(S) = Sg}; tr(SP) y Li(S) = Pié%k tr(SP) = —-Uk(=S) .
k

Observacién 5.1.2. Es sencillo ver que Uy y Lyj, satisfacen las siguientes propiedades:
1. Para cada k € N, la funcién U es convexa.

2. Para cada k € N, las funciones Uy, y Ly, son unitariamente invariantes, i.e. Uy (S) = Uy (U*SU),
para cada U e U(H) y S € L(H)y, . O



5.1. TEOREMAS DE TIPO SCHUR-HORN EN L(H) 87

Sea M un conjunto, sea IC un espacio de Hilbert con dim K = |M| y sea B = {e,, }nem una base
ortonormal de K. Consideramos las siguientes notaciones:

a) Para cualquier a = (an)nem € (°°(M), denotemos por Mpa € L(K) el operador diagonal
dado por Mg ae, = anen, n € M. Cuando sea claro del contexto qué base se estd usando
abreviaremos Mg o, = M.

b) Sia € C", haciendo abuso de notacién, denotamos por M, € M,,(C) la matriz diagonal (con
respecto a la base canénica de C™) que tiene las entradas de a en su diagonal.

c¢) La compresién diagonal Cp : L(K) — L(K) asociada a la base B, estd definida por Cg(T") =
Mp.a, donde a = ((T'ey,, €n))nem- O

El siguiente resultado afirma que la Definicién 5.1.1 extiende las funciones definidas por Neumann
para operadores diagonalizables. En este caso identificamos (como espacios reales normados) el
dlgebra diagonal con respecto a una base fija con £2°(N).

Proposicién 5.1.3. Sea B = {e,}nen una base ortonormal de un espacio de Hilbert H. Si a €
£2°(N) entonces, para cada k € N
Uk(MB,a) = Uk(a)'

Para probar esta Proposicién necesitamos los siguientes resultados técnicos.

Lema 5.1.4. Sea S € Lo(H)™", y denotemos por A\; > Xy > --- >\, > ... los autovalores positivos
de S, con multiplicidad (si dim R(S) < oo, completamos esta sucesién con ceros). Entonces, para
cada k € N,

Mais aln, si P € Py es la proyeccién sobre el subespacio generado por un conjunto ortonormal de
autovectores de Aq,. .., Ag, entonces Ui (S) = tr(SP).

Demostracién. Fijemos k € N. Basta mostrar que tr(SQ) < tr(SP) = Zle A; para cada @ € Py.
Esto es una consecuencia del teorema de Schur (la diagonal estd mayorizada por los autovalores,
ver ejemplo 2.1.8), que también vale en contexto.

En [56], Neumann probé el siguiente resultado (Lema 2.17): si a € £2°(N), N

aj = méx{a; — limsup a, 0} y a; =min{a; —liminf a, 0} , i€ N, (5.3)
entonces, para cada k € N,

Uk(a) = Ug(a™) + k limsup a y Li(a) = Li(a™) +k liminf a . (5.4)

O

El préximo resultado extiende la ecuacion (5.4) al caso de un operador autoadjunto. Este hecho es
necesario para probar la Proposicién 5.1.3, pero también es una herramienta 1til para manejar a
las funciones Uy y Ly .
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Proposicién 5.1.5. Sea S € L(H);. Entonces, para cada k € N,
1. Uk(S) = Uk(ST) + k at(S)
2. L(8) = Ly(S_) +  a_(8)
donde a™(9), a_(S), ST, S_ estdn definidos en las ecuaciones (5.1) y (5.2). En particular,

o US) . Lg(S)
tim SO gy <y g B8 o () (55)
Demostracién. Notemos at = at(S)(=[|5]c), y definamos
Py = Py(S) = E[||S]e, |SI] = E[a, || S]] , (5.6)

donde E es la medida espectral de S. Recordemos que
St = / (t—a)dE{t)=(S—a")P, .
[, 1151]]

Entonces S — ST =S(I — P) +a™Py, < a'l. Asi, paracada k e Ny Q € Py,
tr(SQ) = tr(STQ) + tr((S — STQ) < Up(ST) + ka™ (5.7)
que implica que Uy (S) < Ug(ST) + ka™ para cada k € N.

Para probar la otra desigualdad, supongamos primero que tr P, = +o00. Sean Ay > Ao > -+ >
An > ... los autovalores de ST, elegidos como en el Lema 5.1.4. Sea Qi € Pj la proyeccién sobre
el subespacio generado por un conjunto ortonormal de autovectores de A1, ..., g . Luego Qp < P»

y, por el Lema 5.1.4,

k
tr(SQk) = tr(STQk) + tr((S — ST)Qk) = D Ai + ka’ = Up(ST) + ka™ .
i=1
Concluimos que Uy(S) = Ui(ST) + ka™. Si asumimos que tr P» = r < oo entonces, si k < r,
el argumento anterior muestra que Ug(S) = Uk(S™) + ka™. Sea k > r y tomemos € > 0; como
P. = E[a’ — e, a) tiene rango infinito (de otra forma || S|l < a™ — ¢), podemos tomar @ < P
una proyeccién de rango k — r. Si Qr = @) + P», entonces

Ur(S) > tr(SQy) = tr(SP2) + tr(SQ)
= tr(ST) + rat + tr(SP.Q)
> tr(ST) +rat + (k—7r)(a™ —¢)
= Up(S) + kat —e(k—7) .

Como ¢ es arbitrario, Ug(S) = Up(S™) + ka™. La férmula para Lj(S) se deduce de aplicar el {tem

)
1a—S. Como ST € Lo(H)™, entonces sus autovalores convergen a cero. Luego, por el Lema 5.1.4,
Ur(S™)

obtenemos que lim ————=
k—oo

(5.5) resulta evidente.

= 0 y de forma andloga para Ly(S_). De esta manera, la ecuacién

O
Demostracion de la Proposicion 5.1.3. Se deduce usando en Lema 5.1.4, Proposicién 5.1.5, ecuaciéon
(5.4) y de las siguiente identidades: si S = Mp 4, entonces
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1. a™(S) =limsup a,y a_(S)=1iminf a .
2. ST =Mpga+y S- = Mg, ,
donde a™ y a~ estén definidas por la ecuacién (5.3). O

Para enunciar la versién infinito dimensional del teorema de Schur-Horn, introducimos las siguientes
nociones:

Definicién 5.1.6. Sea H un espacio de Hilbert, S € L(H) y B una base ortonormal de H.
Entonces,

L. Un(S)={U*SU : U €e U(H)}.

2. Cluy(S)]) = {c € t=(N) : Mp € CaUn(S))}. O
Observacion 5.1.7. Dado S € L(H), la definicién de C[Uy(S)] no depende de la base ortonormal
B. De hecho, si B’ es otra base ortonormal de H, U € U(H) manda B sobre B, y ¢ € £{°(N)*
satisface Mp, . = Cp(T) para algin T € Uy(S), entonces

My, ¢ = UMp, JU* = UCR(T)U* = Cg(UTU*) € Cpr(Un(S)) -
De esta forma {c € {>*(N) : Mp ¢ € Cp(Un(9))} = ClUn(S)]. O
Dado un operador diagonal Ma, Neumann mostré que, si a, ¢ € £2°(N), los siguiente enunciados
son equivalentes (ver el Corolario 2.18 y el Teorema 3.13 de [56]):
1. ce C1||_||OO (C[UH(Ma)]).
2. Uk(a) > Uk(c) y Lk(a) < Lk(c), k € N.

Nuestro objetivo es probar la generalizacién de esta equivalencia para operadores S € L(H)p
(mediante una reduccién al caso diagonalizable).

Lema 5.1.8. Sea S,T € L(H)p, entonces S € ¢l | (Un(T)) siy solo si
L, (Un(8)) = el |, WUn(T)).
En este caso Ui (S) = Up(T') y Li(S) = Li(T) para cada k € N.

Demostracién. Si {V,},en es una sucesién en U(H) tal que |V,,TV," — S|| —— 0, entonces
n—oo

Vi SV =T = [[Va(S = VaTV)VE | = [VaTVy = S| —— 0.

n—oo

Asfcl | Uu(S)) = cl, Uu(T)). Por la Observacién 5.1.2 tenemos que
Up(VR, TV) =Uk(T) vy Lpg(V,TV,) = L(T), k € N.

Supongamos que S € ¢l | (U (T)), con lo cual existe una sucesién (Vy,)nen C Uy tal que VTV, ——

n—o0

S, fijemos k € N y tomemos P € Pj,. Entonces
tr SP = lim tr VTV, P < lim Ui(V,,TV,") = Up(T).

De esta forma Uy (S) < Ug(T'). Andlogamente Ly(S) > Li(T). Las desigualdades reversas se de-
ducen del hecho de que VSV, —— T

n—oo

O]
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Teorema 5.1.9. Sea S € L(H)x y ¢ € £2°(N). Luego, las siguientes condiciones son equivalentes:
L cedy (ClUn(S))).
2. Ug(S) > Uk(c) y Li(S) < Li(c) para cada k € N.

En este caso,
méx oe(S) > limsupec y mino.(S) < liminfc. (5.8)

Demostraciéon. Como hemos mencionado, el caso diagonalizable fue probado por Neumann. Si S
no es diagonalizable, por el Teorema 2.1.18, existe un operador diagonalizable D € CIH»H (Un(S)).
Por el Lema 5.1.8,

Uk(D) = Ui(S), Lp(D) = Li(S) para cada k€N,

(Up(S)). Esto implica que
clj.y, (ClUn(D)]) =l (Cln(S)]),

pues la funcién T' — Cg(T') es continua, para cada base ortonormal B. Asi, el caso general se reduce
al caso diagonalizable. La ecuacién (5.8) se sigue del hecho de que

Uk(c) e Ly(c)
r y  liminf c—klgglo o

limsupc = lim
k—o0

(5.9)

y la ecuacién (5.5).

O
Un resultado similar vale para operadores autoadjuntos en L!(H). Para enunciarlo consideramos
las siguientes nociones: sea II el conjunto de todas las funciones biyectivas en N y, para cada k € N,
denotemos por I C II el conjunto de permutaciones o tales que o(n) = n para cada n > k. Dado
a € (*(N) y o € II, notamos:

1. Ay = (aa(l),ag(m, )
2. II-a={a,, o €lIl}, la drbita de a, bajo la accién de II.
3. conv(Il - a), la cadpsula convexa de la érbita de a. O

5.1.10. Si b,a son sucesiones en ¢! (N), Neumann [56] (ver también la seccién 2.1.12 de los Pre-
liminares) probé que los siguientes enunciados son equivalentes:

L. b € cly., (conv(Il - a))
2. a) Ug(a) > Uk(b) y Li(a) < Li(b) para todo k € N.
b) Doty bk =205ty ak - O

Vamos a extender este resultado en el siguiente teorema de tipo Schur-Horn de mayorizacién
en el sentido /1.

Teorema 5.1.11. Sea S € L'(H),, yb € Eﬂi (N). Entonces, los siguiente son equivalentes

L. becl, (ClUn(9))).
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2. Up(S) > Ug(b), Li(S) < Ly(b) para cada k € N,y > b = tr S.
k=1

Demostracién. 1 — 2. Evidentemente cl., (C[Un(S5)]) C L (C[U(S)]). Luego, por la Proposi-
cién 5.1.9,
Ui(S) > Uk(b) y Li(S) < Li(b) para cada k € N.

La igualdad Y72, by = tr S vale siempre que b € C[Uy/(S)]. El caso general se sigue de la ¢}(N) -
continuidad de la funcién b — Y77 by.

2—1 Seaac ﬁ]}R(N) y B = {eg}ren una base ortonormal de H tal que S = Mp,. Por 5.1.10 y la
Proposicion 5.1.3, basta mostrar que

g (conv(Il - a)) C ., (ClUn(S)]) -

Notemos que cl., (conv(Il - a)) = cly.j, (conv(Ilp - a)), donde Ily = Jcp Hx- De hecho, basta ver
que IT-a C cl,, (conv(Ilg - a)). Dado o € II, a, € Il - a, y ¢ > 0, consideremos N € N tal que
S larl <5y No € N tal que 0! (Iy) C Iy, Definimos oq € Iy, de forma que o(k) = oo(k)
para cada k € Iy, tal que o(k) € Iy. Entonces tenemos

las = aglli = D lao(m) — dogw)]

o(k)¢ly
< D aemwl+ DD lasml <e-
o(k)¢ Iy oo(k)¢In

Si consideramos b € conv(Ilj - a) entonces, existe n € N tal que b € conv(Il,, - a). Esto significa
que las primeras n entradas de b son una combinacion convexa de permutaciones de las primeras
n entradas de a, y by = ay para todo k > n. De aqui que (by,...,b,) < (ai,...,a,). Denotamos
por B, = {ex : k < n} y H, = span{B,}. Entonces, por el teorema de Schur-Horn 2.1.9 para
mayorizacién de vectores, existe un unitario Uy € L(H,,) tal que

Mg pln, = Cs,(UsMp.aln,Uo) -
Si tomamos

0 I ) Hy
obtenemos que My = C(U*MpaU), y b € ClUy(S)]. Asi,

U:<UO 0> Tt cum,

C1H-||1 (conv(Il - a)) = C1H-||1 (conv(Ilp - a)) C Cl”.”1 (ClUn(9)),

que completa la prueba.
O

Observacién 5.1.12. Comparando 5.1.10 con el Teorema 5.1.11 vemos que, si S = Mp, para
alguna a € Eﬂlg (N) y alguna base ortonormal B de H, entonces

clj., (conv(IT-a)) = cly., (ClUn(S)])-
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En particular, clj., (C[Ux/(S5)]) es un conjunto convexo.

Por otro lado, como las funciones U son convexas y las funciones L son concavas, k € N, del
Teorema 5.1.9 podemos concluir que el conjunto clj._ (C[Uz(5)]) es convexo, para cada S € L(H)p.
En realidad, este hecho es conocido y puede ser deducido de los resultados de Neumann (ver los
Teoremas 2.1.16 y 2.1.17 de los Preliminares).

5.2.  Un teorema de tipo Schur-Horn para factores II;

Vamos a reescribir el teorema de Schur-Horn para mayorizacién de vectores en términos rela-
cionados con el factor finito de tipo I, M, (C). Sea B = {e;}}"; una base ortonormal de C" y
denotemos por Dg el dlgebra diagonal con respecto a esta base, es decir las matrices D € M,,(C)
tales que De; = \; e; para ciertos A\; € C con 1 < ¢ < n. Esta dlgebra tiene la siguiente propiedad:
si A € M,,(C) es tal que conmuta con el algebra D es decir AD = DA para toda D € D entonces
A € D. Esta propiedad implica que no existe un dlgebra abeliana D’ que contiene de forma estricta
a D. De esta forma, D es un subdlgebra abeliana maximal (que abreviamos masa) del factor M,,(C).
Reciprocamente, si D C M, (C) es una masa entonces existe una base ortonormal {e;}* ; de forma
que D es el algebra diagonal con respecto a esta base. Dada una masa D que es el algebra diagonal
con respecto a la base ortonormal {e;}!_; recordemos (ver notaciones antes de la Proposicién 5.1.3)
que la compresién a D, Cp : M,(C) — D esté dada por

Cp(A) = Mpa

donde a = ((Ae;, e;)) ;. Esta transformacién resulta una proyeccién positiva, unital y preserva
la traza de M,(C) en el sentido tr(A) = tr(Cg(A)) y es la tnica transformacién lineal con estas
propiedades.

Six, y € R™ son tales que z < y entonces el teorema de Schur-Horn (ver 2.1.9) es equivalente
a la existencia de una matriz unitaria U € M, (C) tal que

Ce(U*MyU) = Mp 5.

Esta ultima versién puede leerse de la siguiente manera: si D € D es una matriz autoadjunta (y
diagonal con respecto a la base ¢B) y A € M,(C) es una matriz autoadjunta tal que D < A
entonces existe una matriz unitaria tal que

Cr(U*AU) =D

con lo cual se tiene

CsU(n)(A)={DeD: D<A}
donde U(n)(A) = {U*AU, U € U(n)} es la érbita unitaria de A, siendo U(n) el grupo compacto de

unitarios de M, (C). Mdas ain, siguiendo ideas similares, el Teorema de tipo schur-Horn 5.1.9 puede
re-escribirse como la igualdad

cl. (CsUrpo(S))) ={D € Dg: D =< S}
donde Dg denota el dlgebra diagonal con respecto a la base ortonormal {e;};cn es decir

D = {MB,a ac KOO(N)}
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y Cp denota la (tinica) proyeccién positiva, unital y que preserva la traza sobre Dg. Mds atn, el
Teorema 5.1.11 (Schur-Horn de tipo ¢!) puede re-escribirse como la igualdad

ClH.”1 (CB(UL(H)(S))) ={D ¢ LI(DB) : D < S}

donde
LY(Dg) = {Mpa: ac!(N)}.

En el caso del teorema de Schur-Horn en su versiéon para operadorse en L(H), fijando una
base ortonormal B = {ep}ren de H entonces la compresion a la diagonal determinada por B,
es decir Cg(A) = Mpa donde Mp, es el operador diagonal con respecto a la base B dado por
Mpaen = (Aep,ep), es una esperanza condicional sobre el “dlgebra diagonal determinada por
B”que conmuta con la traza usual de L(H) es decir tr(A) = tr(Cg(A)). Esta édlgebra diagonal tiene
la siguiente propiedad: si A € L(H) es tal que AD = DA para todo D en el élgebra diagonal
determinada por B entonces A es un operador diagonal con respecto a la base B. Esto implica que
no hay édlgebras abelianas en L(H) que contengan estrictamente al dlgebra diagonal determinada
por B. De aqui que esta algebra diagonal es una subdlgebra abeliana maximal de L(H) o més
brevemente una masa de L(H).

En el caso de factores de tipo II; se conoce la existencia de masas en ellos con distintas
propiedades: en particular, dada una masa A C M de un factor II; (M, ) entonces existe una
unica esperanza condicional E 4 que conmuta con la traza en el sentido anterior (que es un ejemplo
especial de transformacién doble estocéstica en (M, 7)). Una cuestiéon natural es la de caracterizar
el conjunto de posibles diagonales con respecto a esta algebra de un operador autoadjunto b es
decir el conjunto

EA(Um(b)).
En el trabajo [11] Arveson y Kadison han conjeturado que vale la igualdad
Ey(cly, Um (b)) ={ac A: a<b}.
En lo que sigue desarrollamos las herramientas necesarias para probar la caracterizacién

C1H-||1 (EA(UM(b))) = {a ceA: a< b}

En tanto caracterizacién del conjunto {a € A : a < b} es mds débil que la conjeturada por Arveson
y Kadison en el sentido de que a priori

Ea(cl, Um(D))) € clj, (Ealp(b))).

Sin embargo notemos que en el contexto de los factores de tipo II; todos los operadores son de
tipo traza (pues aqui la traza es finita en todo operador acotado). De esta forma, nuestro resultado
estd mds en el espiritu del teorema de Schur-Horn de tipo ¢! descrito anteriormente.

5.2.1. Reordenamientos y aproximaciones de funciones

En lo que sigue v denotara una medida de probabilidad regular, difusa y de Borel soportada en
el conjunto compacto sop () C [a, 5] y h : [, B] — R>( denotara una funcién creciente y continua
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a izquierda. Mas ain, up(-) son los valores singulares de h con respecto a la medida v (i.e. como
elemento del algebra de von Neumann L*°(v)).

Reordenamientos

Dada una funcién f : X — C definida en un espacio de medida (X, ) definimos su funcién de
distribucién dy : (0, 00) — [0, 0o] por

ds(t) = vl{z € X : |f(2)| > 1}.

A partir de la funcién de distribucién de f definimos las reordenada de f (ver [31]), denotada
f*:10,v(X)] — [0,00) dada por

[H(s) =inf{t: ds(t) <t}

La reordenada de una funcién es una funcién decreciente y continua a derecha que tiene la misma
distribucién que la funcién original. Esta nocién juega un papel importante en el estudio de aquellas
nociones que solo dependen de la funcién de distribucién; por ejemplo, si ¢ : [0,00) — [0,00) es
una funcién creciente y diferenciable y tal que ¢(0) = 0 entonces

/X b1 (@)) dv / &) dy (t)

lo cual muestra que la integral de la izquierda solo depende de la funcién de distribucién de f. En
particular, si consideramos ¢(t) =t (p > 1) entonces vemos que la norma || - ||, de una funcién
sélo depende de la funcién de distribucion.

Consideremos un operador positivo a € M™ donde (M, 7) es un factor de tipo II;. En este
caso, definimos v, como la medida escalar asociada al operador positivo a y la traza de forma
que vg(A) = 7(P%(A)) para A C R un conjunto medible Borel. En este caso v, estd soportada
en el compacto o(a). Més atin se tiene el *-isomorfismo (ver seccién 2.4.1, Ejemplo 2.4.2 item b))
C*(a) = C(o(a))b de forma que a se identifica con la funcién identidad f(x) = x en o(a). Bajo
esta representacién espectral de a (bajo la identificacién anterior), si consideramos la medida v,
en o(a) entonces la reordenada de la funcién identidad f coincide con la funcién que determina los
valores singulares de a. En efecto, basta notar que

ds(t) = va({z € 0(a) : @ > t}) = 7(P*(t, 00))

de forma que

[*(s) =mf{t >0: 7(P*t,00)) <t} = pa(s)
por la caracterizacién (2.27). Mds atin, siguiendo un argumento similar al anterior se prueba que,
si g es una funcién positiva definida en o(a) entonces la reordenada de la funcién g en el espacio
de medida (o(a), v,) coincide con los valores singulares del operador g(a). De esta forma, en lo que
sigue denotamos a la reordenada de una funcién g (en las condiciones anteriores) en un espacio de
medida (I, v) por ug, pues ésta coincide con los valores singulares del operador g € L*(I,v).

Lema 5.2.1. Sean h : [a, 5] — R>o y v como antes y sea [v,d] C [«, ], h=h- 1},,5)- Entonces, si
definimos r = v([0, 3]) tenemos que

pn(t + 1) sit €0, v(]y,4])

pa(t) = (5.10)
0 sitev(ly,d]),1].
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Demostracion. Para t € [0, 1], definimos

E(t) = inf{s € [o, 8] : v([a,8]) > 1—t}.

Es evidente que k es decreciente y continua. Afirmamos que py(t) = h(k(t)). En efecto, por con-
tinuidad tenemos que v([a, k(t)]) > 1 — ¢ con lo cual up(t) < h(k(t)). Si pn(t) < h(k(t)) entonces
existe X € [o, 3] con v(X) > 1 —1t ysupy h < h(k(t)). Entonces, del hecho de que h es creciente,
existe § tal que X C [o, k(t) — d]. Pero entonces k(t) — § serfa una cota inferior para el conjunto
inf{s € [, 8] : v(]ev,s]) > 1 —t}, que es una contradiccidn.

Denotemos por Y = [y, 0] y consideremos

pi(8) = mt{ [ 1x]: v(X)>1—1t}.

Sit > v(Y), entonces v([a, 8]\ Y) > 1 —¢. Si definimos X = [, 8] \ Y, entonces v(X) > 1ty
h1lx =0. Asi, en este caso, pj(t) =0

Asumamos entonces que t < v(Y'), con lo que 1 —¢ > v([o, 5] \ V). Sea

X = ([, SINY) U7, K (1),
donde elegimos
K1) = nf{s € [1,6]: vl s)) > w(Y) — 1},

Con este conjunto X, ||h1x| = h(K'(t)). Para cualquier otra eleccién X’ (salvo diferencia de
medida 0) con v(X’) > 1 —t habrd una interseccién de medida positiva con (k'(t), 3], y entonces
1A L[| > K'(t). Luego puy,(t) = h(K'(t)).

Si sumamos v([a, 7)) a ambos lados de la desigualdad que define k'(t), vemos que la desigualdad
se transforma en v([a, k' (t)]) > v([e,0]) —t =1 — (t + v([0, 5])). Esto muestra que k'(t) = k(t +
v([0, B)). -

Observacion 5.2.2. En lo anterior el hecho de que la medida v sea difusa asi como la continuidad
a izquierda de h no son esenciales. En el caso de que v tenga dtomos entonces k(t) resulta continua
a derecha y los célculos se realizan de la misma forma.

Recordemos que para dada operador positivo a € M™ de un dlgebra de von Neumann finita
(M, 1) (con 7(1) = 1) entonces

Tmzéﬂwwt

En particular, usando el Lema 5.2.1 tenemos

/jh(t) dv(t) = /h Xfy,0] ( du(t)z/olua(t) dt
= /O o pn(t+ ) dt

Si hacemos el cambio de variable u =t + r (du = dt) entonces tenemos

5 ()
/ h(t) d(t) = / T ) dt

donde r = v([d, B]) con lo que 7 + v([v,d]) = v([v, 5]). De esta forma hemos probado la siguiente
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Lema 5.2.3. Sea P = {21 < ... < 29041} C [, 8] y sea {I;}2", la particién de [a, 3] inducida por
P, con v(I;) = - para 1 < i < 2". Entonces

2" —it1
/Mﬂwwz/Q n(t) dt paral<i< 2" (5.11)
I; 272151'
Teorema 5.2.4. Sea v una medida de probabilidad de soporte compacto I = [«, 5] y difusa,

P={z; <...<mmi1} C [a, B8] y sea {I;}; la particién de [«, 4] inducida por P, con v(I;) = 5=

para 1 < ¢ < 2". Sean g, h : [, 3] — R funciones crecientes y continuas a izquierda tales que
h < g. Sea h = h(n) € R?" (resp. g = g(n) € R?") dado por

h; = 2n/ ht) du(t), 1<i<2n
I;

entonces h =h'! (resp. g=g') yh < g.

Demostracion. Notemos que si 1 <i < j < 2" entonces, por la ecuacién (5.11), tenemos

h Sian 2" —itl (i — ) 241 h

i " 2" i—J 2 j

an < = -

on A”—i pn(t) dt < /Qn_i wn(t + on ) dt /znj pn(u) du o
2n omn n

donde hemos usado que pup(t) < pp(t+ (i;nj ) ), el cambio de variable u =t + (i;nj )
la medida de Lebesgue es invariante por traslaciones. Entonces h = h'.

Nuevamente, por la ecuacién (5.11) entonces vemos que

> b ' ' > g .
— = > et 1= < < no_
o . wn(t) dt > . pg(t) dt TR 1<i<2"—1

v el hecho de que

n

por hipdtesis, pues h < g (la desigualdad se invierte pues estamos considerando las sumas corre-
spondientes a los valores singulares mas pequenos). Finalmente

T o >
z:lznlhzz/ h(t) dy(t):/ g(t) du(t):ZZQTZlgl

Aproximaciones por funciones simples

Vamos a considerar algunos resultados de aproximacion de funciones por funciones escalonadas o
simples. Incidentalmente, obtenemos una descomposicién de tipo Calderén-Zygmund para funciones
positivas e integrables en un espacio de medida ([o, 3],v), donde v es de probabilidad, regular,
difusa y de soporte incluido en [« 3]. Comenzamos recordando algunos resultados de aproximacién
es espacios de medida abstractos.

Sean (X, u) y (Y,v) espacios de medida y sea T un operador de LP(X, pu) en el espacio de
funciones medibles de Y en C. Decimos que T es débil (p,q) (¢ < o0) si existe una constante
C < oo tal que, para A > 0 entonces

ey 1T > b < (S
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Si {Ti}icr es una familia de operadores lineales en LP(X, 1) entonces el operador maximal asociado
a esta familia estd definido por

T (f)(x) = sup [T (f)(x)].

teR
Una prueba del siguiente teorema puede hallarse en [31].

Teorema 5.2.5. Sea {T};}t € R una familia de operadores lineales en LP(X, 1) tales que el operador
maximal es débil (p, q) entonces el conjunto

Fer(Xp): Jim TN = fz), v—ace)

es cerrado en LP(X, p).

En el caso de una medida de probabilidad regular v con sop (v) C [«, ] y tal que no tiene
atomos, definimos inductivamente una sucesién de particiones de [a, 5] como sigue: para n = 0
consideramos Py = {«a, 3} y paran € N sea P, C P41 = {xz}?:(gl tal que, si {Ii(nﬂ)}?:{l es la
particién de [a, (] en subintervalos inducida por P, entonces

p(I"D) = 1/27+ para 1< <2

Notemos que siempre podemos encontrar una tal particién, pues la funcién de acumulacién g(t) =
v(]a,t)) es continua; pero no es necesariamente unica (esto se debe al hecho de que la funcién de

.« . . . n ez
acumulacién puede no ser estrictamente creciente) Decimos que {I 2,(")}12:1, n € N es una particion
v-diddica de [a, 3].

Observacién 5.2.6. Sea v una medida difusa de soporte compacto en R™. Entonces, puede no
haber una particién del soporte en cubos como en el caso de una medida soportada en la recta:
esto se debe al hecho de que la funcién de acumulacién

g(x1,...,zn) =v({(a1,...,an) ER": a; <z, 1 <i<n})
puede no ser ni siquiera separadamente continua en general.

Definicién 5.2.7. Sea {Ii(n) 2", n € N una particién v-diddica de [a, 3]. Para cada n € N y cada

=1
f € LY(v) definimos la familia de aproximaciones discretas

2n
En(f)(z) =) (2" / ot du) X0 (@)- (5.12)
i=1 I; ‘
Observacion 5.2.8. Sean E, las aproximaciones discretas inducidas por particién v-diddica {1 i(n) 12;1»
n € N de [, §]. Entonces, para cada n € N, E,, es un operador lineal que reduce las normas || - [|1

Y I lleo-

Teorema 5.2.9. Sea {Ii(n)}?zl, n € N una particién v-diddica de [a, 3] y sea E,, n € N la familia
asociada de aproximaciones discretas. Entonces

i) El operador maximal E* es débil (1,1).

ii) Si f € L'(v) entonces, lim,, .o E,(f)(z) = f(z) v—a.e.
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iii) Si g € L*®(v) entonces lim,, . ||g — En(g)||1 = 0.

Demostracion. i) Consideramos una funcién no negativa f; el caso general se deduce de este. Sea
neN, A>0,y sea

Q,={z€fa,f]: E.(f)(x) >y Ex(f)(x) < Asik<n}.
Entonces es claro que €, es una unién de intervalos de {1 i(n)}?il, QN =0sintmy

{z €la,8]: E*(f)(x) > A} = UpenQy.

Entonces tenemos

v({z € [, f]: EX(f)(@) >A}) = Y v()

neN
1
S Z* En(f) dV
nGNA On
1
< - .
< 3/l

i1) Observemos que de la regularidad de la medida v se deduce que la clase de funciones continuas
en [a, 3] es densa en L!([a, 8], ). Entonces, por la primera parte del teorema y por el Teorema 5.2.5
vemos que para probar 1im,, .o, F,(g)(z) = g(z) v—a.e. para toda g € L([a, 8], v) basta probarlo
para g continua.

Para cada = € [, 5] y n € N sea I,,(x) el tnico subintervalo en {Ii(") 2 tal que z € I,,(2) y sea
an(z) la longitud de I,,(z). Entonces, a,(z) > ap+1(x) de forma que existe I(x) := limy,— o an ().
Si g es una funcién continua en [«, (], afirmamos que

nlirrolo E,(9)(xz) = g(z) siempre que [(z) = 0.
De hecho, sea x € [o, (] tal que [(x) = 0 y sea ¢ > 0. Entonces, por continuidad uniforme existe
d > 0 tal que |g(z) — g(y)| < € siempre que |z —y| < . Sea n € N tal que a,(z) < § y notemos que

Bulo)a) —g@] = 2 [ 90 @)~ g(z)
< o /I o0 = gl dvte) < ¢

pues |t — z| < § para cada t € I,(x), que demuestra nuestra afirmacién. De lo anterior, basta
mostrar que

v({z: I(z) >0})=0. (5.13)

A tal fin, sea ¢ > 0y sea n € N tal que (5 — a)/2" < . Entonces,

{z: l(z) >e} C{z: amm(z)> (8 _no‘)} = J 1 C[a, ] (5.14)

2 ,
€K
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pues ao,(z) > (), donde K C {1,...,22"}. Sea x; € Ii(%) para cada i € K y notemos que

(ﬁ—a)zza%(xi)zz(ﬁ;ﬂ:m (5 —a)

‘ “ 2
ieK €K

donde | K| denota el cardinal del conjunto K. Este ultimo hecho implica que |K| < 2" y en este
caso tenemos que

v({z: az(z) > (62_710[)}) = Z V(I~(2n)) = |2[2(n| < 2% (5.15)

De las férmulas (5.14) y (5.15) vemos que v({z : Il(xz) > €}) = 0 y como € > 0 es arbitrario,
deducimos que se verifica la ecuacién (5.13).

i7i). Notemos que por la Observacién 5.2.8 se tiene que ||En(9)|lco < |9l ¥ por el item

anterior lim,, .o Fr(g)(x) = g(z) v-a.e. Como v es una medida finita, entonces el corolario es una
consecuencia del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue. O

La siguiente consecuencia del Teorema 5.2.9 es una descomposicién de tipo Calderén-Zygmund
para una funcién no negativa e integrable f.

Corolario 5.2.10. Sea f € L'(v) una funcién no negativa. Entonces, para cada A > 0 existe una
sucesién v-diddica de conjuntos {I;};es tal que

1. f(z) < Av-ae. para x ¢ J;c; 1)
2. v(Ujes L) < 141

3.)\<#f1 fdl/SQ)\

v(1;) JI;

—_

5.2.2. Un teorema de tipo Schur-Horn en factores II;

Corolario 5.2.11. Sea b € M* y sea ¢ € Up(b). Entonces Fy(c) < b, con lo que tenemos

EAlm ) " ClaeA: a<b)i=040).

Demostracion. Por el Corolario 4.2.10 tenemos E4(b) < b. Si ¢ € Upq(b) entonces . = pp con lo
que deducimos que E4(c) < b. Finalmente, el corolario se deduce de la dependencia continua de
los valores singulares con respecto a la norma || - |1 (ver la desigualdad (2.26)). O

Teorema 5.2.12. Sea b € Mt y a € A tal que a < b. Entonces a € E4(Un (b)) ”'”1, con lo cual
tenemos

Eau )" = a0,

Demostracion. Sea o' € A como en el Teorema 3.1.6, sea o(a’) C [a, f] y sea v(A) = 7(P¥(A))
la medida escalar asociada a a’ i.e, v(A) = 7(P%(A)) para A C R medible Borel. Sea g := hy la
funcidén creciente continua a izquierda como en el {tem 2 en el Teorema 3.1.6, b = g(a’) y notemos
que

b € Uni(b)
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pues pp = piz. Como E 4 es continua en norma y la convergencia en norma implica || - ||;-convergencia
entonces

Eathn )" = Baia®)

De esta forma podemos asumir que b = g(a’) € A. Sea {I;}!' | una particién de [«, §] dada por

intervalos tales que v(I;) = 2 (esto se puede hacer en este caso, pues v es una medida difusa de

forma que la funcién m(t) = v([«,t]) es continua). Sea h := h, tal que h(a’) = a y notemos que
h < gen L*(v).
Sea € > 0 y notemos que, por el Teorema 5.2.9 existe n € N tal que

n n
||b—Zgi pilli < Ha_zhi pil1 < e (5.16)
i=1 i=1

donde los vectores h, g € R" estan dados por

h; = n/ h(t) dv(t), gi= n/ g(t) dv(t), para 1<i<n.
I; I;
Entonces, como en el Teorema 5.2.4 h = h'!, g = g y h < g. Por el teorema de Schur-Horn para
vectores, existe una matriz unitaria U € R"*" tal que C(UMgU*) = h donde C es la compresion a

la diagonal y Mg es la matriz diagonal, ambas con respecto a la base canénica de R". Del hecho de

que 7(p;) = % se sigue que, para 1 < j <14 < n existe una isometria parcial v;; tal que

* —_— . * o . — .
VijVi; = Pi Y VY5 = Pj-

Entonces, si 1 < j <1 < n sea vj; = v”, de esta forma tenemos un sistema de matrices reales es

decir, una base del espacio vectorial R"*" visto dentro del factor (M, 7). Sea

n
U = E Uij Vij-
ij=1
Es inmediato verificar que u € U4 es un operador unitario del factor M. Més ain

n
U(Z g pi)u)pi = (pi Z Uik vir,) Zg] pj)ut)pi =
j=1 l,k=1

O Ui vir) i p)O_ Ui vi) = Z gj Z UiUi vir, pj vii
k=1 =1 =1 =1 ki
= (Z |Uij|* ;) pi = hipi
=1

De lo anterior se deduce que

U(Z gj pj)u’) = Zg] pjlu sz
_Zpl EA Zgj p] pi = Zg] p] pz
EA(Z h; p;) = Zhi i

=1 =1
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Por la férmula (5.16) vemos que
n
lu(d = g pi)ulh <e.
i=1
Por el Corolario 4.2.11 los célculos previos concluimos

1EA(ubu®) = ally < [ Eaub =) g pi)u)| +lla =Yy pill < 2¢
=1 i=1

Corolario 5.2.13. E4(Unm(b)) M _ EA(conv(LlM(b))”'”l) es un conjunto convexo.

Demostracion. Como caso particular de la teoria de mayorizacién conjunta en factores finitos ten-
emos que

I llh Ry o-WOT

conv(Up(b)) " = conv(Upaq(b)) " = conv(Upnm(b)) = Qum(b) (5.17)

donde Qx(b) denota los operadores positivos a € M tales que a < b. Por el Corolario 4.2.10 y por
transitividad de la mayorizacién vemos que en general

EalcomvUn ) ) = 04(0). (5.18)

Pero entonces, el corolario es una consecuencia del Teorema 5.2.12. ]

Corolario 5.2.14. Q4(b) es 0-WOT compacto.

Demostracion. Por las ecuaciones (5.17) y (5.18) tenemos que, en general,

Ea(comv@Un @) "M = Q) (5.19)

Pero el lado izquierdo de la ecuacién (5.19) es un conjunto compacto pues E 4 es 0-WOT continua
———0-WOT
(normal) y conv(Up())” es 0-WOT compacto. O

Observacién 5.2.15. En realidad, el hecho de que E (U (D)) M seq convexo es equivalente al
Teorema 5.2.12; en efecto, asumamos la convexidad de dicho conjunto; entonces, por el Corolario
4.2.11 y por la ecuacion (5.18) tenemos

IRE

Qu(b) = EalcomvUpn (@) ") € Baltim(®)) (5.20)

mientras que la otra inclusién estd dada en Corolario 5.2.11. Siguiendo un argumento similar al
anterior, para probar la afirmacién (més fuerte)

Qa(b) = Eapu(5) "

basta con probar que E4(Uprq(b)) "~ es un conjunto convexo.
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Capitulo 6

Marcos con operador de marco y
normas prefijadas

Para una descripcion conceptual de los resultados incluidos dentro de este capitulo, asi como la
relacién entre éstos y otros resultados ver la seccién “Contexto general del trabajo”del Capitulo 1.

Organizacion del capitulo. En la seccién 2 probamos algunas extensiones del teorema de
Schur-Horn para un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert H. En la seccién 3 reformulamos
el problema de la admisibilidad de marcos para poder aplicar la teoria de mayorizacion a este
problema. Obtenemos asi condiciones equivalentes para la admisibilidad, en el caso de dimensién
finita (tanto para sucesiones c finitas como infinitas). En la seccién 4 estudiamos el caso general,
mostrando condiciones necesarias y suficientes de forma separada. En la seccion 5 se presentan varios
ejemplos para los casos limites en términos de las condiciones halladas previamente y mostramos
que, en general, éstas no pueden debilitarse mas. También estudiamos diferentes tipos de marcos
en F'(S,c), en términos de sus excesos.

Notaciones. Adoptamos las notaciones del capitulo anterior.

6.1. Reformulacion de la admisibilidad de marcos

Sea M =N 6 M = {1,2,...,m} := I, para algin m € N. Recordemos que una sucesién
{fx}rem es un marco para H (ver la seccién 2.2.1 para més detalles) si existen constantes positivas
A, B > 0 tales que

Allzl> <Y [, fi)? < Blz|*, paracada z€H.
keM

Sea F = {fi trem un marco para H. El operador

S:H—H, dado por S($):Z<x,fk>fk, rEH.
keM

es llamado el operador de marco de F. Este es acotado, positivo e inversible (usamos la notacién

SeGl(H)).

103
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Un par ordenado (5, ¢) formado por un operador positivo en inversible S € GI(H)* C L(H) y
una sucesién uniformemente acotada de ntimeros positivos ¢ € £*°(M)™, se dice admisible si existe
un marco F = {fx}rem para H tal que

- F tiene operador de marco S,
- |Ifxll? = cx para cada k € M.

En este caso, decimos que F es un (5, c)—marco. Denotamos por F(S,c) el conjunto de todos los
(S, ¢)—marcos para H. Luego, el par (S, c) es admisible si F(S,¢) # 0.

Consideramos las siguiente formulaciones equivalentes de la admisibilidad, que ponen de mani-
fiesto su relacion con el teorema de Schur-Horn de la teoria de mayorizacion.

Proposicién 6.1.1. Sea ¢ € (*°(M)" y sea S € GI(H)". Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. El par (S, c) es admisible.

2. Existe una sucesién de vectores unitarios {yi trenm en H tales que

S=> cryk D yr ,
keM

donde, si M = N, la suma converge en la topologia fuerte de operadores.

3. Existe una extension K = H @ Hy de ‘H tal que, si denotamos

S, = <S O) H e LK), entonces c e ClU(S)] - (6.1)
0 0/ Hy

En este caso, existe un marco F € F'(S,c) con e(F) = dimHg .

Demostracién. 1< 2. Sea F = {f, }nem un marco para H. Entonces notemos que el operador de
marco S se puede escribir como

S(w) = S fud fo = S U@ f) o = 3 Ml I @ )

neM neM neM anH anH

donde la convergencia es en la norma de H. De esta forma, si F es un (S, c)-marco se tiene una
descomposiciéon como en 2. Por otra parte, si S admite una descomposiciéon como en 2. entonces
es claro que el marco {/¢,Yn}tnem €s un marco para H con operador de marco S y tal que
|/ ynll? = e para n € M.

1 < 3. Supongamos que F = {frtrem € F(S,c) . Sea (Ty, Ko, Bp) un operador de sintesis
para F. Consideramos la descomposicién polar Ty = U|Ty|, donde U : Ky — H es una coisometria
con espacio inicial (ker Tp)* y rango H. Notemos que U* mapea isométricamente H sobre ker TOL.
Denotemos Hg =kerTy, y K =H ®Hy . Sea V : K — Ky el operador unitario dado por

V(€1,6) =U" +& para  (&,&) e HOHy =K .
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Sea B = V*(Bp) una base ortonormal de K, y T' = T,V € L(K,H). Entonces (T, K, B) es otro
operador de sintesis para F, con kerT' = H,. Sea T € L(K) dado por T = TE @ 0y, & € K.
Luego T3Ty = T°T, |T1| = ||, y

Tr* 0\ H S 0
* _ _
T1T1_<0 o> Hd_<0 0)‘51'
If Ty = Uy|Ty| = Uy|T| es la descomposicién polar de Ty, entonces U; actiia sobre H = (ker Tj)*
como un operador unitario y vale V = U; + Py, € U(K). Como T; = VT,

S, =TT =VITPV* =V(T*T)V* = V*S$V=TT.

Por otro lado, si B = {ej}ren entonces (T*Tey, er) = (Teg, Ter) = ||frl|?> = cx, para cada k € M.
De esta forma
Ci (V*Sﬂ/) = CB(T*T) = MB@ — cel( [Z/[}C(Sl)] .

Reciprocamente, supongamos que existe una extension K = H @ Hy de H y V € U(K) tal que
Mpc = Cp(V*S1V), para alguna base ortonormal B = {ej}ren de K. Sea T' = Sll/ZV. Como S
es inversible, entonces R(T) = H y dimker 7" = dim H4. Con lo cual F = {Tey}rem es un marco
para H, con operador de marco TT*!H = Sll?—t =5 Yaque T"T =V*S1V yCg(V*S$1V) = Mp,,
entonces ||Teg||> = (T*Tey, ex) = i, para cada k € My F € F(S,c) con e(F) = dimH, .

]

6.2. El caso finito dimensional
En esta secciéon supondremos que H es de dimensién finita. Consideramos separadamente los
casos de marcos de una cantidad finita e infinita de elementos.

Supongamos que S € M, (C)* y |M| = m < oo. En este caso, el teorema de Schur-Horn 2.1.9
brinda una caracterizacién completa de la admisibilidad para el par (S, c).

Teorema 6.2.1. Sea ¢ € R”) y sea S € Gl,,(C)T, con autovalores by > by > ... > b, > 0.
Entonces, el par (5, c) es admisible si y solo si

k k n m
ZbiZZci para 1<k<n-—-1, y Zbi:ZCi‘
i=1 =1 =1 =1
Es decir, si ¢ < (b1,...,b,,0,...,0) € R™. O

Este resultado fue obtenido en [21] y [50], desde el analisis matricial y la teoria de operadores.
Incluso, las pruebas que se desarrollan en estos trabajos pueden ser adaptadas para probar el
teorema de Schur-Horn de formas mas simples que las de la literatura.

En lo que sigue, consideramos la admisibilidad para sucesiones infinitas en espacios de Hilbert
finito dimensionales.

Teorema 6.2.2. Sea ¢ € (>*(N)T y S € GI,,(C)*, con autovalores by > by > ... > b, > 0. Las
siguientes condiciones son equivalentes:
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1. el par (S, c) es admisible.
2. Zle bi > Ui(c), paracada 1 <k <n—1,y D" b= ;cnCi-
Demostraciéon. Sea b = (by,...,b,,0,...,0,...) € {°(N)*.

2 — 1: Sea 'H espacio de Hilbert separable infinito dimensional, y consideremos

S 0 N
51—(0 0>6L((C DH) .

Luego, existe una base ortonormal B = {e;}rey de K = C" @ H tal que S; = Mpy. Por la
Proposicion 5.1.3,

k
Ur(S1) = Zbi > Ug(c), para cada k € N.
i=1

Notemos ademés que Ly (S1) = 0 < Li(c) para cada k € Ny Y°" | b; = Y, ¢i. Entonces, por el
Teorema 5.1.11, existe una sucesion {Vy, }men en U(K) tal que

[IES
— M, ,

m—0o0

C (V,S1Vim)

donde ||A]|; = tr|A|. Por la Proposition 6.1.1, existe una sucesién acotada de epimorfismos T, :

(N
K — C" tal que T,, T, = S para todo m € N, y (||T,n(e:)||?)ien L, Entonces, por un argu-
m—oo

mento diagonal stdndar , podemos asegurar la existencia de una subsucesion, que por simplicidad
notamos {7}, }men, tal que

Tn(e;)) —— x; € C", con ||zi|| = \/c; para cada i € N.
m—0o0

Sea Ty : span{B} — C" el tnico operador (densamente definido) tal que Ty(e;) = x; para cada
i € N. Notemos que Ty es acotado pues, siz=>" jaje; y C =3, ¢ = trS, entonces

1@l = 1Y sl <3 lalllal
=1 1=1
, 12 ;. 1/2
(Z) (me) < CYV|al] .
i=1

=1

IN

Denotamos por T € L(K,C") la extensién acotada de Ty a K.

[e.9]

Notemos que [T, — T|| ——— 0. En efecto, sea ¢ > 0y ip € N tal que > 2, ¢; < e. Entonces,
m—0oo

existe m1 € N tal que

Z | Tm(e)||? < e, para cada m >my . (6.2)

=10

A
Esto es una consecuencia del hecho de que (|7}, (e;)]|?)52 )

ol (c;)$2, . Por otro lado, existe
0 m—oco

=10 "
mg > mq tal que
i0—1

> | Tm(es) = T(e)|| < &, para cadam >my . (6.3)
=1
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Seam >mgy x =7y ;ae;. Delas ecuaciones (6.2) y (6.3) se deduce que
(T = T)(@)II” < (Zlai\2> (le ||2>
i=1
i0—1
e« (Z (T = DDl +2 3 (T + 170 >>

i=ig

IN

< bellz|?,

Entonces TT* = lim T,,T,, = S. Asi hemos probado que el marco F = {z;};en € F(S, ).

m—00

1 — 2: Se sigue del Teorema 5.1.9, aplicado a Sy y ¢, y de la Proposicién 6.1.1.
O

Observacion 6.2.3. El Teorema 6.2.2 puede ser reformulado en términos de operadores de rango
finito y sucesiones en ¢!(N) de la siguiente forma: sea K un espacio de Hilbert separable e infini-
to dimensional. Sea S; € L(K)" tal que dim R(S;) < oo. Entonces C[Ux(S1)] es cerrado, como
subconjunto de ¢!(N).

De hecho, supongamos que Sy # 0 (el caso S1 = 0 es trivial). Entonces, existe
b= (b1,...,bp,0,...,0,...) € L(N)T

con by, > 0, y una base ortonormal B = {e, }en de K tal que S; = Mgy, . Sea c € Y (N)*. Por el
Teorema 5.1.11, la condicién 2 del Teorema 6.2.2 significa que ¢ € clj.|, (C[Uk(S1)]) - Pero, por la
Proposicién 6.1.1, la condicién 1 del Teorema 6.2.2 significa que ¢ € C[Ux(S1)] .

Observemos que, aunque
clj, (conv(IT - b)) = clyyy, (ClUx(S1)]) = ClUx(S1)],

como se muestra en la Observacién 5.1.12, no vale que conv(Il - b) sea cerrado como subconjunto
de /1(N)*. Por ejemplo, si b= (1,0,0,...) entonces, por el Teorema 5.1.11,

1

¢= (2771)1161\1

€ cly., (ClUk(e1 ® e1)]) = cljp.y, (conv(IL- b)) .

Pero ¢ ¢ conv(Il - b), pues cada sucesién en conv(Il - b) tiene una cantidad finita de entradas no
nulas. En este caso, ¢ = Cs(x ® z) € ClUk(e1 ® e1)], donde x = 2 2 ey,
U

6.3. La admisibilidad en el caso de dimensiéon infinita

A lo largo de esta secciéon ‘H denota un espacio de Hilbert separable infinito dimensional. Nuestro
primer resultado brinda condiciones necesarias para la admisibilidad:



108 CAPITULO 6. MARCOS CON OPERADOR DE MARCO Y NORMAS PREFIJADAS

Teorema 6.3.1. Sea S € GI(H)t y ¢ € £*°(N)™. Si el par (S, c) es admisible entonces,

Zci =00 y U(S) > Ug(c), para cada k € N.
€N

En particular, se tiene la condicién necesaria
limsupc < [|S]e.

Demostracién. Supongamos que existe un marco F € F(S, ¢). Entonces, por la Proposicién 6.1.1,
existe una extensiéon K = H @ Hy de 'H tal que, si denotamos

(S 0\ H i
S1 = <0 0> M, € L(K)™, entonces c€C[Uc(S1)] .

Luego, D ey ¢i = tr M = tr Sy = oo . Por la Proposicién 5.1.5, U(S) = U(S1) para cada k € N .
Entonces, podemos aplicar el Teorema 5.1.9, a partir del cual se deduce el teorema.
O

Observacidén 6.3.2. Sea S € GI(H)' y ¢ € ¢>°(N)*. Entonces, por el Teorema 5.1.9 y la Proposi-
cién 6.1.1, las siguientes condiciones son equivalentes :

1. Ug(S) > Ug(c) para cada k € N .

2. Existe una sucesién Fi = {fir}ien, £ € N de marcos para H, tal que S es el operador de
marco de cada Fi y || fix| PR /¢; uniformemente para i € N .
—00

Notemos que las desigualdades que involucran las funciones Li, kK € N | siempre se cumplen si

consideramos una extensién suficientemente grande H @& Hy de H. En este caso, limsupc < ||.S]].
O

Notemos que las condiciones del Teorema 6.3.1 no son suficientes para asegurar que el par (5, c)
es admisible, como muestra el Ejemplo 6.4.1. Es decir, en general no podemos remover las barra
de clausura en las férmulas del Teorema 5.1.9, como ya ha sido mencionado en [56], para el caso
diagonalizable.

En [50] se probé el siguiente resultado que da condiciones suficientes que aseguran que el par (S, c)
es admisible:

Teorema 6.3.3 (Larson-Korleson). Sea S € GI(H)" y ¢ € I°°(N)™. Supongamos que Y,y ¢; = 00
¥ |lc]loo < ||S]le- Entonces el par (S, c) es admisible. O

El siguiente resultado, que generaliza el Teorema 6.3.3, refuerza las condiciones necesarias para
la admisibilidad dadas por el Teorema 6.3.1 para obtener condiciones suficientes. Recordemos la
notacién Po(S) = E[||S|le, ||S]|], donde E es la medida espectral de S € L(H)™.

Teorema 6.3.4. Sea S € GI(H)" y c € I°(N)T, tal que }_, . ¢; = co. Supongamos que se satisface
alguna de las siguientes condiciones:

1. a) tr P(S) = oo,
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b) Ur(S) > Ug(c) paracada k € N | y
¢) |IS]le > limsup(c).

2. a) trPy(S)=reN,
b (S) > Uk(c) paral <k <,
c (S) > Uk(c), para k >,y
d

)
) Uk
) Uk
) [IS]le > limsup(c).

Entonces, el par (S, c) es admisible.

Demostracién. Por la Proposicién 6.1.1, para probar que existe un marco F € F(S,c), basta
mostrar que existe una sucesién de vectores unitarios {xy }ren tal que

S:ZCk T Q@ xf .
keN

Supongamos que vale la primera condicién. De las ecuaciones (5.5) y (5.9), la condicién || S]e >
lim sup(c) implica que Up,(S) — Up,(c) —— oo. Entonces, existe mo € Ny € > 0 tal que
m—0o0

em < |[Slle—e param>mo, y  [IS]le < U (S) = U (c) -

Sea i1 > po... > fn > ... la sucesién de autovalores de ST, elegidos como en el Lema 5.1.4.
Sea {yn }nen un sistema ortonormal tal que STy, = pnyn. Si A\ = pn + ||S]le, n € N entonces
ISI = A = |1Slles ¥ SyYn = Anyn, n € N . Por la Proposicién 5.1.5, para cada k € N |

k k
DAvieu<S, v UdS) =D X\

=1 =1

ng mo
sea ng el primer niimero entero tal que Z c; > Z A; . Luego ng > mgp + 1, and
i=1 i=1

7o mo
h=> ci=Y Ai<ceng <[Sle < Amota -

i=1 i=1
Sea ¢o = (c1, ..., Cny). Como
k
Z)\z‘ = Ur(S) > Ur(c) > Ur(co) , 1<k <mg,
i=1
entonces ¢g < (A1,..., Amg, 1, 0,...,0) € R™. Denotemos por

mo
51=h Ymo+1 ® Ymo+1 +Z)\i Yi®yi <5,
i=1
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y S2 = S—S5;. Entonces, el par (S1,cq ), actuando en span {y1, . .., Ymo+1}, satisface las condiciones
del Teorema 6.2.1. De esta forma, existe un conjunto de vectores unitarios {z1,..., %, } tales que
no
> cizi@m =S
i=1

Observemos que Sy > 0, R(S2) es cerrado (por teorfa de Fredholm), y [|Sa]le = [|S]|e- Podemos
aplicar entonces el Teorema 6.3.3 al par (S2, {¢;}isn,), actuando en R(S2) y deducir la existencia
de vectores unitarios xzy, para k > ng, tales que

00
Sy = E Ci T; Qx; .
i=ng+1

Con lo cual obtenemos una descomposicién de S = ZiGN ¢ x; ® x; en términos de operadores de
rango uno.

Supongamos la condicién 2. Entonces, existe § > 0 tal que
1. Upsk(S) — 0 > Uyyg(c), para cada k € N .
2. Existe mgo > 1 tal que ¢, < ||S||e — 0 para m > my .

Sea my = méax{mo,r + 1}, p1 > --- > p, los autovalores mas grandes de S*, y sea {y1,...,4,} un
conjunto ortonormal de autovectores asociados a los autovalores anteriores. Denotemos por

. 1) .
N=pi +[|S]le, 1<i<r, 'y /\i:HSHE_ﬁ7 r+1<i<mg+1.
1

Entonces, por la Proposiciéon 5.1.5,

k
1. Uk(S)ZZ)\i,paralgk:gr.
i=1

k
2. Uk(c)gUk(S)—(SgZ)\i,parar+1§k§m1—|—1.
i=1

Como Q = E([||S]|le—0/2m1, ||S]|e) ) tiene rango infinito, existe un conjunto ortonormal {y,y4+1, ..., Ym,+1} C
R(Q). En consecuencia

mi1+1

D Niviey<S.

i=1

Seguimos un argumento similar al anterior. Sea ng el primer nimero entero tal que ), ¢ >
ot Ao Luego ng >my + 1y

mi

no
h=> ci—=> N<cn <[ISlle—6 < Amyga -
=1 =1
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Sea ¢g = (c1,...,Cpny)- Del hecho de que
k
> A =Ur(S) 2 Ui(e) > Uplco) , 1<k<r, y
1=1

k
> A2 Ur(S) =0 > Uile) > Uplco) , r+1<k<my,
=1

deducimos que ¢g < (A1,...,Amy,h,0,...,0) € R™. Entonces, por el Corolario 6.2.1, existe un
conjunto de vectores unitarios {z1,...,n,} tal que

no

mi
S1=Y N Ui QUi+ h Ymot1 @ Ymot1 = Y _ i T @ ;.

i=1 i=1
Ademds S < Z:@lﬂ i ¥i®y; , conlo cual So = S—51 > 0y ||S2|le = ||S||e- Como antes, aplicamos
el Teorema 6.3.3 al par (S2,{¢;}i>n,), actuando en R(S3), y obtenemos una descomposicién
oo
Sy = Z Ci Ti @ x;.
1=ng+1

De esta forma obtenemos una descomposiciéon S = ZiGN ¢ x; ® x; en términos de operadores de
rango 1.

O]

El Ejemplo 6.4.2 muestra que la condicién 2 (c¢) del Teorema 6.3.4 no puede despreciarse en general.

Corolario 6.3.5. Sea 0 < A € Ry c € (*°(N)" tal que 0 < ¢; < A, i € N . Denotemos por
J={i eN:¢ = A}. Supongamos que

Z G =00 ¥y limsup ¢; < A (o equivalentemente sup ¢; < A) .
Iy i¢J igJ

Entonces el par (AI,c) es admisible.

6.4. Algunos ejemplos
En el siguiente ejemplo veremos que
Up(S) > Uk(c), keN y [|S]e =limsup(c) # F(S,c)#0.
Ejemplo 6.4.1. Sea S =1 ¢€ L(H) y a € (0,1). Sea c € /*°(N)™ dado por ¢; =p € (0,1) y

o — ak si k # 1 es impar,
71 1—d* sik es par.
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Entonces, 0 < ¢y < 1parak € N, >, ¢y =00=) ;(1—¢;),ylimsupc=1= S| . Supongamos
que existe un marco F = { fi }ren € F(5, c). Entonces

Jol2 = 3 (e, i), para cadaz € H .
keN
En particular tenemos que, para cada j € N |
P =D 15 Sl = 1A+ D s fed
keN k#j
Asi, si j # 1 vale la desigualdad
[ F0 P = [E5 PO < 1 £ P = 1P = 151" = e (1= ¢)).
k#j
De esta forma se tiene

p=1A17 < 1AM+ el —c)

J#1
= Y dl-d)=p'+ Y =Y o (64)
i1 A A
1 1 a
_ 2 . _ 2
p+1—a 1—a? p+1—a2

1
< = vemos que p > p? + que contradice

a
1—a?2 4 1—a?’
la ecuacién (6.4). En este caso, F(S,c) = 0. Pero notemos que el par (S, c) satisface todas las
condiciones necesarias del Teorema 6.3.1, pues el hecho de que ¢; < 1, j € N implica U,(S) =k >

Ui(c) para cada k € N . O

1
Si tomamos p = g va € (0,1) tal que

En el segundo ejemplo veremos que en general,
Up(S) 2 Uk(c), keN y [|S]e >limsup(c) # F(S,c)#0.

Ejemplo 6.4.2. Sea S = Mjs el operador diagonal con respecto a una base ortonormal de H dado
por s = {1 — (i 4+ 1) }ien v sea (¢;)ieny dado por ¢; = 1y ¢; = 1/2 para cada i > 2. Notemos que

1. 1 =S|l > 1/2 = limsup(c),
2. Ui(S) = Ui(c),
3. Up(S) =k >1+ (k—1)/2 =Ui(c) para cada k > 2.

Sin embargo, F'(S,¢) = 0. En efecto, supongamos por el contrario que existe F € F(S, c¢). Entonces,
por la Proposicion 6.1.1 existe una extension K = H @ Hy de H tal que, si

S, = <S 0) H € L(K)", entonces c€C[U(S1)] .

0 0/ Hgyg
Sea V € U(K) tal que, en la base ortonormal B = {ej }ren, Mc = Cg(V*S1V). sea x = PyVey.
Entonces se tiene ||z|| < 1y (Sz,z) = (Mcei,e1) = ¢1 = 1, mientras que ||S|| = 1. Luego Sz = «z,

y 1 es un autovector de S, pero esto es absurdo. Notemos que en este caso la condicién 2 (c) del
Teorema 6.3.4 no vale, pues ||S|| = ||5]le, con lo cual r = tr P»(S) = 0; pero Ui(S) = 1 = Ui(c).
Ademés, Y ,cp=00=) (1 —cg) . O
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6.4.1. El exceso de marcos en F'(S,c)

Sea S € GI(H)T y ¢ = (¢;)iem € £°(M)™ tal que el par (S,c) es admisible. Entonces, podemos
encontrar diversos tipos de marcos F € F (S, c). Consideremos en conjunto

Nul(S,c) ={ e(F) : F e F(S,c) } .

En el siguiente ejemplo, mostramos que este conjunto puede abarcar todos los niimeros naturales.
Por otro lado, este ejemplo también muestra que pueden existir pares admisibles (S,a), que sat-
isfacen tan solo las condiciones necesarias del Teorema 6.3.1, es decir Uy(S) = Ux(a), k € N |y
limsupa = ||S]|e .

Ejemplo 6.4.3. Sea H un espacio de Hilbert con base ortonormal B = {x,, }nen. Sea

_ 1 1 1 00 + _ +
a_(§,1,§,1,§,...)€£ (N*, y S=MgacGl(H)*.

Entonces, el marco (base de Riesz) Fy = {a,ll/ 2$n}neN tiene operador de marco S, de forma que
Fo € F(S,a). Por otro lado, sea

1 1 1 1
F :{—aj,x,—x , Ty —= L1, T8, —= T3, T ,}
1\&24\&26\/518\/5310
Se puede ver que también vale F; € F(S,a), pero e(F;) = 1. Andlogamente,

{1 1 1 1 1
Y —

= X2, X4, == T2, L6, — = L8, L10, — = L8, LT12, — =
\/§ 2,44 \/5 2 6 \/i 8,410 \/5 8, 412 \/i

con e(Fz) = 2. De forma similar, podemos definir marcos Fj, € F(S,a) con e(Fy) = k, para cada
k € NU {oco}. Notemos que

xl,...}EF(S,a),

1 1 1 1 1 1
F. :{—x,x,—x,x,—m,x , —= X3, L16, —= L6, T20, —= LG, }

es decir, Fo es el marco inducido por el operador T : £2(N) — H dado por

Tak si n=2k
1 .
—= Tok—_1 si n=6k-—5
T(en) =4

% Tak—2 si n = 6]€ -3
%1‘4]@_2 si n=06k—1.

Asi se tiene Nul(S,a) = NU {0,000} . O

Proposiciéon 6.4.4. Sea S € GI(H)T y ¢ € ¢*°(N)*. Supongamos que el par (S, c) es admisible y
liminf c < min 0.(S5). Entonces Nul(S, ¢) = {o0}.
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Demostracién. Sea F = {f,}nen € F(S,c), con e(F) = d. Por la Proposicién 6.1.1 existe una
extension K = H & Hy de ‘H tal que, si denotamos

(S 0\ H n
S) = <O 0) M, € L(K)™,  entonces c e CU(S1)] -

Por el Teorema 5.1.9, min 0.(S1) < liminf ¢ . Pero, si dimH,; = e(F) < oo, entonces o¢(S1) =
oe(9) .
O

Observacion 6.4.5. La Proposicién 6.4.4 tiene la siguiente aplicacién para los marcos Parseval: Sea
F = {fn}nen marco Parseval para H (i.e. que tiene operador de marco S = I5). Si liminf,en || fn| <
1, entonces e(F) = oo . O

Ejemplo 6.4.6. Sea H un espacio de Hilbert con base ortonormal B = {z; };en. Sea

3 3
,5,57...).

a=(1,2,1,2,...), S=MpacGl(H)" y c=(
Mostraremos que Nul(S,c) = NU {0,00} . En este caso,
. 3
a_(S)=1<liminfc = 5= limsupec < 2 = [|5]. .

En efecto, tomemos la base de Riesz Fy = { fn}nen dada por

Tn 3
x si n es par
fn =
e si n es impar
V2

Es sencillo ver que Fy € F(S,c). Usando que

entonces se puede intercalar un nimero arbitrario de paquetes de cuatro vectores con normas %

asociados a los paquetes de tres entradas pares de la diagonal de S en la construccién anterior.
Cada uno de estos paquetes le agrega exceso 1 al sistema completo. De esta forma pueden
encontrarse marcos Fi € F(S,c) con e(Fy) = k para cada k € NU {oc}. O

Observacién 6.4.7. Sea S € Gl,(C)" y ¢ € £*°(M)*. Si el par (5,c) es admisible, entonces
Nul(S,c) = {|M]| — n}. Sin embargo, si k > n, ¢ = (1,...,1) € C¥ y § = £T € M,(C), entonces
F(S,c) es el conjunto de marcos ajustados esféricos de k elementos en C™. Dykema, Freeman,
Korleson, Larson, Ordower y Weber [30] mostraron que, en este caso, F'(S,c) tiene un estructura
geométrica importante, que contiene érbitas de elementos cualitativamente distintos. ]



Capitulo 7

Mayorizacion de matrices

Para una descripcion conceptual de los resultados incluidos dentro de este capitulo, asi como la
relacién entre éstos y otros resultados ver la seccién “Contexto general del trabajo”del Capitulo 1.

Organizacién del capitulo. A continuacién damos una descripcién de nuestro estudio ac-
erca de las distintas mayorizaciones de matrices. La mayorizacién débil de matrices tiene una
interpretacion geométrica simple. Esto nos permite obtener un procedimiento efectivo para veri-
ficar esta propiedad. Es bien conocido el hecho de que la mayorizacién fuerte de matrices implica
la mayorizacién direccional; probaremos que la mayorizacién direccional de matrices implica la
mayorizacién débil de matrices y daremos ejemplos mostrando que, en general, las implicaciones
reciprocas no son ciertas. Sin embargo, estudiamos condiciones adicionales bajo las cuales estas
implicaciones son ciertas; este problema ha sido considerado en varios articulos, por ejemplo [62],
[63], [45].

Usamos algunos hechos elementales de la teoria de convexidad para obtener nuevas caracterizaciones
de las distintas mayorizaciones de matrices. En particular, obtenemos un criterio simple y efectivo
par determinar si X > Y. Ademds, damos otras descripciones de las distintas mayorizaciones de
matrices, que involucran la comparacién de trazas de diferentes familias de matrices. También
consideramos las relaciones de equivalencias inducidas por estos preérdenes y hallamos las matrices
minimales.

Sea M, (C) el dlgebra de matrices n x n con entradas complejas. Una familia abeliana es una
familia ordenada de matrices autoadjuntas en M, (C) que conmutan entre si. Introducimos tres
mayorizaciones diferentes entre familias abelianas que llamamos mayorizaciones conjuntas. Varios
de los resultados obtenidos para las mayorizaciones matriciales se traducen en este contexto de
mayorizaciones entre familias abelianas, los cuales nos permiten deducir caracterizaciones de estas
ultimas.

Notaciones Denotamos por M, ,,, = My, (R) (resp. M,, = M,(R)) el espacio vectorial real
de matrices n x m con entradas reales (resp. n x n) y My n(C) (resp. M, (C)) el espacio vectorial
complejo n xm de matrices (resp. nxn) con entradas complejas. GL(n) denota el grupo de matrices
n x n inversibles (con entradas reales) y S,, el grupo de permutaciones de orden n.

Los vectores en R™ (o C™) son considerados como vectores columna. Sin embargo, algunas veces

los describimos como v = (vy,...,v,) € C™. Los elementos de la base candnica son denotados por
e1,...,en € R". Dado « € R”, Rx denota el subespacio real generado por x y Cz es el subespacio
complejo generado por x. Ademds consideramos el vector e = (1,...,1) € R™.

115
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Stz = (z1,..,2n),y = (Y1,...,yn) € C" entonces (x,y) denota su producto interno i.e,
(z,y) = >, x;y;. Dada A € M,(C), decimos que A is positiva semidefinida si (Az,z) > 0 para
cada x € C". La traza canénica en M, (C) es denotada por tr.

Siwvy,...,v, € C" entonces denotamos por

k
Ul/\.../\’L)kE/\Cn

su producto antisimétrico. Dado A € M,(C), A¥ A € M,(C) denota la k-ésima potencia anti-
simétrica de A. Es sabido que

L (A" A)(A"B) = \"(4B)
2. (A" 4) = A"

para A, B € M, (C) (ver por ejemplo [16]).
Para X € M, ,, Ri(X) (o més brevemente X;) denota la i-ésima fila de X y C;(X) denota la
i-ésima columna de X. Consideramos también los conjuntos de filas y columnas de X

R(X)={Ri(X) : i=1,...,n} y CX)={Ci(X) : i=1,...,m}.

Dada X € M, (C), X* € M,, ,(C) denota su transpuesta, X* € M,, ,(C) denota su adjunta y
Xt € My, ,(C) es la pseudoinversa de Moore-Penrose de X. La dimensién del rango columna de X
es notada rank(X).

Dado S C R", conv(S) denota la capsula convexa de S, i.e. el conjunto de combinaciones con-
vexas de elementos de S. Vamos a usar la siguiente terminologia: llamamos politopo a la capsula
convexa de un nimero finito de puntos en R™. Un politopo generado por puntos afinmente inde-
pendientes es llamado simplez.

7.1. Mayorizacion de matrices

En lo que sigue vamos a utilizar las propiedades de la mayorizacion de vectores desarrolladas
en los preliminares, asi como algunos hechos de las matrices positivas alli descritos. Adoptamos
también las notaciones introducidas en los preliminares.

Dadas X,Y € M,, ,,, consideramos las siguientes nociones de mayorizacion de matrices:

e Y estd mayorizada fuertemente por X, notado X >, Y, siexiste D € DS(n) tal que DX =Y.
e Y estd mayorizada direccionalmente por X, notado X > Y, si para todo v € R™, Xv > Y.

Observacién 7.1.1. En [54] A. W. Marshall y I. Olkin definen, dadas matrices X, Y € M, ,, Y
estd majorizada por X siexiste D € DS(m) tal que XD =Y. Esta nocién fue llamada en [26] y [14]
mayorizacion multivariada. La nociéon de mayorizacién fuerte introducida arriba corresponde a la
mayorizacién multivariada de las matrices transpuestas. Por otro lado, la mayorizacién direccional
ha sido considerada en [45], [52] y [63], por ejemplo.

O
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Cuando X,Y € M, 1,i.e. X e Y son vectores en R", las mayorizaciones fuerte y direccional de
matrices coinciden con la mayorizacién de vectores. En este caso, el teorema de Schur-Horn (ver
la seccién de Preliminares 6 [44]) establece que la mayorizacién fuerte de matrices (mayorizacion
direccional) es equivalente a la existencia de una matriz unitaria U € M,,(C) tal que (UoU)!X =Y,
donde “o” denota el producto de Schur de matrices. Pero en general, dado X, Y € M,, ;,,, es sabido
que la existencia de una matriz doble estocdstica D € DS(n) tal que DX = Y no implica que
(UoU)!X =Y para alguna matriz unitaria U € M,,(C) (ver la pagina 431 de [54]).

7.1.1. Mayorizacién débil de matrices
Introducimos la siguiente definicién de mayorizacion de matrices.

Definicién 7.1.2. Dadas X,Y € M,,,, decimos que Y estd mayorizada débilmente por X, notado
X =4Y, siexiste A € RS(n) tal que AX =Y.

Hemos considerado matrices estocdsticas por filas, pero también tiene sentido considerar ma-
trices estocasticas por filas no cuadradas. Digamos que A € M, ,, es estocastica por filas si A es no
negativa y todas las sumas de las entradas de cada una de sus filas es 1. De esta forma, la nocién de
mayorizacién débil puede extenderse a pares de matrices con el mismo nimero de columnas pero
diferente ntimero de filas como sigue: sea X € My, ,, y Y € M, ,, entonces X >4 Y si existe una de
matriz estocastica por filas A € M, ,, tal que AX =Y. Sin embargo no desarrollaremos esta nocién
mas general.

Observacién 7.1.3. Dadas X,Y € M, ., consideremos las dos m-uplas de vectores (x;)i=1..m ¥
(Yi)i=1..m en R™ definidos por

xi:Ci(X); yi:Ci(Y), i:I,...,m.
Entonces, es sencillo verificar las siguientes equivalencias:
1. X =4 siy solosiexiste A € RS(n) tal que Ax; = y; para cadai=1,...,m.

2. X > Y siysolosi Z;n:l Ty - Z;n:l a;y; para cualquier m-upla de escalares (o, ..., 0y) €
R™,
3. X =7 Y siysolosiexiste D € DS(n) tal que Dx; = y; para cada i =1,...,m.

Luego, cada mayorizacién de matrices puede considerarse como una relacién entre la m-upla (or-
denada) de vectores columnas (z;)i=1..m vV (¥i)i=1...m-

O

Es inmediato de las definiciones y el Teorema 2.1.7 que la mayorizacién fuerte implica la may-
orizacién direccional. Ahora damos una caracterizacién de la mayorizacién débil que nos permite
verificar que es més débil que la mayorizacién direccional.

Proposicién 7.1.4. Sean X,Y € M, ,, entonces,
(i) X =4Y siysolosi R(Y) C conv(R(X));

(ii) Si X > Y entonces X =, Y.
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Demostracién. (i) Sean X,Y € M, ,, y A = (a;j) € M. Entonces AX =Y siy solo si
n
Rl(Y) :ZaikRk(X) izl,...,n.
k=1

Luego, si existe A € RS(n) tal que AX =Y verificamos que R(Y') C conv(R(X)). Por otro lado, si
R(Y') C conv(R(X)) entonces, por la ecuacién anterior, podemos construir las filas de una matriz
A € RS(n) tal que AX =Y.

(79) Sean X,Y € M, tal que X > Y y supongamos que existe 1 < ¢ < n tal que R;(Y) ¢
conv(R(X)). En este caso, existe un hiperplano que separa R;(Y) de conv(R(X)) i.e., existen
v €R™ yt >0 tales que

(Ri(Y),v) >t y (Rj(X),v) <t paratodoj=1,...,n.
Pero esto contradice la mayorizacion de los vectores Xv > Yv pues
(Y0))1 = (Yu)y = (Ri(Y),0) = ¢ > ((Xv)")1.

Luego, X =4 Y.
O]

Observacién 7.1.5. Como consecuencia de la Proposiciéon 7.1.4 obtenemos un método eficiente
para verificar si es valida la relacién X ;4 Y. De hecho, por el item i), solo tenemos que verificar
si cada fila en Y puede ser escrita como una combinacién convexa de las filas de X. Para esto
se puede resolver un problema de programacion lineal, cuyas variables son los coeficientes para
las combinaciones convexas a encontrar. Mas atun, para matrices de dimensiones pequenas esto se
puede estudiar de forma gréfica (ver Observacién 7.1.16).

Notemos que, aunque la mayorizacién débil de las matrices X =, Y, para X, Y € M, ,,, puede
considerarse como una relacién algebraica entre las columnas de X y de Y (ver Observacién 7.1.3),
en la Proposicién 7.1.4 obtenemos una caracterizacion geométrica de esta relacién en términos de
las filas de X e Y.

O

Los siguientes ejemplos muestran que, en general, las diferentes mayorizaciones de matrices no
son equivalentes.

Ejemplo 7.1.6. X >; Y no implica X > Y.

Sean
X:<(1) (1)) ¥ Y:<1}2 192)‘

Entonces, si tomamos A =Y € RS(n), es claro que AX =Y con lo cual X >4 Y. Sin embargo, si
consideramos v = (2,1) entonces Xv 3 Yv. Asi se tiene que X # Y.
O

Ejemplo 7.1.7. X > Y no implica X >, Y.
Este es un hecho conocido. En [62] se puede encontrar un ejemplo de A. Horn. Nuestro ejemplo
usa matrices mas pequenas. En realidad, veremos en el Corolario 7.1.23 que las matrices de este
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ejemplo tienen el minimo ndmero de filas y columnas que hacen falta para que la implicacién sea

falsa. Sean
0 3 -3 0\’ 2 -2 0 0\
X_<0—2 —2 4) yY_<o 0 —2 2)'

Entonces X > Y pero X #; Y. Una prueba de este hecho aparece en la Observacién 7.1.16.

O
Proposicién 7.1.8. Sean X,Y € M, ,, y supongamos que rank(X) = n. Los siguientes son
equivalentes:
(i) X =4Y.

(ii) YXT € RS(n) y ker(X) C ker(Y).

Demostracién. Supongamos que X =, Y, i.e. existe A € RS(n) tal que AX =Y. Del hecho de
que rank(X) = n, vemos que XX =1, y A = AXXT = Y X', La ecuacién Y = AX implica que
ker(X) C ker(Y') de forma evidente.

Reciprocamente, si YXT € RS(n) y ker(X) C ker(Y), luego XX es la proyeccién ortogonal
sobre ker X+ Dker YL y YXTX =Y, es decir X =4 Y.

]

En lo que sigue, consideramos la mayorizaciéon débil de matrices cuando X,Y € M,,, en particular
cuando X € GL(n). El siguiente corolario es una consecuencia de la Proposicién 7.1.8.

Corolario 7.1.9. Supongamos que X,Y € M, y X € GL(n). Entonces, X =, Y si y solo si
YX~! e RS(n).

Proposicién 7.1.10. Sean X,Y € M,. Si X >4 Y entonces |det(X)| > |det(Y)|. Mas aun, si
X =q Yy |det(X)| = |det(Y)| # 0 entonces existe una matriz de permutacion P € M,, tal que
Y =PX.

Demostracién. Sea Sx = conv(R(X)U{0}) (resp. Sy = conv(R(Y)U{0})) el politopo generado
por R(X) U {0} (resp. R(Y) U {0}). Luego, |det(X)| y |det(Y)| son los volimenes de Sx y Sy
respectivamente. Si X >4 Y tenemos, por la Proposicién 7.1.4, que Sy C Sx. Luego |det(X)| >
| det(Y)].

Si suponemos ademds que X >4 Y y |det(X)| = | det(Y")| # 0 entonces, usando la terminologia
descrita en los Preliminares, Sx y Sy son simplejos con vértices R(X)U {0} y R(Y) U {0} respec-
tivamente. Como Sy C Sx y |det(X)| = |det(Y)| # 0, entonces deben coincidir. En particular,
estos conjuntos tienen los mismos vértices, es decir que X e Y tienen las mismas filas salvo orden.

O]

7.1.2. Convexidad y mayorizacién de matrices

Comenzamos esta secciéon recordando algunas caracterizaciones conocidas de la mayorizacion
fuerte en términos de funciones convexas. Una prueba de este resultado puede hallarse en [26].
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Teorema 7.1.11. Sean X,Y € M,,,,. Entonces X ~; Y siy solo si, para cada funcién convexa
f:V — R vale que
n

J

donde V' C R™ es un conjunto convexo tal que R(X)U R(Y) C V.

1

FX5) =D F(Y)

Observacion 7.1.12. En lo que sigue, utilizamos los siguientes hechos elementales acerca de
conjuntos y funciones convexas:

(i) Dados z, w; e R™ [ i=1,...,n,

zeconv({w; :i=1,...,n}) siy solo si 1121_é<x (wi,v) > (z,v) para todo v € R™.
<i<n

(ii) Dados dos conjuntos convexos Vi y Vo, Vi C Vs si y solo si

) <
max f(z) < max f(z)

para cada funcién convexa f definida sobre Vi U Vs.

Como consecuencia de la Proposicién 7.1.4 y la Observacién 7.1.12 concluimos el siguiente:

Corolario 7.1.13. Sean X,Y € M,, ,,. X =4 Y siy solo si

ix f(X;) > mix f(Y;
max f(Xi) 2 max f(Y:)
para cada funcién convexa f : V — R donde V' C R™ es un conjunto convexo que contiene
R(X)UR(Y). Més atin, si consideramos las funciones lineales ¢, : R™ — R, z € R™ definidas por
¢(x) = (x,2), X =4 Y siy solo si

para cada z € R™.

El siguiente teorema caracteriza la mayorizacién direccional entre matrices en M, ,,, en términos
de [5] + 1 politopos, donde [r] es la parte entera de r € R.

Teorema 7.1.14. Sean X,Y € M, ,,. X = Y siysolosi, parak = 1,...,[5] y k = n, el conjunto de
promedios de k filas diferentes de Y esta incluido en la capsula convexa del conjunto de promedios
de k filas diferentes de X.

Demostracién. Sean X,Y € M, ,,, y supongamos que el conjunto de promedios de k filas
diferentes de Y estd incluido en la capsula convexa del conjunto de promedios de k filas difer-
entes de X. Sea v € R™ y 1 < k < [§]. Entonces, existe una permutacién o € S, tal que
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(Yv)g1) 2 -+ = (Y0)g(n), donde (Yv); es la i-ésima coordenada de Yv € R". Por hipétesis, existe
una familia ( )Meg C Ry tal que dopes, u =1y

Luego vemos que

k 1 k 1 k
> (Yv); = k‘<kZYa(j)aU>=k‘ e | 5 22 Xuti) ,v>=
HESH

J=1

Il
Nl
9}
=
—
=l
<
=
>
\’@
~_
N
w
"B
m
g
—
=l
<
=
>
\’@
~_
Il

HES

1
Notemos que la hipétesis para k =n implica que

(Xv)}.

Sea [3] < k <mn,y T € S, una permutacién tal que (Y’U)T(l) < ... < (Yv)r(n). Nuevamente, por
hipétesis, existe (d,)es, C Ry, > ues, 4 =1, tal que

1 n—k
T 2 e = 2
=1

HESH

1 n—=k
X
j=1
ya que 1 <n —k < [3]. De aqui que

k n—k
S0} = (3 )~ S -

j=1

n—k
ZXJ’”> _k)<zdu nikZXu(j) ,v>§

(
<ZXJ,U> — k) irensn<n_kZX >

k
= Z(Xv :
j=1

Luego, Xv > Yv. Como v € R™ era arbitrario entonces X > Y. Por otro lado, si supongamos que
X > Y entonces, dada pu € S,

k k k k
ggé}: <Z Xg(i),v> = Z(Xv)f > Z(Yv)ll > <Z Yu(i),v> para todo v € R™.
i=1 i=1

i=1 i=1

IN
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y por la Observacién 7.1.12, tenemos que % Zle Y,.(i) pertenece a la cdpsula convexa de

k
1
{kZXU(Z-) oS Sn} .
i=1

O
El Corolario 7.1.13 y el Teorema 7.1.14 implican la siguiente descripcién de la mayorizacion
direccional en términos de la mayorizacion débil.

Corolario 7.1.15. Sean X,Y € M, . X = Y siy solosi X(k) =q Y(k) para k =1,...,[5] y
k = n, donde X (k) (respectivamente Y (k)) es la matriz de #lk)' filas, que son todos los posibles
promedios de k filas diferentes de X (respectivamente de Y').

Como consecuencia del Corolario 7.1.15 y la Observacion 7.1.5 obtenemos un criterio efectivo
para verificar la relaciéon X > Y. En efecto, con la notacién de arriba, solo tenemos que verificar si
X (k) »aqY(k)parak =1,...,[%] y k =n (i.e, [3]+]1 instancias de mayorizacién débil de matrices).
Para un tal k, podemos recurrir a la programacion lineal (como se comenté en la Observacién 7.1.5)
para verificar si se tiene X (k) =4 Y (k).

Observacion 7.1.16. Sean X, Y las matrices del Ejemplo 7.1.7. Para determinar que X > Y, solo
tenemos que verificar que X (k) =4 Y (k) para k = 1,2, 4, por el Corolario 7.1.15.

Figura 7.1: Poligonos correspondientes a k =1y k = 2

En primer lugar, X (4) = (0,0) = Y (4) € M 2, de forma que X (4) =4 Y (4). M4s atin,

—v (3/2 =3/2 0 032 =32\ <., (0 11 -1 -1 0\’
X(2)_<—1 -1 2 -2 1 1> yY(2)_<0—11—1 10)‘

Los graficos en la Figura 1 muestran la inclusién de los poligonos que prueban X (k) =4 Y (k)
para k = 1,2. De lo anterior deducimos que X > Y. Por otra parte, la funcién convexa f(z,y) =
méx{—y, 4 +x,4 —x} y el Teorema 7.1.11 muestran que X ;Y en el Ejemplo 7.1.7.

O

7.1.3. Cuando la mayorizacion débil implica la mayorizacién fuerte

En esta seccién estudiamos condiciones bajo las cuales la mayorizacién débil o direccional de ma-
trices implica la mayorizacién fuerte de matrices. Este problema es de interés y ha sido considerado
en los trabajos de investigacion [45], [62], [63].
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Proposicién 7.1.17. Sean X,Y € M, ,, tales que X > Y. Supongamos que conv(R(X)) tiene
solo dos puntos extremales. Entonces X > Y.

Demostracién. Notemos que, como conv(R(X)) tiene solo dos puntos extremales, los puntos en
R(X) estéan contenidos en una recta de R™. Luego, por hipétesis, los puntos de R(Y) también
deben pertenecer a esta recta. Sea Z € M, ,, la matriz cuyas filas son todas iguales a R;(X). Es
sencillo verificar que X > Y (resp. X =7 Y)siysolosi X —Z>~Y —Z (resp. X —Z ;Y — 7).

Luego, podemos suponer que rank X < 1 y rankY < 1. Si X = 0 el resultado es inmediato.
SiY =0y rank X = 1 supongamos que Xe; # 0 y consideremos la matriz D € DS(n) tal que
D(Xe;) = Ye; = 0. Entonces DX = 0 = Y, pues cada columna de X es un multiplo real de
C1(X) = Xey. SirankY = rank X = 1, sean z1,y; € R" y x9,y2 € R™ tales que X = zzl y
Y = y1y5. Més atin, como Rys = ran(Y?) = ran(X") = Rzs, podemos asumir que y2 = z2. Notemos
que Xzo = (x2,22) 1y Yo = (T2,22) y1.

Como X > Y, entonces x1 > y; y existe D € DS(n) tal que Dz1 = y;. Luego

DX = Dxyzh = yiah =Y

y vemos entonces que X > Y.

O
Dada X € M, denotamos por [X,e] € M, (n,+1) la matriz cuyas primeras m columnas son
iguales a las columnas de X y su ultima columna es el vector e = (1,...,1) € R™. En [45], S.-G.

Hwang y S.-S. Pyo probaron el siguiente teorema.

Teorema. Sean X, Y € M, tales que [Y,e][X,e]l tiene entradas no negativas. Entonces X =Y
sty solo si X =7 Y.

Extendemos este resultado reemplazando X = Y por X =; Y mas la condicién e'X = e'Y.
Notemos que si X = Y entonces X =4 Y y !X = €'Y (ver Corolario 7.1.15), pero la otra
implicacién no vale (ver Observacién 7.1.20). Mas atn, usando la nocién de mayorizacién débil de
matrices nuestra prueba es mas sencilla.

Teorema 7.1.18. Sean X,Y € M,,,, y supongamos que [Y,e][X,e]' tiene entradas no negativas.
SiX =qY ye'X =e'Y entonces X »;Y.

Para probar este teorema vamos a utilizar el siguiente lema cuya demostracion es elemental y
omitimos.

Lema 7.1.19. Sean X,Y € M,, ,, entonces

X =qY siysolosi [X,e] =4 [Y, €]
X =Y siysolosi [X,e] = [Y,¢€]
X -7Y siysolosi [X,e] =f[Y, €]
¢! X = €'Y siy solosi €'[X,e] = €'Y, €]

Demostracion del Teorema 7.1.18. Sean Z = [X,e] y W = [Y, e]. Aplicando en Lema 7.1.19 solo
tenemos que probar que, si WZT tiene entradas no negativas, entonces Z =4 Wy e!Z = W
implica Z >y W.
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Supongamos que Z =4 W, entonces existe una matriz estocastica por filas A tal que W = AZ.
Multiplicando ambos lados de la ecuacién por ZT obtenemos:

Wzt = AzZT = AP

donde P es la proyeccién ortogonal sobre el rango de Z. Como APZ = AZ = W, entonces
tendremos que Z >, W en tanto verifiquemos que AP es doble estocastica. Por hipétesis sabemos
que AP = W ZT tiene entradas no negativas con lo cual basta mostrar que APe =e y e! AP = ¢,
Dado que Z = [X, €], entonces e estd en la imagen de Z y Pe = e. Asi tenemos que

APe= Ae=c¢
pues A es estocistica por filas. Por hipétesis, e!Z = e!W, con lo cual
AP = eWZT =e' 271 = ' P = ¢

lo que muestra que AP es doble estocéstica, (AP)Z = W, y por el Lema 7.1.19 también vale que
(AP)X =Y.
O

Observacién 7.1.20. La condicién X =, Y y !X = €'Y del Teorema 7.1.18 es méas débil que las
hipétesis X = Y del Teorema de Hwang y Pyo. De hecho, sean X,Y € Mjg o las siguientes matrices

X:<0 1 1 -1 -1 o>t . Y:<2/3 2/3 1 -1 -2/3 —2/3>t’

11 -1 -1 11 1 1 -1 -1 1 1

Es sencillo ver que X =4 Y y e!X = (0,2) = €'Y. Sin embargo, la Figura 2 muestra que X (2) ¥4
Y (2) (donde M representan las filas de X (2) y A representan las filas de Y'(2)). Entonces, por el
Corolario 7.1.15, X # Y.

Figura 7.2: conv(Y (2)) € conv(X(2))

Los siguientes resultados son consecuencias del Teorema 7.1.18.

Corolario 7.1.21. Sean X,Y € M,, ,,, y supongamos que ran([X,e]) = R™. Si X =, YV y !X = €'Y
entonces X >~ Y.

Demostracion. Se deduce de la Proposicién 7.1.8 y el Teorema 7.1.18.
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Corolario 7.1.22. Sean X,Y € M, ,, tales que las filas de X son los vértices de un simplex. Si
X +4Y ye'X =e'Y entonces X =Y.

Demostracion. El hecho de que las filas de X generen un simplex es equivalente a que el conjunto
{R2(X) — R1(X),...,Rp(X) — R1(X)} sea linealmente independiente. Entonces, la dimensién del
rango de la matriz

0

g Ra(X) B Ri(X)

Ru(X) — Ry(X)

es n — 1. Luego, el subespacio § generado por las columnas de Z también tiene dimension n — 1
y e ¢ S. Usando el hecho de que C;(Z) = Ci(X) — z15e, 1 < i < m, concluimos que el conjunto
{C1(X),...,Cn(X),e} genera R™. Por el Corolario 7.1.21, obtenemos que X >7 Y.

O

Corolario 7.1.23. Sean X,Y € M,,,, con 1 <n < 3. Entonces, X =Y implica que X >7 Y.

Demostracién. Sean X,Y € M, con 1 < n < 3, tales que X > Y. Si conv(R(X)) es un
segmento, el resultado se sigue de la Proposicién 7.1.17. En otro caso, n = 3 y tenemos que
conv(R(X)) es un tridngulo contenido en R™ con vértices X; = R;(X), i = 1,2,3. Aplicando el
Corolario 7.1.22 en este caso, vemos que X > Y.

O

Observacién 7.1.24. Sean X, Y € M, ,,. Notemos que X > Y es equivalente a las desigualdades
f(Xv) > f(Yv) para cada v € R™ y cada funcién convexa simétrica f : R" — R (ver Teo-
rema 2.1.3). Por otra parte, si consideramos las funciones convexas y simétricas foo(21,...,2,) =
max(21,...,2n) Y fi(21,...,2n) = 21+...4+2p, entonces X >4 Y es equivalente a foo (Xv) > foo (Y V)
para cada v € R™, mientras que e!X = €'Y es equivalente a f1(Xv) > fi(Yv) para cada v € R™.
Supongamos que ran([X,e]) = R™. El Corolario 7.1.21 establece que si X =4 YV y !X =
e'Y entonces X >; Y. Podemos re-escribir este resultado como sigue: si foo(Xv) > foo(Yv) y
fi(Xv) > f1(Yv) para cada v € R™ entonces, f(Xv) > f(Yv) para cada v € R™ y cada funcién
convexa simétrica f : R™ — R. Esta reformulacién del resultado es similar al siguiente teorema de
interpolacion : si A € My, ,,, es tal que ||Av|oo < ||v]|oo ¥ |Av]|1 < |Jv]|1 para cada v € R™ entonces
||Av|| < |jv|| para cada v € R™ y cada norma gauge simétrica.
]

7.1.4. Relaciones de equivalencias asociadas a las mayorizaciones de matrices

Como ya hemos mencionado, las mayorizaciones de matrices previamente consideradas son
relaciones de preorden. Como X >4 Y si y solo si R(Y) C conv(R(X)), es claro que X >4 Y y
Y >4 X es equivalente a la igualdad de conjuntos conv(R(X)) = conv(R(Y)). El siguiente teorema
describe la relacién de equivalencia asociada a las mayorizaciones direccional y fuerte de matrices.

Teorema 7.1.25. Sean X, Y € M,, ,,,. Entonces los siguientes son equivalentes
i) Existe una matriz de permutacién Q € M, tal que QX =Y.

i) X >y YyY > X.
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i) X =Y yY > X.

Antes de probar este resultado, consideramos la siguiente propiedad de la mayorizacién direc-
cional de matrices.

Lema 7.1.26. Sean X,Y € M, , tales que X = Y y R; (X) = R;,(Y). Si X € Mp—1)m (resp.
Y € M, —1),m) denota la matriz que se obtiene de borrar la ip-ésima fila de X (resp. la jo-ésima
fila de ), entonces X >~ Y.

Demostracién. Es consecuencia del siguiente hecho (ver los Preliminares): si z,y € R" entonces,
para cada A € R,
Ty <= (T1,. ., Ty A) = (Y1, oy Yry A).

O
Demostracion del Teorema 7.1.25 Las implicaciones i) = i) = iii) son evidentes. Solo tenemos
que probar la implicacién i) = i). Usamos induccién en el nimero de filas de X e Y. Sin =1 es
inmediato: notemos que si X,Y & M ,, entonces X > Y implica X =Y.

Enelcasoenquen > 1,81 X =Y yY = X entonces, X =3 Y y Y =4 X. Luego la cédpsula
convexa de R(X) coincide con la de R(Y) y en particular tienen los mismos puntos extremales.
Si z es un punto extremal de conv(R(X)) = conv(R(Y')) entonces, z = R;(X) = Rj,(Y) con
1 < g, jo < n.

Si X, Y e M(;,—1),m son como en el lema anterior, entonces tenemos que X>-YyY > X.Por
la hipétesis inductiva, las filas de X son un reordenamiento de las filas de Y. Luego las filas de X
son un reordenamiento de las filas de Y, lo que implica 7).

O

El siguiente corolario, que es una consecuencia de la Proposicion 7.1.10, es un andlogo del
Teorema 7.1.25 para la mayorizacién débil de matrices, en el caso particular en que X,Y € GL(n).

Corolario 7.1.27. Sean X, Y € M,, con Y € GL(n). Entonces los siguientes son equivalentes
i) Existe una matriz de permutacién @ € M, tal que QX =Y.

ii) X}deY>-dX.

Seguidamente, determinamos el conjunto de matrices minimales con respecto a los preérdenes
que hemos considerado hasta ahora. En este contexto, un elemento minimal con respecto a un
preorden < en un conjunto P es un elemento m € P tal que, dado n € P, si n < m entonces
m << n.

Proposicién 7.1.28. X € M, ,, es minimal con respecto a cualquiera de los preérdenes g4, >
6 =y siysolosi X;=...=X,, es decir, todas las filas de X son iguales.

Demostracién. Si R(X) = {v}, para algin v € R™, entonces conv(R(X)) = {v}. Entonces, si
X =4 Y es claro que X =Y. Por otro lado, sea X € M, ,, una matriz con al menos dos filas
diferentes. Entonces R(X) contiene dos puntos diferentes (en R"™). Si D € DS(n) es la matriz con
todas sus entradas iguales a 1/n tenemos que Y = DX <y X. Més atin, como Ri(Y) = Ro(Y) =
... = R, (Y), entonces conv(R(Y')) contiene solo un punto, con lo cual R(X) ¢ conv(R(Y)). Luego
Y 4 X vy X no es minimal con respecto a ninguna de las mayorizaciones de matrices.

O
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7.2. Mayorizaciones conjuntas

En [5] T. Ando introdujo la relacién de mayorizacién entre matrices autoadjuntas de la siguiente
forma: si a, b € H(n), el espacio real de matrices autoadjuntas en M, (C) y A(a), A(b) € R™ denotan
los vectores de autovalores de a y b respectivamente, contados con multiplicidad, a mayoriza a b
(en el sentido de Ando) si A(a) = A(b); en este caso escribimos a = b (ver la seccién 2.1.3 de los
Preliminares).

El objeto de esta seccién es introducir y caracterizar algunas posibles extensiones de la may-
orizacién en H(n), que llamamos mayorizaciones conjuntas. Algunos de los resultados de esta
seccion estan basados en el material previamente obtenido acerca de la mayorizacién de matrices.

7.2.1. Mayorizacién conjunta entre familias abelianas en H(n)

Una familia abeliana es una familia ordenada (a;)i—1,..m» de matrices autoadjuntas en M, (C)
tales que
Qi G5 = aj Qj, ’i,j:1,...,m.

Para introducir las mayorizaciones conjuntas consideramos los siguientes hechos elementales: si
(@i)i=1,....m ¥ (bi)i=1,...,m son dos familias abelianas en M,,(C) entonces existen matrices unitarias
U,V € M,(C) tales que

U*aiU = D)\(ai)’ V*biV = D)\(bi)a 1= 1, e, M,

donde D, denota la matriz diagonal con diagonal principal z € R™. En este caso A(a;) es el vector
de autovalores correspondientes a a;, contados con multiplicidad, en algin orden dependiendo de
U. Consideremos las matrices A, B € M,,,, dadas por

CZ(A) :)\(ai), CZ(B) :)\(bi), 1= 1,...,m.

Definicién 7.2.1. Sean (a;)i=1,...m, (bi)i=1,...m € Mu(C) dos familias abelianas y sean A, B €
M, m, definidas como antes. Decimos que la familia (a;)i=1,...m mayoriza conjuntamente de forma
débil (respectivamente mayoriza conjuntamente de forma fuerte, mayoriza conjuntamente de forma
direccional) a la familia (b;)i=1,.m y notamos

(@3)i=1,...m =d (bi)i=1,....m

(respectivamente (a;)i=1,...m > f (bi)i=1,....m» (@i)i=1,...m = (Di)i=1,....m) si A =4 B (respectivamente
A>r B, A~ B).

Notemos que si U, W son dos matrices unitarias que diagonalizan la familia (a;)i=1,. . m si-
multaneamente, entonces existe una matriz de permutacién @Q tal que

U*aiU: Q*W*aiWQ, 1= 1,...,m.

Asi, si A" € M, ,, denota la matriz cuyas columnas C;(A4’) son las diagonales principales de las
matrices W*a;W, entonces A = QA’. Es decir, la definicién anterior no depende de la matriz
unitaria U. Esto también muestra que el conjunto de de filas R(A) no depende de la matriz unitaria
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U. Este conjunto es llamado el espectro conjunto de la familia y lo denotamos por o(ay,...,anm).
Més ain, si f: V' — C es tal que o(ay,...,an) C V entonces consideramos

flai,...,am) =UD,U"

donde D, es la matriz diagonal con diagonal principal x = (f(R1(A)),..., f(R,(A4))) € C". Note-
mos que f(ai,...,am) € M,(C) no depende de la matriz unitaria U. Decimos que la matriz
f(a1,...,an) se obtiene de la familia (a;)i=1,... m por cdlculo funcional.

De aqui en adelante, siempre que el contexto lo permita, evitaremos escribir los subindices
correspondientes a las familias de matrices y notamos (a;) >q (b;) (resp. (a;) >=¢ (bi), (a;) = (b;)).

Proposicién 7.2.2. Sean (a;)i=1,..m ¥ (bi)i=1,..m dos familias abelianas en M, (C). Entonces
1. (ai) >4 (b;) siy solo si conv(o(by,...,by)) C conv(o(a,...,amn)).
2. (a;) = (b;) siy solo si, para cada 71, ...,vm € R vale que

Y141 + -« . + Yma@m = 7101 + ... + Ymbm (en el sentido de Ando).

3. (a;) >¢ (b;) siy solo si existen k € N, matrices unitarias Wy,..., W), € M,(C) nimeros no
negativos p, ..., Uk, Z§:1 p; = 1, tales que

k
b; = Z,uj W a; Wy, para 1 <1i<m. (7.1)
j=1

Demostracién. Los items 1. y 2. son consecuencias de las definiciones, por lo cual omitimos la
prueba. La prueba del item 3. es postpuesta hasta la prueba del Teorema 7.2.5.
O

7.2.2. Caracterizaciones de las mayorizaciones conjuntas

En esta subseccion consideramos algunas caracterizaciones de las diferentes nociones de may-
orizacién conjunta previamente introducidas.

Recordemos que una transformacién lineal T': S — M,,(C) de un subespacio unital y autoad-
junto S* =S C M, (C), I € S, es llamada unital si T'(I) = I, donde I denota la matriz identidad,;
positiva si T'(a) es positiva semidefinida siempre que a sea positiva semidefinida, y que preserva la
traza si tr(T(a)) = tr(a) para cada a € S.

Lema 7.2.3. Sea D el élgebra diagonal en M, (C) y sea T : D — D positiva y unital. Entonces
existe £ € RS(n) tal que
T(D,) = Dg,. (7.2)

Si ademas, T preserva la traza entonces E € DS(n). Por otra parte, si T es como en (7.2) para
alguna matriz £ € RS(n) (respectivamente E € DS(n)), entonces 1" positiva y unital (resp. es
positiva, unital y preserva la traza).
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Demostracién. Fijamos la base canénica {e;}i=1, ., de C" e identificamos D con C" como espacios
vectoriales por la funcién D, — =z, donde D, es la matriz diagonal con diagonal principal x €
C". Luego, bajo esta identificacién, T induce una transformacién lineal T' en C" dada por Tz =
Z?Zl T(D,)qiei. Sea E la matriz de T con respecto a la base candnica. Entonces E satisface
Fe =ey Ex > 0 siempre que = > 0, donde y > 0 significa que todas las coordenadas de y € R"
son no negativas. Luego E € RS(n) y T(D,) = Dg,. Mas atn, si T preserva la traza entonces
tr(Ez) = tr(x), donde tr(y) = y1 + ...+ yn. Esto implica que E € DS(n). La reciproca es evidente
de lo anterior.

O

En lo que sigue haremos uso de los siguientes resultados.

Lema 7.2.4. Sea A C M, (C) una *-subalgebra unital de M,,(C). Entonces existe una transforma-
cién lineal positiva, unital y que preserva la traza, ¥ : M, (C) — A, tal que ¥(a) = a para todo

ae A

Dada (a;)i=1,...m C My(C), C*(ai,...,an) denota la *-subélgebra unital generada por los a;’s,
es decir, la *-subdlgebra A mds pequena de M, (C) con la propiedad de que a; € A, i =1,...,m.

Notemos que si (a;)i=1,..m €s una familia abeliana en M,,(C) y U es una matriz unitaria que
diagonaliza simultdneamente esta familia entonces U diagonaliza cualquier a € C*(ay,...,an) i.e,
U*aU = D, para algin x € C". Luego, C*(a1,...,am) CUDU* ={UD,U* : z € C"}.

Teorema 7.2.5. Sean (a;)i=1,..m ¥ (bi)i=1,..m dos familias abelianas en M,,(C). Entonces
1. (a;) =4 (b;) siy solo si existe una transformacién positiva y unital
T:C*ai,...,am) — C*(b1,...,bm)
tal que T'(a;) = b; paracadai=1,...,m.
2. (a;) = (b;) siy solo si, para cada k = 1,...,[§] y k = n tenemos que
k k

(log[/\ exp(ai)])i=1,...m =a (log[/\ exp(i)])i=1,..m-

3. (a;) = (b;) siy solo si existe una transformacién positiva, unital y que preserva la traza
T:C*a1,...,am) — C*(by,...,by)
tal que T'(a;) = b; para cada i =1,...,m.
Demostracién. Sean U, V € M, (C) matrices unitarias tales que
U*a;iU = Dy(a,)5 VEbiV = Dy, i=1,...,m

donde A(a;), A(b;) € R"™. Como antes, si a € C*(ay,...,an) entonces U*aU € D.

1. Supongamos que existe una transformacién positiva y unital 7' : C* (a1, ... am) — C*(b1,...,bnm)
tal que T'(a;) = b; para cada i =1,...,m. Sea T : D — D definida por

T(D,) = V*T(U(UD,U*))V,
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donde ¥ : M, (C) — C*(ay,...,an) es la transformacién obtenida en el Lema 7.2.4. Notemos que
T es positiva, unital y tal que T(DA(QZ.)) = Dy@p,), i =1,...,m. Por el Lema 7.2.3 existe £ € RS(n)
tal que EX(a;) = A\(b;), i =1,...,m. De aqui que (a;) =4 (b;) (ver Observacién 7.1.3).

Por otro lado, si (a;) >4 (b;), sea E € RS(n) tal que EX(a;) = A(b;), 7 = 1,...,m. Sea
T:UDU* — C*(by,...,by) definida por

T(UDyU*) = ®(VDg, V"),

donde @ : M, (C) — C*(by,...,by) es la transformacién obtenida como en el Lema 7.2.4. Basta
considerar entonces la restriccién de T a C*(ay, ..., am).

2. Notemos que A ¥ U es una matriz unitaria que diagonaliza la familia (A\* a;). Sea A € My, tal
que para 1 <i < m, C;(A) = Aa;). Para 1 < k < n, sea A la matriz #Lk), X m cuyas columnas
son C;(A)) = A(i, k), donde

k k k
/\U* <log[/\ exp(ai)]> /\ U = D) 1<i<m.

Vamos a mostrar que, para 1 < k < n, A,y = k- A(k) (salvo una permutacién de filas) donde A(k)
es como en el Corolario 7.1.15. Sea 1 < j < n y denotemos por u; = C;(U) las columnas de U.
Entonces, para calcular las filas de A basta notar que, para cada 1 <i < m y cualquier eleccién
de1 <1l <...<lpy<mn,u,A...Au, es un autovector de log[\" exp(a;)] correspondiente al
autovalor

k
log[] [ exp(A(ai),)] = Aai)i, + . + Aaiy,
j=1

donde A(a;);, es la lj-ésima entrada del vector A(a;). La igualdad A,y = k-A(k) es una consecuencia
inmediata de estas observaciones. Pero notemos que entonces, el resultado es consecuencia de las
hipétesis (A =a By para k =1,...,[5] y k =n) y el Corolario 7.1.15.

3. La prueba dada para la primera parte del teorema puede extenderse de forma evidente para

probar este {tem.
O

Ejemplo 7.2.6. Un sistema de proyecciones (o particién de la unidad) en M, (C) es una familia
{Pi}i=1,. r de proyecciones ortogonales tales que Ele P; = I. Dada una tal familia, la compresién
asociada, C : M, (C) — M, (C) esta dada por

k
C(A)=> PAP,.
i=1

C es un ejemplo de transformacién positiva unital que preserva la traza. En particular, si P; es la
proyeccién ortogonal sobre Ce;, ¢ = 1,...,n, entonces la compresion asociada a este sistema de
proyecciones es llamada la compresion diagonal y notada Cy.

En las péginas 331-332 de [54], A. W. Marshall y I. Olkin dan un ejemplo de mayorizacién
multivariada que reformulamos en términos de mayorizacién conjunta fuerte (en este contexto, es
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una consecuencia del item 3. del Teorema 7.2.5): Sea (a;)i=1,...m una familia abeliana en M, (C) y
sea Cy la compresion diagonal. Entonces,

(@i) > (Co(ai))- (7.3)

Es conveniente notar aqui que, dada una familia abeliana (a;)i=1,..m, €l resultado anterior no es

vélido para una compresion arbitraria C puesto que la familia (C(a;))i=1,...m puede no ser abeliana.
]

Prueba de la Proposicion 7.2.2. Supongamos que existen k € N, matrices unitaria Wy,..., Wy €
M,,(C) y nimeros no negativos i1, . . . , ik, Zle pj =1, tales que vale la ecuacién (7.1). Definamos
T:C*(a1,...,am) — C*(by,...,by) por

k
T(a)=® Zuj WiaW; |,
j=1

donde ® : M,(C) — C*(b1,...,bn) es la transformacién obtenida como en el Lema 7.2.4. Es
evidente que T preserva la traza, es positiva y unital. Luego, por el Teorema 7.2.5 concluimos que
(ai) =5 (bi).

Por otra parte, si (a;) =5 (b;) sean U, V, A(a;), A(b;) (1 <4 < m) como en la prueba del Teorema
7.2.5. Entonces, existe £ € DS(n) tal que EX(a;) = \(b;) para 1 <1i < m (ver Observacién 7.1.3).
Por el teorema Birkhoff existen k € N, matrices de permutaciéon Pi,..., P, € DS(n) y nimeros
no negativos py,...,ur € R, Z?Zl p; = 1 tales que £ = Z?Zl p; Pj. Entonces, para 1 < i < m
tenemos

k
bi = V'DapyV =V D@V =V* [ D1 Pf DrapPi | V
=1
k

= S W UPVY 4 (UPV)
j=1

7.2.3. Mayorizaciones conjuntas y funciones convexas

En esta seccién consideramos caracterizaciones de las mayorizaciones conjuntas en términos del
calculo funcional descrito antes de la Proposicién 7.2.2. Dada una familia arbitraria de matrices
cuadradas (a;)i=1,..m € My(C), el (primer) rango numérico conjunto (ver [51]) estd definido por

Wi(ai,...,am) ={(w a1v,...,v%apv): ve C", viv =1}.

Vamos a relacionar el rango numérico conjunto W(ay, ..., an) con el espectro conjunto o(ai, ..., amn)
de una familia abeliana.

Lema 7.2.7. Sea (a;)i=1,...,m una familia abeliana. Entonces,

Wi(ai,...,am)=conv(o(ay,...,amn)).
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Demostracién. W(ay, ..., ay) es invariante bajo conjugaciones unitarias de los a;’s por una matriz
unitaria U € M, fija. Por lo tanto, podemos suponer que a; = Dy,), ¢ = 1,...,m. Si v'v =1
tenemos
n n
(v*a1v,..., v anv) = Z \vj\z/\j(al) e Z ‘vj‘g/\j(am)
Jj=1 J=1

= > loiP (jlar), .. Aj(am))
j=1

donde »77_; |v;|? = 1. El lema es una consecuencia inmediata de estos hechos.
O

Proposicién 7.2.8. Sean (a;)i=1,..m ¥ (bi)i=1,..m dos familias abelianas. Entonces, los siguientes

son equivalentes:
L. (a;) =q (bi).
2. W(bl, cee ,bm) - W(al, ce e ,am).

3. Para cada funcién convexa f: V — R se tiene

[ (ars s am) || = £ (b1, - - bm) |l

donde V' C R™ es un conjunto convexo que contiene o(aq,...,amn,)Uo(by, ..., by).

Demostracién. 1. < 2. se sigue del Lema 7.2.7 y del item 1. de la Proposicién 7.2.2. Por otra
parte, 1. & 3. es una consecuencia del Corolario 7.1.13.
O
La siguiente Proposicién es una consecuencia del item 2. del Teorema 7.2.5 y la Proposiciéon
7.2.8.

Proposicién 7.2.9. Sean (a;)i=1,..m ¥ (bi)i=1,...m dos familias abelianas. Entonces, (a;) > (b;) si
y solo si, para k =1,...,[5] y k = n tenemos que

k k k k
Hf (log[/\ exp(ai)], ..., log[/\ exp(am)]> f (log[/\ exp(b1)],. .. ,log[/\ exp(bm)]> H

para cada funcién convexa f : V — R, donde V C R™ es un conjunto convexo que contiene a
o(ar,...,am)Ua(br,...,bn).

>

La siguiente Proposicion es una reformulacién del Teorema 7.1.11 en este contexto.

Proposicién 7.2.10. Sean (a;)i=1,....m ¥ (bi)i=1,...,m dos familias abelianas. Entonces, (a;) > (b;)
si y solo si, para cada funcién convexa f : V' — R se verifica que

tr f(at,...,am) > tr f(b1,...,bm),

donde V' C R™ es un conjunto convexo que contiene o(ay,...,am)Jo(b,...,by).
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7.2.4. Relaciones de equivalencias asociadas a las mayorizaciones conjuntas

Las mayorizaciones conjuntas hasta aqui consideradas son predrdenes en el conjunto de familias
abelianas en M,,(C) de una cierta cantidad de miembros fija. El siguiente teorema describe las
relaciones de equivalencias asociadas a estos predrdenes.

Teorema 7.2.11. Sean (a;)i=1,..m ¥ (bi)i=1,...m dos familias abelianas en M, (C).
a) Los siguientes son equivalentes:
i) (a;) =a (bi) y (b)) =a (as).
i) Wi(at,...,am)=W(bi,...,bn).
b) Los siguientes son equivalentes:

i) Existe una matriz unitaria W € M, tal que W*a;W = b; para cadai =1,...,m.
i) (ai) =5 (bi) y (bi) > (ai).
iii) (ai) = (bi) y (bi) > (ai).
Demostracién. a). Es una consecuencia inmediata de la Proposicién 7.2.8.
b). Notemos que el automorfismo interior o : C*(ay,...,ay,) — C*(by,...,by) inducido por W

preserva la traza, es positivo y unital. Luego ) implica ii). Evidentemente i) = iii). Por otro lado,
si (a;) = (bi) y (b;) > (a;), por el Teorema 7.1.25 existe una matriz de permutacién @) € M, tal que

V(QHU*a;U)Q)V* = by, i=1,...,m

donde U, V € M, son como en la prueba del Teorema 7.2.5. Basta tomar entonces W = UQV*.
O
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Capitulo 8

Mayorizacion conjunta en factores
factores 11,

Para una descripcion conceptual de los resultados incluidos dentro de este capitulo, asi como la
relacién entre éstos y otros resultados ver la seccién “Contexto general del trabajo”del Capitulo 1.

Organizacion del capitulo. El capitulo esta organizado de la siguiente manera. En la sec-
cién 8.0.5 recordamos algunos hechos acerca de C*-subdalgebras abelianas de un factor II;. En la
seccién 8.1, después de describir algunos resultados técnicos, enunciamos y probamos nuestro re-
sultado principal sobre la estructura local de las transformaciones doble estocasticas. En la seccion
8.2 introducimos y desarrollamos la nociéon de mayorizacién conjunta entre familias abelianas de
operadores autoadjuntos en un factor II; y obtenemos varias caracterizaciones de esta relacién.
Finalmente, en la seccién 8.3 probamos los resultado adelantados en la seccién 8.1.

Notaciones A lo largo de este capitulo, M denotara un factor II; con traza fiel normal y normal-
izada 7. Las C*-subdlgebras de M consideradas siempre seran unitales. El subespacio de operadores
autoadjuntos de M es denotado por My, y consideramos familias abelianas (a1, ..., a,) = (a;)"
en Mg, es decir familias finitas de operadores autoadjuntos que conmutan entre si. Si (a;)_; € Mg,
es una familia abeliana entonces C*(aq, ..., a,) denota la C*-subélgebra (unital) abeliana y sepa-
rable de M generada por los elementos de la familia. Si A4 es C*-subdlgebra abeliana arbitraria de
M entonces I'(A) denota su espacio de caracteres, i.e. el conjunto de *-homomorfismos v : A — C,
dotados de la topologia débil-*. T'(4) es un conjunto compacto y A ~ C(I'(A)), donde C(T'(A))
denota la C*-algebra de funciones continuas en I'(A) (ver seccién 2.4.1 de los Preliminares).

8.0.5. Medidas espectrales conjuntas y distribuciones conjuntas

En lo que sigue haremos uso de los resultados descritos en las secciones 2.4.1, 2.4.2 y 2.4.3. Si
A C M es una C*-subélgebra separable entonces I'(A) es metrizable y la representacién C(I'(A)) ~
A C M induce una medida espectral E 4 que toma valores en el reticulado P(M) de proyecciones
de M. Sea p4 la medida regular de Borel en I'(A) definida por

pA(A) = T7(Ea(A)).

135



136 CAPITULO 8. MAYORIZACION CONJUNTA EN FACTORES FACTORES II,

La regularidad de u 4 se sigue del hecho de que cada conjunto abierto es o-compacto [60, 2.18]. La
funcién A : L*°(I'(A), pa) — M dada por

A(h) = / hdE.4
T'(A)

es un *-monomorfismo normal (notemos que en este caso la topologia débil-* de L*°(T'(A), 4)
restringida a la bola unitaria es metrizable) y tenemos que

- (A(R)) = /F(A)hduA, vh € L°(D(A), ). (8.1)

Consideramos entonces el dlgebra de von Neumann L*(A) := A(L>®(T'(A), u4)) € M.

Cuando A = C*(ay,...,ay), Eag := E4 y pa = pa son la medida espectral conjunta y la
distribucién conjunta de la familia abeliana a y el isomorfismo normal definido arriba es notado
Az L*(T(a),pa) — L*°(A) . Es inmediato verificar que Az(m;) = a;, 1 < i < n, y escribimos
h(ai,...,an) == Ag(h).

En el caso particular en que x € M es un operador normal, las partes real e imaginaria de x
son operadores autoadjuntos que conmutan entre si. Identificando el plano complejo con R? en la
forma usual, es sencillo ver que el espectro de x como operador normal coincide con el espectro
conjunto del par abeliano (Re(z),Im(z)), y que la medida espectral de x coincide con la medida
espectral conjunta del par (Re(x),Im(x)).

8.1. Forma local de las transformaciones doble estocasticas

Recordemos que una transformacion lineal ® : M — M es doble estocéstica [39] si es unital,
positiva, y preserva la traza. En [39] se probé que en un factor finito cada transformacién doble
estocastica es normal. Denotamos al conjunto de todas las transformaciones doble estocdsticas en
M por DS(M). Estas transformaciones juegan un papel importante en la teoria de mayorizacién
entre operadores autoadjuntos (ver la seccién de Preliminares o [1, 2, 39, 40]); de esta forma, el
estudio de su estructura es un desarrollo natural dentro de esta teoria.

En esta seccion obtenemos una descripcién conveniente de lo que denominamos la forma local
de las transformaciones doble estocdsticas que operan en un factor II;. Utilizamos esta estructura
local para el estudio de la mayorizaciéon conjunta de familias abelianas en la seccion 8.2.

Comenzamos con la presentacién de cierta terminologia y los enunciados del Teorema 8.1.1, la
Proposicion 8.1.2, y el Lema 8.1.4. Las demostraciones de estos resultados serd desarrollada hacia
el final del capitulo en la seccién 8.3. Si bien son resultados técnicos son herramientas ttiles para
considerar problemas de aproximacion.

Sea A C M una C*-subéilgebra abeliana, y sean F4 y p4 la medida espectral y la medida
de distribucién de A definidas como en la seccién 8.0.5. Si x € I'(A) es tal que E4({z}) # 0,
decimos que x es un dtomo para F 4. El conjunto de dtomos de E 4 es denotado por At(E 4). Como
pa = 7o Ey, la fidelidad de la traza implica que At(ua) =At(E4). Decimos que A es difusa si
At(E4) = 0. El siguiente teorema establece que la medida espectral de una C*-subélgebra separable
A de un factor II; puede ser refinada de forma coherente.
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Teorema 8.1.1. Sea A C M una C*-subdlgebra abeliana y separable. Entonces existe a € My,
tal que C*(A, a) es abeliana y difusa.

Como los atomos de E 4 estdn en correspondencia con el conjunto de proyecciones minimales
de L>(A), el teorema 8.1.1 provee una forma de sumergir A en una C*-subdlgebra separable
A = C*(A,a) tal que L>®(A) no tiene proyecciones minimales (ver la Observacién 8.3.4 para més
detalles).

Proposiciéon 8.1.2. Sea B C M una C*-subélgebra abeliana, separable y difusa. Entonces existe

un conjunto no acotado M C N tal que para cada m € M existen k = k(m) particiones de la unidad

(™, CB M, 1<t<k cont(g™)=1/m (1<i<m, 1<t<Ek),y tales que para cada
. t,m t.m

b € B, si notamos 3" =m7(bg;""), entonces

k m
()
t= 7

lim
m—0o0

Observacién 8.1.3. Para m fijo y {¢/}",, 1 <t < k, particiones de la unidad, es inmediato
verificar que la transformacion lineal

(Z mT(bqf)qf>

i=1
es una contraccion con respecto a la norma de operadores.

El siguiente lema esté relacionado con el teorema de Dixmier sobre esperanzas condicionales a
valores centrales en un algebra de von Neumann finita. Notamos por D(M) el semigrupo convexo

dado por
D(M) = conv{Adu: uelU(M)}

donde Adu(a) = u*au.

Lema 8.1.4. Sea B C M una C*-subdlgebra separable y sea {p;}>; € B’ N M una particién
de la unidad. Entonces existe una sucesién {p;}ieny C D(M) tal que para cada b € B, si notamos

Bi(b) = 7(bp;)/7(p;), entonces

Jim Jlp; () = 3 Bi(b)pi|| = .
i=1

En el siguiente lema establecemos un andlogo del teorema de Birkhoff para operadores de
espectro discreto en factores II.

Lema 8.1.5. Sean {p;}7", {¢;}"; C M particiones de la unidad tales que 7(p;) = 7(¢;) = 1,y
sea T' € DS(M). Entonces existe p € D(M) tal quesi f1,...,0m E Ry a; =m 23”21 Bi7T(T(q5) pi)

para 1 <1 < m, tenemos que
m m
Z ipi = p <Z Bi Qi> : (8.2)
i=1 i=1
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Demostracién. Sea v;; = m7(T(q;j) p;) > 0; entonces es inmediato verificar que (v; ;) € R™*™
es una matriz doble estocédstica y, mas aun, que «a; = Z’anl vi,j B3; para cada i = 1,...,m. Por el
teorema de Birkhoff 2.1.6, la matriz doble estocéstica (7; ;) puede escribirse como una combinacién
convexa de matrices de permutacién, i.e. (vij) = > eg Mo Py, donde 7, >0, 37 s 1o =1y Py
es la matriz de permutacion m x m inducida por o € S,,. Entonces tenemos

=D %iBi= D Mobop 1<i<m. (8:3)
j=1

UGSm

El hecho de que M es un factor II; y que los elementos de las particiones {p;}i, {¢;}:; tienen
las mismas trazas implica la existencia de operadores unitarios u, tales que uq gy(;) (ug)* = ps,
1 <4 < m, para cada 0 € Sp,. De hecho, si 0 € Sy, de la igualdad 7(q,(;)) = 7(pi) deducimos que
existen isometrias parciales v;, € M tales que v;sv;, = Pi ¥ ¥ ,Vi,o = Go(;) PATa @ = 1,...,m.
Entonces u, = » ", vix € M son los unitarios requeridos. De la ecuacién (8.3), y definiendo
p(-) = Ypes, o s (-) 2, tenemos

S o - z(z%ﬁam) . (z@,@ugw <ug>*>
=1 i=1 =1

TESH 0ESH

= Z Tlo Ug (Zﬂz Qi> (uo)* =p (Zﬁz) .

O
Seguidamente, establecemos y probamos el resultado sobre la forma local de las transformaciones
doble estocasticas. De forma resumida, éste describe la relacién entre operadores normales y sus
imédgenes bajo la accién de T' € DS(M), cuando estos operadores pertenecen a cierto sistema de
operadores determinado por dos C*-subdlgebras (separables) abelianas de M. Observamos que,
si consideramos diferentes dlgebras abelianas podemos obtener diferentes descripciones de T'. Mas
aun,también es posible que ninguna de estas descripciones sea vélida globalmente, i.e. para todos
los operadores en M (ver Observaciones 8.2.7).

Teorema 8.1.6 (Forma local). Sean A, B C M C*-subélgebras abelianas y separables y sea
T € DS(M). Si S es el subsistema de operadores de B dado por S = T~1(.A) N B entonces, existe
una sucesiéon (p,)reny € D(M) tal que lim, o [|T(b) — pr(b)|| = 0 para cada b € S.

Demostracién. Notemos que basta probar el teorema para subdlgebras abelianas, separables y
difusas de M; de hecho, supongamos que este resultado vale para tales dlgebras y sean A, B C M
C*-subdlgebras separables y abelianas arbitrarias. Entonces, por el Teorema 8.1.1 existen subdlge-
bras abelianas, separables y difusas A y B de M tales que A C Ay B C B. De esta forma obtenemos
una sucesion (p,)ren tal que lim, o [|T(b) — p,(b)|| = 0 para cada be T (A)NB C T-1(A)NB.
Asi que suponemos ademads que A y B son difusas.

Por la Proposicién 8.1.2 existe un conjunto no acotado M y, para cada m € M, k = k(m)
particiones de la unidad {qu}’;ll CB'NMy {pjm};’il CA'NM, 1< j <k (para simplificar la
notacién no escribimos el super-indice m en las proyecciones) tales que, para cada b € T~ (A) N B
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y cada r € N existe mg = mg(r,b) tal que si m > mg entonces

1 k m i 1
b_EZ Zﬁiqi < (8.4)

1 k m o 1
TM) =+ (Z aizoﬁ) <= (8.5)

donde ﬁf = mT(bqg), of = mT(T(b)pg), T(pZ) = T(qg) = 1/m, ( de la construccién de tales

7
particiones es evidente que podemos suponer que ambas tienen el mismo conjunto M y para cada

m € M tienen el mismo k(m)). Como ||T|| = 1, entonces por la ecuacién (8.4) tenemos que

k m
ro- 3 (o) <2 55)

Aplicando la ecuacién (8.6) y el hecho de que la transformacién lineal en la Observacién 8.1.3 es
contractiva (con {p]} como las particiones de la unidad), obtenemos

k. m m
PSS (ST <

t=1 i=1

donde o' =m S, ﬂlj T(T(qu)pit). Por el Lema 8.1.5 existen p", € D(M) tales que

za“p: o (z B{q{) C<gi<h 59)
=1

De (8.5), (8.7), y (8.8) deducimos que
1 k m o 9
() - 2 Z Z Pt Z Bla ||| < o (8.9)

Por el Lema 8.1.4 existen sucesiones (7, )neny € D(M), 1 < j < k, (independientes de b) tales que
para cada r € N existe ng = ng(r, b) tal que, si n > ng entonces

1
gl —pb)|| < o 1<j<k. (8.10)

De (8.9) y (8.10), junto con el hecho de que cada p € D(M) es contractiva obtenemos, para cada
n > no(r,b)

IN
Sl

, (8.11)

LA
TZZPJ,



140 CAPITULO 8. MAYORIZACION CONJUNTA EN FACTORES FACTORES II,

Consideremos un subconjunto denso numerable {by, by, ...} de B. Notemos que de las estimaciones
anteriores, la desigualdad (8.11) sigue valiendo para b; siempre que n > ng(r,b;), m > mo(r, b;).
Definamos

n(r) = méx{no(r,b1),...,no(r,b.)}, m(r) = max{mo(r,b1),...,mo(r,b,)}

y luego consideremos
k k
1 m
)= 722 Pt o 7y () € DM,

donde k = k(m(r)). Por las estimaciones anteriores tenemos que ||T(b;) — pr(b;)|| < 2 siempre
que 1 < j<r.Seabe€ B,e>0yl e N tal que ||[b— b < ¢/3. Sir > mix{l,9/e}, entonces
IT(be) = pron (D) < €/3, y

I7(0) = pr )| < IT(6 = bo) [l + 1T () = pr (Bl + llor (b1 = )| < e
O

Corolario 8.1.7. Sea T € DS(M) y sean (a;)l~q, (b;))!; € Mg, familias abelianas tales que
T(b;) = a; para 1 < i < n. Entonces existe una sucesién (p,)reny € D tal que para 1 < i < n
lim, o0 ||a; — pr(bi)|| = 0.

Demostracién. Consideremos A = C*(aq,...,a,) y B = C*(by,...,b,), que son C*-subdlgebras
abelianas y separables de M. Aplicando el Teorema 8.1.6 con respecto a estas algebras obtenemos
una sucesion (p,)reny € D tal que lim, o || T(b) — p-(b)|| = 0 para cada b € T~(A) N B. Pero
notemos que, por nuestra eleccién, b; € T—(A) N By entonces,

r

1T(bi) = pr(bi) |l = llai — pr(bi)[| — 0.

8.2. Nucleos doble estocasticos

La nocién de niicleo doble estocastico que desarrollamos en esta seccién surgié de forma natural,
a partir de una familia de ejemplos (ver Ejemplo 8.2.2) que asemeja a las matrices doble estocésticas
en este contexto.

Definicién 8.2.1. Sea (X, ux), (Y, puy) dos espacios de probabilidad. Una transformacion lineal
positiva y unital v : (Y, uy) — L*°(X, ux) es un niicleo doble estocdstico si [y v(1a)dux =
py (A), para cada conjunto py-medible A C Y.

Ejemplo 8.2.2. Sean X y Y espacios topoldgicos compactos y sean px y py medidas de prob-
abilidad regulares y de Borel en X e Y respectivamente. Consideremos D € L'(ux x py) y sea

= |, D (y)dpy (y). Entonces v : L®(X, ux) — L(Y,uy) es un nicleo doble es-
tocastlco siy solo si

L. D(z,y) 2 0 (ux x py)-a.e

2. [y D(z,y)dux(z) =1 py-c.t.p.
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3. [y D(z,y)duy(y) =1 px-c.t.p.

En particular, si six = gy es una medida con soporte finito {z;}1, y tal que px({z;}) = L para
1 <4 < m entonces D es nicleo doble estocastico si y solo si la matriz m x m (D(x;, x;));,; es
doble estocastica.

La siguiente proposicién establece la relacién entre (la localizacién de) una transformacién doble
estocdastica y los nicleos doble estocésticos.

Proposicién 8.2.3. Sean @ = (a;)"_;, b = (b;)"_; C M, familias abelianas. Los siguiente enunci-
ados son equivalentes:

1. Existe T'€ DS(M) tal que T'(b;) = a;, 1 <i <n.

2. Existe v : L®(o(b), i) — L>(0(a), pta) niicleo doble estocdstico tal que v(m;) = m;, 1 < i < n.
Demostracién. Supongamos que T'(b;) = a;, 1 < i < n,conT € DS(M). Sean A = C*(ay,...,a,),
B = C*(bi,...,b,). Como M es un algebra de von Neumann finita, existe una esperanza condi-
cional £4 : M — L>®(A) que conmuta con 7. Entonces v = A7 0 £4 0T o A es el niicleo doble
estocastico que buscamos, pues

v(m) = A EA(T(Ag(mi)))) = Az EAT(Bi) = A7 (Ealar)) = Az (ai) = mi,

y para cualquier subconjunto Boreliano A C o(b)
/(_) v(la)dpa = 7(Aa(v(1a))) = 7(€ao T o Ag(1a)) = 7(A5(1a)) = pp(A).

Reciprocamente, supongamos que existe v como en 2. Sea g : M — L>°(B) la esperanza condi-
cional sobre L>(B) que conmuta con 7. Entonces definamos T'= Azovo Ay !0 £g. Evidentemente
T es positiva, unital y conmuta con 7. Ademas,

T(bl) = A(—z ovVo AE_I o gg(bz) = A(—l oV o Ag_l(bz> = A@(l/(ﬂi)) = A&(ﬂ_i) = Qy, 1 S ) S n.

O
En lo que sigue, introducimos y desarrollamos la nocién de mayorizacion conjunta entre familias
abelianas en un factor II;.

Definicién 8.2.4. Sean a = (a;)"1, b = (b)), dos familias abelianas en Mg,. Decimos que

a estd conjuntamente mayorizado por b, notado a < b, si existe un nicleo doble estocastico v :

L>®(o(b), uz) — L>(o(a), ua) tal que v(m;) = m;, para cada 1 < i <mn.

La siguiente terminologia serd utilizada en el enunciado del teorema de caracterizacion de la
mayorizacién conjunta 8.2.5: si (z1, ..., z,) es una familia finita en M, sea Upq(z1,. .., zy) la 6rbita
unitaria conjunta de la familia con respecto al grupo de operadores unitarios Unq de M, i.e.

Unm(x1, .. xn) = {(u z1u, ..., u zpu) © uw € Upg ).
Vamos a considerar también la cédpsula convexa de la érbita unitaria de la familia (z;)7" ,,

conv(Upm(zi)izr) = {(p(zi))izr, p € D}
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SonoW

Denotamos por conv (U (z;)?;), conv® (Unq(z;)1;) y conv' (Unq(z;)™,) las respectivas clausuras
entrada a entrada en la topologia de la norma, en la topologia débil de operadores, y en la topologia
L' inducida por .

Teorema 8.2.5. Sean @ = (a;)"_,, b = (b;); dos familias abelianas en Mg,. Entonces los sigu-
ientes son equivalentes:

1.

2.

a esta conjuntamente mayorizado por b.

a € conv(Unq(b)).

. a € conv H(Upn(b)).

. a € conv ™ (Unm(b)).
- Ma = pp-

. Existe una transformacién completamente positiva T € DS(M) tal que a; = T'(b;), 1 < i < n.

Existe T'e DS(M) tal que a; =T'(b;), 1 <i <n.

. 7(flar,...,an)) < 7(f(b1,...,by)) para cada funcién continua y convexa f :R"™ — R.

Dada una subélgebra von Neumann abeliana N C M sea Ex la (Unica) esperanza condicional
sobre N que preserva la traza. Entonces, Enr es una transformacion doble estocéstica (completa-
mente positiva) de M.

Corolario 8.2.6. Sea N' C M una subdlgebra abeliana von Neumann y sea (b;)"_; C Ms, una
familia abeliana. Entonces (Ear(b;))7y < (bi)I.

Observaciones 8.2.7.

1.

Sea x € M un operador normal. Recordemos que hay una forma natural para identificar la
medida espectral usual de x con la medida espectral conjunta del par abeliano (Re(z), Im(z))
(ver el tdltimo parrafo de la seccién 8.0.5). Si T € DS(M) entonces T'(z) = y si y solo si
T(Re(x)) = Re(y) y T(Im(z)) = Im(y), ya que T' es positivo.

De estos hechos y del Teorema 8.2.5, vemos que si z, y € M son operadores normales entonces
y < y en el sentido de [40] si y solo si (Re(y),Im(y)) < (Re(z),Im(z)) en el sentido de
la definicién 8.2.4. Es decir, la mayorizacién conjunta (bajo esta identificacién) extiende la
mayorizacién entre operadores normales en el caso de factores II;.

. Si p € M es una proyeccién con traza 1/2, existe una isometria parcial v € M con v*v = p,

w*=1—p. Seaa; =1, ag =v* — v, by =1, by = v — v*. Definamos la transformacién lineal
T:C*(p,v) — C*(p,v) por T'(p) =p, T(1) =1,y T(v) = v*, T(v*) = v (el algebra C*(p,v)
puede pensarse como Ms(C) y T como la transposicién). Entonces T' no es una transformacién
completamente positiva, pero puede ser extendida a T' € DS(M). La equivalencia entre
6y 7en el Teorema 8.1.6 muestra que existe una transformaciéon completamente positiva
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T € DS(M) con T'(b1) = a1, T'(b2) = ag. De hecho se puede describir una transformacién
T’ con estas caracteristicas , por ejemplo T = u-u*, con u = 2p — 1. De esta forma vemos que
la forma “local” de la transformacion puede diferir substancialmente de la forma “global”.

En el resto de la seccion probamos las implicaciones necesarias para demostrar el Teorema 8.2.5.
El siguiente lema generaliza un resultado de [40].
Lema 8.2.8. Sean a = (ai)?:p[; = (b))~ € Mg, familias abelianas. Si a € conv " (Un b
entonces existe una transformaciéon completamente positiva T' € DS(M) tal que a; = T'(b;),
1 < n.

)

(
1<
Demostracion. Sea

(. b)Y ey C conv(Upg(by, ... by)), b 220 g,
J

para 1 <1 < n. Entonces existe una sucesién (p;)jes C D tal que

(B, b0) = (pj(ba). -, (b)),

para cada j € J. Notemos que p; es una transformacion completamente positiva y doble estocastica
y la red {p;}jes estd acotada en norma. Entonces existe una subred (que, haciendo abuso de
notacién, denotamos {p;};cs) que converge en la topologia BW de Arveson [10], i.e. existe una

transformacion completamente positiva T : M — M tal que p;(z) W—QT> T(x) si x € M. Por
J
normalidad de la traza, T preserva la traza, es positiva y unital. Como
pj(bi) = bg W—OT> a; = T(bz) = a;, 1<i<n.
J

t
Lema 8.2.9. Sean a = (a;), b = (b;)"_; C My, familias abelianas. Si @ < b, entonces yz < .

Demostracién. Por hipdtesis a < b es decir, existe un ntcleo doble estocéastico

v:L>®(o(b), uz) — L>=(o(a), pa)

tal que v(m;) = m;, 1 < i < n.Seav,..., vy, € MY (R"™) tales que ZTzl vj = jig. Definamos medidas
v’ por vi(A) = vj(v(1a)). Por continuidad de v, vj(f) = v;(v(f)) para cada f € L>®(a(b), u1). De
esta forma,

vi(m) =vj(v(m)) =vi(m), 1<i<n, 1<j<m

y andlogamente v;(1) = v (1), con lo que v; ~ v, para 1 < j < m. Finalmente,

Do v5A) = 3 v(v(1a)) = pa(v(18)) = ().

Entonces Z;”zl V;- = g, lo que muestra que pg < - O
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Lema 8.2.10. Sean @ = (a;)",, b = (b;)"_; C Ms, familias abelianas. Si jz < y;, entonces existe
T € DS(M) tal que T'(b;) = a; para 1 <i <mn.

Demostracién. Por compacidad, podemos considerar particiones {A’"}m(r) de o(a) con diam(A7) <
1/r para cada 1 < j < m. Fijamos puntos zf,..., m(r) con xj € AT y definimos medidas pj por
pi(+) = pa(- N A}). Entonces evidentemente ), u} = fia. Como ta = pg por hipdtesis, existen
medidas v; con vi ~ piy > j Vi = W Sean g; las derivadas de Radon-Nikodym g} = dvj /dug.

Notemos que }; g7 = 1 (u;; — a.e.). Definimos funciones D, : o(a) x o(b) — R dadas por

m(r) T
. Qj(t) (s
Dr(sat) - ]Z; Ha(A;) 1Aj( )

Definamos v, : L= (o (b), i) — L*>°(0(a), pa) por
(D)) = | b(0) Dy(s,1) di(t).
o(b)

Las transformaciones v, son niicleos doble estocésticos, lo cual puede verse de las equivalencias ,ug ~
v;. Por la Proposicién 8.2.3 tenemos la sucesion de transformaciones doble estocdsticas asociadas
estos nucleos {7}, C DS(M) tal que

T, (b;) = / vp(mi)dEg € LC(A), 1<i<n.
o(a)

La red acotada {7} },en tiene una subred {T}}rex que converge hacia un punto de acumulacién
T € DS(M) en la topologia BW. Como esta red esta acotada, T'(b;) = limgex T3 (b;) € L>(A) en
la topologia débil de operadores. Afirmamos que T'(b;) = a;, 1 < i < n. Para ver esto, como la red
{T(b;) } ek estd acotada, basta probar que

h’inT(x Ti(b:)) =7(za;), 1<i<n, VreA

Equivalentemente, basta mostrar que para cada funcién continua f € C(o(a)) y cadai=1,...,n,

lim f(s) < - Dy(s,t) mi(t) dpp(t) ) dpia(s / f(s) mi(s) dua(s).
o(b)

k- Jo(a)

Esto puede verse por argumento de aproximacion estandard, usando la continuidad uniforme de f,
el hecho de que los didmetros de A; tienden a 0 cuando r crece, y la equivalencia ,u7]7 ~ 1/;7. ]

El siguiente lema es una consecuencia directa del Teorema 2.4.24 y la identidad en la ecuacién
(8.1).

Lema 8.2.11. Sean a = (a;)]—;, b = (b;)7_; C Mg, dos familias abelianas. Entonces pg < pp siy
solo si 7(f(a1,...,an)) < 7(f(b1,-..,b,)) para cada funcién continua convexa f : R™ — R.
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Demostracion del Teorema 8.2.5. La Proposicién 8.2.3 muestra la equivalencia (7)< (1) y el Coro-
lario 8.1.7 es (7)=-(2). La implicacién (2)= (3)=(4) es trivial. El Lema 8.2.8 muestra que (4)=(6),
y es evidente que (6)=-(7). Los Lemas 8.2.9 y 8.2.10 prueban la equivalencia (5)<>(1). De esta forma
tenemos que (1)-(7) son equivalentes. Finalmente, el Lema 8.2.11 establece que (5)<(8). O

Dadas familias @ = (a;)™q, b = (b;)™; € M, decimos que @ y b son conjuntamente aproximada-

mente unitariamente equivalentes en M si a € Upq(b) es decir, si existe una sucesiéon de operadores
unitarios (un)neny € M tal que

lim |lupbjuy, —a;l| =0, 1<i<n.
n—oo

Es evidente que esta es una relaciéon de equivalencia. Més atin, si @ y b son conjuntamente aproxi-
madamente unitariamente equivalentes en M entonces @ es una familia abeliana si y solo si b lo es.
En [11] se dio una caracterizacion de esta relacién de equivalencia entre operadores autoadjuntos
en términos de las distribuciones espectrales de los operadores. El siguiente resultado muestra una
lista de caracterizaciones de esta relaciéon para el caso de familias abelianas en factores II;.

Teorema 8.2.12. Sean @ = (a;)"_; y b = (b;); C My, familias abelianas. Entonces los siguientes
son equivalentes:

1. @ y b son conjuntamente aproximadamente unitariamente equivalentes en M.

2.a<byb=<a
3. pa = p5
4. 7(f(a1,...,an)) = 7(f(b1,...,b,)) para cada funcién continua y convexa f : R" — R.

5. 7(f(a1,...,an)) = 7(f(b1,...,b,)) para cada funcién continua f : R" — R.

Demostracién. Por el Teorema 8.2.5 tenemos (1)=(2) y (2)<(4). Mas aun, (4) es equivalente a
pa(f) = puz(f) para cada funcién continua y convexa f. Entonces pg(f) = pz(f) para cada funcién
continua f [4, Proposicién 1.1.1], y esto implica que pz = pz. De esta forma, (4)=(5)=-(3). Nue-
vamente, por el Teorema 8.2.5 (3)=(2) y entonces (2)-(5) son equivalentes. Finalmente, probamos
que (3)=(1). Supongamos que uz = p; y notemos que entonces, o(@) = sop pz = sop p = o(b) y
para cada conjunto de Borel A en o(a) tenemos

T(Ea(A)) = pa(la) = pp(1a) = 7(ER(A)). (8.12)

sea € > 0. Por compacidad, elegimos By, ..., By, un cubrimiento finito disjunto de o(a) = o(b),
y puntos z; € Bj con la propiedad de que |m;(\) — mi(x;)| < €/2 para cada A € Bj, 1 < i < n,
1 < j < m. Entonces obtenemos, usando el teorema espectral,

U € i €
a; — Y mi(;) Ea(By) || < o0 ||bi - > i) Ey(By) || < 3
j=1 j=1
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para 1 < i < n. De la ecuacién (8.12) vemos que 7(Egz(B;)) = 7(E5(Bj)) para cada 1 < j <
m. Como en la prueba del Lema 8.1.5, obtenemos operadores unitarios w. € U(M) tales que
w} B (Bj)we = Eg(Bj) para cada j. Entonces

wi [ D wix)By(By) | we =) milw;) Ea(By).
p j=1

Luego, para cada 1 < ¢ < n tenemos

m
* * €
lwebiwe — aill < [lwe | bi — E lﬂi(%)Ez;(Bj) we|l +5 <e
‘]:

O

Como una consecuencia inmediata del Teorema 8.2.12 vemos que la clausura en norma de la
orbita unitaria conjunta de una familia abeliana es cerrada en la topologia fuerte en factores II;.
Esto generaliza resultados de [61, teorema 5.4 (4)]. Dada z = (x;)!"; € M entonces Upy () denota
la clausura entrada a entrada en la topologia fuerte de operadores.

Corolario 8.2.13. Sea a = (a;)]"; € M, una familia abeliana. Entonces se tiene la igualdad

U@ = Un(@)".

Demostracién. Sea b = (b)), € Unm (@)’. Entonces existe una red (a] ...,Q%)jej C Upm(a) tal

J

que a; converge fuertemente hacia b; para cada ¢ =1,...,n. Sea f : R" — R una funcién continua.

Entonces 7(f(a), ..., a})) = 7(f(ay, ..., an)) para cada j. Asi, por [66, Lema I1.4.3] concluimos que
7(f(b1,...,bn)) = 7(f(ai,...,an)). Notemos que (5) del Teorema 8.2.12 implica que b € Upq(a).
Por otra parte, la otra inclusién es trivial. ]

La unicidad de la traza y resultados similares de doble mayorizacion de operadores autoadjuntos
[49] permiten verificar que cualquier automorfismo de un factor II; es puntualmente aproximada-
mente (en norma) interior. El siguiente corolario es una mejora de este resultado.

Corolario 8.2.14. Sea © un automorfismo de M. Entonces ©| 4 es aproximadamente interior para
cada C* subélgebra abeliana y separable A C M.

Demostracién. La unicidad de la traza asegura que © preserva la traza. Por ser multiplicativo, el
rango de una subdlgebra abeliana es una subélgebra abeliana. Es decir, © es una transformacién
DS que mapea toda familia abeliana de M en otra familia abeliana de M. Consideremos un
subconjunto denso y numerable {a;} de A, y usemos el Teorema 8.2.12 para obtener operadores
unitarios u,, para cada subconjunto finito {a1, ..., a,}. Un argumento de tipo €/3 muestra entonces
que la sucesién {Adu,} aproxima © en toda A. O
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8.2.1. Comparaciéon con la mayorizaciéon conjunta de Alberti y Uhlmann

En [2] Alberti y Uhlmann consideraron una nocién general de mayorizacién conjunta entre n-
uplas de estados de una C*-algebra abeliana fija. En esta seccién mostramos como aplicar esta
nocién general en nuestro caso particular de una C*-subdlgebra abeliana de un factor II; y la
comparamos con la mayorizacién conjunta que hemos desarrollado hasta aqui.

Sea A una C*-algebra abeliana y sea A* su espacio dual. En este contexto, una funcién lineal
V : A* — A* es una funcién estocdstica si es positiva y V(¢)(1) = ¢(1) para cada ¢ € A*.
El conjunto de funciones estocésticas de A es denotado por ST(A). Notemos que una funcién
estocéstica V' € ST (A) mapea el espacio de estados de A sobre si mismo. Dado un estado ¢ € A*,
el conjunto de funciones estocdsticas tales que V(¢) = ¢ es denotado por ST, (A).

Definicién 8.2.15 ([2]). Sea w, @ dos n-uplas ordenadas de estados de una C*-algebra abeliana A.
Entonces @ estd mayorizada por w, y notamos @ <1 w, si existe una funcién estocéastica V € ST(A)
tal que Vo =1u, 1 <i<n.

En realidad, la definicién 8.2.15 es una formulacién equivalente de la definicion de mayorizacion
dada en [2] ( que estd dada en términos de funcionales generalizados de Ky-Fan, ver Teorema 3.2.3
en [2]). Si en la definicién de arriba pedimos que V' € ST, (A) para un estado fijo ¢ € A*, decimos
que u estd p-mayorizada por w, y notamos u <l, w, y esta nocién puede ser considerada como una
mayorizacién ponderada (de forma que ¢ es el peso).

Sea a € M™ con 7(a) = 1. Entonces a induce estado normal 7, € M, dado por 7,(x) = 7(az).
De esta forma, podemos considerar la siguiente definicién:

Definicién 8.2.16. Sean @, b C M ™ dos n-uplas ordenadas tales que 7(a;) = 7(b;) =1, 1 <i < n,
y sea A una subdlgebra abeliana de von Neumann de M. Entonces decimos que a estd A-mayorizada
por b, y notamos a <4 b, si (7q;) <r (7,) como estados sobre A.

Aclaramos que la definicién dada arriba no esta contenida dentro del desarrollo en [2], aunque
bien puede considerarse implicita en este trabajo.

Observacion 8.2.17. Notemos que las familias no son necesariamente abelianas. Pero si £ 4 denota
la esperanza condicional sobre A que conmuta con 7, entonces para cada a,x € M tenemos 7(az) =
T(E4(a)z). Es decir, estamos comparando en realidad las familias abelianas (£4(b;)), (£4(a;)) de
operadores en el algebra abeliana A. Por otro lado, esta nocién depende fuertemente del dlgebra
abeliana A, y en este sentido esta nocién de mayorizaciéon puede considerase como local.

La siguiente Proposicion establece una dualidad que nos permite comparar nuestra nociéon de
mayorizacién conjunta con la de Alberti y Uhlman.

Lema 8.2.18. Si T € DS(M) entonces existe una tnica 7" € DS(M) tal que 7(T(a)b) = 7(aT’(b))
para todos a, b € M.

Demostracién. Sea b € M ™. Consideramos el funcional positivo ¢, € M dado por ¢p(z) =
7(bT(z)). Como para cada z € M1, 0 < ¢p(x) < ||b||7(x), podemos aplicar el [48, teorema
7.3.13] para encontrar ¢ € M™, ||c|| < ||b]|, tal que ¢p(z) = T(cx). Del hecho de que la traza
es fiel concluimos que este ¢ es Unico, y lo denotamos por ¢ = T’(b). Como cada a € M es una
combinacién lineal de (cuatro) operadores positivos, entonces T se extiende por linealidad a todo
M en tal forma que 7(T'(a)b) = 7(aT’ (b)), para todos a, b € M. Usando nuevamente el hecho de
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que la traza es fiel, deducimos que T” es una transformacién lineal positiva y unital. Finalmente,
7(T' (b)) = 7(1T" (b)) = 7(bT (1)) = 7(b), con lo que T' € DS(M). O

La siguiente proposicién muestra una comparacién entre la nocién de mayorizacién conjunta
desarrollada en este capitulo y la definicién 8.2.15.

Proposicién 8.2.19. Sea @, b C M, familias abelianas tales que a < b. Si B denota el dlgebra de
von Neumann abeliana generada por la familia b, entonces a <3 b.

Demostraciéon. Sea &gz la esperanza condicional sobre B que conmuta con la traza y sea T €
DS(M) tal que T'(b;) = a;, para 1 < i < n (que existe por el Teorema 8.2.5). Por el Lema 8.2.18
existe T" € DS(M) tal que 7(T'(a)b) = 7(aT’(b)) para todos a, b € M. Entonces g o T'|g es una
transformacion positiva y unital que preserva la traza de B en si mismo. Consideremos V' : B* — B*
dado por V(¢)(b) = o&roT'(b); y de aqui es inmediato que V es una funcién estocéstica tal que
V(1) = 7. Por otro lado, notemos que

V(n,)(x) = r(0i€s(T"(2))) = 7(bT"(x)) = 7(T(bi)x) = 7(aiz) = 70, (z).

De esto concluimos que @ <ig b. ]

El hecho de que @ <ip b con respecto a alguna subélgebra de von Neumann abeliana D € M no
implica que @ < b, atin si D = B y las familias tienen un solo elemento. En efecto, consideremos el
siguiente ejemplo (que puede realizarse dentro de cualquier factor II):

Ejemplo 8.2.20. Sean a, b € M3(C)s, dadas por

. 1/2 1/2 b— 1/4 0
S\1/2 1/2)” 0 3/4)°
La *-dlgebra B generada por b es el algebra diagonal con respecto a la base canénica de C2. De
esta forma Ep(a) = % I>. Entonces vemos que £g(a) <p b, que a su vez muestra que a <gb. Por otro

lado a 4 b, pues si suponemos a < b entonces se tendria (1,0) < (3/4,1/4) como vectores en R?,
que es falso.

8.3. Algunas herramientas técnicas

En esta seccién probamos los resultados presentados al comienzo de la de seccién 8.1. Comen-
zamos con la prueba de que cualquier C*-subdlgebra abeliana y separable de M puede ser sumergida
en una C*-subdlgebra abeliana, separable y difusa. Luego de esto, probamos algunos resultados de
aproximacion que valen para C* subdlgebras abelianas, separables y difusas de M.

8.3.1. Refinamientos de medidas espectrales

Un problema técnico que surge cuando consideramos medidas espectrales esta relacionado con
los atomos de las medidas. En general, los problemas relativos a medidas totalmente atémicas o
totalmente difusas se estudian mediante métodos definidos segiin el caso. Sin embargo estos métodos
no son utiles en el caso de medidas que tienen parte difusa y atémica no trivial. En esta seccion
mostramos que en nuestro contexto es posible eliminar la parte atémica de las medidas espectrales
sumergiendo el dlgebra en un ambiente més grande (pero no mucho més grande). Si bien nuestro
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interés es aplicar estos resultados para el estudio de las transformaciones doble estocésticas y la
mayorizacién conjunta, estas técnicas y posteriores refinamientos nos permitiran el estudio de otros
problemas naturales dentro de los factores II;.

Comenzamos observando algunos hechos elementales acerca de las inclusiones de C*-subélgebras
abelianas en factores II; que necesitamos para nuestro estudio. Si A C B son C*-dlgebras unitales,
entonces la funcién ® : I'(B) — I'(A) dada por ®(v) = «| 4 es una suryeccién continua sobre I'(A).
Supongamos ademéas que A C B C M son separables y sean F 4, Eg sus medidas espectrales,
entonces E4 = Ego® 'y ug = pgo ® 1. Por otro ladosi A C BC Cy ®: I'(B) — I'(A),
U : I'(C) — I'(B) son las suryecciones continuas asociadas a las inclusiones anteriores entonces
®oW:T(C) — T'(A) es la suryecciones asociada a la inclusién A C C. La propiedad anterior pone
de manifiesto el hecho de que la asociacién (A C B) — (@ : I'(B) — I'(A)) es funtorial entre las
categorias correspondientes.

Por otro lado, como pug = 7o E4 entonces, por fidelidad de la traza, At(u4) =At(E4). Sea
> zeat(p,) HA({z}) la masa atémica total de E4. Como fi4 es finita, el conjunto de dtomos es
numerable. Notemos que A es difusa justamente cuando su masa atémica total es cero. Finalmente,
remarcamos el hecho de que los elementos de At(FE 4) estdn en correspondencia biunivoca con el
conjunto de proyecciones minimales de L*>°(A).

Lema 8.3.1. Con la notacién de arriba, si x € At(Ep) entonces ®(z) € At(E4), y la masa atémica
total de Ep es menor que la masa atémica total de E 4.

Demostracién. Sea z € At(Eg) y notemos que 0 # pg({z}) < upg(®@~1(@({z}))) = pa(®({z})),
con lo que ®(z) € At(E4) = At(u4). Consideramos la relacién de equivalencia en At(Epg) inducida
por ¢, ie. z ~ysi ®(x) =P(y). Si Q € Q := At(Ep)/ ~ es tal que ®(x) = zg para cada z € @,
entonces usando que () es numerable obtenemos que

> us({z}) = ps(Q) < (P ({20})) = pa({za}).

T€EQ

Entonces concluimos que

Yo oms{eh) =) D ws({rh) < Y palze) < Y pal{z)),

z€AL(ER) QeQ z€eQ QeQ TEAL(E 4)

pues se trata de series de términos positivos.
O
El Lema 8.3.1 muestra que es posible reducir la masa atémica total agrandando el algebra A.
En la Proposicién 8.3.3 damos una formulacion més especifica de este tltimo hecho. El siguiente
lema es una consecuencia inmediata del Lema 3.2.1

Lema 8.3.2. Sea p € P(M) y sean «,3 € R con 0 < a < . Entonces existe a € My, tal que
[0, 8] € o(a) € [a, Bl U{O}, Pry = p, ¥

()8~ a)

ta((z, B]) 3—a

a<z<p.

En particular, At(E,) C {0}.
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En el siguiente resultado mostramos que podemos “borrar” un dtomo de un algebra abeliana,
sumergiéndola en el algebra obtenida de agregar un generador a la original.

Proposicién 8.3.3. Con las notaciones de arriba, sea z¢ € I'(A) un dtomo de E4 y sean o, f € R
con 0 < a < 3. Entonces existe a € A' N My, con [, 3] C o(a) C [a, 5] U {0}, Pray = Ei({zo}),

y tal que Ej no tiene dtomos en la fibra ®~1(xg), donde B = C*(A, a).

Demostracién. Seap = E4({zo}) y sea a € M, como en el Lema 8.3.2, de forma que a satisface
las condiciones sobre el o(a) y P%. Como p es una proyeccién minimal en L*°(A), tenemos
pb = pbp = M\yp para cada b € A y entonces ab = apb = A\pa = bpa = ba. De esto se sigue que
ace ANM.

Sea B = C*(A,a) y sea ® : T'(B) — I'(A), ¥ : I'(B) — I'(C*(a)) la suryecciones continuas
inducidas por las inclusiones A C By C*(a) C B.

Notemos que la restriccién W|g-1(,,) es inyectiva. De hecho, sean z, y € O~ (z0) tal que ¥(z) =
U(y), i.e. las restricciones de los caracteres a C*(a) coinciden. Pero como ®(z) = ®(y) (= x¢) los
caracteres también coinciden en A y luego son iguales como caracteres en B, ya que B esta generada
por Ay C*(a).

Por otra parte, si x € I'(B) es tal que z(a) # 0, entonces ®(x) = xp. En efecto, supongamos
que ®(z) # zo y sea f € C(I'(A)) con f(®(x)) =0y f(xo) = 1. Entonces f o ® > 1g-1(4,), pero

fﬂw%z/ Lo+ (a) 4B = Es(®(20) = Ea({wo}) = p.

I(B) I'(B)

Notemos que si 0 € o(a) entonces es un punto aislado, y en cualquier caso tenemos p € C*(a) C B.
Entonces 0 = f o ®(z) > z(p) >0, y asi z(p) =0. Como 0 < a < fp, x(a) =0.

Sea z € ®!(xg). Entonces o bien z(a) = 0 o bien z(a) # 0. Veamos que en cualquier caso
obtenemos Ep({z}) = 0. Si 2(a) # 0, de los parrafos anteriores deducimos que ¥~1(¥(2)) = {2}
y consecuentemente Eg({z}) = E,({¥(z})) = 0 ya que ¥(z)(a) # 0y At(E,) C {0}. Si z(a) =0
(hay a lo sumo un tal caricter) entonces, de los parrafos anteriores tenemos

{2} = ®'ao)\{z € @ (ao): a(a) # 0}
& (29) \ T ({o € D(C*(a)) : 2(a) #0})

Ep(¥™'({z € T(C*(a)) : z(a) #0})) = Ea({z € T(C*(a)): (a) #0})
= Bal{zo}) = Ep(®™ (20)).

De esto concluimos que Eg({z}) = 0. O

Prueba del Teorema 8.1.1. Recordemos que el conjunto At(E4) de dtomos de E 4 es numerable.
Si At(E4) = 0 entonces E4 ya es difusa. En otro caso, enumeramos At(E4) = {z; : 1 < i < r},
donde r € NU {oo}. Para 1 < i < r, sea I; = [a;, 3;] con o = 1+ 5~ < 3 = 1 + 5-2~. Entonces
LinUcizjer i =0y Ui, i € [1,2]. Para cada ¢ = 1,...,r existe, por la Proposicién 8.3.3,
a; € A'N Mg, tal que PW = EA({zi}), I; C o(a;) C I; U{0}, y tal que E4, no tiene dtomos
en la fibra ®; !(z;), donde ®; : T'(4;) — A denota la suryeccién continua inducida por la inclusién
ACA; :=C*(A q). Seaa =3 a € AN M, (esta suma converge en la topologia fuerte de
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operadores pues los rangos de los operadores a; son ortogonales y ||a;|| < 2 para cada ). Entonces
B := C*(A,a) es una subdlgebra abeliana de M.

Sea B = C*(A,a). Afirmamos que la medida espectral Ez de B no tiene atomos. De hecho,
notemos que 17, € C(Ui<j<rI;) es una funcién continua (pues la distancia entre los conjuntos I;
y Uizjl; es positiva); entonces, como 17,(a) = a;, se sigue que A; C B para cada 1 < i < r.
Supongamos que x € At(I'(B)) y sea ® : T'(B) — I'(A) como antes. Entonces por el Lema 8.3.1
existe i € {1,...,r} tal que ®(x) = z; € At(E4). Como ® = ®; 0 ¥;, donde ¥; : I'(B) — I'(A4;) es
la suryeccién inducida por la inclusiéon A; C B, concluimos que ¥;(x) € ®; L(x;) es un dtomo de la
medida E 4,, nuevamente por el Lema 8.3.1. Pero esto es una contradiccién ya que por construccién
no hay atomos en la fibra ®; ' (z;). O

Observacién 8.3.4. Dada una C* subélgebra abeliana A C M, una forma directa para hallar
una C*-subdlgebra abeliana A C A C M con medida espectral difusa es considerar una MASA en
M que contenga a A. La informacién adicional que obtenemos del Teorema 8.1.1 es que A puede
elegirse separable (como C*-algebra) siempre que A sea separable. En este tltimo caso, el espacio

de caracteres de A es metrizable, un hecho que es importante para nuestros cédlculos.

8.3.2. Aproximaciones discretas en algebras abelianas, separables y difusas

Dado un espacio métrico compacto siempre es posible hallar, usando la continuidad uniforme,
aproximaciones discretas de funciones continuas por combinaciones lineales de funciones carac-
teristicas de ciertos conjuntos {Q;}7*,. Pero si consideramos una medida en este espacio y reque-
rimos medidas iguales para estos conjuntos, puede que no haya tal aproximacién uniforme basada
en funciones caracteristicas. La Proposicién 8.1.2 establece, en en lenguaje de las dlgebras de von
Neumann, que hay una solucién intermedia de este problema, que se obtiene promediando sobre un
conjunto adecuado de particiones del espacio métrico. Esta solucién estd inspirada en la prueba del
Lema 4.1 de [40] y es una herramienta fundamental para nuestros desarrollos. Antes consideramos
una propiedad elemental de las medidas de probabilidad difusas (es decir sin d4tomos) de soporte
compacto.

Lema 8.3.5. Sea K C R" un compacto con la topologia usual de R™ y sea p una medida de
probabilidad, regular, de Borel y difusa en K. Entonces, para cada o € (0, 1) existe un conjunto
medible S C K tal que u(S) = a.

Prueba de de Proposicion 8.1.2. I'(B) es un espacio métrico compacto, con métrica d (que induce la
topologia w*). Sea r € N; por compacidad existe una particién {Q; fil de I'(B) con diamy(Q;) < %
Entonces Zfil 15(Q;) = 1. Sea m = m(r) tal que

1/m < min{us(Q;)*: 1< j < ko}

y notemos que lim, ., m(r) = oo, pues la medida ug es difusa (esta condicién lo suficientemente
débil de forma que nos permite ajustar el m a condiciones adicionales, por ejemplo en el caso de dos
particiones involucradas). Entonces para cada 1 < j < kg existe k; € N tal que MB(Qj) =kj/m+0;
con 0 < §; < 1/m. Si definimos k = k(r) = min;{k;} entonces

k> méx{ps(Q) " — 1,1 <j < ko}
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con lo que lim, . k(1) = oo.

Para 1 < j < ko, elijamos k particiones {Q o de cada Q; (1 <t < k), con ug( ~§-,S) =1/m
sil<s<kjy MB(Q%O) = J;, de forma tal que Qj,o - ijt,
tal eleccién: usando el Lema 8 3.5 elegimos Qt - le , con MB(QE o) = 9; < 1/m, y entonces

2 < t < k. Siempre podemos hacer

tomamos una particién {Q 1 de Qj \ Q;o lo que puede hacerse por el Lema 8.3.5 (notemos

que ,uB(QJ \Qg,o) = kj/m). De nuestra eleccién, Q%O N Qg,o = () si t # t’. Este ultimo hecho es
importante para nuestros célculos.

Para cada 1 < t < k, sea ngo = U?OZI Q;,O’ Entonces NB(C?B,O) =1=>3kj/m = (m—
Zfo 1 kj)/m. Finalmente, tomamos particiones de cada conjunto Qf o de ny =m — 3 ; kj subcon-
juntos {Q¢}™, de medida 1/m. Renombrando las k particiones {Q }is U{QL}:, terminamos con

k particiones {QZ M, paral <t < k, tales que:
L us(QF™) =1/m, para cadai € {1,...,m}, t € {1,...,k},
2. didmg(Q™) < 1/r, sii > ny,
. .o t, t''m s . .y
3. 8i1<4,i" <njentonces Q7" NQ; " =0sii#i 6t#t’

La construccién de las k particiones {Qf’m}ﬁl fue hecha de tal forma que los subconjuntos que
no tienen diametros pequenos son disjuntos, aun para particiones diferentes.

Sea M = {m(r), r > 1} y para cada m = m(r) € M sea k(m) = k(r) como antes y para i,t,m,
sea ¢ = EB(Q?m). El conjunto M es no acotado y, para cada t = 1,...,k, {¢/™}2, € BN M
es una particién de la unidad.

Sea b € B, e >0, ysea fe C(I'(B)) tal que b = fF(B) fdEg. Luego, por compacidad, existe
0 > 0 tal que si Q C I'(B) con diamg(Q) < § entonces diam(f(Q)) < €. Sea r € N tal que 1/r < ¢
y 2||b]|/k(r) < ey seam =m(r) e M. Si

ﬁf’m—mT qu m/ fdug
entonces, las propiedades 1-3 implican las siguientes
1. 7(¢™) = 1/m, para cadai € {1,...,m}, t € {1,...,k},
2. sii > ny, entonces |f(z) — 8™ < e, Vo € Q™.
3. sil<1,i" <n; entonces qf’m 1 qf,/m sit#£i' 6t#t.
Pero entonces tenemos

kK m
b— %ZZ g

t=1 =1

k m
g Ay
1 L m
2IIbII — tm 2|8
il g1} ql
; ZZ

—_ < 2
. TERE

IN

IN
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donde la primer desigualdad es una consecuencia de 2’ y la dltima igualdad se sigue de 3’. O

Prueba del Lema 8.1.4. Fijamos un conjunto numerable B = (b;)jen € B que es denso en norma.
En las construcciones previas al teorema de Dixmier [48, 8.3.4], se muestra que para cada j, existe
una sucesion {p }nen € D(M) tal que para cada 1 < h <,

107 (br) — 7(bs) I|| = 0.
Para cada j € N, sea ng = ng(j) € N tal que si n > ng entonces

1P} (o) = T(bw) Il < 1/5, 1< h <3

Si definimos p; = p?o(j) para j € N entonces obtenemos que ||p;(by) — 7(bp) I|| ERY) para cada
h € N. Sea b € By € > 0; por hipdtesis existe by, € B tal que ||b — by| < €/3,y jo € N tal que, si
J > jo, entonces ||p;(by) — 7(by) I|| < /3. Luego tenemos que

lpj (b) = 7(B) 1| < llpj (b = bn)ll + llpj(bn) — 7(b) ]| + 7 (bp, — )| < €

de lo que vemos que lim; ||p;(b) — 7(b)|| = 0 para cada b € B.

Para cada ¢ = 1,...,m, consideramos el factor II; p;Mp; con traza normalizada dada por
Ti(piz) = 7(xp;)/7(p;) . Por la propiedad de aproximacién de Dixmier mencionada en el primer
parrafo, aplicada a la C*-subdlgebra separable p;B en el factor finito p; Mp;, existe una sucesion

{p}}jen € D(piMp;) tal que
Jim 1165 (pid) = mi(pib)pill =0, Vb € B.

Para cada p € D(p;Mp;), podemos considerar una extensiéon p € D(M) como sigue: si p(p;b) =
ZIZ:1 An upbuf, con uy, € U(p;Mp;), definimos p € D(/\/l) por p(b) = Zzzl Ap Up by, donde
tp, = up+(1—p;) € U(M). Consideremos estas extensiones {p; }jen € D(M), 1 <i < my definamos
pi =1 ﬁ; para j > 1. Es inmediato verificar que si 1 <4 < m entonces p;(bp;) = ﬁ}(bpi) para
cada b € B. Luego, si b € B,

m

pilh) = > Bt

i=1

m

= Z pj(bpi) — 1i(bpi)pi

=1

m

= Zﬁ;(bpi)*ﬁ(bpi)pi — 0.

=
i=1 J
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