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Capitulo 1
Introduccién

Un grafo es de comparabilidad si es posible orientar sus aristas en forma transitiva. Las
primeras preguntas que surgen naturalmente son: el problema del reconocimiento, da-
do un grafo, ; es de comparabilidad ?.Y si se tiene un grafo que es de comparabilidad,
gcomo encontrar sus orientaciones transitivas?.

La bibliografia sobre grafos de comparabilidad es muy vasta. Uno de los articulos
de més vieja data, de P. C. Gilmore, A.J Hoffman [20], responde a la primera pre-
gunta caracterizando a los grafos por una condicién sobre sus circuitos. El articulo
més cldsico podria decirse que es el de T. Gallai [19)], en €l cual el autor se centra
en la cuestién de encontrar todas las orientaciones transitivas de un grafo de com-
parabilidad. Ademss, Gallai desarrolla una descomposicién para grafos en general,
redescubierta por varios autores en muchas oportunidades, y es conocida como la
descomposicién modular de grafos.

Posteriormente, M. C. Golumbic [23] prueba una caracterizacién a partir de las la-
madas clases de implicancia. Estas son las clases de una relacién de equivalencia
especial que se define sobre el conjunto de las aristas del grafo. En el mismo articulo
se especifica un algoritmo de reconocimiento y otro que, en caso de tratarse de un
grafo de comparabilidad, da una orientacién transitiva.

Brevemente, podria decirse que el presente trabajo se ocupa de problemas mucho més

especificos: dado un grafo de comparabilidad, ; existe una orientacion que verifique



una cierta propiedad dada? y en este contexto se estudian dos problemas.

Antes de entrar en el detalle de los mismos, digamos que dado un grafo de compara-
bilidad G y una orientacién transitiva 6, el diagrama de esa orientacién es el grafo
orientado que se obtiene de eliminar en G las aristas implicitas por transitividad. El
grafo cubridor de una orientacién es el grafo subyacente de su diagrama.

El primer problema tratado en este trabajo es saber cuédles grafos de comparabilidad
admiten una orientacién cuyo grafo cubridor es un arbol. A dicha clase de grafos la
llamamos treelike.

En el inicio de nuestro estudio, los tnicos resultados relacionados con el problema
eran [24] y [36], los cuales tratan a los grafos trivialmente perfectos, es decir, a los
grafos treelike cuyo diagrama es un arbol enraizado. Por otro lado, en el articulo
[1] se presenta un algoritmo lineal para contar las extensiones lineales de un arbol.
Posteriormente, se public el articulo [9] que también estudia a los grafos treelike.
El otro problema tratado en el presente trabajo es, dado un conjunto de aristas fijo
en un grafo de comparabilidad, ; existe una orientacién del grafo tal que su grafo
cubridor contenga a dicho conjunto?. Este problema, que en cierto modo generaliza

al anterior, tiene ademas aplicaciones en problemas de programacién de tareas.

La Tesis est4 organizada de la siguiente forma:

En el Capitulo 2 se dan las definiciones basicas sobre grafos, grafos orientados, de-
scomposicién modular de grafos y grafos completamente separables. En el Cap#tulo
3 se presenta la caracterizacién de Golumbic sobre los grafos de comparabilidad y
los algoritmos surgidos de la misma. Ademas, los resultado de Gallai para encontrar
todas las posibles orientaciones transitivas de un grafo de comparabilidad. En éstos
dos Capitulos no se presentan resultados originales pero se han incluido para facilitar
la comprepsién de los resultados obtenidos.

En el Capgiulo 4 se desarrolla el estudio de los grafos de comparabilidad treelike y se
dan dos algoritmos de reconocimiento. Se prueba una caracterizacién para los grafos
primos treelike y a partir de ella, se caracterizan los treelike en general, a través de

la descompasicién modular. También se encuentra una caracterizacién por subgrafos



prohibidos y una propiedad no hereditaria que deben cumplir los ciclos de cuatro
vértices. A pesar de que la clase de los grafos treelike no es hereditaria; dado un
grafo en la clase, la vecindad de un vértice induce un subgrafo que debe estar en
la clase. Dichos grafos treelike, que tienen un vértice universal, se definen aqui como
grafos bouguet. El estudio de los mismos nos permitié caracterizar a los treelike por un
esquema de eliminacién inspirado en el algoritmo andlogo que existe para los grafos
cordales.

Los grafos completamente separables [26, 13|, fueron presentados en el Capitulo 2,
donde se da también un algoritmo de reconocimiento. Se probé que todo grafo treelike
es completamente separable y se hizo una modificacién del algoritmo de reconocimien-
to dado en [26] que reconoce si un grafo es treelike y en caso afirmativo, da una tal
orientacién.

En la 1iltima seccién de este capitulo se estudia la imagen por K? de los grafos tree-
like. Dado un grafo G, el grafo clique de G, K(G), tiene un vértice por cada clique
de G y dos vértices adyacentes si los correspondientes cliques tienen intersecciéon no
vacia. El grafo clique de K(G) se denota usualmente K%(G). Se prueba que la clase
de grafos freelike es fija por K2.

En el Capgtulo § se estudia el otro problema descripto. Esto es, decidir si, fijadas cier-
tas aristas de un grafo de comparabilidad, existe alguna orientacién cuyo grafo cubri-
dor las contiene. Haciendo uso de la descomposicién modular se prueban condiciones
necesarias y suficientes para contestar esta pregunta y de las mismas se desprende un
algoritmo que resuelve el problema en tiempo polinomial.

Los resultados presentados en esta Tesis fueron publicados en [14], [15], y [16].



Capitulo 2

Definiciones y Resultados

(Generales

En este capitulo se presentan definiciones bdsicas y resultados generales sobre grafos y
descomposiciones de grafos en general, que serdn utilizadas a lo largo de este trabajo
y que son de uso corriente en Teoria de Grafos. El objetivo del mismo es presentar
claramente, para comodidad del lector, la notacién a utilizar y los resultados que se
dan por conocidos. No se incluirdn las demostraciones de éstos ya que figuran en la
bibliografia citada.

2.1 Grafos

Un grafo G es un par (V(G), E(G)) siendo V(G) un conjunto finito no vacio, cuyos
elementos llamamos vértices de G y E(G) es un conjunto de pares no ordenados
(conjuntos de dos elementos) de V(G). Los elementos de E(G) se llaman aristas de
G. Si e = {u, v} es una arista, se notard uv en lugar de {u, v}, u y v son los vértices
extremos de la arista uv. Una arista e es incidente en un vértice u, si u es un vértice
extremo de e. Si uv es una arista del grafo G, se dird que u y v son adyacentes y se

notard u ~ v. En cambio si dos vértices de G no son adyacentes se notard u % v.



Un grafo @’ es un subgrafo de G si V(G') C V(G) y E(G') C E(G). Un subgrafo
G’ es un gubgrafo inducido de G si E(G') = {uv € E(G)|u,v € V(G')}. Se dice
también que G’ es el subgrafo de G inducido por V' = V(G') y se nota G[V]. Si
V' G V{G), notaremos G — V" al grafo G[V(G)-V’]. Si E’ C E(G), notaremos G — E'
al grafo tal que V(G- E')=V(G)y E(G- E')= E(G) - F'.

Se llama grafo complemento de G, notado G, al grafo con V(G) = V(G) y
E(G) = {uv|u # v en G}.

El entorno o vecindad de un vértice v, notado N(v), es el conjunto de los vértices
adyacentes a v. Es decir N(v) = {z € V(G)|zv € E(G)}. El entorno cerrado del
vértice v es N[v] = N(v) U {v}. Un vértice v se dir4 universal de G si N[v] = V(G).
La valencia o grado de un vértice v, notada 6(v), se define como &(v) = |N(v)|. Un

vértice se dice pendiente si tiene valencia 1.

Un vértice v es dominado por un vértice w si w # v y N[v] € N{w]. Dos vértices
distintos v y w se dicen gemelos verdaderos si N[v] = N[w|, y gemelos falsos si
N(v) = N(w).

Un grafo es reducido si no tiene gemelos verdaderos y dado un grafo G el grafo re-
ducido de G es el subgrafo de G inducido por un subconjunto, maximal sin gemelos

verdaderos, de vértices de G.

Un camino (o camino simple) en el grafo G es una sucesién finita de vértices distintos
de G: ay, .. ., a,, lamados vértices del camino, cumpliendo que aga,, a,a0s,. . .,0,-10,
son aristas de G, llamadas aristas del camino. Se dice que n es la longitud del
mismo y que éste conecta o une los vértices gy y a,. Un camino es un ciclo si
a, = a;. Una cuerda de un camino es una arista entre dos vértices del camino, pero

que no es arista del mismo.
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Figura 2.1: GrafosP,,Cy,Bull, W, y Os.

Un grafo G se dice conexo si para todo par de vértices de G, existe un camino que
los conecta. Si u y v son dos vértices de un grafo conexo G, la distancia entre u y v
es la longitud de un camino de longitud minima que los conecta. Una componente
conexa de un grafo es un subgrafo conexo maximal.

Un érbol T es un grafo conexo sin ciclos. Una hoja de T es un vértice con valencia
uno. Un grafo completo de r vértices, notado K, es aquel cuyos vértices son todos
adyacentes.

Si G es un grafo, un completo de G es un conjunto de vértices que induce un subgrafo
completo. Un clique de G es un completo maximal con respecto a la inclusién.

Un conjunto independiente de G es un subconjunto de vértices de G, tales que
dos cualesquiera de ellos no son adyacentes entre si.

Un grafo G es bipartido si V(G) puede particionarse en dos conjuntos, V; y V4, inde-
pendientes. El grafo es bipartido completo si para todo u € V; y v € V, se tiene que
uwv € E(G). Notaremos K,; al grafo bipartido completo tal que Vi posee s vértices y

V> posee t vértices.

La Figura 2.1 muestra algunos grafos conocidos que necesitaremos: Cy,,P,,W,,,Bull,
Os.

El grafo clique de un grafo G es un grafo notado K(G) cuyos vértices se corresponden
con los cliques de G y dos vértices son adyacentes si y sélo si los respectivos cliques

que representan tienen interseccién no vacia. Notaremos K?(G) al grafo clique de



K(G).

2.2 Digrafos

Un digrafo D es un par (V(D), E(D)) siendo V(D) un conjunto finito no vacio, cuyos
elementos son los vértices de D y E(D) C V(D) x V(D). A los elementos de E(D)
se los llama arcos o aristas dirigidas del digrafo D y se notard %0 al par ordenado
(u,v).

Para cada vértice v € V(D) se notard U(v) al conjunto upset de v definido como
U(v) = {z € V(G)|vZ} y lamaremos conjunto downset de v al conjunto D(v) =
{r € V(G)|z?}. Notaremos U[v] = U(v) U {v} y andlogamente D[v] = D(v) U {v}.

Un vértice v es fuente del digrafo si §~(v) = 0 y es sumidero si §*(v) = 0.

Un camino dirigido del digrafo D es una sucesién finita de vértices distintos de

D: ag,...,an, tales que agay,3103,...,3s_10, Son arcos de D, lamados arcos del
camino. Se dird que n es la longitud del camino y que éste camino dirigido conec-

ta a los vértices ap y a,. Un ciclo dirigido es un camino dirigido para el cual ap = a,.

Una orientacion de un grafo G es un digrafo que se obtiene al elegir, para cada arista
zy de G, yna orientacién Ty o £y. Notaremos 6 a una orientacién de G, diremos que

G esun grafo orientado de G y que G es el grafo subyacente de G.

Una orientacién transitiva de un grafo G es una orientacién G tal que TY,yZ €
E(G) entonces 7% € E(G).

Las orientaciones transitivas de un grafo revisten interés tedrico y practico en la Teoria
de Grafos desde hace mucho tiempo. La primera pregunta que surgié naturalmente
fue: cudles son los grafos que admiten una orientacién transitiva? A dichos grafos se

los llamé grafos de comparabilidad. En el préximo capitulo se trataran estos grafos.



Naturalmente, un arbol orientado es un digrafo cuyo grafo subyacente es un drbol.
Un 4rbol orientado enraizado T es un arbol orientado tal que: posee un vértice
r con 6 (r) = 0, lamado raiz de T'; para todo otro vértice v, 6~ (v) = 1. Si T es un
drbol orientado enraizado y v es un vértice de T', llamaremos hijos o descendientes
de v al conjunto U(v) y padre de v al conjunto D(v), formado por a lo sumo un

vértice. Las hojas de T serdn sus sumideros.

2.3 Descomposicién Modular de grafos

En esta seccién daremos las definiciones necesarias en relacién a la descomposicién
modular de un grafo. También expondremos algunos de los distintos algoritmos exis-

tentes para hallar €] arbol de descomposicén modular.

El concepto de médulo de un grafo fue redescubierto muchas veces con distintos
nombres, como por ejemplo conjunto homogéneo o auténomo. Su definicién es la
siguiente, si G es un grafo, un conjunto ¥ C V(G) es un mddulo si y sélo si para
todo z,z € Y, N(z) — Y = N(z) - Y, es decir si z y z tienen los mismos vértices
adyacentes en G -Y

Es claro que los conjuntos Y = {z}, paraz € V(G),Y =0 o Y = V(G) son médulos
de G, se los llama méduloes triviales de G. Se dice que G es un grafo primo si sus
tnicos médulos son los triviales.

Observar que ningiin grafo de tres vértices es primo y que el grafo primo mas pequefio
es P,.

SiY C V(G) y G[Y] es primo, se dird que G[Y] es un subgrafo primo maximal
si para todo Z C V(G) tal que Y C Z C V(G) donde G[Z] es primo, se tiene que
zZ=Y

Un médulo M es fuerte [19] si para todo médulo M’ se verifica que M C M’ o
M CMoM=M Unmédulo M es propio si V(G) # M. Los médulos de un

grafo tienen varias propiedades como se enuncia en la préxima proposicién.



Proposicién 2.3.1. Sean M y M’ dos mddulos de G. Entonces:
1. MN M es médulo de G.
2. SiM' ¢ M entonces M — M’ es médulo de G.
3. Si M (YM* # 0 entonces M U M* es mddulo de G.
4. MNY es un médulo de G[Y] para todo Y C V(G).

Estas propiedades ayudan a descomponer el conjunto de vértices de un grafo sin
perder su estructura intrinseca. Haciendo uso de esta descomposicién se pueden solu-

cionar distintos problemas en forma efectiva.

Teorema 2.3.1. (Teorema de descomposicion) Sea G un grafo con al menos

dos vértices, entonces una y sélo una de las siguientes alternativas se verifica:

1. G es no conezo y sus modulos fuertes propios mazimales son sus componentes

CONETas.

2. G es no conezo y los mddulos fuertes propios mazimales de G son las compo-

nentes conezas de G.
3. Eziste Y C V(G) y una unica particion P de V(G) tales que
(a) Y] 24
(b) GlY] es un subgrafo primo mazimal de G.
(c) Para cada S € P, S es un mddulo fuerte propio mazimal de G y|SNY| = 1.

Es claro que el Teorema anterior define una particién de V(G), en los dos primeros
puntos, son los vértices de las componentes conexas de G y de G, respectivamente; y
en el tercero, P. Se suele llamar a dicha particién particién candnica de G.

Aplicando recursivamente el Teorema 2.3.1 hasta llegar a los {z} para todo z € V(G),

se obtiene una descomposicién del grafo, llamada descomposicién modular.

9
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Figura 2.2: Grafo G y su drbol descomposicién T(G)

La informacién de esta descomposicién se suele representar en un 4rbol orientado
enraizado, notado T(G), llamado &rbol descomposicién del grafo G. La raiz de
T(G) es V(G), los hijos de cada vértice M son los conjuntos de vértices de la particién
canénica de G[M] y las hojas son los singletones {r} para todo = € V(G).

Los vértices del arbol descomposicién se clasifican en tres tipos: M es un vértice
serie si G[M] es no conexo, es un vértice paralelo si G[M] es no conexo y es un
vértice neighborhood si G[M] y G[M] son conexos.

La Figura 2.2 muestra un grafo y su arbol de descomposicién, donde se han etique-

tado sus vértices segiin sean del tipo serie (S), paralelo (P) o neighborhood (N).

Reciprocamente, para reconstruir el grafo G a partir de su drbol descomposicién T(G),
es necesario almacenar la informacién de las adyacencias entre los médulos hijos de
los vértices internos de T(G). Se define entonces para cada vértice M del arbol T(G)
el grafo representante Ry, cuyo conjunto de vértices son los hijos de M en T(G):
M, ... M; y dos vértices M;, M; con ¢ # j son adyacentes si existen z € M; y y € M;
tales que zy € E(G). Sélo en el caso particular de M = V{(G) notaremos R¢ en lugar

10



de R,s . para evitar notaciones engorrosas.

Luego si G[M] es un grafo no conexo, como se dijo anteriormente, los conjuntos de
vértices de sus componentes conexas conforman la particién canénica de G[M] y Ry
es el grafo formado por vértices aislados, uno por cada componente conexa de G[M].
Andlogamente, si Eﬂm es no conexo, los conjuntos de vértices de sus componentes
conexas cqnforman la particién canénica de G[M] y Ry es un completo.

En el caso en que M es vértice neighborhood, Ry, tiene al menos 4 vértices y es un

grafo primo.

Una descomposicién modular muy particular tienen los llamados cografos. Se deno-
mina cografo a un grafo que no posee a Py como subgrafo inducido. En este caso
el 4rbol descomposicién se llama cotree. Es claro que los cotree no tienen vértices

internos del tipo neighborhood, sino que todos son del tipo serie o paralelo.

D. G. Corpeil, Y. Perl y L. K. Stewart [8] idearon un algoritmo lineal que construye el
drbol descomposicién, si el grafo dado es cografo, o muestra un Pj en caso contrario.
La construccién del cotree presentada en [8] difiere morfolégicamente del drbol de
descomposicién definido, en el siguiente sentido: si se trata de un vértice serie lo
denota con un 1 y a un vértice paralelo con un 0. Las hojas del cotree son los vértices
de G, todo vértice interno es 0 6 1 y tiene al menos dos hijos, salvo tal vez, la raiz
(cuando es no conexo); todo vértice interno es distinto a su padre.

El grafo G se puede reconstruir desde su cotree muy facilmente, sus vértices son las
hojas y dos vértices de G son adyacentes si y sélo si su antecesor comun mas cercano en
el cotree es un vértice 1. La Figura 2.3 muestra un cografo y el drbol descomposicién
con la notacién del algoritmo de [10].

Un algoritmo recursivo para encontrar el 4rbol descomposicién de un grafo cualquiera,

usando el Teorema 2.3.1, se podria escribir asi:

Algoritmo Descomponer

11



a

Figura 2.3: Cografo G y su 4rbol descomposicién T(G)

Dato: G
Salida: T un arbol descomposicidn.
comienzo

Si G es cografo entonces T « el cotree del algoritmo de Corneil.
Si no:

Ses, a,b,¢,d un P, inducido en G

Encontrar un subgrafo primo maximal G[Y] que contenga a, b, c,d
Encontrar la particién asociada P.

Para cada S € P Descomponer(G|S]).

Crear €l drbol T

fin

Lamentablemente este algoritmo no es facil de implementar ya que encontrar un sub-
grafo primo maximal G[Y] que contenga a, b, ¢,d no es algo sencillo.

En vista de encontrar la descomposicién modular de forma 6ptima, es decir en tiempo
lineal, se ha desarrollado otro enfoque del problema donde se plantea para el caso de
tener un grafo del tipo primo, es decir conexo con complemento conexo, cémo encon-
trar este subgrafo primo maximal o lo que es equivalente el grafo Rg. El problema
central es el siguiente: si G no es cografo, tiene un P, inducide que el mismo algoritmo

de Corneil proporciona. Cémo se puede extender este P; a otro subgrafo primo que

12



lo contgga como subgrafo?
Cournier y Habib [10] resuelven este problema y obtienen un algoritmo que encuen-
tra la descomposicién modular en tiempo lineal. El algoritmo es complejo y no se

desarrollara en el presente trabajo.

2.3.1 Una propiedad de grafos primos

En relacién a los grafos primos, encontramos una condicién necesaria aunque no

suficiente, que enunciamos en el siguiente teorema:

Teorema 2.3.2. Sea G un grafo primo, entonces todo vértice estd en un Py inducido

deG o en un Bull inducido de G como el vértice de valencia dos.

Demostraciéon: Supongamos que el vértice a no verifica el teorema. Luego, por no
estar en ningiin camino de longitud 3, d(a,z) < 2 para todo £ € V(G) y por ser G
primo, a no es universal. Sea b tal que d{(a,b) =2y c € N(a) N N(b).

Definimos los conjuntos disjuntos cuya unién es V(G):

A= {z|z ~ az % b},

B ={z|z ~ bz # a},

C = {z|z ~ a,z ~ b},

D = {z|z # a,z # b,z ~ c para todo c € C},

E = {z|z # a,z £ b,z 4, para algiin ¢ € C}.

Vamos a probar que AU BU DU {a, b} es un médulo propio. Por las definiciones de
los conjuntos, es claro que EU D # @, ya que de lo contrario, AU B U {a, b} seria un
médulo no trivial de G.

AU BU DU {a,b} ~ C: por definicién de C todos sus vértices son adyacentes a a,
a by a todo vértice de D. Si suponemos que existe a; € A que no es adyacente a un
¢ € C, se tiene que a,,a,c,b induce un P, contradiciendo la suposicién de que a no
est4 en ningin P,. Luego A ~ C y andlogamente B ~ C.

AR E:Seae € Eyd € Atal que d¢ € E(G). Entonces existe un ¢’ € C para el
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cual €c € E(G). Los vértices ¢,d’,a,c, b inducen un Bull con a vértice de valencia
dos, contradiccion.

B A E:Seae € Eyl € B tal que t/'e¢ € E(G). Entonces, si ¢ es un vértice de C
para el cual €'c € E(G) los vértices a,c, ¥, ¢ inducen un P;, contradiccién.

D4 E:Seae € Eyd € D tal que d'¢ € E(G). Entonces, si ¢’ es un vértice de C
para el cual €'d € E(G) los vértices a,d,d’, ¢ inducen un P;, contradiccién.

En consecuencia, AU B U DU {a, b} es un médulo propio de G, contradiccién. O

Claramente esta propiedad no caracteriza a los grafos primos ya que la reciproca no es
cierta, basta tomar un grafo primo y agregarle un gemelo a cualquiera de sus vértices

para encontrar un contraejemplo.

2.4 Grafos completamente separables

En esta secci6n presentamos las definiciones y algunos teoremas del articulo [26] donde
los autores introducen a los grafos completamente separables.

Estos serdn necesarios para la comprensién de la Seccién 4.8 del capitulo de grafos
treelike.

Un grafo de al menos cuatro vértices es separable si su conjunto de vértices es la
unién disjunta de cuatro subconjuntos, A’, A”, B’y B” con |A'UA"| > 2, |B'UB"| > 2
y tal que las tnicas aristas que existen entre estos conjuntos son todas las aristas
posibles entre A’ y B'.

Observar que si el grafo G tiene un médulo A no trivial entonces es separable, tomando
A"=09,B=N(A)yDB"=V(G)— A- N(A).

Un grafo es completamente separable si todo subgrafo inducido es separable.
Teorema 2.4.1. Las siguientes propiedades son equivalentes:

1. G es completamente separable.
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1 H <y O

Figurp 2.4: Subgrafos prohibidos para los completamente separables: grafo Casa,
Dominé, 3— fany C, paran > 5

2. G no contiene e ningin subgrafo inducido de la Figura 2.4

8. Todo ciclo de al menos cinco vértices tiene dos cuerdas que se cruzan.

4. Todo subgrafo inducido tiene un vértice pendienie o dos vértices gemelos.

5. Dadps dos vértices u,v todo camino sin cuerdas entre ellos tiene igual longuitud.

Una consecuencia del punto (4) del Teorema 2.4.1 es que, dado un grafo completa-
mente separable, podemos enumerar a sus vértices: 1, ..., n y encontrar una secuencia
de "palabras” (Ss, ..., S,) con S; € {F;,T;, P;} para 2 < n donde la palabra S; le co-
rresponde al vértice ¢ y significa que ¢ es un vértice gemelo falso del vértice j, un
vértice gemelo verdadero de j o pendiente de j respectivamente, para un j < i.
Luego, el subgrafo inducido por los vértices 1,...,¢ se obtiene del subgrafo induci-
do por 1,...,7 — 1 agregandole el i como un vértice gemelo falso, un vértice gemelo
verdadero o pendiente de j, segiin sea S;.

Es decir, un grafo es completamente separable si y sélo si tiene una secuencia como
la descripta, llamada secuencia pruning.

En [13] se dan dos algoritmos lineales que proporcionan una secuencia pruning, si el
grafo es completamente separable. El primer algoritmo, calcula una secuencia tratan-
do al grafo como si fuera completamente separable. El segundo algoritmo, chequea si
efectivamente la secuencia generada es pruning. En caso de no serlo, se puede asegurar

que el grafo dado no es completamente separable.
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Introdpcimos unas pocas definiciones mds, que necesitaremos en la Seccién 4.8.
Supongamos que G es conexo completamente separable. Si « es un vértice cualquiera
fijo de G, los vértices de G — a pueden particionarse en conjuntos Ly, ..., L, donde
L; es el conjunto de vértices que estan a distancia 7 de a. A estos conjuntos se los
llama niveles respecto al vértice a.

Un camino de a a z , siendo z € L;, se dird compatible con la particién si posee
exactamente un vértice en cada nivel anterior a j.

Si z e y son vértices distintos de L;, se dird que z e y estdn atados si para algiin z € L;,
J > i, existen caminos entre a y z , compatibles con la particién, uno conteniendo a
T y otro conteniendo a y.

Notaremos N'(z) = N(z)NL;—, , d(z) = |N'(z)|, N"(z) = N(z) N Liy, para z € L;.
Se prueba que, dado que el grafo tratado es completamente separable:

1. Dos vértices adyacentes o atados de L; tienen igual vecindad en L;_,, es decir,
N'(z) = N'(y).

2. La relacién definida en V(G) por: £ =, ¥y < z e y estdn en un mismo L; y
ademads, est4n en la misma componente conexa o estén atados; es una relacién

de equivalencia en V(G).

3. Si dos vértices =,y € L; verifican N'(z) N N'(y) # @ entonces N'(z) C N'(y) o
N'(y) € N'(z)

4. Si <; es él orden en L; definido por z <; y & N'(x) C N'(y); y z es un elemento

minimal de (L;, <;) entonces N'(z) es un médulo de G.
5. Las componentes conexas de L, son médulos de G.

Observar que si G es un grafo completamente separable, los médulos mencionados en
los items 4 y 5 deben inducir cografos en el grafo, ya que en caso contrario, tendrian
4 vértices induciendo un P, y por el item 1, G tendria un 3 — fan inducido. Sabemos
que un par de gemelos de un cografo que es un médulo del grafo, son gemelos de todo

el grafo. Luego, en cualquier componente conexa no trivial de L, se podra encontrar
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un par de gemelos del grafo. En caso de ser L, un conjunto independiente, o bien se
encontrard un par de gemelos en N'(z) siendo z un minimal de (L,, <p), o bien z
serd un vértice pendiente del grafo.

Por otro lado, se prueba que, z es un minimal de (L;, <;) si y sélo si d'(z) =
min{d'(z)|z € L;}.
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Capitulo 3

Grafos de Comparabilidad

Un grafo simple G = (V, E) es un grafo de comparabilidad si admite una
orientacion transitiva, es decir, si existe una orientacién Zf tal que 7,72 € E(a')
entonces 73 € E(G).

Dado un grafo de comparabilidad G y C una orientacién transitiva de G, se llama
diagrama de G al digrafo que se obtiene al borrar los arcos implicitos por tran-
sitividad en G. E grafo cubridor de G es el grafo subyacente del diagrama de

—

G.

Maés formalmente, puede definirse el grafo cubridor como sigue. Dada una orientacién
transitiva 6 y un vértice z, se dice que z cubre a un vértice y si T y no existe
z # y tal que T2, z7). El grafo cubridor de G sera entonces el subgrafo de G con z e y
adyacentes si T cubre a y 0 viceversa.

Si G es un grafo de comparabilidad y G es una orientacién transitiva de G , se dice

también que G est4 asociada al grafo G.

Es claro que si G es un grafo de comparabilidad y G esté asociada al grafo G,
también G lo estd. Siendo G la orientacién obtenida al invertir los arcos de 6, es
decir, cambiando T3 por ¥Z. En el presente trabajo no distinguiremos entre estas dos

orientaciones. Lo interesante es observar que, ain asi, un grafo de- comparabilidad
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puede tengr asociadas mds de una orientacién transitiva.
Es facil ver que todo subgrafo inducido de un grafo de comparabilidad, también lo

es. Es decir, esta clase es hereditaria.

Los problemas iniciales que surgen son, por un lado determinar si, dado un grafo, es
o no de camparabilidad y por el otro, encontrar una orientacién transitiva en caso de
respuesta afirmativa al primer problema. La bibliografia existente sobre trabajos que

resuelven estos problemas es muy extensa.

En relacién al primer problema, uno de los primeros articulos es el de Gilmore y
Hoffman [20] en el cual se caracterizan a los grafos de comparabilidad como aquellos
para los cuales todo ciclo, no necesariamente simple (es decir, en el cual se pueden
repetir aristas), tiene una cuerda triangular, donde cuerda triangular de un ciclo de
vértices a; con 1 < i < k, es una arista del tipo e;a;;2. No nos ocuparemos de esta

caracterizacion en el presente trabajo.

Golumbic también caracteriza los grafos de comparabilidad, a través de lo que llama
clases de implicancia [23].

Por otroe, Gallai en su articulo [19)] relaciona la descomposicién modular de G y sus
_posibles orientaciones transitivas. Adema4s obtiene la familia de grafos prohibidos
minimales que caracterizan a la clase de grafos de comparabilidad. En las siguientes

dos secciones daremos las definiciones y teoremas relativos a estos dos tiltimos autores.

3.1 Caracterizacién de Golumbic

Sea G es un grafo de comparabilidad y G una orientacién transitiva de G. Si IY,TW €
E(G) y yw € E(G), la orientacién de una de las aristas fuerza la orientacién de la
otra. Formalmente, si yw € E(G) entonces T3,7w0 € E'(a) o yZ,wZ € E(@) A
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partir de gsta simple observacién surge la definicién de la relacién forzar definida
sobre el conjunto de aristas de G, grafo cualquiera:

zz¢ E(G) yy=w o
ywe EG) ya=2

Esta relacién binaria (E(G),T) es reflexiva y simétrica, su clausura transitiva es una

zylzw & {

relacién de equivalencia sobre las aristas de GG. Las clases de esta relacién se llaman
clases de implicancia o, como las llamé Gallai, edge clases. La importancia de
estas clases es que, si G es de comparabilidad, la orientacién de una de sus aristas

deperminq. univocamente la orientacién de las restantes aristas de la clase.

Si F es una clase de implicancia de un grafo G, notaremos con I a una orientacién
de F, es decir, una orientacién por arista de F. Naturalmente llamaremos /-1 a la
orientacién que se obtiene al invertir todas las direcciones de los arcos de I. Entonces,
en toda orientacion transitiva de G, las aristas de F tienen la orientacién I o la ori-

entacién I1.

Golumbic caracterizé a los grafos de comparabilidad a través de una propiedad en las

clases de implicancia que se enuncia en el siguiente teorema:

Teorema 3.1.1. (28] G es un grafo de comparabilidad si y sélo si IN I~ =0 para

toda clasq de implicancia F' de G.

Basdndose en el mismo, ide6 un algoritmo de reconocimiento de tiempo O(Am),

donde A es el grado méximo de un vértice de Gy m =| E(G) |.

Algoritmo Reconocimiento de grafos de comparabilidad
Dato: G grafo
Salida: Si o No. Respuesta a la pregunta: es G de comparabilidad?

comienzo
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i=1y E; = E(G)

Paso 1: Elegir una arista arbitraria ab € E;

Paso 2: Enumerar la clase de implicancia F; de E' que contiene a ab.
Paso 3: Si I; N I;™! # 0, parar. G no es grafo de comparabilidad.
Paso 4: Definir a F;,; = E; — F;.

Paso 5: Si E;;; =0, parar. Sinoi:=i+1eiral Paso 1.

fin

Es importante observar que no cualquier combinacién de orientaciones de cada clase
de implicancia genera una orientacién transitiva de todo el grafo. Por ejemplo, en Kj
cada arista es una clase de implicancia, si cada una de ellas es orientada de manera
tal que formen un ciclo dirigido, es claro que no se obtiene una orientacién transitiva
de Kj3.

Para resolver este problema, Golumbic [23] demuestra que si G es de comparabilidad,
se puede particionar las aristas de G en conjuntos disjuntos F; . .. Fi donde cada F} es
una clase de implicancia de F;U...U Fi para j = 1,.. .,k y tomando una orientacién

para cada uno de estos conjuntos, se obtiene una orientacién transitiva de G.

Entonces una modificacion del paso 2, donde en la iteracién i se toma una clase de
implicancia de G(E;), nos lleva a un algoritmo que, no sélo reconoce un grafo de
comparabilidad, sino que de serlo, nos proporciona una orientacién transitiva, con la

misma complejidad.

Algoritmo Reconocimiento y orientacion de grafos de comparabilidad

Dato: G grafo

Salida: una orientacién transitiva de G o una respuesta negativa a la pregunta es G
de comparabilidad?

comienzo

i=1y E; = EG)
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Paso 1: Elegir una arista arbitraria ab € E;

Paso 2: Enumerar la clase de implicancia F; de E; que contiene a ab.
Paso 3: Si I[; N I;™! # 0, parar. G no es grafo de comparabilidad.
Paso 4: Definir a E;; = E; - F,.

Paso 5: Si€;;, #0,i:=i+1eir al Paso 1.
Sinok=iyI;U...UI es una orientacién transitiva de G

fin

3.2 Resultados de Gallai

En esta seccién mostraremos la relacién que hay entre la descomposicién modular y

las-orientaciones transitivas de un grafo de comparabilidad.

Teorema 3.2.1. [19] Sea G un grafo con al menos dos vértices y drbol descomposicidn

T(G) entonces una y solo una de las siguientes posibilidades vale:

1. G es np conezo y las clases de implicancia de G son las clases de implicancia

de sus componentes conezas.

2. G es no conezo y las clases de implicancia de G son las clases de implicancia

de las componentes conezas de G.

3. G y G son ambos conezos y eriste una unica particion P = {A,,...,A;} de
V(G) tal que:
o para todo i # j si existe una arista entre A; y A; entonces todo vértice de
A; es adyacente a todo vétice de A;.

e las aristas que tienen extremos en distintos A; forman una inica clase de
implicancia, y todo vértice de G es incidente en al menos una arista de

esta clase.
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o las restantes clases de implicancia son las que corresponden a las de G[A;

paral1<i<gq

® la particion P es mazimal con respecto a las tres condiciones anteriores.

Si se consjdera ya probado el Teorema de Descomposicién modular del Capitulo 2, el
resultado previo serfa un corolario de dicho Teorema probando que: Si F es una clase
de implicancia, el conjunto formado por los vértices que son extremos de las aristas
de F es un mddulo de G y que si una arista de una clase de implicancia F tiene ambos

extremos en un médulo M entonces F es clase de implicancia del subgrafo G[M].

La descomposicién en médulos facilita un gran nimero de problemas algoritmicos,
entre ellos la biisqueda de las orientaciones transitivas de un grafo de comparabilidad.
Luego si G[M] es un grafo no conexo, Ry es el grafo formado por vértices aislados,
uno por cada componente conexa de G[M].

En cambio, si m es no conexo, cada arista de Rys es una clase de implicancia de
Ry

En el caso en que G[M] y G[M] son ambos conexos, Ry tiene al menos 4 vértices y
las aristas de Ry pertenecen todas a una tnica clase de implicancia. Es decir, en este

caso Ry tiene una tnica orientacién transitiva.

En el sigpiente teorema Gallai expresa la estrecha relacién entre las orientaciones

transitivas de un grafo de comparabilidad y la descomposicién modular del mismo.

Teorema 3.2.2. Sea G un grafo no vacio con drbol descomposicién T(G) entonces

1. Si G es transitivamente orientable, en cada orientacion transitiva de G, las
aristas entre dos conjuntos A;, A; de la particién de G estdn todas igualmente
orientadas. Si en Rg orientamos la ariste A;A; como lo estdn las aristas que
tienen un eztremos en A; y el otro en A; en G, obtenemos una orientacion
transitiva de Rg.
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2. Rectprgcamente, si todo Rys correspondiente ¢ un vértice de T(G) es transiti-
vamente orientable y asignamos a cada arista de G cuyos extremos son de A,
y A; la orientacion que la arista A;A; tiene en Ry, se obtiene una orientacién
transitiva de todo G.

Luego las orientaciones transitivas de un grafo de comparabilidad estdn dadas por
todas las posibles combinaciones de orientaciones transitivas de cada grafo Ry que
corresponde a los vértices M del drbol descomposicién y esto revela la importancia
que tiene la descomposicién modular en esta clase de grafos.

Por ello constituye una importante herramienta a la hora de caracterizar grafos de
comparabilidad que tengan que cumplir una determinada condicién en el grafo cubri-

dor de alguna de sus orientaciones transitivas.

Es impertante destacar que si G es un grafo de comparabilidad y primo tiene una

lnica, orientacién transitiva y si G = K., tiene r! orientaciones transitivas.

Méhring ide6 un algoritmo para hallar el rbol de descomposicién en tiempo O(n3),
basado en la descomposicién modular y aplicando también el concepto de clases de
implicancjas. Construye una matriz de adyacencias especial, M = (mi;)1<i,j<n que

expresa a eudl clase de implicancia pertenece cada arista de G:

k si I;T; € F,
mi; = .
0 caso contrario

Si F es una<lase de implicancia de G nota con Cr a los vértices extremos de las aristas

de F y con GF al grafo inducido por Iys aristas de F'. Luego, la matriz My = (mj;)

donde
m’..={ 1 sim;=k
0 caso contrario
corresponde al grafo Gr.
Las clasqs de adyacencia de G son los conjuntos maximales de vértices que son

adyacentes a mismos vértices de G y en consecuencia, son conjuntos estables. Es claro
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que son modulos y que se pueden calcular a través de esta matriz M mirando los ren-

glones que son iguales. En el Teorema 4.4 de [2] prueba que las clases de implicancia
de G son los médulos maximales de G[CF].

Algoritmq Construccion de T(G)(2]
Dato: G
Salida: T el arbol descomposicién.

comienzo

1.

2.

3.

3.

6.

Calcular las clases de implicancia de G y la matriz M.
B :=V(G)

calcular las componentes conexas de G[B].
Si G(Z3) no es conexo

(a) Etiquetar como nodo P a B
(b) Las componentes conexas de G[5] son los hijos de B en T
(c) Ir al paso 7

calcular las componentes conexas de G[B].

Si G(B) no es conexo
(a) Etiquetar como nodo S a B
(b) Las componentes conexas de G[B] son los hijos de B en T
(c) Ir al paso 7

Encontrar la clase de implicancia F' tal que Cr = B.

(a) Computar las clases de adyacencias de Gr
(b) Etiquetar al nodo B como NV

(c) Los hijos de B en T son las clases de adyacencias
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7. Si exjste una |C| > 2 sin etiqueta, B:=C e ir a 3.

Si no parar.

Para el paso 5 se puede implementar un procedimiento recorriendo las filas de la ma-

triz de adyacencia modificada correspondiente a B.

Un algoritmo lineal para hallar el 4rbol descomposicién se presenta en [31] el cual es
una modificacién al algoritmo presentado en ?? donde se halla un ” P;-tree” definido
en ese articulo. Lo importante de este algoritmo es que no sélo halla la descomposi-
cién modular sino que también soluciona en tiempo lineal el problema de hallar una

orientacion transitiva a un grafo de comparabilidad.
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Capitulo 4

Grafos Treelike

Una orientacién transitiva 6 de un grafo de comparabilidad se dice treelike si su
diagrama es un arbol orientado. En otras palabras, si su grafo cubridor es un arbol.
En la literatura de conjuntos ordenados, se llama poset treelike a aquel que tiene

como diagrama un drbol orientado [36].

Un grafo de comparabilidad se dird que es de comparabilidad treelike, o simplemente

treelike, si admite un orientacién treelike.

Entonces, si un grafo de comparabilidad es treelike, tiene asociada una orientacién
cuyo diagrama es un arbol orientado y se dird de éste, que es un arbol asociado a G.
Observar gue si G es un grafo de comparabilidad treelike y T un arbol asociado a G,
entonces todo clique de G induce un camino dirigido maximal de T.

La Figura 4 muestra a la rueda 4, W, junto con sus dos posibles grafos cubridores,
uno de los cuales es un drbol, con lo cual W; es un grafo treelike.

La clase de los grafos treelike no es una clase hereditaria, ya que como fue mostrado

W; es un grafo treelike, sin embargo es claro que Cy4 no lo es.
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a b a b a b
d c d = d €
w4
Figura 4

4.1 Relacion con otras clases de grafos

En esta secci6n se describen las relaciones de inclusién de la clase de los grafos treelike
con otras clases conocidas y su comportamiento en la primera aplicacién del operador
clique. Dichas observaciones, aunque inmediatas, son importantes para las secciones
siguientes.

Un grafo es trivialmente perfecto si tiene una orientacién transitiva cuyo diagrama
es un 4rbol orientado enraizado, luego ésta es una subclase de los de la clase de los
grafos treelike.

Estos grafos fueron caracterizados por Wolk [36] como aquellos que no contiene ciclos
4 ni caminos inducidos de longitud 3, es decir no contienen C; ni P; como subgrafos
inducidos y por tanto, es una clase hereditaria.

Un grafo es dually DV si tiene un arbol generador que puede ser orientado, de modo
que todo clique del grafo induce un camino dirigido de dicho drbol orientado.
Entonces }]a clase de los grafos de comparabilidad treelike estd contenida en la clase

de los dually DV, la cual tampoco es una clase hereditaria:

TRIVIALMENTEPERFECTO C TREELIKE Cc DUALLY DV

Es claro que dichas inclusiones son estrictas ya que por ejemplo, P; es un grafo
treelike que no es trivialmente perfecto, mientras que Cy4 es un grafo dually DV que
no es treelike.

Un grafo es DV si es el grafo de interseccién de caminos dirigidos de un arbol orientado
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Figura 4.1: Grafo trivialmente perfecto

[32], DV es naturalmente una subclase de los grafos cordales. Recordar que un grafo
es cordal si todo ciclo de 4 vértices 0 mds posee una cuerda.
Es sabido que el operador clique alterna entre la clase DUALLY DV y la clase DV.
Es decir, K(DUALLY DV) = DV y K(DV) = DUALLY DV |22, 34, 5], con lo cual,
K(TREELIKE) C K(DUALLYDV)= DV C CORDAL.

Para el caso de los grafos conexos trivialmente perfectos, el algoritmo de Corneil [8]
nos da una forma efectiva de encontrar su orientacién treelike. Primero observemos
una caracterizaciéon de su drbol de descomposicién T(G): todo nodo 1, sea la raiz o
un nodo interno, tiene a lo sumo un hijo del tipo 0 (ya que de otra manera se tendria
un ciclo 4) y en consecuencia, al menos un hijo que es un vértice de G (ya que todo
nodo de T(G) para G conexo, tiene al menos dos hijos).

Entonces, si  es un hijo de un nodo 1 e y un descendiente de este nodo, orientando
la arista Ty como Iy y si z1,...,Z, son los vértices hijos de un nodo 1, eligiendo
la orientacién E,_z',' 0 ﬁ: para todo 1 € ¢ £ j < r, encontraremos la orientacién
treelike de este grafo trivialmente perfecto. En este caso la llamaremos orientacién
de arborescencia.

La Figura 4.1 nos muestra un grafo trivialmente perfecto, el arbol descomposicién y
la orientacién treelike definida, con su grafo cubridor.
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4.2 Condiciones necesarias para ser Treelike

Como hemos dicho anteriormente, C; no es un grafo treelike, sin embargo puede
presentarse como subgrafo inducido de uno de ellos. El siguiente teorema nos muestra
que la presencia de un Cjy, en un grafo treelike, obliga a la presencia de una rueda

cuatro: Wj.

Teorema 4.2.1. 5i G es un grafo treelike y z,, .. ., T4 inducen un ciclo en G, entonces
eziste z € [Y;_y 4 N(zi)-

Demostracién: Sea C; un clique de G que contiene a la arista z;z;4; (suma médulo
4). Dado que los vértices z;,. .., Z4 inducen un ciclo, se tiene que C; # C; para i # j
y 1 < 4,j < 4. Naturalmente, C,,...,Cy forman en un ciclo del grafo K(G). Dado
que K(G) es cordal, existe una arista entre algiin par de vértices no consecutivos en el
ciclo, digamos, sin pérdida de generalidad, que existe una arista entre C; y Cs. Luego
estos dos cliques de G tienen un vértice en comin en G, sea z. Luego z € [, 4 N(z:)-

O

El siguiente lema, aunque es una consecuencia elemental de la definicién de grafo
cubridor en grafos de comparabilidad, es esencial para las demostraciones de los re-

sultados siguientes. La figura 4.2 facilita su entendimiento.

Lema 4.2.2. Sea G un grafo de comparabilidad y H el grafo cubridor de una ori-
entacion tfansitz'va 6 SizT,...,T4 inducen un Py en G, existe un camino en H que
conecta lqs vértices T, y x4, de longuitud al menos 4, que tiene dos vértices, x e y

verificando:
1. T es adyacente a x,, Zo yaz3 en G.
2. y es adyacente a Tp, T3 Yy a £, en G.
8. y no es adyacente a , en G.
4. T no es adyacente a z4 en G.
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X, X

Figura 4.2: H, el grafo cubridor de una orientacién transitiva de G.

5. 713,73, 7T € C.
Este resultado puede naturalmente generalizarse para todo P, : zi,...,Z, con n > 4,
obteniéndose en H un camino de longuitud al menos 7 entre z; y z, que posee vértices
2] ... Zn-o verificando las propiedades anélogas.
El siguiente teorema nos muestra que, a pesar de que TREELIKFE no es una clase
hereditaria, hay algunos grafos que no pueden ser subgrafos inducidos de ningin grafo
treelike.

Teorema 4.2.3. Sea G un grafo treelike. Entonces G no tiene ni Cyp, conn > 3, ni
3 — fan como subgrafos inducidos.

Demostracién: Sea T el grafo cubridor de una orientacién treelike de G. Supongamos
que zy,...,Ts,, # > 3 inducen un C,, en G. Como nn > 3, z,,...,Zs,—1 inducen un
camino en G de longitud 2n — 1 > 4, como la generalizacién del Lema 4.2.2 requiere.
Entonces, si P es el camino de T que contiene z; y z3,_;, contiene también a un
vértice z, no adyacente a z; en G. Dado que los vértices z;,_, y Z2, son adyacentes
en G, podemos extender P a un camino P’ en T que conecte z, y Za,. Por el otro lado,
COmo I,Ty, €s una arista de G, estd en un clique y en consecuencia debe existir en
el diagrama de G un camino dirigido entre ellos, cuyos vértices son todos adyacentes
en G. Encontramos asi dos caminos en 7T entre z; y Z,,, uno de ellos contiene dos

vértices no adyacentes de G y el otro con vértices que inducen un subgrafo completo
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de G, contradiccién.
Supongamos ahora que G tiene un 3 — fan inducido por un P; de vértices z1,..., 24
y z adyacente a los cuatro. Sean los vértices z, y en el camino P de H que une z,;
y T4 que verifican el Lema 4.2.2, satisfaciendo 7;2,72,77; € G. Como ;,y, 2 y
T, T3, z deberan estar en caminos dirigidos de la orientacién transitiva, los caminos
de H digamos, Py2 y Pos que los contienen, contienen también al vértice z, teniendo
entonces cada uno de ellos, tramos del camino P. El camino P34 de H que une z, 3 y
z4 contendré al vértice y (pero no al z). Luego se tendrd en H un ciclo, contradiccién.
a

El resultado que sigue hace uso del hecho que una W; tiene una tnica orientacién
treelike. Dado un grafo treelike G en el cual a,b,¢,d, z inducen una rueda Wy con
centro z (ver Figura 4), en toda orientacién treelike de G, tendremos aZ, cz, ;l;, a?i De
otra manera, se generaria un ciclo en el grafo cubridor de la orientacién. Entonces,
podemos Proba.r que un octahedro tampoco puede ser un subgrafo inducido de un

grafo treelike, como dice el préximo teorema.

Teorema 4.2.4. Sea G un grafo treelike. Entonces G no tiene a O3 como subgrafo

inducido.

Demostracién: Supongamos que los vértices z,,...,Zs inducen un Os en G, donde
los pares de vértices no adyacentes son z; y Z3, Z3 Yy Z4 , Ts ¥ Tg. Podemos con-
siderar dos W, inducidos, donde z3, ...,z inducen un C, y z;, 3 son los centros.

Por la observacién anterior en toda orientacién treelike de G, tendremos por ejem-

—) ) —t——)  t—— o 4 > — - - .
plo T3%y,Z4T1, T1Z5, T1Zg ¥ T3T3, L4%2, T2Ts5, IaLg ¥ €ntonces existe un ciclo en el co-

rrespondignte grafo cubridor. (]

El resultado previo va a completar la condiciéon necesaria en relacion a la presencia
de ciclos cuatro en un grafo treelike. En el teorema que sigue, probaremos que los

vértices adyacentes a todos los vértices que inducen un ciclo 4 deben inducir un

32



Figura 4.3: Grafo A.

subgrafo completo.

Teorema 4.2.5. Sea G un grafo treelike con un ciclo 4 inducido por z,...,z4,
entonces (), 4 N(z;) induce un subgrafo completo de G.

Demostracién: Supongamos que dos vértices 21,2 € ﬂi=1.,4 N(z;) son no adya-
centes entre si. Entonces el grafo inducido por los vértices del Cy y 21, 2, forman un
octahedro: Os. O

Definicién 1. Diremos que un grafo G de comparabilidad cumple la condicion de
los ciclos cuatro, que notamos CCA4, si dados {z1,...,%4} induciendo un ciclo de

G, se verifica que [,_, 4 N(z;) induce un subgrafo completo de G.

Las tres condiciones necesarias, presentadas anteriormente, no son suficientes. En la
siguiente figura se muestra un grafo, que llamanos A, que verifica la condicién CC4,
no tiene a ninguno de los prohibidos como subgrafo inducido y sin embargo no es
treelike.

La situacién cambia si el grafo es de comparabilidad primo, como se prueba en la

préxima seccién.

4.3 Treelike Primos

Teorema 4.3.1. Sea G un grafo de comparabilidad primo, sin 3 — fan, ni Cs,, con
n > 3 como subgrafos inducidos, y que verifica CC4. Entonces G es treelike.
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Demostracién: Como G es primo, tiene una tnica orientacién transitiva E", luego
prebaremos que su diagrama es un arbol orientado. Es decir, que su grafo cubridor
no tiene ciclos. Obsérvese que los ciclos que podemos encontrar en el grafo cubridor
de cualquier orientacién, tienen la misma cantidad de fuentes que de sumideros, con-
siderando la orientacién inducida en el conjunto de vértices que lo conforman. Por
hipétesis, el grafo no admite ciclos inducidos de longitud par mayor que cuatro, luego
si el cubridor tiene ciclos, éstos tienen a lo sumo dos fuentes.

Analizaremos primero el caso en que el grafo cubridor tiene un ciclo con una tnica

fuente. Sea C un ciclo con fuente a y sumidero b, y los dos caminos dirigidos que

conforman. el ciclo, con vértices u,...,%n ¥ ?1,...,Vm con la propiedad u; % v; para
, —_— N —
todo1 <4 < n,1 < j < m. Suponemos que aty, U Uz, - . . , Usb ¥ que a0y, 1103, . . . , Vb

son arcos de G.

Consideremos el conjunto W = {a:|a,_:z:’,:z_:l; € E(a)} Dado que G es primo W no es
mddulo, luego sin pérdida de generalidad podemos decir que existe un s € W tal que
3w € E(a) y sws ¢ E(a), para w;, ws € W. Resulta entonces que s o a pues como
swy & E(a’) entonces 54 € E(a) y ademss a$ ¢ E(a) ya que s € W. Por otro lado,
8 74w, puges por hipétesis sw; & E(a) y si W8 € E(a) entonces, dado que ademds
5w € E(E), se tiene que s € W, contradiccidn.

o Si w; 7£ w,. En este caso los vértices s, w, a,w; inducirian un P, y todos estos

vértices son adyacentes a b, con lo que habria un 3 — fan en G, contradiccién.

e Si wyw € E(Z}"). Sea W) = {weW|suwe E(a)} y sea W = {w € W|w « s}.
Observar que W, W, particionan a W pues si para algtin w € W, w3 € E(a’)

. — = oy
se tiene que a3 € E(G), contradicci6n.
1) Veamqs que W,W, es decir que z,7; € E'(-a) para todo ; € W;, z, € W,

—)
Si x5 € W, entonces w T3 & E(a), ya que en este caso, como sw; € E(G), re-
—_—
sulta 573 € E(G), contradiccién. Por otro lado, Zo ~ w; pues, en caso contrario,

§,w;,a, Ty iaducirian un FP; que con b inducen un 3 - fan, contradiccién.

Se llega entonces a que z,w; € E(G) para todo zo € Wa. Es claro que el
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razonamiento anterior puede hacerse para cualquier z; € W;. Con lo cual WoW;.
(ii) Veamos ahora dénde estén los vértices {u;,v;},1<i<n,1<j<m.

Como u; 9 v;, por lo probado en (i), deben estar todos en W) o todos en W.
Si {w, vj}1<i<n1<j<m © Wa, en particular se tiene T, Ui, Wib € E(a)).

Luego las aristas u,b y vmb, no pueden estar en el grafo cubridor, contradiccién.

Anélogamente, si {1, vj}1<i<n,1<j<m C Wi, en particular se tiene aws, Wat;, w20, €

E(a) Luego las aristas au; y av; no pueden estar en el grafo cubridor, con-
tradiccién.

Con este andlisis concluimos que el diagrama no tiene ciclos con una tnica fuente.

Nos resta probar que el diagrama no tiene ciclos con dos fuentes en la orientacién
inducida en el conjunto de vértices del ciclo. Sea C un tal ciclo, con @, ¢ sus fuentes
y b,d sus sumideros. a, b, c,d inducen un ciclo 4 en G, luego, por hipétesis, existe un
vértice z adyacente a todos ellos. Si 73, 2b, 22, zd € E(-a) entonces hay un ciclo con
un sumidero, por ejemplo b, y z como fuente, analogamente si a2, b?, ez, dz € E(a))
Por tltimo, si aZ, e E(a’), se forma también un ciclo con a fuente y b sumidero.

En todos los casos se contradice lo probado anteriormente. ]

El préximo teorema nos dice que la distancia entre los vértices extremos de un Py

inducido de un grafo de comparabilidad sin 3 — fan y que verifica CC4 es 3.

Teorema 4.3.2. Sea G un grafo de comparabilidad, sin 3 — fan como subgrafo in-
ducido, cympliendo la condicidn de los ciclos cuatro. Si a,b,c,d inducen un Py en G,

entonces la distancie entre a y d es tres.

Demostracion: Supongamos que la distancia entre a y d es dos, es decir , existe
un vértice z adyacente a ambos: a, z,d es un camino de longitud 2. Como G es un
grafo de comparabilidad, no tiene ciclos impares inducidos, con lo cual 2b € E(G) o
zc € E(G). Ambas condiciones no pueden ocurrir pues G no tiene 3 — fan inducidos.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 2b € E(G) y 2c € E(G). Luego se
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tiene un C; inducido por los vértices b, ¢, d, z. Por la condicién de los ciclos cuatro,
existe un 2’ tal que con los vértices de este ciclo inducen una rueda cuatro. 2’a ¢ E(G)
pues no hay 3 — fan, pero entonces a, b, 2/, d inducen un P, y todos sus vértices son
adyacentes a z, es decir inducen en G un 3 — fan, contradiccién.

Luego, N(a) N N(d) = 0 y dist(a,d) = 3. (m

Observar que ambas hipotesis son necesarias. Ni en 3 — fan ni en Casa el Teorema

vale pues la distancia entre los extremos de un P, inducido es 2.

4.4 Descomposicién modular de Treelike

En la seccién anterior analizamos los grafos primos treelike, estudiaremos aqui algunas
propiedades de sus médulos. Dichos resultados conducirdn a una caracterizacién de
los grafos treelike, haciendo uso de la descomposicién modular.

El siguiente lema nos da una propiedad de los médulos de los grafos treelike rela-

cionada con las fuentes (sumideros) de una orientacion treelike.

Lema 4.4.1. 5i G es un grafo treelike y M un mddulo de G conteniendo dos vértices
no adyacentes, entonces M contiene dos fuentes o dos sumideros de toda orientacidn
treelike de G.

. -_—
Demostracién: Consideremos una orientacién treelike G de G. Sean u,v € M no

adyacentes en G. Estd claro que si M = V(G) el resultado vale, supongamos que
M # V(q’).

e Si ni u ni v son sumideros de G existe un vértice = & M adyacente a ambos y
sin pérdida de generalidad podemos suponer que v y uZ. Si u,v son fuentes,
ya no hay nada que probar, de otro modo, sea z/, " vértices fuentes de G tales
que Zu y 3,71;, es claro que z’ % z” sino habria un ciclo en el grafo cubridor. Si
' & M (respec. =’ € M) se tiene que E), (respect. E) y otra vez existe un
ciclo en el grafo cubridor, contradiccién. Luego =/, 7" € M.
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e Si_u es sumidero de G y v no lo es, existe un vértice =/, sumidero de 5’, con
- E(a’) Si ' & M se tiene que zu € E(G) y como u se supuso sumidero
171;,, contradiccién. Luego 2’ € M.

0
De este 1iltimo resultado, podemos probar que los médulos propios fuertes de un

grafo treelike no pueden tener cuatro vértices que induzcan un ciclo.

Teorema 4.4.2. Si G es un grafo de comparabilidad treelike conezo y M un médulo
Juerte propio de G, entonces G{M) no tiene Cy inducido.

—
Demostracién: Sea G una orientacién treelike de G. Si z;,...,z4 inducen un Cy

en G[M] con 7113 y Z,z4 € E(G). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

71T}, 7973, F1%4, 73T, € G. Dado que M tiene vértices no adyacentes, debe tener dos
fuentes o dos sumideros. Supongamos que M tiene dos sumideros de E" Por el otro
lado, como M es propio, existe w ¢ M. Luego wm para todo m € M ya que M es
médulo, tiene sumideros y G es conexo. Existen entonces caminos dirigidos ¢;, ¢; en
el diagrama de G tales que {w,z1,72} C 1 y {w,zs3,Z2} C ¢ y resulta haber un
ciclo en el grafo cubridor de G, contradiccién. o

Tampoco el grafo P; puede aparecer en ningtin médulo propio.

Teorema 4.4.3. Si G es un grafo de comparabilidad treelike conezo y M un mddulo

propio de G, entonces G[M| no tiene P, inducido.

Demostracién: Dado que M es un médulo propio de G y G es conexo, existe w ¢ M
tal que wmn € E(G), para todo m, vértice de M. Luego G tiene un 3 — fan inducido
y esto no es posible por el Teorema 4.2.3. a

Por los Teoremas 4.4.2 y 4.4.3, un médulo fuerte propio de un grafo treelike conexo
induce un subgrafo trivialmente perfecto. Damos entonces la caracterizacion de los

grafos treelike por medio de la descomposicién modular.
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Teorema 4.4.4. Sea G be a grafo de comparabilidad conezo, con descomposicion
G = Rg|M,, ..., My). Entonces G es treelike si y sélo si

(i) Rg es treelike.
(it) Cada G[Mj] es trivialmente perfecto.

(i3) Si A = {M;|3u,v € M; tales que uv ¢ E(G)}, entonces existe una inyeccién
entre A y el conjunto S U F de la orientacién de Rg.

(iv) B =AM;|G[M;] es no conezo } corresponde a vértices pendientes del cubridor
de la orientacion treelike de Rg.

(v) Si|q|< 2 entonces | B|< 2.

Demostracidn:

<=) Caso 1: G conexo, luego Rg.es un grafo primo y su tnica orientacién z treelike
por hipétesis (i). A partir de ella vamos a construir una orientacién de G y probar
que su cubridor no tiene ciclos.

Notaremos con m; al vértice de R¢g correspondiente al médulo fuerte M; de la des-
composicign. Por hipétesis (ii) cada M; induce un subgrafo trivialmente perfecto y en
consecuencia, admite una orientacién de arborescencia que tiene uno o varios arboles
enraizados como diagrama, segiin sea G[M;] conexo o no.

Si M; € A se corresponde con una fuente m; de I?é tomamos la orientacién de
arborescencia cuyas raices son sumideros y si se corresponde con un sumidero de IT)G
tomamos la orientacién de arborescencia cuyas raices son fuentes.

Si M; ¢ A, G[M;] es un completo y toda orientacién transitiva es de arborescencia
cuyo cubridor es un camino, luego tomamos cualquiera de ellas. Obtenemos de esta
manera 6, una orientacion transitiva de G. Veamos que su cubridor es un drbol.
Sabemos que toda arista externa e = zy del cubridor de una orientacién es incidente
en dos vértices pertenecientes a distintos médulos fuertes de la descomposicién, dig-

amos z € M;, y € M; con i # j. Y en este caso particular, por como hemos definido
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a la orjentacion de G, estos vértices son raices del drbol diagrama de m y (TMJI
respectivamente.

Supongamos C un ciclo en el cubridor de G de aristas €1,...,6: con t > 3. Estas
aristas no pueden ser todas externas dado que si asi fuera, habria un ciclo en el
cubridor de Re contradiciendose la hipétesis (i).

Tampoco pueden ser todas internas de un mismo G[M;] pues m es una orientacién
de arborescencia y su cubridor es uno o varios drboles enraizados.

Claramente entonces, las aristas de C son algunas internas y otras externas.
Supongamos e; externa y e; interna. Donde e; = z;z; con z; € M;, ; € Mj, M; € A
y ez una arista del cubridor de la orientacién de arborescencia de G[M;].

Como hemos definido a 8, z; es raiz de uno de los drboles cubridores de CTM,])
correspondiente a una de sus componentes conexas . Recorriendo las aristas de C, sea
e, con 3 _<r4c < n la préxima arista externa.

Dicha arista serd entonces incidente en una raiz r; de la orientacién de arborescencia
de G[M;]. Observar que si z; = ) habria un ciclo en G[M;}], contradiccién. Luego
r; # ) , entonces G[M;] tiene 2 raices con lo cual es no conexo. Pero la porcién de
ciclo de z; a j los conecta y est4 contenida en G[M;], contradiccién.

Caso 2: (X es no conexo y en consecuencia Rg es un grafo completo. Estd claro que
si ¢ < 2 entonces |B| < 2, de lo contrario se formarfa un ciclo en R¢;. Supongamos
entonces que Rg tiene al menos tres vértices.

Las posibles orientaciones transitivas de R¢ tienen como grafo cubridor un camino
de longitud 3 o m4s, luego |S U F| < 2. Consecuentemente, G tiene a lo mds dos
moédulos, sean My, M,, en A. Dado que G[M,] y G[M,] son trivialmente perfectos,
admiten orientaciones transitivas cuyo diagrama es un arbol enraizado o unién de
arboles enraizados. Entonces G admite una orientacién treelike.

=) Como G es treelike, por el Teorema 4.2.5, verifica la condicién de los ciclos 4.
Supongamos que existen m;, ..., my vértices de R¢ que inducen un ciclo 4.
Entonces existe un ciclo 4 en G, z; € M; para 1 < i < 4. Luego existe z adyacente a

zr; para 1 <i < 4en Gy en consecuencia un My k # 1...4 tal que 2 € M. Luego
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my, adyacente a m; para 1 <i < 4en Rg.

Por otro lado, como todos los vértices adyacentes a los cuatro vértices de un ciclo
4 inducen un completo, y en consecuencia lo mismo occurre con los vértices m; que
representan a los médulos M; a los que pertenecen.

El Teorema 4.2.3 nos dice que G no tiene a 3— fan ni a Cy, con n > 3 como subgrafos
inducidos y en consecuencia R tampoco. Rg verifica entonces el primer item.

Por el Teorema 4.4.1, cada M; € A, tiene al menos dos fuentes (o excluyentemente,
al menos dos sumideros) en cada orientacién treelike de G. Luego, dichos médulos
deben corpesponder a fuentes sumideros de la orientacién de Rg. En el caso M; € B,
la fuente o sumidero que le corresponde tiene valencia uno en el cubridor ya que en

caso contrario, se tendria un un ciclo 4 en G sin vértice adyacente a ellos. O

Como hermos convenido en considerar como una sola a cada orientacién y su ori-

entacién stimétrica, podemos enunciar el siguiente teorema,

Teorema 4.4.5. Sea G un grafo treelike conezo reducido. Entonces G tiene una inica

orientacidn treelike.

Demostracién: Sea Rg[M, ..., M,] la descomposicién de G, con G; = G(M;) para
i = 1...4q. Probaremos que existe una tnica orientacién transitiva cuyo diagrama
es un arbol enraizado asociada a cada G; y por la caracterizacién anterior quedaria
probado el resultado.

Como G es reducido, G; también lo es. Supongamos que e y 6t son dos orienta-
ciones distintas asociadas a un G;. Sea u el vértice universal de G;. Entonces uz" y
u2' para todo z € V(G;) — u. Como son orientaciones distintas, existen vértices z,y
tales que z3J" y yz'.

Por el otrp lado, dado que z e y no son gemelos, existe un vértice ¥y € Ng,(z) tal
que y|y’ y en consecuencia 5’" y 72!, Resulta @', y/2' y entonces @' no es una

orientacién transitivas cuyo diagrama es un arbol enraizado, contradiccién. o
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4.5 Caracterizaciéon por prohibidos y 4CC

Observemos que dado un grafo treelike G y una orientacién treelike 5), m y
CW]-; son orientaciones de arborescencia, para todo z en V(G). Luego G(D|[z]) y
G(U|z]) son subgrafos trivialmente perfectos para todo z de V(G).

Esto nos permite mostrar, con otro argumento, que un 3 — fan es un subgrafo pro-
hibido para los grafos treelike. En efecto, supongamos que a, b, ¢,d inducen un P, y
que todos estos vértices son adyacentes a otro vértice e en el grafo treelike G. Como en
toda orientacién transitiva cada vértice de Dle] es adyacente a cada vértice de Ule],
a,b,c,d estin todos en Dle] o en Ule]. Esto significa que G(D[e]5 o G(U[eTi no es
orientacion de arborescencia en cualquier orientacién transitiva [e] que consideremos.
Contradiccidn.

Con este tipo de argumentos podemos concluir que todos los grafos de la Figura 4.5

son prohibidos para la clase de los grafos treelike.

Grafos A, 3-fan y 2B

Ya hemos probado que Cs,, para n > 3 son subgrafos prohibidos para la clase de los

grafos treelike, entonces tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.5.1. SiG es un grafo treelike,entonces G no tiene a Co, (n > 3), 3— fan,

2B ni a A como subgrafos inducidos.
Y obtenemos entonces la siguiente caracterizacion.

Teorema 4.5.2. Sea G un grafo de comparabilidad. Entonces G es un grafo treelike
si y s6lo si no tiene como subgrafo inducido a ninguno de los siguientes: Co, (n > 3),
3 - fan, 2B, A y ademds verifica la condicién 4CC.
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Demostracién: Solo resta probar la reciproca. Sea Rg[M;, ..., M,] la descomposi-
cién modular de G, donde G; = G|M;] para i = 1...q. Usaremos la caracterizacién
dada en el Teorema 4.4.4.

Por un lado, el Teorema 4.3.1 nos asegura que R¢ es un grafo treelike (item (i) del
Teorema 4.4.4). Por el otro, es claro que cada G; = G[M;] no tiene un Py inducido ya
que en ese caso habria un 3 — fan inducido en G, contradiciéndose la hipétesis.
Probaremos primero que cada M; que tenga al menos dos vértices no adyacentes, se
corresponde con una fuente o con un sumidero de }TG’ ((iii) del Teorema 4.4.4).
Consideremos entonces z’, z” dos vértices no adyacentes de M;, y z; el vértice de Rg
que representa a G;.

Caso: R; primo

Por el Teorema 2.3.2 sabemos que todo vértice de R¢ o bien es el vértice de valencia
dos de un Bull o estd en un Pj.

Si z; no eg ni fuente ni sumidero de RTG', y z; es un vértice de valencia 2 en un Bull
inducido de Rg, existiria un 23 inducido en G, contradiccién.

Si z; no es ni fuente ni sumidero de }—22, y T; estd en un P; de Rg, digamos a, z;, ¢, d,
sin pérdida de generalidad podemos suponer az), &, y cd.

Sea z; sumidero de Re tal que Z;T;. Como R es primo, existe e € V(Rg) tal que, o
bien ez; € E(Rg) y exy € E(Rg), pero en este caso por ser =’ % z” no se verificaria
en G la condicién CC4, o si en cambio, ex; € E(Rg) y ez, € E(Rg) debemos analizar
los siguientes casos.

Con abuso de notacién y si no se presta a confusién, llamaremos de la misma manera

a un vértice de M; y al vértice que lo representa en Rg:
e e 7 a, e o c se tiene que a,7’, 2", ¢, z;, inducen una A en G.
e ea € E(G) y e # ¢, entonces ¢, z’,a,e y ¢ inducen un 3 — fan en G.
e ea,ec,ed € E(G) y z\ 7 d entonces a, Iy, c,d y e inducen un 3 — fan en G.

o ea,ec,ed, z,d € E(G) entonces a,7’,¢,d y xi inducen un 3 — fan en G.
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» ea,ec,zxd € E(G) y e # d entonces a,7’,c,d y z) inducen un 3 - fan en G.

e ea,ec € E(G) y e £ dy z # d entonces el grafo cubridor de EG_’ tiene un ciclo

pues @, az;, contradiciéndose que Rg es treelike.

Caso: Rg completo

Si ¢ > 3 y suponemos que se tienen M;, M;, My, con i < j < k, cada uno de ellos
con al menos un para de vértices no adyacentes, no se verificaria en G la condicién
4CC. Luego, en este caso |A] < 2.

Si ¢ =2 y 4A| = 2 no pueden los dos conjuntos M; € A ser conjuntos de B porque se
contradice la condicién CC4. Luego se cumple el item (v) del Teorema 4.4.4.

Para probar que cada G; es un grafo trivialmente perfecto, (item (ii) del Teorema
4.4.4), supongamos que a,b, ¢,d induce un Cy en G;, donde a £ by c o d.
Siz;es up sumidero de ﬁ:; , se presentan dos posibilidades:

e~
e 1; cubre en Rg al menos a dos vértices, digamos z;, . En este caso, G no

verificard la condicién 4CC, contradiccién.

e 1; cubre sélo un vértice: z;. Como R es primo, no hay vértices gemelos y existe
un vértice zy, a:jzk’, z; no adyacente a ;. Entonces existe una A inducida en

G, contradiccién.

Concluimos asi que cada G; es un grafo trivialmente perfecto.

Por 1iltimo, si M; induce un grafo no conexo y se corresponde con z; sumidero no pen-
diente de Rg, se tiene en G un ciclo 4 que no forma parte de una Wy, contradiciéndose
CCA4. Es decir, el item (iv) del Teorema 4.4.4 se verifica. O

4.6 Grafos Bouquet

A pesar de que la clase de grafos treelike es no hereditaria, algunos subgrafos inducidos
particulares de un grafo treelike son en efecto treelike.
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Teorema 4.6.1. Sea G un grafo treclike, entonces G[V(G) — Niz]] y G[N]z]] son
treelike, parae todo z € V(G).

Demostracién: Mostraremos que G[V(G) — N{z|] verifica 4CC. Supongamos que
a,b, ¢, d inducen un ciclo 4 en G[V(G) — Niz]], con a # b y ¢ # d. Dado que G verifica
la condici¢n 4CC, existe un conjunto de vértices que inducen un completo y que son
adyacentes a todos los vértices del ciclo 4 en G. Supongamos que este conjunto esta
contenido en N[z], como G no tiene al grafo A, como subgrafo inducido, se tendria
que a y b o que ¢ y d son adyacentes a z, lo cual es una contradiccién. Se concluye
entonces que G|V (G) - N|z]] verifica la 4CC. Es claro G(N|[z]) verifica las condiciones
para ser treelike. o

Lamentablemente, el reciproco de esta proposicién es falsa. Por ejemplo, 3-fan verifica
la propiedad pero no es un grafo treelike.

Naturalmente si G es un grafo treelike y z € V(G), G[N|z]] es un grafo treelike con
vértice uqiversa.l.

Definicién 2. Un grafo es un grafo bouquet si es treelike y liene un vértice uni-

versal.
El siguiente Jema describe dichos grafos.

Lema 4.6.2. G es un grafo bouquet si y sélo si G es no conezo, con al menos tres
componentes: dos de las cuales no tienen 2K, ni Py como subgrafos inducidos y las

otras componentes son singletones.

La Figura 4.4 ejemplifica el Lema. G es un grafo bouquet y £ € V(G) es un vérice
universal. Notamos con A y B a los conjuntos disjuntos de vértices de las componentes
conexas de G y con S al conjunto de singletones. Observar que los conjuntos A o B
pueden ser vacios, mientras que S no, ya que £ € S. En el caso en que A (o B) no

sea vacio, tienen al menos dos vértices no comparables.



Figura 4.4: Un grafo bouquet, el grafo cubridor de una orientacién treelike y los
conjuntos A y B correspondientes a z.

Figura 4.5: Grafo bouquet, su drbol descomposicion, una orientacion treelike

Por otro lado, a través del arbol descomposicién de un grafo bouquet podemos ha-
llar una orientacion treelike del mismo. Supongamos que el grafo es bouquet pero no
trivialmente perfecto. Es claro que, al igual que los trivialmente perfectos, cada nodo
interno 1 tiene a lo sumo un hijo del tipo 0 y al menos un hijo vértice del grafo; pero
a diferencia de ellos, la raiz del drbol de descomposicién de un bouquet tiene dos hijos
del tipo 0, correspondiéndose a las dos componentes conexas de su complemento que
no tienen P, ni C,.

Entonces, la raiz de T(G) tiene al menos un vértice del grafo, digamos = y dos hijos
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0 que sen la raiz de dos subarboles, digamos T} y T5.

Orientamos toda arista de G cuyos extremos estdn en distintos subdrboles de la mis-
ma manera, por ejemplo, c?z7 para a hoja de T} y @’ hoja de Ty, aZ para todo vértice
a hojade Ty y 70 para todo @’ hoja de T5.

Para cada hoja a hijo de un nodo 0 de T} y para todo b hoja descendiente de todo
nodo 1 que esté en el camino de ese nodo O hacia la raiz de T3, tomo la orientacién
ab.

Luego para cada hoja @’ hijo de un nodo 1 de T, y todo ¥ hoja descendiente de ese
nodo 1, tomo la orientacién av.

La figura 4.5 muestra un ejemplo.

El siguiente teorema utiliza a los grafos bouquet para describir grafos treelike primos.

Teorema 4.6.3. Sea G un grafo de comparabilidad primo sin Ca,, para n > 3 como
subgrafo inducido. Entonces G es un grafo treelike si y sdlo si las condiciones (1) y

(2) se satisfacen:

1. Para cada par de vértices z,y no adyacentes G[N[z] N N[y]] es un conezo triv-

ialmente perfecto o un grafo vacio.
2. Pary cada par de vértices adyacentes x,y, G[N[z] N N{y]] es un grafo bouquet.

Demostracién: <) Si G tiene 3 — fan, existe un P inducido en el entorno de un
vértice e. Entonces G[N]e])] no es un grafo bouquet, contradiciendo (2).

Supéngase que los vértices a, b, ¢,d inducen un Cy, con a % b y ¢ + d. Por hipétesis
1, existe un camino que une ¢ y d en G[N[a] N N[b]]. Si un camino m4s corto que los
une tiene longitud tres o mds, G[N|a]| tendria un 3 — fan inducido, contradiciendo
la hipotesis 2. En el caso de que un camino mds corto tenga longitud 2, existe un
vértice z adyacente a todos los vértices del C;. Supongamos ahora que existe otro
vértice =’ adyacente a a,b,c,d y z # z’. Entonces G[N{z]\N[z']] tiene un C, inducido
contradiciendo 1. Luego G verifica 4CC y es por el Teorema 4.3.1 un grafo treelike.
=) Es trivial. m
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Observemos que el teorema es falso si el grafo no es primo, C4 es un contraejemplo.

4.7 Caracterizacion por orden de eliminacién

Algunas clases de grafos pueden caracterizarse por poseer un érden de eliminacién
de sus vértices cumpliendo una propiedad determinada. Por ejemplo, es sabido que
todo grafo cordal posee un vértice simplicial (un vértice cuyo entorno es un completo
del grafo). Luego si un grafo no tiene ningiin vértice simplicial, entonces no es cordal.
Pero, ; qué ocurre si un grafo G tiene un vértice simplicial z? Dado que CORDAL
es una clage hereditaria, si G fuera cordal, entonces G — z tiene que serlo, con lo cual
debe tener un vértice simplicial. De este modo se obtiene lo que se lama un orden de
eliminacidon perfecto. Reciprocamente se prueba que si G—z es cordal y z es simplicial
de G entopces G es cordal.

Luego, puede obtenerse facilmente un algoritmo que busque un simplicial en el grafo
y si no lo encuentra, el grafo no es cordal. Si lo encuentra, lo borra y testea un grafo
menor. Si se llega a eliminar todos los vértices, el grafo dado es cordal.

Basado en esta idea se desarrolla aqui un algoritmo que decide si un grafo es treelike:
buscando un vértice especial, elimindndolo y continuando con la biisqueda en el grafo
resultante. Obsérvese que, dado que la clase TREELIK E no es hereditaria, el vértice
a eliminar no puede ser cualquiera.

Es claro que si un grafo es treelike, los vértices fuente o sumidero de la orientacién
treelike pueden ser eliminados, obteniéndose un subgrafo que es treelike.

En [33] el autor caracteriza los vértices de un grafo de comparabilidad para los cuales
existe una orientacién en la cual el vértice considerado es fuente o sumidero. Define
como vértice regular a aquellos vértices que no son los resaltados en alguno de los
grafos F; (1 < i < 4) o en el complemento de F;, ver Figura 4.7.
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Se prueba( entonces el siguiente teorema.

Teorema 4.7.1. [33] Un vértice £ de un grafo de comparabilidad G es fuente de

alguna orientacion transitiva de G si y sdlo si T es regular.

Observemos que F3, F3, Fy y F5 con n > 4 tienen un 3 — fan inducido.

El vértice resaltado del grafo F5 con n = 3 es el vértice de valencia 2 de un Bull.

Si F; es un subgrafo inducido de un grafo treelike, existe un vértice w adyacente a
todos los vértices del 4 — ciclo. El vértice resaltado puede o no ser adyacente a w,
pero de cualquier modo, un subgrafo 3 — fan inducido resulta en el grafo treelike, lo
cual es una contradiccion.

Del andlisis previo se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 4.7.2. Si G es un grafo treelike. Un vértice = es fuente o sumidero de
unae oﬁeﬁtacién treelike de G si y sdlo si x no es el vértice de valencia 2 de un Bull
inducido de G.

Es claro esta propiedad sola no es suficiente para obtener este tipo de algoritmo.
Obsérvese por ejemplo, que cualquier vértice de un C4 cumple con esta condicién y
sin embargo, el hecho que P; sea treelike, no conduce a que Cj lo sea.

Buscando una propiedad mds adecuada para los vértices a ser eliminados, surgio la

siguiente definicién:

Definicién 3. Un vértice  es superdominado por un vértice adyacente w en un

grafo G, si
1. G[Nw]] es un grafo bouquet, con Nlw] = AUBUS.
2. £ ywson gemelos o N(z)=BUS o N(z) = AUS
Observacipnes
e Si N(z) = BUS entonces € Ay T es un vértice universal en G[A]

e Si N(z) = AU S entonces z.€ B y z es un vértice universal.en-G([3)|
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Figura 4.6: z es superdominado por w pero no por w'

e Si N[z] = N[w| entonces z € S

La.mentab}emente esta propiedad aiin no es suficiente. Observese que si G es un 3-fan
siendo P, : a,b,c,d y u el vértice universal, entonces d estd superdominado por ¢ en
G. G — d es un grafo treelike, sin embargo G no lo es.

Finalmente, se logra un teorema que conduce a un orden de eliminacién pero se

necesita evitar los 3 — fan.

Teorema 4.7.3. Sea G un grafo de comparabilidad conezo sin 3 — fan inducidos.

Entonces G es un grafo treelike si y solo si existe un vértice x tal que
1. z no es el vértice de valencia 2 de un Bull.
2. G — z es un grafo treelike.
8. = es superdominado por algin vértice w.

Demostracién: =) Consideremos G la tnica (salvo existencia de gemelos) orientacién
transitiva treelike de G, H su grafo cubridor y = un vértice pendiente de H.

(1) Es claro que z no es el vértice de valencia dos de un Bull inducido en G, ya que
es una fuente o un sumidero de G.

(2) G — z es un grafo treelike ya que la orientacién G inducida en G-x tiene como

grafo cubridor a H — e donde e es la arista de H incidente en z.
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(3) Por-#ltimo, si w es el vértice adyacente a z en H es claro que z es superdominado

por w.

<) Como G’ = G — z es un grafo treelike entonces sea G su orientacién transitiva
treelike y H' su grafo cubridor.

Como el vértice z es superdominado por un vértice w, esto implica que G[N{w]] es
un grafo bouquet con Njwj=AUBUS (Ay B son los conjuntos de vértices de las
componentes conexas de G[N[w]] y S el conjunto de singletones) y ademsés z y w son
gemelosor € By N(z) = AUSoz€ Ay N(z)=BUS.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que A~z = A" C D(w)y B-z =
B’ C U(w) en la orientacién G

Extenderemos (—;5 a todo G, esto es, definiremos la orientacién de las aristas de G

incidentes en z.

e Si z € § entonces N[z] = N[w| y definimos 3% para todo y € D(w) , T4 para
todo s € U(w) y zw. El cubridor de G se obtiene de reemplazar en H' las

aristas w/w por las aristas w/z y agregar la arista zw.

e Siz € B, (luego A= A), N(z) = AUS y S = {w}
definimos WZ y yZ para todo y € D(w). El grafo cubridor de esta orientacién

es el arbol H U wz.

®SizeB, (A =A) N(z)=AUSy|S| >1 con w, = fuente de G'[S] y wp =

sumidero de G’[S}.

1. Si D[w,) = S U A entonces definimos ;% y 2 para todo y € D(w,) y el

cubridor de esta orientacion es el drbol H’ U w,z.

2. Si Djws] # S U A existe un vértice z € D(w;) — S U A, es claro que z 7% w
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(ya-que de otra manera z estaria en A o S), z|z (esto es por la definicién
de N(z)).

(a) Encasodeser B' = @y U(w,) = S. Definimos w, %, ¥ para todoy € A
y Z7 para todo y € S. El grafo cubridor se obtiene de reemplazar en
H’ la arista wyw' por las aristas wyz y zw'.

(b) En caso de ser B =0 y U(uw,) # S, existe un vértice 2 € U(w,) tal
que z' % w (y en consecuencia z’ % ). Podemos asegurar que z # 2’ y
z # 2’ ya que de otra manera 5'7 no resultaria un orientacién transitiva
treelike. Entonces z,w,, z,w;, 2/ induce un bull donde z es su vértice

de valencia 2. Contradiccién.
(c) Encasodeser |B’| # 0. Seand € B'. Entonces, z # dy z ~ d. Tenemos

que z,w,d, z induce un P, y todos sus vértices son adyacentes a w,,

teniéndose en G un 3 — fan inducido, contradiccién.

Luego la orientacién transitiva descrita en cada caso posible es una orientacién tran-

sitiva treelike para G. (m]

Entonces, para determinar si un dado grafo de comparabilidad conexo , sin 3 — fan

inducido, es un treelike, podemos correr el siguiente algoritmo:

Algoritmo(G)
Existe un vértice superdominado de G que no sea un vértice de valencia dos de un
Byl?
si la respuesta es SI: sea z un tal vértice,
entonces G:=G -z
VG =17
“ SI.  entonces G es un grafo treelike PARAR

NO entonces correr el Algoritmo(G)
si la respuesta es NO, entonces G no es un grafo treelike. PARAR.
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4:8 Caracterizacion como Completamente separa-

bles

Como se describié en el Capitulo 2 los grafos completamente separables son de re-
conocimiento lineal.

Los grafos treelike son un tipo especial de grafos completamente separable. En [9]
se dan algunas caracteristicas especiales de los mismos. En esta seccién se presentan

otras propiedades que los caracterizan.

Lema 4.8:1. Sea G un grafo de comparabilidad treelike conezo, entonces G es com-

pletamente separable.

Demostracién: Por ser G un grafo treelike, no tiene 3— fan y ni C,, con n > 5 como
subgrafos inducidos. Luego para probar que es completamente separable debemos
mostrar que la casa y el dominé son subgrafos inducidos prohibidos para G. A partir
de la propiedad de los ciclos 4 y de que 3 — fan es prohibido para los grafos treelike,

esto resulta ser inmediato. a

Los préximos lemas tienen como hipétesis G, un grafo treelike conexo , a un vértice
deG,y L;... L,, los conjuntos niveles respecto a a.

Recordemos que en todo grafo completamente separable,
(i) Siz,y € E; y son adyacentes, N'(z) = N'(y).
(ii) Siz,y € L; y estan atados, existe ¢ € L;;; adyacente a ambos.
Lema 4.8.2. Sea x € V(G) — {a}, entonces N'(z) induce un subgrafo conezo.

Demostracién: Si z € L;, N’(z) = a y el resultado es claro. Luego sea z € L; para
i > 2yy,z € N'(z) dos vértices no adyacentes entre si. Como y, z resultan estar
atados, existe un p € L;_, (p podria incluso ser a), adyacente a ¥ y a 2. Entonces

P, %, Z, z inducen un ciclo 4 y por la propiedad 4CC, existe u adyacente a los cuatro,
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que negesariamente estard en L;_;. Luego resulta u € N’(z) y en consecuencia, N'(z)

Jinduce un conexo en G. a

Como corolario del precedente Lema observemos que dos vértices atados de un L;

estdn en la misma componente conexa de L;, para i > 2.

Lema 4.8.3. Cada componente coneza de L; para i > 2 induce un subgrafo trivial-

mente perfecto.

Demostracion: Por ser G completamente separable, una componente conexa de L;,
no tiene a un P, como subgrafo inducido pues en ese caso, (i) implicaria que hay un
3 - fan inducido en G. Luego, cada componente conexa de L; induce un cografo. Por
lo tanto sélo nos resta probar que no tiene un ciclo 4 inducido. En efecto, si suponemos
que existen cuatro vértices a, b, ¢, d que inducen un ciclo 4 en una componente de L;,
para © > 2 estos tendran misma vecindad en L;_,. Luego por ser i > 2 existe una A
inducida e¢n G. Contradiccién. a

Lema 4.8.4. Si 7,y € L; vértices atados y adyacentes entonces, N"(z) C N"(y) o
N"(y) € N"(z).

Demostracién: Si z,y estdn atados, por (ii) existe un vértice p € L;.;, adyacente
a ambos y por (i) existe ¢t € L;_, tal que t € N'(z) = N’(y). Supongamos que existe
un z € N”’(z) — N”(y) y un w € N"(y) — N"(z). Si zw € E(G), z,y, z,w,t inducen
una casa, luego z y w no son adyacentes. En el caso de que zp € E(G) tendremos
que t,y,p, z inducen un P, cuyos vértices son todos adyacentes a z, es decir hay un
3 — fan inducido y en el caso de ser w, z y p un conjunto independiente, hay un 2B

inducido, llegdndose entonces en los tres casos a una contradiccién. o

Lema 4.8.5. Si z,y, z inducen un P3 en L; parai > 2, y € N'(c) para ¢ € Ly,

entonces z,z € N'(c).



Demostracién: Supongamos que ¢ no es adyacente a = ni a z. Por ser G comple-
tamente separable, por (i) existe p € L;_; tal que zp,yp,wp € E(G). Como i > 2
existird un u € L;_; (u podria ser a) adyacente a p y en consecuencia se tiene un 23
inducido en G, contradiccién. Tenemos entonces que cx o cz son aristas de G pero
en el caso de existir sélo una de ellas, se tendria un 3 — fan inducido, luego c es

adyacente az y z. ]

Lema 4.8.6. Siz,y, z,w inducen un ciclo 4 conz,y,z€ L;, we Liyy, T » z, y » w,

entonces eriste ¢ € L; adyacente a los cuatro vértices.

Demostracién: Por la propiedad 4CC existe un vértice u adyacente a los cuatro. Si
u € Ly, la observacién (i) implica que wy € E(G), contradiccién. Luego u € L;. O

Como corolario de este Lema podemos inferir que todos los vértices adyacentes a los
cuatro vértices de un ciclo 4 con tres de sus vértices en L; y el cuarto en L;,,, estarin

en L,‘.

Hemos probado que para todo z € L;,;, N’(z) induce un subgrafo conexo en L;. En
lo que sigue, notaremos C, a la componente conexa que contiene a N’'(z), T el 4rbol
descomposicién de G[C;] y R, el nodo de T, més cercano que tienen en comiin los
vértices de N'(z).

También se ha probado que si G es treelike cada componente conexa de L; para
1 > 2 induce un subgrafo trivialmente perfecto y si i = 1, el Teorema 4.6.1 probd que
L; U {c} induce un grafo bouquet.

Para el siguiente lema es necesario recordar que dado un grafo conexo trivialmente
perfecto H, la raiz de su drbol descomposicién tiene un unico hijo 0 y al menos
un hijo vértice. Mientras que si H es un grafo bouquet no trivialmente perfecto, la
raiz de su arbol descomposicién tiene al menos un hijo vértice y exactamente dos

hijos 0. Los subdrboles enraizados en estos nodos, que podemos notarlos R4 y Rg,
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son log arboles descomposicién correspondientes a los subgrafos inducidos por las

componentes conexas no triviales de H: Ay B.

Lema 4.8.7. Sea x € L;, parai > 1, con |[N'(z)| > 1 entonces N'(z) es el conjunto
de hojas descendientes de un tnico hijo 0 de R, union un conjunto no vacio de hijos
vértices de R,.

Demostracién: Como |N’(z)| > 1 sabemos que R, es un nodo 1 de T, pues N'(z)

induce un subgrafo conexo.

1. Si i > 2 sabemos por el Lema 4.8.3 que G[C,] es un grafo trivialmente perfecto
y en cqnsecuencia R tiene a lo sumo un hijo tipo 0, notémoslo S; y adema4s
existe y hijo de R, tal que ry € E(G).

Veamos que z debe ser adyacente 2 todo vértice hoja del subarbol Tg_.
Supongameos z, hoja de Ts, tal que zz € E(G). Es claro que existe w descen-
diente de S, tal que wz ¢ E(G) y también podemos decir que existen vértices
p,q donde p € L;_; adyacente a y,z y w; y q € L;_, adyacente a p (¢ = a si
i=2).

Si zw & E(G), z,w, ¥, 2,p, q inducen un 283 en G, contradiccién. Si zw € E(G),
z,p,w,z,y inducen un 3 — fan, contradiccién.

Luego z es adyacente a todo vértice hoja de Tg_.

2. Sii =1y G[N(a)] es un grafo bouquet no trivialmente perfecto tendremos
C.=1,.
La rafz de T, el drbol descomposicién de G[L,}, tiene un conjunto de hijos
vértices y dos hijos 0 que notaremos R4 y Rg en relacién a que los subarboles
enraizados en ellos son los correspondientes a los subgrafos inducidos por las

componentes conexas no triviales A y B de G[N(a)].
Caso 1: R, es la raiz del arbol T'.

ATIL N o~ ATV, N -~

o . . . 14, N\ A __ 0 1L, N n_ﬂ
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Observemos que no se puede dar el caso N'(z) "B = N'(z) N A = 0 pues
seria entonces z adyacente a al menos un vértice y, hijo de R, y habria una A
inducida en G.

Supongamos entonces que existen a € A y b € B adyacentes a z. Luego e-
xisten ¢’ € A, ¥ € B tal que a,b,d,¥ inducen un ciclo 4. Si za’ € E(G) y
z¥ ¢ E(QG), a,b,d',¥, z inducen una casa; si za' € E(G) y z¥/ ¢ E(G), z,b,a, ¥
y @ inducen un 3 — fan; por iltimo si za’ € E(G) y zt/ € E(G), a,b,a’,V es
un ciclo 4 con dos centros no adyacentes: z y a contradiciendo CC4. Podemos
decir entopces que z tiene adyacencia con vértices correspondientes a hojas del
sub-drbol enraizado en R4 y es no adyacente a ninglin vértice de B.

Si no existe y hijo de R, tal que yz € E(G), como N'(z) > 2, z es adyacente al
menos a dos vértices no adyacentes de A (sino R, hubiera sido un nodo interno
de 7)), diga.mos ay d. Como z es no adyacente a los vértices de B, existe
b € B tal que a,b,d’, z inducen un ciclo 4. Por la propiedad CC4 debe existir u
adyacente a los cuatro vértices. Siu € Ly, por la observacion (i) serfa zb € E(G),

contradiccion, entonces u € Ly, hijo de R, adyacente a z, contradiccién.
Luego, T es adyacente a algin y, hijo de K, y a al menos un v'ertice a € A.

Probaremos ahora que z es adyacente a todo vértice hoja de Tz, es decir, a
todo vértice de A. Supongamos o’ € A tal que za' € E(G).

(i) Si a'a g E(G), como ya,ya’ € E(G), a/,a,a,z inducen un P, y todos sus
vértices son adyacentes a y, es decir hay un 3 — fan inducido.

(ii) Si d'a € E(G) existe un a* € A tal que a*a’ € E(G) y sean by,b, € B
tal que a* by, a’,b; inducen un ciclo 4 en G. Estos cuatro vértices son
adyacentes a y y si za* € E(G), con z inducen una A; y en caso de
za* € E(G), d’,b,a*, z inducen un P, y todos sus vétices son adyacentes

a y, teniéndose un 3 — fan inducido.

Caso 2: R, es un nodo interno de T.
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En este caso, R, tiene a lo sumo un hijo tipo 0, notémoslo S, y el conjunto de
vértices de G hojas del subérbol T, estd contenido en A o en B. La prueba que
x debe ser adyacente a todo vértice hoja de T, es andloga a la realizada para
Tr,-

3. Sii =1y G[N(a)] es un grafo trivialmente perfecto tendremos que C, induce
un grafo trivialmente perfecto y el andlisis es el mismo al realizado en el caso 1.

o

Lema 4.8.8. Si N'(z) = {y} , R es un nodo 0, o bien un nodo 1 cuyos hijos son

todos vértices.

Demostracién:

Sii > 2, N'(z) € L; y G[C;] es un grafo trivialmente perfecto. En caso de tener y un
hermano 0, existen a, b tales que a, y, b inducen un P; en L;, que como i > 2 podemos
asegurar que habrd un 23 inducido en G, contradiccién. Luego, el padre de y es un
nodo 0 o un nodo 1 cuyos hijos son todos vértices.

Si i =1y un nodo 0 es hermano de y, si L; U {a} induce un trivialmente perfecto,
como en el caso i > 2, se llega a una contradiccién.

Si L, U{a} induce un bouquet no trivialmente perfecto, y serd el centro de una rueda

4 en G[L; U {a}], y con z inducirén una A, contradiccién. 0

Teorema 4.8.9. Sea G un grafo de comparabilidad conezo, o un vértice de G. En-

tonces G es treelike si y sélo si
1. G es completamente separable.
2. SiLy...Ly, son los niveles respecto a o, vértice de G,

(a) cada componente coneza de L; para i > 2 induce un subgrafo trivialmente

perfecto.
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(b) L, U{a} induce un subgrafo bouquet.
(c) Si z,y € L; vértices atados y adyacentes entonces, N"(x) C N"(y) o
N*(y) € N"(z).

(d) Siz € L; con |[N'(z)] =1, N'(z) verifica la propiedad del Lema 4.8.8

(¢) Siz € L; con |N'(z)| = 2, N'(x) verifica la propiedad del Lema 4.8.7
Demostracion:
=>) Ya fue demostrado en los Lemas precedentes.
<) Debemos demostrar que G verifica la condicién de los ciclos 4 y que no tiene ni
a 2B ni a A como subgrafo inducido.
Condicién C'C4: Supongamos que los vértices a, b, ¢,d inducen un ciclo 4 en G.
Si a,b,¢c,d € Ly, G[L, U {a}] induce un grafo bouquet no trivialmente perfecto.
Podemos asegurar entonces que, por ejemplo a,c € Ay b,d € B. Dado que G[L, U{a}]
es bouquet, existe u es adyacente a los cuatro vértices del ciclo 4, u estard en L, U{a},
ya que si ¢ € L, es adyacente a los cuatro, se contradice el item (e).Luego, se verifica
CCA4.
Por el item (a), a, b, ¢,d no estaran todos en un mismo conjunto L; para i > 2.

Entonces se pueden presentar los siguientes casos:

e Sia € L;_,, (a podria ser a), b,d € L; y ¢ € L;;,. Como |N'(c)| = 2, por el
item (e) sabemos que existe y € N’(c) tal que b,y,d induce un P;, luego y es
adyacente.a los cuatro vértices del C,. Supongamos ahora que ¥ € L; también es
adyacente a ellos pero no a y. Si ¢ > 2, G[C;] es un grafo trivialmente perfecto,
con lo que se llegaria a una contradiccion, y si ¢ = 1, ¢ seria adyacente a vértices
de A y de B, de nuevo contradiccién. Se tiene entonces que CC4 es verificada

en este ¢aso.

® a,c € L;, b,d € Ly, para i > 2. Como |N'(b)| > 2, existe un e € N’(b) tal
que a, e, c inducen un P;. Veamos que ed € E(G): si no es asi, como N’'(d) > 2,

también existe un e’ € N'(d), € # e tal que a,€,c inducen un P;. Dado que
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i > 2, no-hay C, inducidos en L;, con lo cual e/ € E(G)'y e'b € E(G) ya
que en caso contrario, d,€,e,b inducen un P; y con a un 3 — fan. Se tiene
entonces al menos un vértice adyacente a a,b,¢,d. Si v y v’ son adyacentes a
a, b, ¢, d pero no adyacentes entre si, habria un ciclo 4 inducido por a,u,c, 4’ en

L;, contradiccién.

e a,¢c€ Ly, b,d € Ly, como en el caso anterior, podemos decir que aplicando el
item (e), existen y, ¥ tales que y es adyacente a a, ¢, b y i/ es adyacente a a,
c,d.Siy#vy,yyw € E(G), b,y,v,d, a inducen un 3 — fan, contradiccién. Si
y#¢,yyy € E(G), se tiene que y,/ € Ay a,c € By b, d contradicen el item

(e). Concluimos que existe y adyacente a a, b, ¢, d.

Si dos centros ¥,y € L, no son adyacentes, se contradice el item (e) ysiy € L,
¥ ¥ € Ly, por observacién (i) serin adyacentes.

e a,c,be L; d € L;,, podemos decir que aplicando el item (e), existe y € L;,

tal que y es adyacente a a, b y d. Distinguimos el caso i > 2 del caso i = 1:

Si i > 2 se tiene que cy € E(G) pues no hay ciclos cuatro inducidos en L; y
resulta y der un centro para a, b, ¢,d. Por la misma razén, el conjunto de vértices

de L; adyacentes a los cuatro, induciran un completo.

Sii=1ycy € E(G), ¢,a,y,d inducen un P, que con a inducen un 3 — fan,
contradiccién. Luego cy € E(G) y existe un centro. Si y’ € L, es un centro no
adyacente a y, el vértice d contradice el item (e). Si ¥’ € L2, 1a observacién (i)
implica que yy’ € E(G). Luego los centros son adyacentes y se verifica CC4.

Veamos ahora que no tiene 23 como subgrafo inducido. Supongamos por el contrario
que existe un 2B inducido por los vértices z, z, y, t, p, w como indica la siguiente figura,
y veamos que todas las posibilidades nos lleva a una contradicciéon con alguna de las

hipétesis.

60



Ne

P

Es claro que todos los vértices que induzcan un 2B no pueden estar en un mismo
conjunto L;, ya que 3 — fan es prohibido para los completamente separables.

Sip,t,z,y estdn todos en un L;, ni z ni w pueden estar en L;_; pues por la observacién
(i) seriap adyacente a también a él. Si alguno de ellos estd en L;;, el item (e) indica
que es también adyacente a p (por ejemplo). Luego las posibilidades para estos cuatro

vértices se reducen a:

etpel; ,z,ye L;y z,w € L;;,. Como p,1 estdn atados tienen un vértice
adyacente comiin en L;_, digamos r (r puede ser a) y entonces ,t,z,¥, 2,w

inducen un subgrafo prohibido para un grafo de comparabilidad.

o t.p,w,z € Ly, z,y € L, , 7,y estdn atados y contradicen el item (c).
a b

d C

Por 1ltimo, si suponemos que a, b, ¢,d, u y v inducen una A como indica la figura, es
claro por el item (a), que los vértices a,b, ¢,d no estén todos en un mismo L; para
1>2.Sia,ceL;ybde L, para t > 2 entonces se presentan seis casos distintos

pero todos llegan a una contradiccién:

1. v € L; y v € Li+1 no podria ser pues el item (4) implicaria por ejemplo que
av € E(G).

2.u€ L;yv € Li: Sea t € L;_; adyacente a v,u,a,c (sabemos que existe pues

i > 1). Luego v,t,c,d inducen un P, que con u forman un 3 — fan.
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3. u€ Liy, y v € L; tenemos que bv,dv € E(G).
4. ue€ Ly yv € Ly, se tiene que av,cv € E(G).

5. u € Liyy y v € Lis2 el item (4) implica que bv, dv € E(G).

S

~ F —~- F . . v - XY
6. u€ L; y ve Li_, se tiene por ejenpio que av € £(G).

En el caso de estar a € L;, b,d € Liy) y ¢ € Liy3, el centro u s6lo puede estar en
Li+1. Entonces, v € L; implicaria que dv € E(G), v € L;+, implicaria que av € E(G)
y v € Ly, implicaria por el item (e} que bv,dv € E(G).
Resta probar el caso en que estdn a,b,c,d en L;. En este caso u y v no pueden estar
ambos en L; pues G[L; U o] no seria bouquet. Si u € L, se contradice el item (e):
N'(u) tendria vértices descendientes de los dos nodos 0 del drbol Tg, correspondientes
a los conjuntos A y B, luego u € L, y v € L,. Pero entonces v contradice el item (d).
(m}

Comw ¢orolario de esty caracterizacion podemos enunciar el siguiente teorema:

Teoerema 4.8.10. Sea G un grafo treelike primo, entonces G tiene al menos un vértice

de valecia uno.

Demostracion: Como G es treelike, es completamente separable y en consecuencia
tiene o bien un par de vértices gemelos verdaderos o falsos o bien un vértice de valencia
uno. Dado que G es primo, podemos asegurar que tiene un vértice de valencia uno.
O

A partir del Teorema 4.8.9 se desprende un algoritmo que podemos desglosar en
tres grandes fases, partiendo de la condicién inicial de ser G de comparabilidad y
completamente separable. La primera fase, consiste en recorrer los niveles L, ... L,
desde atras hacia adelante, verificando que cada componente conexa A de cada nivel
induzca un trivialmente perfecto, para ¢ > 2 o un bouquet para i = 1, y que todos

los vértices de cada componente conexa A tengan mismos vecinos en L;_,.
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En una segunda fase, el objetivo es chequear que las condiciones de los Lemas 4.8.7
y 4.8.8 se :veriﬁquen.

Al finalizar esta fase, se puede obtener el 4rbol cubridor de las orientaciones de ar-
borescencia de cada componente conexa de L; para i > 2 y el cubridor del bouquet
inducido por L;.

En la tercera fase, se chequea que la condicién (c) del Teorema 4.8.9 se verifique, y
esto se hace recorriendo cada arbol cubridor con un algoritmo de biisqueda a lo ancho

y chequeando la condicién en cada vértice.

Ms4s claramente podriamos escribir el algoritmo de la siguiente manera:

Comienzo:

Dado un grafo de comparabilidad, se chequea con el algoritmo de [13] que el grafo
sea completamente separable. En caso de serlo, sea a un vértice y L, . .. L, los niveles
xespecte a a. Consideraremos a € L;.

Primer paso:

Para j =p,p—1,...,1 hacer
1. Hallar las-eomponentes conexas de L;.

2. Para la componente conexa A con al menos dos vértices

a) Sea r € A (arbitrario) verificar que para cada z € A — z, N'(z) = N'(2)
b) Primero se usa el algoritmo de [8] que da por resultado el arbol descom-
posicién de G[A] si es un cografo o un P en caso contrario. Si se obtiene
el T(G[A)):
-Si j # 1 chequea que G[A] sea trivialmente perfecto: cada nodo 1 tenga
a lo sumo un hijo O (para verificar que no tenga ciclos 4).
-Si j =1 chequea si G[A] es grafo bouquet: todo nodo interno 1 tiene a lo

sumo un hijo del tipo 0 y la raiz tiene a lo sumo dos hijos del tipo 0.

Al finalizar el primer paso, cada componente conexa de L; para ¢ > 1 tiene asociado

su 4rbol descomposicién.
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Segundo paso:
Para j=p,p—1,...,2 hacer

1. Elegir al azar un vértice z de cada componente conexa A de L;.

2. Para cada componente conexa A de L; sea C; es la componente conexa de L;_;
para la cual N'(z) C C,.

3. Buscar R,: el antecesor comin m4s cercano en T(C;) que tengan los vértices
de N'(z).

(i) Si es tipo’l, verificar que N’'(z) = { vértices hojas descendientes de R en
T(Cy)}-

(ii) Si es del tipo U el grafo no verifica CC4.

(iii) Si d'(z) =1 verificar el la condicién del Lema 4.8.8.

Al finalizar el segundo paso, cada componente conexa de L; para ¢ > 1 tiene asociado
un 4rbol cubridor T de una orientacién de arborescencia, si ¢ > 2 (ver Figura 4.1)
osii =1y L; induce un bouquet no trivialmente perfecto y T es el cubridor de la
orientacién bouquet, consideramos dos subarboles de 7', uno inducido por AU S y
otro por BU S, (ver Figuras 4.4 y 4.5).

Notamos H(z) a los hijos del vértice z en T.

Tercer paso:

Para j =1,...,p hacer:

Para cada componente conexa A de L;, si T[A] es el cubridor de la orientacién de
arborescencia, lo recorro con un algoritmo de biisqueda a lo ancho. En cada vértice
T que no sea hoja, se chequea la condicién [,y N"(y) = N"().

Si L, induce un bouquet no trivialmente conexo, chequeo como en el caso anterior, a
cada uno de los dos subérboles definidos.

Fin.



En cada instancia del algoritmo, si la condicién requerida no se verifica, el algoritmo
termina y el grafo dado no es treelike.

Para hallar un orden treelike bastara con ir adecuando la orientacion de arborescencia
de cada componente conexa de L; a la orientacione de arborescencia de la componente
conexa de L;_; con la que tenga adyacencia, para todo p > i > 2. Finalmente para
i = 1 se chequea que G(L,) sea grafo bouquet.

4.8.1 Caracterizacion de S. Cornealsen y G. Di Stefano

La caracterizacién de los grafos treelike probada por G. Di Stefano y S. Cornealsen (9]
estd basada en la descomposicién split de un grafo, que definiremos a continuacion.
Un split de un grafo G es una particién del conjunto de sus vértices en dos conjuntos
A', B’ cada uno con al menos dos vértices, tales que existen conjuntos A” C A’ y
B” C B’ de manera tal que las aristas entre A’ y B’ son exactamente todas las aristas
entre los vértices de A” y B".

La descomposicién split se define recursivamente: se define el grafo G4 (respec. Gg)
como el grafo inducido por el conjunto A’ (respec. B’) y agregando un vértice especial
wy (wpg) caya vecindad es A” (B”). Se descompone entonces G4 (Gp).

La particidn es guardada en la arista especial wawp. Los grafos G4 de la descomposi-
cién se denominan componentes split y el arbol split asociado a la descomposicién

es el grafo que consiste en todas las componentes split con las aristas especiales.

Es claro que el split de un grafo coincide con la particién A’, A”, B’, B” que defini6 a
los grafos separables.

En [12] se prueba que un grafo es completamente separable si puede ser descompuesto
de manera tal que sus componentes split son cliques o stars.

Entonces, la caracterizaciéon que proponen es la siguiente:

n 4 Qw2 folo ral * i gy LT 7 217 Yer TN .,
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descomposicidn split minimal. Entonces G es treelike si y sélo si G es completamente
separable y eziste una orientacidn treelike con grafo cubridor T de H que verifique la
siguiente propiedad:

A lo sumo un vértice de una arista especial es incidente a mds de dos aristas en T.

4.9 El Operador K? en los Grafos Treelike

El siguiente teorema debido a Escalante[17] caracteriza el grafo K*(G) como un sub-
grafo de GG para todo G, grafo Helly.

Teorema 4.9.1. [17] Sea G un grafo Helly. K*(G) es el grafo obtenido al borrar los
vértices dpminados del grafo reducido de G.

Es decir, el grafo K?(G) es un subgrafo inducido de G que se obtiene a partir de dos
operaciones, primero obtener el grafo reducido de G y luego borrarle los vértices domi-
nados. Claramente si G es treelike, su iamgen por K- 2 ser4 un grafo de comparabilidad,

pero en este caso, podemos demostrar que es también treelike.
Teorema 4.9.2. K*(Treelike) = Treelike

Demostracion: =) Si G es un grafo treelike, todo subgrafo inducido no tiene a A,
2B, Cy, para n > 3 ni a 3 — fan como subgrafos inducidos, luego K?(G) tampoco.

Supongamos que a,b,c,d inducen un ciclo 4 en K?(G) y que no existe un vértice
adyacente a los cuatro. Es claro que en G existia al menos un vértice que verifica esa
propiedad, digamos z y si se borré es porque era dominado en el reducido de G por
algin vértice, digamos 2. Luego z es un vértice de K*(G) y es adyacente a a, b, ¢, y d.
<) Sea G una orientacién treelike de G con diagrama T. Construiremos un grafo
G”, tal que si lo reducimos y luego le borramos los dominados obtemos G. G” se
construird agregandole a G vértices 2/, z” determinados por ciertas condiciones que
se hallaran en vértices de T. Paralelamente, manteniéndose la orientacion 6, se de-

terininard la orientacion de cada arisia apregada de orina tal que la vrienlacion de
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G" sea treelike.

Si z verifica que 6= (z) = 1 en T, agregamos un vértice ' a G, adyacente a todo
y € Ulz] y orientamos las aristas - Cada 7’ agregado es una fuente de la ori-
entacién de G’ =G + {Z|6~(z) = 1}.

Andlogamente, para cada vértice de T que verifique §*(z) = 1 agregamos a G’ un
vértice " adyacente a todo y € D|[z] y orientamos las aristas 3z, siendo = un sum-
idero de la orientacién definida para G” = G'+{z"|6*r(z) = 1}. El grafo asf definido
es treelike y su imagen por K2 es G. o

Corolario 4.9.3. Sea H un grafo DV tal que H € K(Treelike). Entonces K(H) €
Treelike.

4.9.1 Coémo encontrar un arbol clique del grafo K(G).

Ya fue mostrado que K(TREELIKE) C DV Entonces una alternativa para hallar
la imagen por K de un grafo treelike es dar el drbol clique de K(G), o sea, un drbol
dirigido y una familia de caminos dirigidos de él: F tal que el grafo interseccién de
esta familia sea K(G).

Dado G un grafo de comparabilidad treelike, si particionamos los vértices de G entre
dominados y no dominados: V(G) = D U D, se tiene que el conjunto de vértices de
K?*(G) es D. La orientacién inducida en K?(G) por una orientacion treelike de G es
también treelike y su diagrama T” se puede obtener a partir del diagrama T de G-
contrayendo los vértices gemelos a un sélo vértice y borrando los vértices fuentes de

G que verifiquen en T 6+(z) = 1 y los sumideros con 6 (z) = 1 en T.

Luego, veamos cémo encontrar una familia F de caminos en 7" tales que L(F) =
K(G).
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Sea V(K(G)) = C(G) = {e1,-..,¢-} todos los caminos dirigidos maximales del
arbol T.

Consideremos los conjuntos P, = {v € Djv € ¢;} para i = 1...7, y veamos que
inducen un camino dirigido en el drbol 7”:
P, # @ ya que si ¢; tiene todos sus vértices dominados, y G no es un completo, en-

tonces ¢; no es un clique de G, contradiccién.

v,V € P, & v,v € Dywv,v € ¢ & vw € E(G), y podemos suponer que en la
orientacién G se tiene vo/. Luego la misma orientacién se tiene en K%(G) y en con-
secuencia, en T’ se tiene que v € D[v], resultando ser P; un camino dirigido de 717,

como se quueria.

Luego si F = {P,}i=1..r s claro que, L(F) = K(G) y el par T',F es una repre-
sentacién de K(G).

Es importante observar que no todo drbol clique de un grafo DV: H cuya imagen

por K sea treelike es, necesariamente un drbol diagrama de una orientacién treelike
de K(H).
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Capitulo 5

Cubrimientos y Restricciones

5.1 El problema y una aplicaciéon

En este capitulo consideraremos el problema de encontrar una orientacién transiti-
va de un grafo de comparabilidad de manera tal que el grafo cubridor contenga un
determinado conjunto de aristas dadas. Proponemos una solucién basada en el 4rbol
de descomposicién modular [10, 19]. El método nos da un algoritmo eficiente para

construir una tal orientacién en caso de existir, o nos informa que no existe.

Este problema, independientemente del interés teérico que puede despertar , tiene
también aplicacién en el drea de scheduling. Consideremos un problema de scheduling
donde ciertos pares de tareas no pueden ser realizadas en el mismo momento. En este
caso, decimos que estas tareas son incompatibles. El grafo de incompatibilided G
es un grafo cuyos vértices representan tareas y dos vértices son adyacentes cuando
sus correspondientes tareas son incompatibles. Para estos problemas de scheduling es
comiin que se consideren clases de grafos de incompatibilidad especiales [3]. En este
caso, vamos a suponer que se trabaja con grafos que son de comparabilidad.

Si tenemos el requerimiento adicional de que ciertos pares de tareas son tales que una
de esas tareas debe ser ejecutada inmediatamente después que la otra, claramente el

conjunto de todos estos pares de tareas es un subconjunto £’ de aristas de G. Para
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obtener un schedule que satisfags estos requerimientos, construimos una orientacién
transitiva E", tal que toda arista de E’ pertenezca al grafo cubridor de G. Luego un
scheduling factible es obtenido considerando el grafo cubridor de G.

Aplicaremos la descomposicién modular cldsica, dado un grafo G, construimos el drbol
dirigido D cuyos vértices son los mddulos de G. La raiz de D es V(G) y para cada
vértice M de V(D), los hijos de M se definen de acuerdo a si Gy o Gy es 0 no
conexo.

Notaremos Dy al sub-arbol de D enraizado en M, para cualquier vértice M de D.
Un 4arbol de descomposicién ordenado es un drbol de descomposicién modular
en el cual los hijos de un vértice serie estdn linealmente ordenados.

Recordamos que notamos Ry al grafo representante de M € V(D).

Escribiremos Ey = E(Gu) y si E' C E(G), Eyy = Em N E'. Finalmente, R), es
el subgrafo de Ry que contiene exactamente las aristas M;M; € E(Ry) tales que
existen vértices v, € M; y v, € M; donde v,v, € E},.

5.2 La descomposicion

Sea G un grafo y E' C E(G). Describiremos teoremas de descomposicién con el obje-
tivo de encontrar una orientacién transitiva de G que cubra las aristas de E’. Sea D
un 4rbol descomposicién de G, M € V(D) y M, ... M los hijos de M, si es que tiene
alguno.

Primero clasificaremos las aristas de Gp. Sea vpv, € E(Gy). Luego v, € M; y
v, € M; para algin %, j. Se dird que vy, es una arists interior de Gy si i = j y que
es una arista exterior en caso contrario. Notaremos con Iy y Oy los conjuntos de
aristas interiores y exteriores de Gy, respectivamente. Notaremos I}, = Ipyy N E), y
Oy =0y NE,,.
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Luego, clasificaremos los vértices de Gjs. Un trato especial daremos a los vértices
de Gy que son incidentes a las aristas de O),. Definimos los conjuntos de vértices
Cij = {vp € M;|Fv, € M;,vpv, € O)y} para todo 1 < 4,5 <1, y Ci = J; Cy-

Notaremos R—j‘; la orientacién de R}, inducida por Ry Clasificaremos los vértices de
C; en dos tipos, en relacién la orientacién transitiva R_'M de Ry. Sea C;~ = {v €
C,,II\—/IJTJ: € E'(R_'M))} yCt={ve C’,-jlm € E(R_Q;)} Claramente C;t y C;~

pueden intersectarse o no.

En lo siguiente describiremos un orden especial para un arbol de descomposicién
modular. Diremos que un drbol de descomposicién ordenado D de G es compatible en
relgeién a £’ cuando el orden M, ... M; de los hijos de un vértice serie M satisface
que M;M; € E(R),) implica |i — j| = 1. Entonces caracterizamos los del siguiente

modo.

Lema 5.2.1. Sea G un grafo, E' C E(G) y D un drbol descomposicién de G. Eziste
un drbol compatible de G en relacidn a E' si y solo si el grafo R}, es un conjunto de

caminos qisj'untos por vértices, para todo vértice serie M de D.

Nuestro problema inicial es encontrar una orientacién transitiva de G que cubra a
E’ € E(G). Proponemos una solucién a un problema més amplio o general: dado un
grafo G, sybconjuntos S,T C V(G) y E' C E(G), el objetivo es decidir si existe una
orientacién transitiva de G: a(S,'T, E’) teniendo a S, T como par fuente-sumidero y

cubriendo a E’. Claramente, E’( @,@, E’) es una solucién de nuestro problema original.

Si D es el srbol decomposicién de G buscaremos respondernos la pregunta hecha para

G, respondiéndonos la pregunta para cada vértice M de D.

Definamos una funcién boolean wys que represente la respuesta a la pregunta para
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un vértice M de D.

wM(SM,TM,E-"M) = {

true si Gas(Sar, Tar, E) existe

false caso contrario

El siguiente teorema describe c6mo descomponer el célculo de wp(Sy, T, E)y) €n
los cdlculos de estos en los hijos de M. La formulacién estara dividida en tres partes
de acuerdo a si el vértice M es del tipo neighborhood, paralelo o serie. Notemos
M, ... M, el orden de los hijos de M en D, si hay alguno.

Teorema 5.2.2. Sea M un vértice neighborhood de D.
Entonces wp(Su, Tu, E}y) =true si y sélo si Ry admite una orientacion transitiva
1—?:; tal que

(1.1) Ry cubre EXR),)

(1.2) e si Sy N M; 50 entonces M; es una fuente de I?M'

e 5t Ty N M; # @ entonces M; es un sumidero de R—M’
(1.3) wpg{(Su N M) UCT, (T NM;) U CF, E)y) =true para 1 < i <

Demostr;éién: Demostraremos primero la suficiencia, construyendo una orientacién
para Gy como sigue: sea v,,v, € M tal que v,u, € Ey. Entonces v, € M;, v, € M;
con M;, M; hijos deM en D.

Si ¢ # j entonces M;M; es una arista de Ry. Sea Ry una orientacién de Ry que
satisface (1.1), la cual existe por hip6tesis. Orientamos v,v, como 7,7, € E(Gu)siy
solp si ]\7,‘17!: € E(_R’M).

Sii= j, sea G_M: una orientacién transitiva de G, cubriendo E), y que tiene
(SuNM)UCT y (T N M;)UC; como conjunto de fuente sumidero que existe pues
(1.3) vale. Entonces direccionamos v,v, desde v, hacia v, en G_M' precisamente cuando
es asi en E; .

Como M; y M; son médulos de Gy, sabemos que la orientacién construida G_M' es

transitiva.
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Mostraremos ahora que Sy, Ty es un par de fuente-sumidero de el. Sea v € Sy y M;
el hijo de M tal que v € M;. Luego Sy N M; # 0 y por (1.2), M; es una fuente de
R_A,;. Mas aiin, por (1.3) v es también una fuente de 5;: En consecuencia, v es una
fuente de G_)M y por ello Sy es un conjunto de fuentes de G_'M. Similarmente, se puede
mostrar que Ty es un conjunto de sumideros de G’_A} .

Faltaria probar que G_’M cubre a E),. Sea v,v, € E},; y consideremos las siguientes

dos alternativas:

Caso 1: yv, € I}, Vértices v, v, € M; para algiin i. Sea CTAZ la orientacién de G,
que satisface (1.3). Entonces vyv, € E(C(G_M: )). Supongamos que v,v, & E(C(G’_>M))
y sin pér(}ida de generalidad vp_v; € E(Ei;,' Entonces existe un vértice v € M
que satisface Uy, Uplt, 'qu € E(GM) sabemos que v; ¢ M;, ya que si no, se contradice
Uply € E(C(GM,)) Sea v, € M; con j # i. por la construccién de G’M, las aristas
Uplt, Us¥q € Epr son direccionadas como vtvp y vt'vq o al revés, vpvt y qut. En conse-

cuencia up tal v; no existe, lo cual nos dice que vpvg € E(C(G_’M)).

Caso 2: v, € Oy. Sea v, € M; y v, € M;. Entonces i # j y M;M; GE'(R’M) Sin
pérdida de generalidad, sea 7,7, € E(Gu M) Supongamos que vpvq & E(C(G u))- Nue-
vamente, existe un vértice v; € M que satisface Tp0;, U0, € E(G M) Sea v, € M. Si
k #i,j entonces M;M; & E(C(R—lé)), contradiciendo (1.1). Examinemos la situacién
k = i. Se tiene 7,7; € E(CTM-:) Por el otro lado, 7,7, € E’(G_M’) implica que v, € C}f
Por (1.3), v, debe ser un sumidero de G_M: . Esto tltimo contradice #,u; € E(G_M: )y
en consecuencia k = i no ocurre. Finalmente, cuando k = j tenemos que v, € C; , y
nos lleva a una contradiccén similar; con lo cual, un tal v; no existe.

De acuerdo con los dos casos demostrados, concluimos que 5;; cubre E},. En con-
secuencia, CTA; cubre y tiene las fuentes y sumideros requeridos. Se tiene entonces,
wp(Sm, T, E)y) =true.

—_—
Ahora probemos la necesidad. Por hipétesis, wp(Sn, Ty, Ey) =true, y sea Gy una
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orientacién de Gy que la realiza. Notemos 1—%_; la orientacién de R, inducida by CTh;.
EstoesATM; € E(Ry) si y solo si existe v, € M;, v, € M; con %y, € EGpy).
Sabemos que Ryt es unica. La prueba consiste en mostrar que se satisface (1.1), (1.2)
y (1.3). Examinemos primero (1.2). Es claro que cuando Sy N M; # @, M; debe ser
una fuente de Ry, ya que en caso contrario v € Sy N M; no puede ser fuente de G_Ai,
contradiciendo la hipé6tesis. Similarmente Ty N M; # @ implica que M; es un sumidero
de 1_2;.

Ahora mostraremos que Ry cubre E(R),). Sea M;M; € E(R),) y sin pérdida de
generalidad, supongamos que W € E'(R—’M) Dado que M;M; € E(R),), existen
vértices up € M; y vy € M; tales que vpv, € EY},. Ademés, m € E(}TM') implica que
U0, € E(G—M) Por el contrario, supongamos que M;M; & E(C(R_—IJ)). Luego existe
k,1<k<lyks#i,jtales que l\m,m € E(R—M)). También existe v, € M}, tal
que T,7; y #;U, estén en E(G’—M*) esto significa que 7,7, es implicada por transitividad
en E(G‘_A;l, contradiciendo que G cubre E},. En consecuencia, M;M; € E(C(R—A;)),
y (1.1) vale.

Nos falta probar que wy, ((Sy NM;)UCT, (T NM;)UCH , B}y, ) =true para 1 <i < 1.
Sea G—M‘) lp orientacién de G, inducida por G_M' Sea v, € C;, entonces existe un
vértice v, € M; tal que vpv, € E}y y UgUp € E(CTA;) Si v, no es una fuente de G_M:
existe un vértice v; € M; tal que %y, € E(G_M'). Esto implica que v,v, € E(C(@;))
contradiciendo el hecho de que E(G_M' ) cubre EY,. En consecuencia, C;” es un conjunto
fuente de G_MT . Similarmente se muestra que C;" es un conjunto sumidero de CTM: .
Finalmente, como CT; es una orientacién inducida por G_A}, toda arista implicada
por transitividad en G’_M: es implicada por transitividad en CT;. En consecuencia,
E\ C E(C(Gu)) implica E),, C E(C(CGu,)). Se verifica la condicién (1.3) y la

prueba %Fé completa. m]

Teorema 5.2.3. Sea M vértice serie. Entonces wa(Sy,1m, b'ju) = true si y solo si
(2.1) Dy es compatible

o o B Al

(2.2) S € My y Ty C M,
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{2.3} WM,,(SM, 01,2, E;vﬁ) =Wy, (62,1, Cag, Ei{,) =...= le—l(Cl—lJ-z’ Gl—l,h E;'Ml—l)

= W, (Cri-1, Tnt, E}y,) =true

Demostracion:

<) Sea M un vértice serie de D. Por (2.3), notemos w; = wyy, (Sar, C1,2, Ey, ), wi =
W, (Cii-1/Ciir1, By ) para 1 <l < I, y wy = wpg (Ciyy, Ty, E}y,). Como w; = true
existe una orientacién transitiva G—MI de G que realiza w; para todo i. Esto es, G’—A£
cubre E),, y tiene las fuentes y sumideros requeridos. Observar que por (2.2) Sy € M,
y Txe € M;. Construiremos (—}'; a partir de las orientaciones G_M: agregandole a esta
tiltima todas las aristas exteriores v,v, de Gy y direccionéndolas a cada una de ellas
de v, a v, cada vez que v, € M;, v, € M; y i < j.

Es claro que, GTM' una orientacién transitiva de G,. Ademds, siendo Sy, un conjunto
fuente de E;: y Ty un conjunto sumidero de G_M: se tiene que Sps, Ty €8 un par
sumidero-fuente de G—A}

Ahora probaremos que 5;; cubre E),. Sea e € E),. Necesitamos probar que e €
E(C(GT;)). supongamos que vale lo contrario. Sin pérdida de generalidad supong-
amos e = vpv, dirigido 7,7, dado que e es implicado por transitividad G contiene
las aristas dirigidas v,v; y ¥;v, para algin v; € M. Veamos las alternativas para vy,

en GM.

Primero supongamos que e € O),. Sea v, € M; y v, € M;. Entonces ¢ # j. Dado que
las aristas exteriores, entre los hijos de M;, estdn dirigidas desde las que tienen menor
subindice hacia las de mayor subindice sabemos que i < j. Mas aun, v,v, € Oy
implica que M;M; € E(R),). por el otro lado, como vale (2.1}, Dy es un érbol
compatible y concluimos que j = i + 1. Ademas v,v, € E), implica que v, € Cj; y
v, € Cj;. Sea vy € My y examinemos las alternativas para M. Claramente k > i ya
que de otra forma, la arista v,v, serfa dirigida como ;7. Similarmente para k < j.

Como ¢ = j — 1 solo tenemos dos alternativas: k = 2 0 k¥ = j. Cuando k = i,
v € M; y vp, % € Ci 4. Por (2.3), v,, v son ambos sumideros de 6, Esto contradice

vpu; € E};. El caso k = j es similar. En consecuencia e no es una arista exterior de
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Gu.

Finalmente sea e € I}, una arista interior. Entonces v,, v, € M; para algiin i. Como
vpU, & E(C(ﬁM)), existe un vértice v; tal que U, U, € E(EM). Sea v; € M
para algtin k. Entonces k < i implica que vpv; es dirigido como tﬁ;, mientras que
k > ¢ implica ¥;7;. En consecuencia k = i. Sin embargor, en este caso %, también
es implicado por transitividad en G_M: esto dltimo contradice que G_M: cubre E}.
Luego e tampoco puede ser una arista interna y con esta contradiccién se termina la
prueba de suficiencia.

=) Como w(Sp, Tn, E'}y) = true existe una orientacién transitiva
6M(SM,TM,E’M) de Gy donde Sy, Ty es un par fuente-sumidero y cubre a Ej),.
Sea M, ... M, los hijos de M en el orden que es implicado por la orientacion, es decir,
para la arista vpv, € Op, la direccionamos v,v, cuando v, € M;, v4 € M; y i < j. Por
el otro lado, vpv, € E}, implica j = + 1, ya que de otra manera UpU, s implicada,
por transitividad, contradiciendose con que es una arista de G m(Sm,Tu, Ejy). En
consecuencia, M;M; € E(R),) si y solosi |[i — j| =1y vale (2.1).

En lo que sigue, examinaremos las orientaciones G_M: inducidas por a(SM, Tu, Ey)
en Jos hijos M; ... M; de M. Las fuentes de a’M(SM,TM,EjW) son exactamente las
de G—M-: , Inientras que sus sumideros son los de G u,- En consecuencia vale (2.2). Mds
atln, Sy, es un conjunto fuente de 5;: ¥ T es un conjunto sumidero de G_M:
Examinemos ahora los conjuntos C; ;1 y sea v, € C; ;1. Entonces existe v, € My,
tal que u,v, € (). Si v, no es sumidero de G, existe v, € M; tal que Uply € E(Gu).
En consecuencia, v;v, € Ej y estd orientado 7;v,. Esto es, U0, es implicado por
transitividad en E(SM,TM, v ), contradiciendo el hecho de pertenecer al grafo
cubridor. Luego, C;;4; es un conjunto sumidero de 6;: , 1 > 1. Similarmente, se
prueba que Cii-1 es un conjunto fuente de G M;, ¢+ < l. En consecuencia, cada G’_M:
tiene las fuentes y sumideros requeridos.

Nos resta mostrar que cada Gy, cubre E), . Comparemos el grafo cubridor de
6M(SM,TM, ) con el de 5;,: . Sea v,u, € E}, una arista interna de Gy, con di-

reccién U,%,. Supongamos, por el absurdo que vy, ¢ E(C (G—Mt ))- Luego debe existir
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vy € M, y aristas Upv;, UU, € G, Entonces Uy, esté también en E(SM,TM,E’M) por
transitividad, contradiciendo esto tltimo que cubre a E},. Esto es, cada @’ cubre
Ej};.. Se tiene que @’;: es una orientacién de G, con las fuentes y sumideros requeri-
dos y que cubre el conjunto de aristas requerido. La prueba estd ahora completa.
(]

" 1 oo o
Vmadetite,

Teorema 5.2.4. Sea M un vértice paralelo. Entonces wp(Sy, Ty, Ejy) = verdadero
8i v solo .?i ‘le(SM N M],TM N Ml, E;'ﬁ) = = wM,(SM n Ml,TM N M’Ef‘dx) =

true.

La prueba es clara.

5.3 El algoritmo

En esta seccién describiremos el algoritmo propuesto para encontrar una orientacién
transitiva de un grafo de comparabilidad G que tenga un dado par fuente-sumidero
S =T con5,T C V(G) y que cubra un conjunto de aristas E' C E(G). El algoritmo
exhibe la orientacién requerida @ de G o informa que no existe tal. Esta basado en
los Teoremas 5.2.2, 5.2.3 y 5.2.4 de la seccién previa. El algoritmo supone D, un drbol
de descomposicién de G y tiene dos fases.

En la primera fase, el objetivo es chequear si las condiciones (1.1)-(1.3) y (2.1)-(2.3) de
los Teoremas 5.2.2 y 5.2.3, son verificadas para cada vértice M de D. En caso negati-
vo, se reporta que la orientacion G pedida no existe. En el caso de que las condiciones
se verifiquen, el algoritmo asigna a M un par de subconjuntos Sys, Tyy € M llamados

los requerimientos fuente-sumidero de M.

En la fase dos, se asigna a Gy, para cada vértice M de D, una orientacién transitiva

G'—A,;, con Sy, Tp como par sumidero-fuente y cubriendo Ej,.
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Dado G,S,T y E’, 1a fase uno construird primero el irbol descomposicién D de G.
Entonces se recorre D de arriba hacia abajo. Si M es la raiz de D, definimos Sy, := S
¥ Tp :=T. En caso contrario, supongamos que Sy, Tys ya han sido asignado a M, y
calculamos los requerimientos de fuente-sumidero de los hijos M; ... M; de M, si es
posible. Primero, construye Ry y R),. Examinemos las alternativas para M.

Si M es un vértice neighborhood, empezamos verificando si Ry cubre E(R),). Si no
lo cubre, la respuesta es NO y termina (la condicién (1.1) falls). En caso contrario,
encuentra una orientacion transitiva R_A; de Ry, chequea si algin M; € V(Ry) que
no sea fuente (sumidero) de Ry, satisface Sy N M; # 0 (T O M; # 0). En el
caso afirmativo reemplaza I-TA,; por su reversal y repite el chequeo. Si el resultado
es nuevamente afirmativo la respuesta es NO (la condicién (1.2) no se verifica). En
caso contrario, encuentra todos los conjuntos C;*,C;~, con 1 < i < I relativos a E;
Luego define Su, := (S NM)UCT y Tn, = (T N M) UG

Si-M es un vértice paralelo, define Sy, := (SMNM;) y Ta, := (TuNM;) parai <i <.

Si M es un vértice serie, empieza verificando si R}, es una coleccién de caminos dis-
juntos por vértice. En caso negativo, responde NO y termina (la condicién (2.1) no
se verifica). En caso contrario, elije un orden M ... M| para los hijos de M, tal que
vértices adyacentes en R}, son consecutivos en el orden y adicionalmente Sy C M y
Ty € M,. Si no existe tal par M;, M; la respuesta es NO y termina (la condicién (2.2)
falla). En otro caso construye EM direccionando cad arista M;M; € E(Ry) desde
M; hacia M;, precisamente cuando i < j. Finalmente define los requerimientos sobre
el conjunto fuente-sumidero de los hijos de M de la siguiente manera: Sy, = Sy,

TM, = Tu, SMH-] =014 Y TM'. = (g1 for1<i<i-1.

La primera fase del algoritmo termina cuando se le asigna a cada vértice M de D un

requerimiento de fuente-sumidero Sy — Ty, Sur, Ty € M.

- 3 - - g o, ® —’
La segunda fase consiste en construir una orientacién transitiva Gy de Gy, con
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Su — Ty como par fuente-sumidero, para cada vértice M de D. La construccién se
realiza recorriendo D desde abajo hacia arriba. Si M es una hoja de D, entonces ¢ M
es the corresponding one-vértice digraph. En otro caso, sean M; ... M; los hijos de
M, como se obtuvieron el la fase uno. En general, asumimos que las orientaciénes
5;4: .. .-G_M: ya han sido construidas. Sea ITA; la orientacién de Ry, considerada en
la fase uno para un vértice M de D. Entonces 5;; es construida direccionando cada
arista exterior vpv, € Oy, v, € M; y v, € M;, tal que vp_v; € E(G_'M) precisamente
cuando AT,IVI; € E(ﬁM). Cuando el proceso llega a laraiz de D y G es construido,
el algoritmo responde SI y termina.

Para probar que el algoritmo es correcto, observemos que cada vez que responde NO,
alguna de las condiciones (1.1}, (1.2), (2.1) o (2.2) no es verificada. Por los Teoremas
5.2.2 y 5.2.3, no existe orientacion de G con las requeridas propiedades, y el algoritmo
es correctg. Ahora, supongamos que nos dio una respuesta SI. Para cada vértice M
de D necésita.mos mostrar que la orientacién construida por el algoritmocubre EY,
y admite como par fuente-sumidero , exactamente al requerimiento fuente-sumidero
Sy — Tar de M, como fue definido en la fase uno. Esto asegura la correcion del al-
goritmo. El argumento es por induccién en el tamafio de M. Si [M| = 1, Gy es el
grafo trivial, lo cual es correcto. Si |M| > 1 yM; ... M; son sus hijos, etiquetados
como despues del paso 1. Por hipétesis, Gy, es una orientacién transitiva de Gy, que
cubre E}y; y que tiene a Sy, — Tiy; como par fuente-sumidero. Luego la vuelta de los

Teoremas 5.2.2, 5.2.3 0 5.2.4 se aplica y sigue la prueba .

Ahora evaluaremos su complejidad. el arbol de descomposicién de un grafo dado G,
[V(G)| = n y |E(G)| = m, puede ser construido en tiempo lineal O(n + m) [10, 28].
La constr}wcién de Ry, R);, como también la orientacién transitiva Ry de Ry y
la construccién de Cj;’s, todas pueden ser hechas en tiempo lineal. Podemos emplear
el algoritmo [29] de orientacién transitiva. La construccién del grafo cubridor C(G)
requiere tiempo O(n?37) [7]. Sin embargo, en la fase uno, en vez de chequear si cada

vértice neighborhood satisface (1.1), chequeamos sélo la orientacién final construida
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por el algoritmo. Esto es, reemplazamos la construccién del grafo cubridor corre-
spondiente a cada vértice neighborhood, por la construccién del grafo cubridor de la
orientacién final. De esta forma, el algoritmo de reduccién transitiva es aplicado sélo
una vez.

Los célculos de Sas N M; y Tps N M; pueden ser hechos en tiempo O(|M;|), significando
un tiempo total de O(n?). Sin embargo, las uniones (Sy NM;)UCT y (T NM;)UCTH
se pueden calcular en tiempo lineal. Con la misma cota podemos verificar si el 4rbol
es compatible. Sin embargo, chequear que Sy C M, y Ty C M;, para un vértice serie
M, se necesitarén O(]|Sy|) pasos, y respectivamente O(|Ty|) pasos, dando O(n?)
pasos en todo el proceso. Luego la complejidad del algoritmo es O(n?3").

Queremos destacar que el algoritmo descrito encuentra la orientacién transitiva que
cubre el subconjunto de aristas requerido y que tiene las fuentes y sumideros deseados,
en un tiempo O(n?). El tiempo adicional corresponde a encontrar el grafo cubridor
orientacién final construida con el propdsito de chequear se verifica los requerimientos.
Entonces, si es que existe orientaciéon requerida, el algoritmo la encontrari en tiempo
O(n?). Sin embargo, para chequearla necesitaremos tiempo O(n®37). Un hecho similar
ocurre con 1os grafos de comparabilidad. En este caso, una orientacién transitiva se
puede construir en tiempo linear, mientras que el mejor algoritmo conocido para

chequear si una dada orientacién es en efecto transitiva requiere tiempo O(n%%7).
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Capitulo 6
Conclusiones

Hemos abordado dos problemas relacionados con los grafos cubridores de grafos de
comparabilidad.

Por un lado caracterizamos los grafos treelike, es decir los grafos de comparabilidad
que admiten una orientacién cuyo grafo cubridor es un &rbol.

Dimos cuatro caracterizaciones: la primera basada en la descomposicién modular
de grafos, la segunda por prohibidos y una condicién no hereditaria, la tercera por
propiedades de los subgrafos inducidos por las vecindades de sus vértices y por dltimo,
probamos que todo grafo treelike es completamente separable y los caracterizamos por
condiciones en los niveles respecto a un vértice arbritario.

Generamos un algoritmo de desmantelamiento y otro basado en propiedades de los
grafos completamente separables.

Probamos que la doble aplicacién del operador clique deja fija a la clase de los grafos
treelike.

Por otro lado, hemos resuelto el problema de saber si dados un subconjunto de aristas
E’ de E(G) y dos subconjuntos de vértices S’, F de V(G), pueden ser aristas del
cubridor y fuentes- sumideros de alguna orientacién de G.

Encontramos condiciones necesarias y suficientes en las cuales se basa un algoritmo
eficiente que construye una tal orientacién, en caso de existir, o nos informa que no

existe.
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Siguiendo esta linea de investigacién nos proponemos estudiar en el futuro, entre otros
problemas, caracterizar y reconocer los grafos de comparabilidad para los cuales existe
una orientacién transitiva cuyo grafo cubridor es bipartito.

Sabemos que reconocer si un grafo es un grafo cubridor, de algin grafo de compara-
bilidad, es NP-completo [6]. Con lo cual tiene interés el preguntarse si este problema
acotado a una clase particular de grafos, es de menor complejidad. Otros problemas
interesantes serian estudiar los grafos cubridores de subclases especiales de los grafos
de comparabilidad como por ejemplo, los cografos.
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