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Resumen

En este trabajo se propone la utiliza
i�on de la perplejidad y la sor-

presa en la ense~nanza de la 
omputa
i�on. Se re
al
a la importan
ia de la

utiliza
i�on de los re
ursos 
omputa
ionales en esta tarea, y se presentan

algunos ejemplos que han sido utilizados 
on �exito.

1 Introdu

i�on

Las paradojas, enun
iados que expresan 
ontradi

iones que produ
en perpleji-

dad en un primer an�alisis, han desempe~nado un importante papel motivador en

la historia de la Cien
ia.

Se 
ono
en mu
has paradojas formuladas en la antiguedad; una de �estas es la


ono
ida paradoja de Aquiles: si al 
omenzar la 
arrera la tortuga est�a a 
ierta

distan
ia delante de Aquiles y la velo
idad de Aquiles dupli
a la suya, 
u�ando

se en
uentran?; si por m�as ve
es que Aquiles llegue a donde ella est�a, 
uando

esto su
eda ella habr�a avanzado la mitad del 
amino re
orrido por Aquiles para

llegar a su anterior posi
i�on, estando la tortuga de esta manera siempre delante

de Aquiles. Esta paradoja sugiere el 
on
epto de l��mite �nito de una su
esi�on

in�nita y abre las puertas al 
on
epto de Completitud y, por ende, al de n�umero

real.

Pero fue en este siglo 
uando las paradojas jugaron su rol m�as desta
ado en

la historia de la matem�ati
a.

La paradoja de Russell [6℄

1

- Sea B = fXjX =2 Xg enton
es no puede


umplirse B 2 B ni B =2 B - se~nal�o una 
ontradi

i�on en la Teor��a de 
on-

juntos llevando a Russell a introdu
ir el 
on
epto de tipo, 
on
epto que luego

habr��a de tener gran relevan
ia en las Cien
ias de la Computa
i�on.

La paradoja de Berry [6℄ - Sea n el menor n�umero 
uya de�ni
i�on 
astellana

requiere no menos de mil palabras. El n�umero n est�a bien de�nido, ya que


omo la 
antidad de ora
iones 
astellanas 
on menos de mil palabras es �nita,
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es tambi�en �nito el 
onjunto de n�umeros que ellas de�nen, por lo 
ual no es va
��o

el 
onjunto de n�umeros no de�nibles por ellas, existiendo enton
es su m��nimo

n.

Sin embargo la frase anterior ha de�nido a n en s�olo 
ator
e palabras -.

Esta paradoja 
ondujo a nuestro 
ompatriota Gregorio Chaitin, a�un adoles
ente

y luego de una obsesiva preo
upa
i�on por al
anzar su profunda signi�
a
i�on,

a la rede�ni
i�on del 
on
epto de aleatoriedad en t�erminos de 
omplejidad al-

gor��tmi
a: Una 
adena de bits es aleatoria si no existe ning�un programa m�as


orto que ella que la 
ompute [2, 3, 4℄.

El uso de experien
ias que produ
en perplejidad ha sido usado en la ense~nanza

de la F��si
a, por Eduardo Fli
hman y Agust��n Rela en 
ursos introdu
torios de

la UBA, para despertar el inter�es del estudiante, in
entivar la b�usqueda de una

expli
a
i�on y desta
ar la importan
ia del razonamiento 
ient���
o.

Los autores 
onsideran que iguales resultados pueden lograrse en la ense~nanza

de la Computa
i�on. Si una presenta
i�on logra sorprender al alumno, es muy

dif��
il que �este se olvide. El 
amino que siga para expli
arla 
ontar�a 
on una

gran expe
tativa y tampo
o ser�a f�a
ilmente olvidado. Adem�as la presenta
i�on de


iertos 
asos que produ
en perplejidad puede 
ontribuir a la 
rea
i�on del h�abito

de bus
ar rigurosamente la respuesta a problemas que pare
en in
omprensibles.

2 La Perplejidad 
omo Herramienta Motivadora

Como ya fue se~nalado anteriormente, la perplejidad puede ser utilizada para

lograr inter�es en los alumnos. Esto es prin
ipalmente �util en materias 
on gran


ontenido te�ori
o, usualmente po
o atra
tivas para los estudiantes.

Utilizaremos 
omo ejemplo en esta se

i�on a la Complejidad de Algoritmos.

Es usual en materias que abarquen este tema en
ontrar estudiantes que tengan

la sensa
i�on de que, debido al poder 
omputa
ional a
tual (a�un la 
omputadora

hogare~na m�as barata de hoy en d��a es mu
ho m�as poderosa que algunas de las

mejores m�aquinas del mundo de ha
e 25 o 30 a~nos), ya no es ne
esario \perder

tiempo" o preo
uparse por es
ribir programas e�
ientes. Los estudiantes pueden

pensar que esta pr�a
ti
a era muy �util ha
e unos a~nos, 
uando el hardware era

muy 
aro, pero, gra
ias a la te
nolog��a a
tual, ya no tiene sentido estudiar la


omplejidad de los programas (al menos puede pare
er una a
tividad in�util para

programas que no manipulan 
antidades importantes de datos).

Este pensamiento puede ser refutado f�a
ilmente mediante algunos ejemplos

sorprendentes. Consideremos el siguiente programa fun
ional:

selsort :: [Int℄ -> [Int℄

selsort [℄ = [℄

selsort (x:xs) = (min (x:xs)):(selsort (qmin (x:xs))

min :: [Int℄ -> Int

min [x℄ = x
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min (x:xs) = x , if x<=(min xs)

= min xs, otherwise

qmin :: [Int℄ -> [Int℄

qmin [x℄ = [℄

qmin (x:xs) = xs , if (min (x:xs))==x

= x:(qmin xs), otherwise

Si bien este programa pare
e presentar algunas se

iones ine�
ientes, pare
e

ser bastante natural, y es probablemente la manera normal en la que un alumno

resolver��a el problema de 
odi�
ar Sele
tion Sort en un lenguaje fun
ional.

Adem�as, este programa no fue es
rito para manejar estru
turas de datos de

gran envergadura, sino s�olo una lista de, a lo sumo, algunas de
enas de enteros.

Lo sorprendente de este ejemplo es la ine�
ien
ia 
on la 
ual resuelve el prob-

lema de ordenar una lista de enteros ordenada de mayor a menor. En este 
aso,

para listas peque~nas, 
omo por ejemplo, una lista de 30 elementos, el algoritmo

\tarda" varios minutos, in
luso en 
omputadoras personales de gran poder

(Celeron 300Mhz., por ejemplo). Algo a�un m�as sorprendente 
on este 
aso es

que el algoritmo presentado tardar��a varios siglos en ordenar una lista de 
ien

n�umeros enteros ordenados en forma de
re
iente (y t�engase presente que son

s�olo 100 n�umeros enteros los que se desea ordenar...). Peor a�un, ninguna mejora

en hardware (a
tual o futura) har�a fun
ionar a este algoritmo de manera m�as

e�
iente. Si en alg�un momento (en el futuro) se lograra ordenar los 100 elemen-

tos r�apidamente, digamos en unos 2 segundos, bastar��a 
on dupli
ar el tama~no

de la lista para tener un problema tanto o m�as 
ostoso 
omputa
ionalmente que

el anterior (y ahora son s�olo 200 n�umeros enteros).

Otro ejemplo de este estilo, en alg�un sentido m�as sorprendente que el ante-

rior, es el siguiente programa:

pot 0 = 1

pot (x+1) = (pot x) + (pot x)

que permite 
al
ular, dado un valor x, el resultado de elevar 2 a la x. Si bien

este programa no pare
e presentar ine�
ien
ias importantes a simple vista, este

programa, al igual que el anterior, es de 
omplejidad exponen
ial, y por lo tanto

tomar��a un tiempo verdaderamente monstruoso en 
omputar el resultado de

valores relatimente peque~nos (por ejemplo, 
al
ular 2 a la 100).

Este ejemplo puede utilizarse para mostrar que 
on peque~nas modi�
a
iones

un algoritmo puede mejorarse notoriamente: Una simple fa
toriza
i�on en la

segunda e
ua
i�on transforma el programa anterior en:

pot 0 = 1

pot (x+1) = 2 * (pot x)


uya 
omplejidad es lineal y, por lo tanto, es mu
ho m�as e�
iente que el original.

Citaremos, 
omo �ultimo ejemplo en esta se

i�on, el 
aso de la 
onstru

i�on

de un programa de ajedrez que juegue \perfe
tamente". Ha
e ya varios a~nos

que se 
ono
e un algoritmo que resuelve este problema (genera
i�on y explora
i�on
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del �arbol de juego), pero la 
onstru

i�on del �arbol de juego para el ajedrez es

tan 
ostosa que se estima tomar��a varias ve
es la edad del universo terminar

su 
onstru

i�on a�un en la 
omputadora a
tual mas poderosa (esto, sin ha
er

men
i�on de la inimaginable 
antidad de memoria ne
esaria para alma
enar el

�arbol).

Ejemplos de este tipo sugieren al estudiante la fundamental importan
ia de

la Complejidad algor��tmi
a en nuestros d��as, y la ne
esidad de su 
onsidera
i�on

en la pr�a
ti
a 
otidiana.

3 La Perplejidad para Resaltar la Importan
ia

de la Teor��a

En Cien
ias de la Computa
i�on pueden utilizarse los re
ursos 
omputa
ionales


omo una herramienta para la sorpresa y la perplejidad. Esto puede servir para

fomentar en los alumnos el deseo de adquirir 
ono
imientos te�ori
os, po
o atra
-

tivos mu
has ve
es debido a que generan una sensa
i�on de distan
ia respe
to de

la pr�a
ti
a.

Ejempli�
aremos en esta se

i�on 
on la tem�ati
a Lenguajes y Paradigmas de

Programa
i�on.

En asignaturas que abar
an este tema es 
om�un en
ontrarse 
on alumnos

que 
onsideran que para aprender un lenguaje basta 
on invertir mu
has horas

frente a la 
omputadora, revisando manuales. Los alumnos suelen 
onsiderar

que, para lograr el dominio de un lenguaje, es su�
iente 
ono
er una 
antidad


onsiderable de 
onstru

iones del mismo. Esto, obviamente, lleva a un falso

\dominio" del lenguaje, debido a que el an�alisis de �este es muy super�
ial.

En este 
aso, ejemplos 
on resultados aparentemente in
oherentes debido al

des
ono
imiento de 
on
eptos b�asi
os que sustentan los lenguajes de progra-

ma
i�on y sus pro
esadores pueden utilizarse para sorprender al alumno, y as��

in
entivarlo a estudiar las 
ara
ter��sti
as del lenguaje m�as a fondo. Anali
emos,

por ejemplo, el siguente 
aso:

Ejemplo 3.1

El siguiente programa C 
al
ula dos ve
es el mismo valor: la primera vez

usando t = 
+ a y r = 
+ b, y la segunda utilizando dire
tamente 
+ a y 
+ b

en lugar de t y r.

#in
lude <stdio.h>

float a=11921., b=11800., 
=1000000000, t, r;

main ()

{

t=
+a;

r=
+b;

printf("%f %f\n", (t-r)-120, ((
+a)-(
+b))-120);

}
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Pare
e obvio que este programa debe imprimir dos valores iguales.

Sin embargo despu�es de 
ompilarlo 
on Turbo-C Versi�on 3, su eje
u
i�on

muestra la siguiente salida:

8.0000000 1.0000000

Qu�e ha su
edido?

Todas las variables usadas son de tipo float por lo tanto ser�an representadas

en nota
i�on 
otante.

La nota
i�on 
otante en base b 
on n d��gitos de pre
isi�on representa a los

n�umeros reales mediante pares (mantisa; exponente), donde la mantisa es un

ra
ional que 
umple b � n � jmantisaj � b � 1 o mantisa = 0. Esto equivale a

de
ir que la mantisa es una fra

i�on de la forma 0:m

1

m

2

:::m

n

, donde m

1

6= 0 si

r 6= 0. Cada real r se representa por un par (m; e) tal que

m � be

�

=

r

Esta nota
i�on tiende a preservar el error relativo o por
entual, ya que la mag-

nitud del error 
ometido var��a propor
ionalmente a la magnitud del n�umero

representado. Esta propiedad que la ha
e ade
uada al 
al
ulo num�eri
o, re
i-

biendo tambi�en el nombre de nota
i�on 
ient���
a desde mu
ho antes de la exis-

ten
ia de la 
omputa
i�on. Sin embargo, la aritm�eti
a 
otante no mantiene las

propiedades de la aritm�eti
a real; por ejemplo, la suma 
otante no es aso
iativa

y adem�as la resta de valores muy pr�oximos puede aumentar signi�
ativamente

el error relativo.

Esto expli
ar��a que al realizar de formas distintas un mismo 
�al
ulo se obten-

gan valores distintos. Pero en el ejemplo se realizan aparentemente id�enti
as

opera
iones.

Anali
emos ahora el problema. El 
ompilador usado, 
omo la mayor��a de

los a
tuales, usa una representa
i�on 
otante que responde al est�andar IEEE P

574; en ella, la base es 2 y la 
antidad de d��gitos -binarios- de pre
isi�on es 24.

La pre
isi�on es similar a la que se obtendr��a si se usara base 10 y 8 d��gitos de

pre
isi�on. Si se siguen las opera
iones realizadas por el programa, ha
i�endole

imprimir valores intermedios se observa lo siguiente.

Valores 
al
ulados por el programa Valores Exa
tos

t = 1000011904.000000 1000011921.000000

r = 1000011776.000000 1000011800.000000

t� r = 128.000000 121.000000

(t � r)� 120 = 8.000000 1.000000

Como la pre
isi�on del sistema es de entre 7 y 8 d��gitos, el valor de los

d��gitos mostrados en negrita puede estar afe
tado por errores. Al restar t y

r se produ
e un gran aumento del error relativo que afe
ta a todas la 
ifras

del resultado; �nalmente, al restar 128 y 120 se obtiene un valor que no tiene

ninguna signi�
a
i�on.

5



Esto sin embargo no expli
a que la segunda forma de 
al
ulo d�e el valor


orre
to.

Anali
emos lo que su
ede.

El 
ompilador realiza, en 
on
ordan
ia 
on la norma del IEEE, las opera-


iones en pre
isi�on extendida, usando una mantisa de 36 bits de pre
isi�on. El


ompilador utiliza para alma
enar los valores temporales que genera tambi�en

variables de pre
isi�on extendida. Enton
es, al realizar los 
�al
ulos de la primera

forma, los valores se 
omputan 
on una pre
isi�on su�
iente para obtener resul-

tados exa
tos, pero al alma
enarse en las variables t y r, que son de pre
isi�on

simple, se obtienen los valores mostrados.

Al utilizarse la segunda forma todo el 
�al
ulo se realiza en pre
isi�on exten-

dida, obteni�endose el resultado 
orre
to.

Veamos ahora otro interesante ejemplo.

Ejemplo 3.2

Si a y b son variables enteras, el siguiente segmento de 
�odigo realiza el

inter
ambio de los valores de la variables a y b.

{ a=A y b=B }

swap:

a:= a + b [1℄

{ a=A+B y b=B }

b:= a - b [2℄

{ a=A+B y b=A }

a:= a - b

{ a=B y b=A }

Este pro
edimiento es por lo tanto equivalente al siguiente:

swap1:


:=a ; a:=b ; b:=


Las implementa
iones dire
tas de ambos pro
edimientos en Pas
al son

pro
edure swap(var a, b: integer)[3℄ pro
edure swap1(var a,b: integer)

begin 
:integer

a:= a + b begin

b:= a - b 
:= a

a:= a - b a:= b

end b:= a

end

y obviamente 
on 
ualquier 
ompilador las eje
u
iones de los siguientes segmen-

tos de pro
edimientos:

var a, b: integer var a,b : integer

begin begin
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a:= 1; b:= 2; a:= 1; b:= 2;

swap(a,b) swap1(a,b)

write(a,b) write(a,b)

end end


ondu
en a las salidas:

1 2 2 1

Sin embargo, la eje
u
i�on de:

var a : integer var a : integer

begin begin

a:= 1; a:= 1;

swap(a, a) [4℄ swap1(a,a)

write(a) write(a)

end end


ondu
en a las salidas:

0 0 1 1

Lo su
edido se expli
a porque la invo
a
i�on produ
ida en [4℄ ha
e que en [3℄

ambos par�ametros referen
ien la misma variable, 
re�andose as�� una situa
i�on de

sinon��mia o aliassing entre las variables a y b, ya que el pasaje se realiza por

referen
ia, que ha
e que el valor 
omputado en [1℄ para a sea 
ompartido por b,

y por tanto que [2℄ ligue el valor 0 tanto a a 
omo a b.

Otro manera �util de in
entivar al alumno es mostrar al alumno 
omo puede

\extenderse" el poder de un lenguaje si uno 
ono
e sus 
ara
ter��sti
as a fondo

(un ejemplo t��pi
o es el de 
reer que en Pas
al las fun
iones no pueden retornar

arreglos 
omo resultados, 
uando esto en realidad puede ha
erse mediante un

peque~no tru
o).

4 Con
lusiones

Hemos mostrado varios ejemplos de la forma en la 
ual puede utilizarse la per-

plejidad en la ense~nanza de la 
omputa
i�on. Es ne
esario desta
ar que, siempre

que sea posible, es re
omendable que el alumno se enfrente 
on la 
omputadora.

El alumno debe \sentir" y pade
er la ine�
ien
ia de su programa, debe sentirse

des
on
ertado frente a los resultados aparentemente err�oneos generados por un

programa aparentemente 
orre
to; debe sentirse frustrado frente a los errores

en tiempo de 
ompila
i�on que el 
ompilador Pas
al le reportar�a, al intentar re-

tornar arreglos en la de
lara
i�on de una fun
i�on. Solo despu�es de estas penurias

el alumno se dar�a 
uenta de la importan
ia del estudio de la teor��a, y mas a�un,

de los bene�
ios que este estudio genera en la pr�a
ti
a. En una gran 
antidad

de 
asos, s�olo de esta manera logra sorprenderse realmente al alumno. si uno se

limita a realizar un 
omentario en una 
lase, el impa
to logrado en el alumno

es 
onsiderablemente menor.

Ejemplos sorprendentes han sido utilizados de forma ex
elente en algunos

libros de texto de Computa
i�on. Un buen ejemplo de esto es [1℄.
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