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Resumen

FASES GEOMETRICAS EN SISTEMAS MECANICOS
por

ALEJANDRO CABRERA

Doctor en Ciencias drea Matematica,
Universidad Nacional de La Plata

Profesor Jorge Solomin, Director

Esta tesis estd dedicada al estudio de fases geométricas en sistemas mecéanicos
clasicos y cuanticos.

En primer lugar, estudiamos el movimiento de cuerpos que rotan con momento
angular no nulo y que se auto-deforman, cuando la forma es una funcién conocida del
tiempo. Como ocurre para un cuerpo rigido, el momento angular relativo al centro de
masa, visto desde un sistema rotante, describe una curva en una esfera pero, en este caso,
obedece una ecuacién no-auténoma y més complicada. Mostramos que, cuando esta curva
es cerrada y simple en un intervalo AT, la orientacién espacial del cuerpo que se deforma
queda completamente caracterizada por un angulo o fase #),. Derivamos, ademds, una
férmula para este dngulo que generaliza la conocida férmula de R. Montgomery para la
fase del cuerpo rigido. Aplicamos, luego, estas técnicas a ejemplos concretos, obteniendo
resultados analiticos sobre el movimiento de cuerpos que se deforman.

Seguidamente, se lleva a cabo un estudio detallado de sistemas mecanicos que
generalizan el caso antes mencionado. Asumimos que el espacio de configuraciones es un
fibrado principal @ — @/G y que los grados de libertad correspondientes a la base estdn
siendo controlados. Consideramos, ademés, que el movimiento completo del sistema se
induce desde el de la base debido a la presencia de vinculos no-holénomos. Mostramos que
la solucién puede ser factorizada en una parte dindmica y otra geométrica. En particular,
en circunstancias cinemaéticamente favorables, la parte dindmica admite una factorizacién
adicional, ya que puede ser reconstruida a partir de una solucién intermedia para el momento

(referido al cuerpo), lo que da como resultado una férmula de fases de reconstruccién. Los



resultados obtenidos son aplicados al estudio de sistemas mecénicos concretos.

En el dltimo capitulo, establecemos un modo de identificar y construir los elemen-
tos geométrico-diferenciales que subyacen a las fases de Berry cudnticas. De esta manera,
obtenemos una construccién genérica de los fibrados de Berry a partir de los datos fisicos del
sistema a estudiar. Aplicamos esta construccién a sistemas usuales y a otros recientemente

investigados, y analizamos las caracteristicas geométricas de las fases de Berry asociadas.

Profesor Jorge Solomin
Director



Abstract

GEOMETRIC PHASES IN MECHANICAL SYSTEMS
by

ALEJANDRO CABRERA
Doctor of Science in Mathematics
Universidad Nacional de La Plata

Profesor Jorge Solomin, Advisor

This thesis is dedicated to the study of geometric phases in classical and quantum
mechanical systems.

First, we study the motion of self deforming bodies with non zero angular mo-
mentum when the changing shape is known as a function of time. The conserved angular
momentum with respect to the center of mass, when seen from a rotating frame, describes
a curve on a sphere as it happens for the rigid body motion, though obeying a more com-
plicated non-autonomous equation. We observe that if, after time AT, this curve is simple
and closed, the deforming body s orientation in space is fully characterized by an angle or
phase 03,. We also give a reconstruction formula for this angle which generalizes R. Mont-
gomery 's well known formula for the rigid body phase. We also apply these techniques to
obtain analytical results on the motion of deforming bodies in some concrete examples.

The main chapter of this thesis consists of a detailed study of mechanical systems
generalizing the deforming body case. The configuration space is assumed to be Q — Q/G 7
for which the base /G variables are being controlled. The overall system’s motion is
considered to be induced from the base one due to the presence of general non-holonomic
constraints. It is shown that the solution can be factorized into dynamical and geometrical
parts. Moreover, under favorable kinematical circumstances, the dynamical part admits a
further factorization since it can be reconstructed from an intermediate (body) momentum
solution, yielding a reconstruction phase formula. At the end of this chapter, we apply this
results to the study of concrete mechanical systems.

The last chapter is a short account on the identification and construction of the



differential geometric elements underlying quantum Berry "s phase. Berry bundles are built
generally from the physical data of the quantum system under study. We apply this con-
struction to typical and recently investigated systems presenting Berry ‘s phase to explore

their geometric features.

Profesor Jorge Solomin
Director



Al lector interesado:

La fisica es matemdtica no porque sepamos mucho del mundo exterior

sino porque lo que sabemos es demasiado poco. B. Russell



Contenidos

1 Sistemas mecanicos
1.1 Introduccidn. . . . . . . . . . . e e e e e e
1.1.1 Vinculos holénomos y el principio de D’Alambert . . . . . . . . . ..
1.1.2 Otros vinculos considerados enestatesis. . . . . .. ... ... ...
1.2 Mecédnica Lagrangiana . . . . . . . . . . . ... oo

1.21

131

Geometria simpléctica . . . . . . .. ... L L oo
1.3 G-—simetrias
Acciones de gruposde Lie . . . . . . . ... ..o

1.3.2 La aplicacién momento . . . ... ... ... ... e e e e e
1.4 Fases Geomsétricas . . . . . . . . v i it e e e e e

2 Fases en el movimiento de cuerpos deformables
2.1 Imtroduccidn. . . . . . . . . . . e
2.1.1 Consideraciones preeliminares . . . . . . . . . ... .. ... ... ..
2.1.2 Resultados principales . . . . . . ... ... 0 L
2.2 Elplanteo fisico. . . . . . . . . . .o
2.2.1 Cuerpos deformables . . . . .. ... ... .. ... oL
2.2.2 Hipétesis del cuerpo auto-deformante . . .. ... .. ... .....
2.2.3 Ecuaciones de movimiento . . . . ... ... ...
2.3 TFases en el movimiento del cuerpo auto-deformante . . . . . . .. ... ...
2.3.1 Recomstruccién . . . . . . . . .. e
2.3.2 La férmula de Montgomery generalizada . . . . . ... ... ... ..
2.4 Algunas aplicaciones . . . . . . . . . ... e
2.4.1 Solucionesenlaesfera . . ... ... .. ... ... ... ...
2.42 Ejemplos . .. ... . ..
3 Fases en sistemas controlados y sujetos a vinculos

3.1 Introduccidn. . . . . . . . . . L
3.2 Sistemas controlados sujetos a vinculos no-holénomos . . . . . . ... ...

3.2.1 La cinemaitica de los sistemas controlados . . . . . ... ... ....
3.2.2 Hipétesis dindmicas . . . . . . . . ... L Lo
3.2.3 El principio variacional . .. ... ... ... ... .. ...,
3.2.4 Las ecuaciones de movimiento . . . . . . . . . .. ... L.

BN I N e

©

11
12

17
17
17
18
20
20
22
24
28
28
30
35
35
40



i

3.3 Casos particulares . . . . . . . . ..o 61

3.3.1 El caso del momento conservado . . . . . . . . ... 61
3.32 D-vinculosafines . . . ... .. ... .. 65
333 ElcasodeunGabeliano ... .. ... .. ... ........... 67
334 Elcasodeunfibradotrivial Q=G xB . ... ... ... ...... 71
34 Reconstruccidny fases . . . . . . . . . . ... e 74
3.4.1 Gauges y fases en Q — @Q/G para sistemas con D—vinculos . . .. 74
3.4.2 Fases de reconstruccién en sistemas con momento conservado . . .. 76
3.4.3 Fases para sistemas con D—vinculos puramente cineméticos . . . . . 77
3.4.4 TFases para sistemas con D—vinculos y simetrias horizontales . ... 78
3.4.5 Fases para sistemas con vinculos afines tipo torque magnético dipolar 83
3.5 Ejemplos . . . . . ... 85
3.5.1 Disco vertical controlado . . . . . . . . ... Lo oo 85
3.5.2 Una bola controlada sobre una mesa giratoria . . . . . .. ... ... 87
3.5.3 Un cuerpo auto-deformante sujeto a D—vinculos no-holénomos . . . 90
3.5.4 Cuerpo deformable con momento magnético dipolar en un campo
magnético eXterno . . . . . ... oo 98
4 Elementos geométricos en el estudio de las fases de Berry cuanticas 102
41 Introduccidm. . . . . . . . . . e e e e e 102
42 Planteoynotacién . . . . . . . . . L L e 104
4.3 TFibrados de Berry sobre el espacio de pardmetros . . . . . .. ... ... .. 105
4.3.1 Fibrado de Berry vectorial E™ — B . . . . . . ... ... ... .. 106
4.3.2 Fibrado de Berry U (K,,) —principal sobre B . . . . . ... ... .. 106
4.3.3 Geometriaslocal yglobal . ... ... ... ... ........... 107
434 La conexién de Berry que llevaalafase . . . ... ... ... .. .. 108
4.3.5 La geometria de los fibrados de Berry sobre B~ S%!. . . . ... .. 109
4.4 Ejemplos . . . . . .. e e 109
4.4.1 Spin en un campo magnético . . . .. .. ..o 109
4.4.2 Fases no-abelianas en la computacién cuéntica holonémica . . . . . . 111
4.4.3 Fasestopoldgicas . . . . . . . . . . . e 113
A Elementos adicionales 115
A.1 La energia cinética de un sistema controlado. . . . . . . ... .. ... ... 115
A.2 Reconstruccién en el fibradoG — O, . . . . . . ..o o oL 116

Bibliografia 119



v

Agradecimientos

Agradezco, en primer lugar, a mis padres y a mi hermano ya que ellos nutren la sangre que
impulsa todo lo que hago.

En segundo lugar, tengo el placer de agradecerle a mi director Jorgito Solomin, a
Marcela Zuccalli y a toda la gente del departamento de matematicas que me ha tratado tan
bien desde que llegué.

Finalmente, estos agradecimientos no pueden dejar de mencionar a todos los nuevos
amigos y amigas que encontré en La Plata y que compartieron conmigo mis afios de doc-

torado que esta tesis, al menos parcialmente, permite recordar.



Capitulo 1

Sistemas mecanicos

El universo no puede ser leido hasta que no hayamos aprendido el lenguaje y nos hayamos
familiarizado con los caracteres en que estd escrito. Estd escrito en lenguaje matemdtico,
y las letras son tridngulos, circulos y otras figuras geométricas, sin cuyo medio es

humanamente imposible comprender una sola palabra. Galileo

1.1 Introduccién

A continuacién, daremos una breve introduccién a la mecénica geométrica, a fin
de fijar conceptos y notacién. El objetivo de esta introduccién es intentar mostrar que,
del vasto lenguaje matematico al que Galileo hace referencia, la mecénica se expresa en
un dialecto particular: el de la geometria diferencial. El lector interesado puede referirse a
[1, 3, 16]; 0 a [11] en relacién a la mecénica en general.

Un sistema mecénico puede modelarse como un sistema de ¢ = 1...N particulas
newtonianas puntuales que interactian entre si y con otros sistemas externos. Como es bien
sabido, los cuerpos extendidos pueden ser modelados como un limite (en el que el nimero
de particulas se hace infinito apropiadamente) de dichos sistemas. Este hecho otorga una
generalidad notablemente grande a las consideraciones siguientes.

Desde un sistema de referencia inercial!, la dindmica de una particula etiquetada

por i queda descripta por la segunda ley de Newton:

mi'i:i(t) = F;TOt (11)

!Es decir, desde un sistema en el que las leyes de Newton son vélidas. Otro sistema que se mueve a
velocidad constante con respecto a éste serd también inercial



en donde m; denota la masa de la particula, r;(t) € IR3 la posicicién de la misma a tiempo ¢,
cada punto - indica una derivada temporal y F¥ € R3 la fuerza (total) que esté actuando
sobre la particula. Una parte (un sumando) de esta fuerza total estd dada por la fuerza Fij;
que hace otra particula j sobre la i. Newton observé que esta descripcién queda completa al
introducir el principio de accién-reaccién: la particula j sufre una fuerza de igual magnitud
Fj;i que es causada por la particula i. Estas fuerzas son llamadas internas al sistema.

Por otro lado, al considerar separadamente del resto del universo al sistema bajo

estudio, éste puede interactuar con otros que se encuentran en su entorno. Esta interaccién

se tiene en cuenta al escribir
FiTot = FBot 4 Z Fy
J#i '

en donde FiE”t denota la fuerza resultante de todas las interacciones externas al sistema
que sufre la particula . Por lo tanto, para inferir la evolucién del sistema, es decir, para
encontrar todas las aplicaciones r;(t) que describen las posiciones como funciones del tiempo
t, debemos resolver el sistema de 3N ecuaciones (escalares, diferenciales, de segundo orden,
acopladas) dado por las expresiones (1.1) para todos los indices ¢ = 1...N.

Dado que los 7;(t) representan 3N incégnitas, es claro que, para que el problema
quede bien planteado, debemos contar con un modelo mecdnico? de las fuerzas FI que

actdan sobre el sistema.

Observaciéon 1.1.1. (Espacio de configuraciones) Una configuracién de nuestro sistema
de N particulas queda descripta por un punto (r;) del espacio R3Y. Luego, la evolucién
temporal del sistema corresponde a una curva c(t) = (r1(t),r2(t), r3(t), ...) en este espacio

de configuraciones R3V.

1.1.1 Vinculos holénomos y el principio de D’Alambert

Muchas veces, encontrar un modelo mecénico para todas las fuerzas que actdan
sobre un sistema dado puede resultar complicado. Es mis, a veces dicho modelo puede
darse a posteriori, es decir, una vez conocidas las caracteristicas de la evolucién del sistema.

Sin embargo, muchos sistemas admiten un planteo simple que prescinde de tales

modelos funcionales explicitos. De entre los sistemas que presentan esta caracteristica,

2 . . . 2 . . o
Es decir, expresiones funcionales para los vectores fuerzas en términos de las magnitudes mecdnicas del
problema.



nos interesa recordar, en esta introduccién, aquellos en los que las fuerzas mecanicamente
desconocidas son fuerzas asociadas a vinculos cinemdticos holdnomos y D’Alambertianos.
En este caso, la informacién correspondiente a la descripcién explicita de las fuerzas

de vinculo queda reemplazada por:

e Vinculos cinematicos: que consisten en el conocimiento, a priori, de ciertas carac-
teristicas geométricas o analiticas del movimiento del sistema, es decir, propiedades
de las curvas r;(t) y 7i(t). Ej: ||ri(t)|| = cte para todo t, i.e. la particula i se mueve

restringida a un circulo.

e Hipétesis sobre las fuerzas de vinculo: que consisten en suposiciones cualitativas
sobre la geometria de las fuerzas® FiVi" que implementan las anteriores restricciones

cineméticas. Ej: F)Y™ es central, es decir, paralela al vector r;(t) a todo t.

Entre las varias combinaciones de vinculos cinemédticos y de las correspondientes
hipétesis sobre las fuerzas de vinculo, citaremos la siguiente, que permite describir una
vasta clase de sistemas mecénicos: los vinculos son holdnomos y las fuerzas satisfacen el
usualmente llamado principio de D’Alambert*. Un conjunto de vinculos cinemaéticos se dice
holénomo si éstos consisten en la restriccion de la curva c(t), que describe la dindmica en

R3N, a yacer en una subvariedad diferenciable Q@ — R3V. Es decir, sabemos a priori que
c(t) € Q Vt.

Por otro lado, el principio de D’Alambert dice que las fuerzas de vinculo que hacen
que el sistema se restrinja a ), pensadas como campos en R3 y dispuestas una tras la otra
a fin de formar un vector (FY™(q), FyY'*"(q), Fy**(g),...) de R3N, son ortogonales a los
espacios tangentes T4(Q) — R3N para todo ¢ € Q. En otras palabras, estas fuerzas no hacen
trabajo virtual sobre el sistema. Explicitamente, si (v;) € R3Y es un vector tangente a @ en

un punto g cualquiera

. ZF;Vin(q) cu; = 0.
i

3Estas fuerzas de vinculo pueden ser una combinacién de fuerzas internas y externas al sistema.
4 . . oqs .
Es importante observar que, en otros contextos, el mismo nombre se utiliza para hacer referencia a otro
principio méas general.



Utilizando la propiedad cualitativa anterior, proyectando (ortogonalmente) sobre los tan-

gentes T;)@, de (1.1) se obtiene que
(mii)T9(1) = (F3)"9, (1.2)

en donde (m;#;)T9 y (F;)T9 denotan las proyecciones sobre Te(1)@ de los vectores (myf;) y
(F;) de R3N. Nétese que la proyeccién (Fi)TQ no incluye a las fuerzas de vinculo, con
lo que hemos logrado dejar el problema bien planteado (suponiendo que si contamos con
un modelo mecanico para las restantes fuerzas): dim@ incégnitas dadas por las variables
que quedan libres en (r;(t)) € @ sumadas a las dim@Q ecuaciones (escalares) proyectadas
(1.2). Por otro lado, nétese que para llevar las ecuaciones anteriores a una forma diferencial,
deberemos conmutar el orden de la proyeccién sobre T'Q con el de las derivadas temporales.
Al hacer esto, apareceran términos que tienen en cuenta que el espacio tangente a () cambia,
dentro de R3", a lo largo de c(t). La ecuacién resultante presentard, luego, estos términos
adicionales que vienen del uso de sistemas méviles adaptados a la geometria de @, aunque

todos quedardn expresados en términos de las coordenadas globales del espacio ambiente
R3V.

Observacién 1.1.2. (Espacio de configuraciones restringido) Dado que c(t) yace en Q a
todo t, y teniendo en cuenta que la dimensién de @ puede resultar (mucho) menor que 3N,
es natural intentar plantear el problema sdlo en términos de los grados de libertad del nuevo
espacio de configuraciones restringidas Q. Las ecuaciones proyectadas anteriores representan
un primer paso en esta direccién, sin embargo, todavia no hemos logrado prescindir de
todas las nociones ligadas al antiguo R3V: las expresiones dependen aiin de los sistemas
coordenados heredados de este espacio ambiente. En la seccién 1.2, describiremos una
formulacién geométrica de tales sistemas mecénicos, en la que @ entra en calidad de variedad
diferenciable y que, luego, logra prescindir de los sistemas de coordenadas de un espacio
ambiente con dimensién mayor, alcanzando explicitamente el objetivo de trabajar con menos

grados de libertad.

1.1.2 Otros vinculos considerados en esta tesis

En los capitulos centrales de esta tesis, consideraremos sistemas que, puede pen-
sarse, estan sujetos a vinculos cinemdticos dependientes del tiempo de un tipo particular.

Explicitamente, supondremos que



Algunos de los grados de libertad estdn siendo controlados: la evolucién del
sistema c(t) yace en una variedad @ y, ademds, todo punto de la trayectoria tiene un
entorno coordenado, con coordenadas {b;,gx}, ! =1..Kpy k =1...(dimQ — Kp), en
el que

ct) = {B)(t), g(t)},

siendo b{(¢) funciones dadas y conocidas a priori del tiempo.

La idea que subyace a este tipo de vinculos es la de que K g de los grados de libertad
del sistema, una vez restringido a @, estdn siendo controlados de alguna manera tal que
nos permite conocer el resultado cinemdtico de dicho control. El problema de encontrar la
evolucién completa de este sistema se reduce, entonces, al de encontrar la dindmica de las
restantes variables gi(t).

En el espiritu de la seccién anterior, deseariamos poder plantear completamente el
problema sin necesidad de conocer cuantitativamente la mecénica de las fuerzas de vinculo
(o control) que estén implementando la parte conocida del movimiento. En otras palabras,
deberemos incluir una hipétesis dindmica, andloga a la de D’Alambert, que complete la
anterior informacién cinemética, a fin de trabajar con un problema bien planteado.

En los capitulos siguientes, asumiremos que ¢ tiene una estructura geométrica
particular (la de fibrado G—principal) y que tanto la descomposicién en grados de libertad
controlados y no-controlados, como la geometria de las fuerzas de control, son compatibles
con ella. Esto nos permitira plantear completa y geométricamente el problema de encontrar
los restantes g (t) y, de este modo, el de encontrar la dindmica total del sistema bajo estudio.
Es mds, seremos capaces de caracterizar genéricamente las soluciones de un tal sistema al

deducir férmulas de fases de reconstruccién para los gx(t).

1.2 Mecanica Lagrangiana

Recordemos, en primer lugar, que si @ es una variedad diferencial de dimensién n,
un sistema de coordenadas (¢*) definido en un entorno coordenado U de Q induce una base
en cada espacio tangente T,Q para cada q € U. Esta base estd formada por los vectores 3%;
tangentes a las curvas coordenadas.

Denotamos al fibrado tangente T'Q), que es una variedad diferencial de dimensién

2n y tiene coordenadas (g*, v') sobre entornos coordenados de la forma Ty Q@ := U g€l T,Q,



con U entorno coordenado de @, definidas de la siguiente manera: si (¢*) son las coordenadas
degeUyv= vig%; € T,Q, al elemento (g,v) € TyQ se le asignan las coordenadas (g%, v).

Siguiendo las ideas de la introduccién anterior, en mecénica lagrangiana, @ denota
la variedad cuyos puntos representan las posibles configuraciones de un sistema mecdnico.

Si dimQ@ = n, decimos que el sistema tiene n grados de libertad.

Las leyes de Newton para sistemas con vinculos (holénomos y D’Alambertianos)

resultan equivalentes® a la siguiente formulacidn lagrangiana variacional:

e Sea
L(g,v) : TQ — R,

la funcién lagrangiana o lagrangiano del sistema. Para sistemas simples,
L(q7 'U) = K(q’ 'U) - V(q)

en donde K representa la energia cinética del sistema y V'(q) los potenciales asociados

a las fuerzas conservativas actuantes.

o (Principio variacional) la curva c(t) € @ que describe la dindmica del sistema es un
extremo entre las curvas suaves ¢ : I := [t1,t2] — @, con extremos g1,q2 € Q fijos,

de la siguiente funcional accién
t2
Sg = / L(c)dt
51

es decir, §Sg = 0, para deformaciones c(t,s) suaves que mantienen los extremos

q1,q2 € Q fijos, i.e. 6¢c(t;) =0coni=1,2.

Observacién 1.2.1. (Vinculos no-holdnomos) Es interesante notar que, dado que tomamos
a @ dentro de la categoria de las variedades diferenciables, el considerar vinculos holénmos
no induce a considerar ningin ingrediente nuevo en la formulacién: la formulacién varia-
cional es la misma al restringirnos a una subvariedad diferenciable Q@ ¢ Q®. Sin embargo,
una modificacién ([9]) al principio variacional anterior debe introducirse a fin de poder de-

scribir sistemas sujetos a vinculos no-holdnomos. Vénase, también, los capitulos centrales.

SEs importante aclarar que, de ninguna manera, la mecénica lagrangiana est4 restringida a este tipo de
sistemas. Por el contrario, esta descripcién permite modelar gran cantidad de sistemas mecénicos diversos.
Sin embargo, decidimos restringirnos a éstos en pos de la simplicidad de esta exposicién introductoria.

SEn otras palabras, se podria decir que el conjunto de sistemas lagrangianos es cerrado con respecto a la
operacién de restriccidn inducida por la presencia de vinculos holénomos. Nétese que esto no es cierto para
las formulaciones en las que el espacio de configuraciones es R™.



Puede verse que, en un sistema coordenado local, las ecuaciones diferenciales para
c(t) en @ que se deducen del principio variacional anterior son las Ecuaciones de Euler

Lagrange: en cualquier sistema de coordenadas (g*,v'),

4 9L (1), () = %(c(t),c(t)), i=1,..n. o 13)

dt vt
Una vez fijado el sistema de coordenadas, estas ecuaciones equivalen a las ecuaciones proyec-

tadas (1.2). Sin embargo, al ser geométrica, esta formulacién permite trabajar con los dimQ

grados de libertad de manera covariante con respecto a dichos sistemas coordenados.

1.2.1 Geometria simpléctica

A continuacién, daremos la versién hamiltoniana de las ecuaciones anteriores. El
paso de (1.3) a su andlogo hamiltoniano equivale al procedimiento usual de afiadir n nuevas
variables (los momentos conjugados) a fin de transformar un conjunto de ecuaciones difer-
enciales de segundo orden (con derivadas temporales en las velocidades) en otro de primer
orden. En este caso, es importante el hecho de que el procedimiento resulta compatible con

la geometria global de la formulacién.

Notacién: Si M es una variedad diferencial, denotaremos con X (M) al espacio de campos

vectoriales sobre M.

Recordemos que una forma simpléctica sobre una variedad M es una 2-forma

diferencial w tal que:

e es cerrada
dw =0,

e y no-degenerada

VreM,VweT M, v#0 = JueT,M w(u,v)#0.

Una variedad simpléctica es un par (M,w), con M una variedad diferencial y
w una forma simpléctica sobre M. Es facil ver que la condicién de no-degeneracién de w

implica que dimM es par.



Ejemplo 1.2.2. (El cotangente) Un importante ejemplo de una variedad simpléctica esta
dado por el fibrado cotangente T*Q, de cualquier variedad @, munido de su forma simpléctica
candnica. Recordemos que el fibrado cotangente a @ es el fibrado vectorial cuyas fibras
son T;Q, los espacios duales a T5Q. Si (¢*) son las coordenadas de ¢ € U y o = p;dg* € 7;Q,
con (dg') la base dual de (gaq—;), a (g,a) € T};Q se le asignan coordenadas (¢*, p;). La forma
simpléctica canénica w, sobre T*Q es la 2-forma diferencial que, en cualquier sistema de

coordenadas (g*, p;), se escribe
we(g', pi) == dg* A dp;.

Es facil ver que esta expresién local es invariante ante cambios de coordenadas. Una manera

sencilla de probarlo es escribir
we(g', pi) = —d(pidq’) (1.4)
y mostrar que la expresién p;dg* lo es.

Dado un lagrangiano L : TQ — R, la transformada de Legendre asociada a €l

es la funcién FL : TQ — T*@Q definida como

oL
FL(g,v) = (4, 5.)- (1.5)
La 2—forma
wr, = FL*(wc) (1.6)

es lamada 2-forma lagrangiana asociada a L. De (1.4) y (1.5) se deduce que su expresién

local es
2 2

wi(d'v) = =555 da Adg + sdd Ao, (1.7)

El lagrangiano L se dice regular si la forma wy, es simpléctica en T'Q). La ecuacién

(1.7) muestra que L es regular si y sélo si, V(g.v) € TQ,
%L
det <W> (g,v) #0. (1.8)

Campos vectoriales hamiltonianos y las ecuaciones de Hamilton

Dada la no-degeneracién de w, en una variedad simpléctica (M, w) podemos definir,
para todo z € M, un isomorfismo entre 7, M y T, M asignando a cada vector v € T, M el
covector o, € T; M tal que

ay = w(v,.).



Dada una funcién (el hamiltoniano) H : M — M, dH € T*M Yy entonces,

tenemos definido un campo vectorial hamiltoniano Xg € X(M) asociado a H:
w(Xg,.)=dH.

Por lo tanto, asociada a cualquier funcién H sobre M, tenemos las correspondientes ecua-
ciones de Hamilton: m(t) € M satisface estas ecuaciones (de primer orden sobre M) si

es una curva integral del campo hamiltoniano Xy asociado a H, es decir, si
m(t) = Xg(m(t)) € Tm(t)M.

Por otra parte, recordemos que la funcién energia Ey : TQ — R asociada al

lagrangiano L se define como
EL(an) = FL(Q?U)(U) - L(q7U) (19)

Para sistemas simples, Er, coincide con la energia mecdnica del sistema K(q,v)+ V(q). La
siguiente proposicién establece la versién hamiltoniana de las ecuaciones de Euler-Lagrange

sobre la variedad simpléctica (M = TQ,wp):

Proposicién 1.2.3. Sea L un lagrangiano regular. La trayectoria c(t) en Q satisface las
ecuaciones de Euler-Lagrange si y sélo si m(t) = (c(t),¢é(t)) satisface las ecuaciones de
hamilton en (M = TQ,wr) correspondientes a la funcién energia Eyr, es decir, sii es una

curva integral del campo vectorial X1 € X(T'Q) definido por
wr(X1,.) = dEL. (1.10)

Para cualquier lagragiano regular, el campo vectorial X, que satisface (1.10) es de
la forma X1 (q,v) = (v, Z(q,v)) y representa una ecuacion de segundo orden para q(t) € Q
(ver [1]).

1.3 (G —simetrias

Dentro de las formulaciones geométrico-diferenciales de la mecénica, el concepto
de simetria viene ligado al de grupo de Lie y al de accidon de estos grupos sobre una variedad
simpléctica.

Recordemos que un grupo de Lie G, de dimensién n, es una variedad diferenciable
de dimensién n munida de una estructura de grupo, tal que las operaciones de composicién

e inversién son diferenciables.
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1.3.1 Acciones de grupos de Lie

Una accién a izquierda (a derecha) de un grupo de Lie G sobre una variedad

diferencial Q es una aplicacién diferenciable ¢ : G x Q@ — @ tal que

1. Vg€Q, é#eq) = q para e el neutro del grupo G.
2.Vg, he GyVqgeQ, ¢(g,6(h,q)) = ¢(gh,q) (= ¢(hg,q))

Cuando no se aclare si la accidn es a izquierda o a derecha, supondremos que es
a izquierda. En el Gltimo capitulo sobre las fases de Berry cuéanticas, trabajaremos con
acciones a derecha.

Una accién ¢ es libre si

1 Q—Q
q+~ 9(9,9)

no tiene puntos fijos. Es decir, si ¢,(g) = ¢ entonces g = e. La accién es propia si

4 :GxQ — QxQ dada por §(9.9) = (g,4,(g)) es propia, es decir, ¥ K C Q x Q
. ~-1 .y . .

compacto se tiene ¢ (K es compacto. Cuando una accién es libre y propia, se sabe que

el espacio cociente @/G tiene estructura de variedad diferenciable y que 7g : @ — Q/G es

una submersién. Es decir, que 7g : @ — @Q/G define un fibrado G—principal.

Consideremos la accién ¢ : G x Q — Q. Para cualquier elemento £ en el Algebra
de Lie g del grupo G, el generador infinitesimal en ¢ € @ se denota {;(q) y se define

como

d
= — t€,
Eale) = d(exp i€, q) .

donde exp es la aplicacién exponencial, exp: g — G.

Ejemplo 1.3.1. (Acciones adjunta y coadjunta) La accién adjunta Ad : G x g — g es
definida como la derivada en el neutro e, Adg(n) = Te(cy)(n) de la accién de G sobre si
mismo por conjugacién c,(h) = ghg™!. Fijando h € G, consideramos la aplicacién lineal
transpuesta (Ady)" : g* O y se define la accién coadjunta (a izquierda) Ad* de G sobre
g* como Ady = (Adg—l)t.



11

Para £ € g, el generador infinitesimal asociado a la accién adjunta da lugar, por
definicién, a la accién (de dlgebras de Lie, a izquierda) adjunta ad de g sobre si
£(0) = GAde ()| =i oden =6
donde [,] es el corchete en el dlgebra g. Anslogamente, la accién (de dlg. de Lie, a izquierda)
coadjunta ad* de g sobre g* es

a,dg = — (adg)t .

Ejemplo 1.3.2. (Accidn levantada al tangente) Supongamos que tenemos la accién ¢ del
grupo de Lie G sobre la variedad Q. Para cada g € G tenemos definida ¢, : @ — Q.
Entonces, se induce una accién T'¢, sobre el espacio tangente T'Q) de la siguiente manera,
T, : TQ — TQ tal que '

T, (v) = doy ()

donde v € T,Q y d es el diferencial exterior. Andlogamente, se puede levantar la accién al

cotangente T*Q).

1.3.2 La aplicacién momento

Es bien sabida la relacién que existe entre la simetria de un sistema y las cantidades
conservadas asociadas a éste. En el contexto hamiltoniano (simpléctico) esta relacién se vé
plasmada en la existencia de la aplicacion momento.

Si un grupo de Lie G actida sobre una variedad simpléctica (M, w), se dice que esta
accién es simpléctica si

b5 (Wogq)) =wg V9 € G, €Q

es decir, si la accién del grupo deja invariante a la forma simpléctica.
Una funcién J¢ : M — R es una funcién momento asociada a £ € g, si para

todo m € M y para todo u € T,, M se verifica
wm(ég(m), um) = dJe(m) - (um), (1.11)

es decir, J¢ es la funcidn hamiltoniana que da origen al campo generador infinitesimal {g.
Tomando en cuenta la linealidad de la apliacion { — J¢, podemos definir J :
M — g* tal que J(m)(§) = Je(m). Una tal J : M — g* recive el nombre de aplicacién

momento.



12

Una G—accién sobre una variedad simpléctica (M,w) se dice una G—simetria
(o bien, que la G—accién es hamiltoniana) cuando G actiia simplécticamente sobre M y

existe la aplicacién momento J : Q — g* asociada.

Proposicién 1.3.3. (Teorema de Noether) Si (M,w) tiene una G—simetria y H : M —
M es una funcidn (hamiltoniano) G—invariante, entonces J se conserva sobre las curvas

integrales c(t) del campo vectorial hamiltoniano Xy sobre M asociado a H :
d
- t)) =0.
57 () =0

En el caso de un sistema lagrangiano simple con simetria ([1]), el espacio de fases
es la variedad simpléctica (T'Q,wr) sobre la que G actia mediante la accién levantada al
tangente T'¢,, descripta en la seccién anterior. En este caso, wy = —dfp = —d(FL*6.)

siendo 6, = p;dg* la 1—forma candnica sobre T*Q. Es facil ver que

Je(q) :=0L(€0(q))
es la aplicacién momento asociada a esta G—simetria.

Ejemplo 1.3.4. ( Momento angular de un sistema de particulas) Dentro del caso anterior,
cuando Q@ = R3" como en la introduccién y considerando la accién de G = SO(3), el grupo
de matrices de rotaciones en R3, que consiste en rotar todas las posiciones de las particulas

(;) de igual manera, es facil ver que la aplicacién momento asociada sobre (T'Q,wr) es

T((re), (7)) = D mari x #
en donde se ha hecho uso del isomorfismo ([16]) g = 50(3) & (R2, x). En otras palabras,

la aplicacién momento que corresponde a la simetria de rotacién global para un sistema de

particulas est4 dada por el momento angular total ([11]) de dicho sistema.

1.4 Fases Geométricas

We believe that the concept of a geometric phase, repeating the history of the group
concept, will eventually find so many realizations and applications in physics that it will
repay study for its own sake, and become a part of the ’lingua franca’.

Shapere y Wilczek (1989).
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A partir del descubrimiento teérico de Sir M. Berry, publicado en [4], el concepto
de fase geométrica fue utilizado en numerosas 4reas de la fisica, tanto cudntica como clésica.
Inicialmente, Berry contemplé el caso en el que un sistema cuantico depende” de pardmetros
externos que varian adiabdticamente con el tiempo y que, al transcurrir un tiempo 7,
retornan a su configuracién inicial. Suponiendo que el estado inicial del sistema era un
autoestado de una dada autoenergia a tiempo t = 0, y que los niveles de energia de este
sistema cuéntico se mantienen no-degenerados durante la evolucién paramétrica, entonces
el estado a tiempo T coincide con el inicial a menos de un factor de fase e?. Berry demostré
que este angulo o fase 6 se puede escribir como suma de dos, uno de naturaleza dindmica
involucrando la integral de la energia correspondiente, y otro que depende de la geometria
de la curva que describen los pardmetros ol variar y no de la velocidad con la que ésta
es recorrida. Como discutiremos en el capitulo 4, esta segunda contribucién, llamada fase
de Berry, puede ser descripta como una holonomia en un fibrado U(1)—principal sobre el
espacio de parametros.

Las fases de Berry cudnticas han sido detectadas experimentalmente y hacen su
aparicién en diversos sistemas fisicos ([25]). Su naturaleza geométrica las convierte en obje-
tos singularmente interesantes para el estudio tedrico y para la descripcién de los fendmenos
naturales asociados. Siguiendo los resultados de Berry, Hannay encontré un efecto anélogo
pero en el contexto de sistemas mecénico-clésicos integrables. De hecho, el rol de las fases
geométricas en sistemas mecénicos (cldsicos) ha sido extensamente investigado, llevando a
que: ”Muchos problemas familiares que no son usualmente asociados a las fases geométricas
admiten una descripcién en términos de éstas. Por lo general, el resultado es un claro en-
tendimiento de la estructura del problema y una expresién elegante de su solucién” ({15, 25]).
Por otro lado, la naturaleza geométrica de las fases asociadas a sistemas mecénicos las
vuelve, también, un instrumento interesante dentro de la teoria de control (véase, por ejem-
plo, [20]).

Observacién 1.4.1. (Esencia del concepto de fases geométricas) De la situacién estu-
diada inicialmente por Berry, se abstrajo el siguiente esquema definiendo la idea de fase
geométrica: de un cierto conjunto de magnitudes sujeto a una ley de evolucién dada, un
subconjunto varia de manera conocida describiendo una curva en un dado espacio de val-

ores posibles que, eventualmente, se cierra retornando a una dada configuracién inicial;

"Es decir, interactiia con otro sistema externo cuya evolucién es conocida o controlada.
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el conjunto restante de variables, usualmente identificado con las de un grupo, evoluciona
inducido por el movimiento de las primeras a fin de cumplir con la ley de evolucién total;
cuando las variables conocidas retornan a su configuracién inicial, las restantes también lo
hacen pero a menos de un factor de fase, es decir, a menos de la accién de un elemento Ag
del grupo; éste, a su vez, puede descomponerse en dos factores Ag = Agp - Ags de manera
tal que el valor de la fase geométrica Agg depende sélamente de la geometria de la curva
que siguen las variables conocidas y no de la velocidad con que ésta es recorrida.

Esta fase puede pensarse como una memoria que €l sistema guarda de la evolucién cerrada

que efecian las variables conocidas.

En general, el marco geométrico para los sistemas fisicos que presentan fases
geométricas estd dado por un G—fibrado principal P 5 P/G en el que las variables cono-
cidas estdn asociadas a una curva cerrada ¢(t) en la base P/G, ¢(0) = &(T'), y el conjunto
total de magnitudes involucradas a una curva c(t) en P que se proyecta sobre &(t), ie.,
7(c(t)) = ¢(t). En estas condiciones, siendo la curva en la base cerrada, existe un tnico
elemento Ag del grupo G tal que ¢(T) = Ag - ¢(0). Finalmente, dada una conerién prin-
cipal en P 5 P/G, se puede descomponer esta fase total Ag en un producto Agp - Agg,
en donde la fase geométrica Agg se define como la holonomia asociada a dicha conexién y
correspondiente a la curva base, mientras que la fase dindmica Agp queda, entonces, fijada
por la ley de evolucién total para c(t) € P. Nos referiremos a la resultante factorizacién de
la fase total como a una férmula de fases para el correspondiente sistema mecanico.

Ejemplos de este tipo de investigaciones en mecdnica cldsica son el trabajo de
Shapere y Wilczek sobre auto-propulsién en medios con nimero de Reynolds bajo [24]
y la férmula de fases para el cuerpo rigido de Montgomery [19] (véase el ejemplo 1.4.3
més abajo). Ambas pueden ser vistas como aplicaciones particulares del concepto de fases
de reconstruccion introducido por Marsden, Montgomery y Ratiu en [15]. Es importante
destacar que, en este contexto, a diferencia del caso cudntico, la hipdtesis de adiabaticidad
no siempre es necesaria. En los capitulos 2 y 3, nos dedicaremos al estudio de sistemas

mecdnicos que presentan dichas fases de reconstruccién.

Observacién 1.4.2. (Contenido fisico de las fases dindmicas) A pesar de que, una vez

identificado el esquema geométrico mencionado més arriba, siempre se puede introducir
.z . . 7|’

una conexién principal en P — P/G a fin de descomponer la fase total Ag en un factor

geométrico y otro dindmico, la correspondiente férmula de fases no siempre resulta intere-
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sante o util al estudio del sistema fisico subyacente. Lo que vuelve relevante a una férmula
de fases no es sélo el hecho de que la fase geométrica no dependa de la velocidad con que
la curva paramétrica sea recorrida sino, también, que la conexién encontrada sea tal que
la fase dindmica correspondiente admita una expresién simple y cerrada en términos de
(algunas de) las magnitudes fisicas asociadas al sistema, tales como la energfa y/o tiempos

caracteristicos. El ejemplo siguiente 1.4.3 ilustra claramente esta observacion.

En los sistemas mecdnicos que consideraremos en los capitulos 2 y 3, las férmulas
de fases de reconstruccién resultan relevantes al estudio de la dindmica de dichos sistemas
al establecer relaciones analiticas entre la configuracién total (la fase total) de éstos a
ciertos tiempos dindmicamente definidos y la geometria de curvas soluciones intermedias y
més simples (la fase geométrica) y la integral temporal de la energia cinética y/o de otras

magnitudes cineméticas del sistema (la fase dindmica).

Ejemplo 1.4.3. (Fase del cuerpo rigido [19]) Como es sabido ([11, 1, 3]), un cuerpo rigido
libre rota alrededor de su centro de masa de manera que su momento angular (espacial) J €
R3 se mantiene constante. Si R(t) es la rotacién que lleva al cuerpo desde su configuracién
inicial a la correspondiente al tiempo t, definiendo el momento angular relativo al cuerpo
como II(t) = R71(t)J, entonces la conservaciéon del momento espacial se traduce en las
ecuaciones de Euler para II(t). Las correspondientes soluciones son, tipicamente, periédicas
y describen curvas cerradas en una esfera en R3. Una vez conocida esta solucién II(t) para
el momento angular referido al cuerpo, la rotacién R(t) que describe la evolucién espacial
del cuerpo puede ser reconstruida ([15]) a partir de ésta. Los detalles de este proceso
de reconstruccién pueden encontrarse en el capitulo 2. A continuacién, identificamos los
elementos inherentes a la presencia de fases geométricas mencionados més arriba dentro de
este ejemplo en particular.

Cuando la curva II(t) completa un periodo (la curva base cerrada y conocida),
transcurrido un tiempo T, la definicién misma de II en términos del momento conservado
nos dice que la posicién del cuerpo rigido (el total de las variables del sistema) debe ser la
inicial a menos de una rotacion alrededor de la direccién del momento constante (la fase
total Ag € G = U(1)). En [19], Montgomery deriva la siguiente fdrmula de fases para el
angulo € de dicha rotacién o fase del cuerpo rigido

2ET

§=-0+ =,
11l
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en donde €2 representa el angulo sélido (orientado) barrido por la solucién cerrada II(t) en
la esfera y E es la energfa cinética (conservada) del sistema. El primer término representa
la fase geométrica dado que, claramente, depende de la geometria de la curva II(t) en la
esfera y no de cémo ésta es recorrida. No es dificil ver ([15], véase también el capitulo 2)
que esta fase puede obtenerse como una holonomia en un U(1)— fibrado sobre la esfera
con respecto a una conexién principal tal que la correspondiente fase dindmica queda dada
por el segundo término de la férmula anterior. Esta bella férmula relaciona la posicién del
cuerpo rigido a tiempo T con la energia cinética del sistema y con la geometria de la curva
que describe el momento angular al ser visto desde un sistema que rota junto con el cuerpo.
Generalizamos esta férmula al caso de cuerpos que se auto-deforman y al de otros sistemas

mas generales en los capitulos siguientes.
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Capitulo 2

Fases en el movimiento de cuerpos

deformables

En este capitulo describimos la presencia de fases en el movimiento de cuerpos
deformables y damos férmulas de reconstruccién para ellas. Los contenidos que siguen

estan basados en el los del articulo [6].

2.1 Introduccién

2.1.1 Consideraciones preeliminares

El problema que estudiaremos consiste en describir el movimiento de un cuerpo en
rotacién, mientras la forma de dicho cuerpo estd cambiando (controladamente) de manera
conocida con el tiempo. Un caso particular de este tipo de cuerpos es aquel en el cual la
forma es constante en el tiempo, i.e. el de los cuerpos rigidos.

Como mencionamos en el capitulo anterior, un cuerpo rigido libre rota alrededor
de su centro de masa de manera relativamente compleja, dependiendo de cémo es que
su masa estd distribuida en el espacio. Esta distribucién de masa estd representada por
el correspondiente tensor de inercia mientras que el movimiento del cuerpo es tal que el
momento angular (espacial), con respecto al centro de masa, es una cantidad conservada.

Analiticamente, la orientacién de un cuerpo rigido con respecto a un sistema de
referencia inercial puede ser obtenida de la siguiente manera: resolviendo las ecuaciones de

Euler para el momento angular (referido al cuerpo); y, finalmente, reconstruyendo la curva
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buscada en el espacio de las rotaciones a partir de la ya obtenida en el espacio de momentos.
Cuando la curva correspondiente al momento completa un periodo, la orientacién espacial
del cuerpo coincide con la incial a menos de una rotacién, en un cierto dngulo, alrededor de
la direccién del momento angular espacial que es constante (recuérdese el ejemplo 1.4.3).
Partiendo de un bello resultado de R. Montgomery ([19]), es posible saber que dicho dngulo,
usualmente llamado fase del cuerpo rigido, puede ser expresado en términos de la férmula
de reconstruccion (ver [15]) dada en el ejemplo 1.4.3 , la cual involucra una contribucién
geométrica (una holonomia) y una contribucién dindmica (los valores de energia y periodo
asociados).

Ahora, cuando un cuerpo en rotacién es libre de coaccidn externa, pero no rigido
debido a que su forma varfa (internamente) con el tiempo de manera prefijada, la corre-
spondiente distribucién espacial de masa también cambia con el tiempo. ;Cémo se mueve
dicho cuerpo? O, dado que conocemos cémo es que la forma varia: ;Cudl es la rotacién,
alrededor del centro de masa, que es inducida por la distribucién de masa variable?

Para cuerpos auto-deformantes que rotan con momento angular nulo, esta pregunta
fue respondida por Shapere y Wilczek en [24]. En tal caso, la reorientacién inducida es
de naturaleza puramente geométrica, dado que puede ser descripta mediante una curva
horizontal, con respecto a la conezion mecdnica, en un fibrado SO(3)-principal cuya base
es el espacio de las formas (ver [24], [20] y las referencias que allf se encuentran).

Otro problema relacionado con el que estudiaremos es el que consiste en encontrar
la. secuencia dptima de deformaciones tales que induzcan una reorientacién dada del cuerpo.
Este es un problema de control dptimo que generaliza el conocido problema del gato en caida
libre (ver [20]).

El problema que estudiaremos a continuacién, es, en un cierto sentido, ortogonal al
problema de control recién mencionado: suponemos conocer la secuencia de deformaciones

vy queremos obtener la reorientacién que ésta induce.

2.1.2 Resultados principales

En lo que resta del capitulo, nos concentraremos en estudiar los casos que no fueron
cubiertos por [24], i.e. los casos en los que un cuerpo gque se auto-deforma, a su vez, rota
con un momento angular (conservado) distinto de cero.

Nuestro resultado principal consiste en obtener una expresién para el angulo o fase
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que determina, en dados instantes especificos, la orientacion espacial exacta de este cuerpo
que se auto-deforma y que rota con momento angular no-nulo. Esta expresién generaliza la
mencionada férmula de R. Montgomery [19].

En lo que sigue, tendremos siempre en mente el ejemplo en el que alguien reacomoda
los muebles dentro de una nave espaciall o, equivalentemente, el de un satélite en drbita
que despliega una de sus antenas.

Obsérvese que, en los ejemplos mencionados, el cuerpo bajo estudio es afectado
por fuerzas externas (v.g. la de gravedad). Sin embargo, nétese también que, para cuerpos -
pequerios como lo son los satélites puestos en érbita, el momento angular con respecto al
centro de masa se mantiene aproximadamente constante. Dentro de esta aproximacién, el
movimiento total del cuerpo puede ser descripto por dos sistemas desacoplados de ecua-
ciones: el que corresponde al movimiento del centro de masa (un tipico problema de fuerzas
centrales) y el que detallaremos a continuacién, correspondiente a la rotacién del cuerpo
alrededor de su centro de masa (un problema de cuerpos auto-deformantes).

Como veremos en las secciones siguientes, el movimiento de rotacién de un cuerpo
auto-deformante consta de dos contribuciones: la que es inducida por la deformacién (de
naturaleza geométrica [24]) y la que deviene de poseer un momento angular distinto de cero
(de naturaleza dindmica, como lo es para un cuerpo rigido).

En la seccién 2.2.2, definiremos qué clase de cuerpos deformables estudiaremos.
Esta es la que llamaremos de cuerpos auto-deformantes. Dichos cuerpos son definidos por
medio de un vinculo puramente cinemaético y mediante una hipdtesis dindmica. En la seccién
2.2.3, derivaremos las ecuaciones (de segundo orden, no auténomas) de movimiento para la
rotacién desconocida alrededor del centro de masa. Estas corresponden a la conservacion
del momento angular medido desde un sistema de referencia con origen en el centro de masa
y con ejes paralelos, a todo tiempo, a los de un sistema inercial. Nos referiremos a éste
como al momento angular espacial.

También en 2.2.3, observaremos que, como en el problema del cuerpo rigido, la
rotacién buscada puede ser reconstruida a partir de la curva solucién a las ecuaciones
(de primer orden, no auténomas) para el momento angular referido al cuerpo. Este dltimo
representa al momento angular espacial visto desde un sistema de referencia que estd rotando

junto con el cuerpo (ver [24]). En este punto, podemos volver a enunciar nuestro resultado

!Este ejemplo fue sugerido como modelo de sistemas a estudiar por el profesor T. Ratiu durante el 20.
encuentro de geometria diferencial, realizado en La Falda en el 2005.
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principal: cuando, transcurrido un tiempo AT, la solucién correspondiente al momento
angular referido al cuerpo retorna a su valor inicial, la rotacién reconstruida retorna, a
su vez, a su valor inicial a menos de una rotacién alrededor de la direccién del momento
angular espacial (que es constante); més atn, en la seccién 2.3, mostraremos que el dngulo
de dicha rotacién, o fase del cuerpo auto-deformante, puede expresarse (mod. 27) a través
de la férmula, de recostruccién (2.13), que involucra un término geométrico y otro dindmico.
Este resultado puede ser visto como una generalizacién directa, al caso de cuerpos auto-
deformantes, de la férmula de Montgomery para cuerpos rigidos.

Dicha férmula relaciona la orientacién del cuerpo bajo estudio con la integral de su
energia cinética sobre AT y con la geometria de la curva solucién en el espacio de momentos
angulares referidos al cuerpo. El caso analizado en [24], en en el que el momento angular
es cero, la fase mencionada en el parrafo anterior es trivial, en acuerdo con la naturaleza
netamente geométrica del movimiento.

Andlogamente al caso de un cuerpo rigido, nuestra féormula puede ser aplicada
cuando se tiene a mano una descricién geométrica de la correspondiente curva solucién en el
espacio de momentos angulares referidos al cuerpo. Por otro lado, la dependencia temporal
explicita de las ecuaciones subyacentes implica que, en general, la energia del sistema no es
conservada durante el movimiento de un tal cuerpo. A si mismo, dado que las ecuaciones
para el momento angular referido al cuerpo son no-lineales y presentan coeficientes con una
dependencia temporal genérica, sus soluciones son dificiles de describir en el caso general.

En vista de las tltimas observaciones, en la seccién 2.4, completamos el estudio del
movimiento de cuerpos auto-deformantes analizando tipos particulares de deformaciones.
En cada caso, somos capaces de derivar resultados analiticos sobre el movimiento de los
correspondientes cuerpos deformables: realizamos estimaciones simples sobre la geometria
de la curva solucién en el espacio de momentos angulares referidos al cuerpo para luego

aplicar nuestra férmula de Montgomery generalizada.

2.2 El planteo fisico

2.2.1 Cuerpos deformables

En esta seccién, recordamos el formalismo usado en [20] (ver también [24], [23])

para describir cuerpos deformables.
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Llamemos Q al espacio de configuraciones, vistas desde un sistema de referencia
con origen en el centro de masa, de un sistema de N —particulas o de un cuerpo extendido.
En consecuencia, o bien Q = R3V=3 o bien Q es una subvariedad dentro del conjunto
de embeddings q : B ¢ R® — R3 cuyo centro de masa Mrcy = fB dm(z) q(z) = 0
se encuentra en el origen coordenado. En la expresién anterior, B denota una forma de
referencia para el cuerpo extendido, dm(z), = € B la correspondiente densidad de masa y
M = [pdm(z) la masa total. En ambos casos, la accién usual de SO(3) sobre R3 da origen

a una accién natural de SO(3) sobre Q. Dicha accién resulta ser libre sobre
Qo =Q — Qip,

siendo Q1p el conjunto de puntos de @ que representan configuraciones en las cuales todas
las particulas del sistema, o bien, todo el cuerpo extendido, estdn contenidos en una recta.

Por ende,
Qo = Qo/SO(3)

define un fibrado SO(3)—principal cuya base B = Qo/SO(3) es llamada, usualmente, espa-
cio de formas.

En ambos casos, el de un sistema de particulas y el de un cuerpo extendido,
la variedad Qo (asi como Q) posee una estructura Riemanniana que es inducida por el
producto escalar usual en R3. Entonces, existe una conerion principal natural en el fibrado
Qo = Qo/SO(3), que queda definida al elegir, como subespacios horizontales del tangente,
los complementos ortogonales de los subespacios verticales con respecto a esta métrica.

Usualmente, dicha conexién en Qy = Qg/SO(3) es llamada conerién mecdnica.

Notacién: De aqui en maés,
e S denotard un sistema de referencia inercial dado,

e CM(t) denotrard un sistema de referencia con origen en el centro de masa rgp(t)

del cuerpo a cada t y con ejes constantemente paralelos a los de S,

e mediante CM (t) denotaremos cualquier sistema de referencia con origen en el
centro de masa y cuyos ejes estén (posiblemente) rotando con respecto a los de
CM(t).

Observacidén 2.2.1. (Sistemas de referencia) Podemos pensar que un punto gg € Qo sobre

la forma (abstracta) 7(go) = by € Qo/SO(3) representa la configuracién de un cuerpo con
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forma by visto desde un sistema de referencia CM. Otro punto go tal que 7(go) = 7(qo)
representa, entonces, la configuracién de un cuerpo con la misma forma bg y también vista
desde CM, pero, ahora, rotada con respecto a la representada por go. Por otro lado,
podemos interpretar también a o como una descripcién del mismo cuerpo pero vista desde
un sistema de referencia rotado CM. Esta iltima interpretacién de los distintos puntos de
una fibra 7r‘1(b0) es la que mantendremos en mente en lo que resta del capitulo. El lector

interesado puede referirse a [24], en donde se discute el tema.

2.2.2 Hipétesis del cuerpo auto-deformante

Llamemos 7;,(t) a la posicién, a tiempo ¢, de la particula i—ésima con respecto a
un sistema de referencia {posiblemente) movil S (t). Entonces, para cada tiempo t, existe
una rotacién global R(t) € SO(3) y una traslacién T(t) € R? tales que la posicién de cada

particula con respecto a un sistema de referencia inercial S puede escribirse como
ri = R(t)7(t) + T(t). (2.1)

Definimos a un cuerpo auto-deformante como un sistema de particulas o un cuerpo

extendido que satisface:

i) Cinemaética: existe un sistema de referencia S(t), no necesariamente inercial, desde
el cual se conocen los movimientos 7;,(t). Equivalentemente, se conoce una curva de
referencia do(t) en Qo que representa a la deformacién vista desde S(t). En conse-

cuencia, también contamos con la correspondiente curva en el espacio de las formas
&(t) = 7(do(2))-

ii) Dindmica (fuerzas): Las fuerzas de vinculo, que actdan sobre las particulas del
cuerpo haciendo que éste se deforme en la manera dada por {7 (t)}, son fuerzas
internas que satisfacen el principio de accion-reaccion fuerte. Esto significa que todas
las fuerzas Fg"t que actian sobre la particula i son causadas por las otras particulas

js, que Fi’;’“t = —F!" y que el vector F{J* es paralelo al ryj = r; — 7.

La condicién (¢) puede ser vista como un conjunto de vinculos cinemdticos depen-
dientes del tiempo que generalizan los usuales de rigidez: desde S(t) sabemos cémo es que

el cuerpo se estd deformando (ver también [24]).



23

Ejemplo 2.2.2. (de la nave espacial) Para el cuerpo deformable dado por una nave espacial,
el sistema de referencia S(t) puede consistir en un sistema de ejes fijos a alguna parte de la

nave o bien el que provee un astronauta que se encuentra dentro de la nave.

Observacién 2.2.3. (Fuerzas mecdnicas) Aunque algunas fuerzas de la naturaleza no
satisfacen el principio de accién-reaccién fuerte (v.g. las fuerzas electromagnéticas), la

mayoria de las fuerzas mecéanicas si lo hacen.

Observacién 2.2.4. (Referencia en el CM ) Siempre podemos tomar el S(t) = cM (t)
(recordar nuestra notacién 2.2.1) con origen en el centro de masa a todo tiempo. Conse-
cuentemente, éste es el caso que consideraremos en lo que resta del capitulo. Ver también

la discusién que cierra esta seccidn.

Observacién 2.2.5. (Energia no conservada) El tipo de vinculos dependientes del tiempo
que consideramos llevan a que, en general, la energia cinética no se conserve, ya que la
deformacién estd implementada por fuerzas de vinculo que dependen de t y que pueden

hacer trabajo sobre el sistema.

El problema del cuerpo auto-deformante consiste en encontrar la curva R(t) en

SO(3) para la cual la configuracién

|c(t) = R(t) - do(t) | (2.2)

en Q satisface que el correspondiente momento angular espacial con respecto a CM(t) es
conservado. Este puede ser, también, visto como un problema de reconstruccién ([15]) para
la rotacién R(t) a partir del dato &(t).

Cerramos esta seccién con algunas observaciones sobre el significado y la medicién
de do(t). En primer lugar, quisieramos resaltar el hecho de que la curva dp(t) es un dato
inicial fisicamente natural al problema. Para ilustrar este hecho, supongamos que queremos
describir el movimiento de una nave espacial (o de un satélite) cuando algﬁien estd reor-
denando los muebles desde dentro de la misma (o cuando el satélite estd desplegando una
antena). Previo al despegue, en el laboratorio, un ingeniero puede fijar el satélite al piso y
ensayar la misma deformacién que tendra lugar en el espacio. El cuerpo, en esta situacién,
no rota por estar fijo al suelo, pero la posicién de cada una de sus partes puede ser medida
como funcién del tiempo t desde un sistema de referencia de laboratorio. Luego, la posicién
del centro de masa puede ser establecidad para todo t y, con ella, la posicién de cada parte

del cuerpo con respecto a un sistema CM (t) que, a cada t, estd fijo al centro de masa.
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Este procedimiento nos provee de una curva do(t) como la deseada: cuando el
satélite estd en orbita, ocurre la misma deformacién, con lo cual, do(t) y la curva fisica c(t)
se proyectan sobre la misma curva en el espacio de formas. Obsérvese que, dado que el
cuerpo en el espacio puede rotar libremente alrededor de su centro de masa, la posicién con
respecto a CM (t), representada por c(t), diferird, en general y para cada t, en una rotacién
de la que representa dy(t). Dicha rotacién es, precisamente, la solucién R(t) al problema del

cuerpo auto-deformante.

Ejemplo 2.2.6. (Cuerpo Rigido) El cuerpo rigido es un caso particular de cuerpo auto-
deformante: el caso en que 7;,(t) son constantes en el tiempo. Més generalmente, en el
caso rigido, do(t) estd contenido, a todo t, en la fibra que se encuentra sobre el punto que

representa la forma constante del cuerpo rgido.

2.2.3 Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones que caracterizan a R(t), de acuerdo a nuestra definicién del cuerpo
auto-deformante, pueden ser derivadas de la conservacion del momento angular espacial
relativo a CM(t)

Lo = 0.

Esto significa que la rotacién debe ser tal que, desde el sistema CM(t), dicha cantidad
permanezca constante ain cuando las partes del cuerpo, internamente, estén en movimiento.

Recordemos las siguientes (y bien conocidas) cantidades: para cualquier R(t) €
50(3) y d(t) = {r:i(t)} € Qo,

R(t)

R®) ~ R-1R est4 definida por wg

¢ Velocidad angular referida al cuerpo: wpg XV =
R™1Rv para todo v € R®. Denotaremos, ademés, ¥ : (so0(3),[,]) — (R3, x) al

isomorfismo usual de algebras de Lie (ver por ej. [16]);

e Tensor de inercia (locked): I : Qp — 52’53 := {matrices reales, simétricas y definidas

positivas de 3 x 3}, v+ I({rih)w = 3} mi(v x ) - (w x 13);

e Momento angular (con respecto a un sistema del tipo CM t)): L : TQy — R3,

L({ri,7:}) = >_m; m; X 74, cumpliendo
i

L(&(R(t)d(t))) = R(t) I(d(t))wh® + R(t) L(Z(d(t))) | (2.3)
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Esta funcién representa la aplicacién momento (o momentum map) correspondiente
a la simetrfa SO(3) en T'Qo (los detalles se encuentran en [15], [20]).

e Energia cinética: T : TQo — R, T({r:;,7:}) = 3.m; #2, para la cual
i

T (%(R(t)d(t))) = %wﬁ(t) 1(d(t))w R + L(%(d(t))) WP 4 T(%(d(t))). (2.4)

Utilizando estas definiciones, para la curva fisica c(t) en Qg, la siguiente cantidad

es la que debe conservarse:
Low = L(eelt) = LOS(ROAH)) = R(D) Hdo(®)wE + R() L35 (do(t)).

Aqui I(dg(t)) se interpreta como el tensor de inercia medido desde el sistema de referencia

5(t) = 6"1\71(15) y llamaremos a
Lo(t) = L(%(do(t))) = S miul®) % 0

momento angular interno (o aparente [24]), dado que es el que se " veria” desde el sistema
(no inercial) é’?\?’(t)

Las ecuaciones de movimiento (de segundo orden y no-auténomas) para R(t) son

4 LR@®d(D) = 0 (23)

I(do(®)ws x w5 + Lolt) 0B — “H(I{do(t))) w5 — 2 Lo(t)

I{dy(t))wn
cuando las expresamos en términos de la velocidad angular referida al cuerpo wp.
Las ecuaciones de reconstruccion para R(t), en base a una solucién wg de las

anteriores, son
R=Rig (2.6)
donde &g = ¥~} (wp). El valor inicial R(t;) debe ser tal que R(t1)do(t1) = c(t1) coincida

con la configuracién inicial del cuerpo bajo estudio.

Ejemplo 2.2.7. (Cuerpo Rigido) Para un cuerpo rigido, recordemos que dy(t) debe estar
contenido. enteramente en la fibra que estd sobre un punto dado del espacio de formas.

Podemos, entonces, elegir que dy(t) (equiv. 7i,(¢)) sea constantemente un punto en dicha
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fibra. En este caso, I(dp(t)) = I es constante y L, = 0, con lo que recuperamos las conocidas
ecuaciones de Euler:

L]
IUJB = IwB X Wp
como era esperable.

Siguiendo con la analogia al caso del cuerpo rigido, dado que L(%c(t)) € R3 es

constante durante la evolucién del sistema, si definimos la cantidad

TI(t) = I(do(t))wr® + L(%do), (2.7)

obtenemos, entonces, que L(%c(t)) = R(t)II(t) y que, por lo tanto, la R®—norma HL(ad—tc(t)) | =

|ITI(t)|| es constante V¢. La cantidad II(t) representa el momento angular (fisico) visto desde

el sistema de referencia S(t) = CM (t) y lo llamaremos momento angular referido al cuerpo.

Observacién 2.2.8. (Recuperando la velocidad angular) Dado que I(dp(t)) es invertible

para todo t, podemos recuperar la velocidad angular wg(t) partiendo de II(t) € R3 a cada t:

_ d
Wi = 17 (do(8)) (O(t) — L5do)), V. (2.8)
La ecuacién (de primer orden, no-auténoma) que le corresponde satisfacer a II(t) €
R3 es
IT =TI x (17" (do(#))(IL — L(4do(t)))) (2.9)
I(t1) = R~} (t1)Lom
cuyas soluciones yacen completamente en la esfera S|2IH|1 CR3de mdio”L(%c(t))H = || TI(®)]\-

Utilizando (2.8), las ecuaciones de reconstruccién para R(t) pueden expresarse en
términos de TI(t)
. P d
R =R U I7(do(t))(T(t) — L(;do)))- (2.10)

Si tomamos R(t1) = id por simplicidad, la solucién formal a la ecuacién anterior es

t2 —1/7-1 d
R() = Teap | ds 0™ (da(s) (1(s) - (5o(s))))

t1

donde T indica que las integrales deben hacerse en orden temporal (ver [24]).
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Observacién 2.2.9. (No integrabilidad) En general, como lo observamos anteriormente, la
dependencia temporal explicita en las ecuaciones del cuerpo auto-deformante implican que la
energia no se conserva y, por ende, que no podemos reducir méas (que 2) la dimensionalidad

del problema. Contrastar con el caso particular de un cuerpo rigido [16].

Libertad de gauge

Por definicién, contamos con una curva dp(t) en el espacio de configuraciones Qg
pero, tal vez, queramos trabajar con otra curva cio(t) que defina un problema de cuerpo
auto-deformante equivalente: m(dp(t)) = 7(do(t)) = &(t) € Qo/SO(3). El paso de do(t) a
do(t) significa describir el mismo cuerpo desde un nuevo sistema de referencia E(t) Este
posse el mismo origen coordenado y rota, de manera conocida, con respecto al inicial S (t)

desde el cual el movimiento dy(t) era originalmente dado.

Observacién 2.2.10. (Transformaciones de gauge) Esta libertad en la eleccién de la curva
do(t), que describe la deformacién prefijada, puede ser vista como una libertad de gauge
(o de calibre). Por consiguiente, el pasaje do(t) ~» do(t) puede ser pensado como una
transformacion de gauge. El lector interesado en esta analogia puede referirse a [20], [24] y

a las referencias que allf se encuentran.

De entre todos los levantamientos posibles dg(t) de un dado &(t), destacaremos

dos:

a) el levantamiento horizontal con respecto a la conexion mecdnica en el fibrado Qo —
Qo/SO(3). Encontrar dicho levantamiento equivale al problema de encontrar un dy(t)

que cumpla que L(a‘itcz()(t)) = 0 V¢t (ver también la obs. 2.2.11).

b) un levantamiento do(t) para el cual el tensor de inercia I(dp(t)) sea diagonal a todo
t. Encontrar una tal curva involucra encontrar un levantamiento de la curva base

I(dp(t)) a lo largo del mapeo

Ax SO(3) — 83
(a,R) +— RaR™!

siendo 2 := {matrices diagonales de 3 x 3 definidas positivas}.
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Observacién 2.2.11. (Cuerpos deformables con momento angular nulo) En la referen-
cia [24] se muestra como, dada una curva en el espacio de las formas, el movimiento del
correspondiente cuerpo auto-deformante estd descripto por el levantamiento horizontal men-
cionado en (a). Este tipo de célculos estdn también involucrados en el problema del gato en
caida libre ([20][23]) y en otros interesantes problemas asociados a las fases (ver [24] y sus

referencias). De hecho, también subyacen a las fases de Berry cudnticas (ver el capitulo 4).

Observacién 2.2.12. (Simplificando las ecuaciones) La eleccién de un do(t) diferente lleva
a un cambio en la dependencia temporal de los coeficientes de la ecuacién de movimiento
(2.9). Por lo tanto, una eleccién apropiada puede convertir esta ecuacién en otra mds simple
pero equivalente. Por ejemplo, la eleccién del levantamiento horizontal lleva a que el término
L(dp(t)) sea nulo por construccién. También es ficil ver que dicha ecuacién se simplifica
al elegir el levantamiento de manera que I(dp(t)) se mantenga diagonal. Pero nétese que,
en general, estas dos simplificaciones no pueden llevarse a cabo al mismo tiempo. Esto se
debe a que, en general, el levantamiento horizontal no tiene por qué diagonalizar al tensor

de inercia.

2.3 Fases en el movimiento del cuerpo auto-deformante

2.3.1 Reconstruccion

Por completitud, en la seccién siguiente describiremos dos tipos de fases de re-
construccion ([15]) que hacen su aparicién en el espacio de configuraciones durante el
movimiento del cuerpo deformable. En el resto del capitulo, nos concentraremos solamente

en el segundo (el abeliano).

Reconstruyendo c(t) a partir de &(t) en el fibrado Qo = Qo/SO(3) :

Recordemos que, para cada ¢, dp(t) y c(t) se encuentran en la misma fibra sobre
el punto &(t) en el espacio de formas Qo/SO(3) (seccién 2.2.2). Supongamos que la curva
de formas ¢&(t) es cerrada en [t1,t2] y sigamos el proceso de reconstruccion usual ([15]):
elegimos el levantamiento horizontal dp(t) con respecto a la conezidn mecdnica a partir de
do(t1) = c(t1). Luego, do(t2) = Rg c(t1) con Rg siendo la holonomia asociada a la curva

base &(t), medida desde ¢(t1), con respecto a dicha conexién (recordar la obs. 2.2.11 y la
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sec. 2.2.1). Esta holonomia es usualmente conocida como la fase geométrica (no-abeliana).

Finalmente, bajo estas hipétesis, la correspondiente formula de reconstruccion es

c(tz) = Rp(t2) Re(t1) c(t1)

en donde Rp(to) es llamada fase dindmica (no-abeliana). Esta fase se obtiene resolviendo
la ecuacién (2.5) con el valor inicial Rp(t1) = Id y con la mencionada eleccién horizontal
de do(t), i.e. con L(dy) = 0. Sobre los detalles del proceso de reconstruccién general,
referimos a [15]. El lector interesado en los detalles correspondientes al movimiento de
cuerpos deformables con momento angular nulo puede encontrarlos en [24]. El estudio de

las fases asociadas al sistema de 3 particulas (puntuales) puede encontrarse en [21].

Reconstruyedo R(t) a partir de II(t) en el fibrado SO(3) — Sﬁn” :

Recordemos que, en general, la rotacién buscada R(t) en la ecuacién (2.2) puede
ser reconstruida por medio de (2.10) una vez que hayamos resuelto la ecuacién (2.9) en la
esfera. Una situacién especialmente interesante se da cuando esta solucién II(t) es cerrada

para el intervalo [tq, t2] :
II(t;) = (ts).

En este caso, existe un angulo €js, univocamente determinado por la solucién II y la

condicién inicial R(t1), tal que

~

R(t2) = exp(Op ”%”) R(t1),

implicando que

el(t2) = [exp(8n pEp) R(t1)) do(t2)

con L = U~I(L) € so(3). Notemos que 6y define una fase de reconstruccion abeliana
que hace su aparicién al reconstruir R(t) a partir de II(t) en el fibrado U(1)-principal

SO(3) — Sﬁnn que describiremos en la seccién siguiente.

Observacién 2.3.1. (Interpretacion de 6ps) Recordemos que R(t) es la rotacién que trans-
forma el sistema de referencia CM(t) en el CM (t). Esto implica que, en el instante to
descripto mds arriba, la orientacién del cuerpo, vista desde CM(t), puede obtenerse, ex-
actamente, rotando, en un angulo s, la configuracién conocida dy(t2) alrededor de la
direccién (constante) del momento angular Loy, De modo que esta fase 0, caracteriza

completamente la posicién espacial del cuerpo bajo estudio en dichos instantes t5.
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En lo que resta del capitulo, nos concentraremos en este dltimo proceso de recon-
struccién. Nétese que, dado que esta tltima fase es abeliana, es méas provable que podamos
obtener férmulas de reconstruccién simples y cerradas para ella. Finalmente, observaremos
que el caso que es geométricamente m4s interesante es aquel en el que ambas, la solucién

TI(t) de (2.9) y la curva de formas &(t) en Qg/SO(3), son cerradas para el mismo intervalo

[t1,t2]):
I(t1) = ()
&t1) = &(t2).

En tal caso, hay una fase AR geométricamente definida en el fibrado Qo — Qo/SO(3) por

la condicién
c(tz) = AR - c(t1),

que es independiente de la eleccién de dy(t) (depende, solamente, del valor inicial c(t1)). Su

expresion es

AR = eap(6r ygy) R(tr)ARGR™ (1) |

en donde ARy = Ro(t2)Ry*(t1) y R(t1) son rotaciones fijadas por la condicién inicial
c(t1), mientras que el dngulo @) estd, nuevamente, dado por la férmula de Montgomery

generalizada que presentaremos en la seccion siguiente.

2.3.2 La férmula de Montgomery generalizada

En esta seccién, daremos una férmula de fases que corresponde a la recconstruccién
de la rotacién R(t) a partir de una curva cerrada II(t) que es solucién de (2.9). Esta férmula
generaliza la que obtuvo R. Montgomery en [19] para la fase del cuerpo rigido. En las
correspondientes demostraciones, utilizaremos algunos resultados geométrico-diferenciales

que repasamos en la seccién siguiente.

Preeliminares
Recordemos el diagrama (ver, por ejemplo, [16] pp. 438)

s0* (3) = T*50(3) "' 50(3) x 50*(3) L 50" (3)
& — (R,&) — Adh_1€
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en el cual: so*(3) denota la variedad de Poisson so*(3) munida de (menos) su corchete
de Poisson natural; 7 y J son mapeos Poisson y anti-Poisson, respectivamente, y Adt,_,
denota la accién coadjunta (por derecha)? de SO(3) sobre so*(3) definida por (AdLE, X) =
(€, AdrX) para & € s0*(3), X € s0(3). Como es bien sabido, el diagrama anterior define
un par dual ([27]) de variedades de Poisson en el que J es la aplicacidn momento asociada
a la accién simpléctica inducida por la multiplicacién a izquierda de SO(3) sobre T*SO(3).
La trivializacién T*SO(3) tet SO(3) x s0*(3) por medio de traslaciones por izquierda se
conoce como el paso a las coordenadas del cuerpo.

Si fijamos un elemento L € s0* (3) ~ s0(3) ~ R3 (los isomorfismos a nivel de

variedades de Poisson), entonces

U(Adf1€) = R ¥(§)
por ende,

7T(J—1(L)) = Sﬁl’l”'
La esfera Sﬁnn de radio ||L|| define una hoja simpléctica dentro de so*(3) =~ so(3) =~
R3 ([16]). M4s atin, en este caso, se cumple que
J7HL) = {(R,TI); R-Tl = L} =~ SO(3) ™ Siy,

(R,R™'L)— R7'L

define un fibrado U(1)—principal ([15]).
Ahora, consideremos la inclusién J~}(L) <» SO(3) x s0*(3) teft T*SO(3) y la

siguiente 1—forma sobre J~!(L) con valores en u(1)

o L-* L
A= pie (2.11)

siendo ©F la 1—forma canénica invariante por izquierda sobre T*SO(3) en coordenadas
del cuerpo. Puede verse que A define una conezidn principal en el fibrado U(1)—principal

JYr) 5 Sﬁﬂll ([15]). Esta forma de conexién satisface

1
dA = ———¢*w’
L1l
en donde w! = —dOT denota la 2—forma simpléctica canénica en T*SO(3) en coordenadas

del cuerpo. El teorema de reduccion ([18], y también [16]), implica que

L P
1TW =7 Wy

2La accién coadjunta (por izquierda) Ad* se define como Ad}y = Ad;_l.
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para w, la forma simpléctica reducida en Sﬁnll' Finalmente, si dS representa la 2—forma

de drea usual en la esfera Sﬁﬂll C R3, entonces ([16])

1

———dS.
1Ll

Wy =

La férmula
Utilizando el anterior marco geométrico, se puede probar facilmente la siguiente

Proposicién 2.3.2. R(t) es solucién de la ecuacién de movimiento de segundo orden (2.5)
sii (R(t),TI(t)) € J~Y(L) C T*SO(3) es una curva integral del siguiente campo vectorial

dependiente del tiempo
X(R,ILt) = (R ¥ (17 (do(t)) (T — L(dp))), T x (I7*(do(t))(TT — L(do))))-

Observacién 2.3.3. (Hamiltonizacion) Este resultado puede ser visto como el pasaje de
TQo a T*SO(3) por medio de la aplicacién momento L y, ademds, como una posterior
reduccion a J~1(L), de las ecuaciones del problema (2.5). Comentarios similares sobre re-
duccién en el caso de las fases para el problema del sistema de 3 cuerpos pueden encontrarse

en [21].

Por lo tanto, reconstruir R(t) a partir de II(¢) es lo mismo que encontrar una curva
(R(t),TI(t)) € J-}(L), dentro del fibrado U (1)—principal J~1(L) =~ SO(3) -~ Sﬁﬂl] arriba
mencionado, que sea tal que su proyeccién II(t) en la base Sﬁﬂll sea solucién de (2.9). Dado
I1(t), podemos aplicar el procedimiento usual de reconstruccion (véase también el apéndice
A.2): se elije el levantamiento horizontal Ro(t) € J~1(L) de II(t) € Sﬁﬂll’ a partir del valor
inicial Ro(t1) = R(t1), con respecto a la conexién A; se considera un dngulo 6(t) € U(1) a

ser determinado por la condicién de que la curva

L _ L . _
6wp(9(t)m) ~(Ro(t), Ry (H)L) = (ezp(G(t)“—Ll-l)Ro(t),Ro Y(t)L) € JTH(L) = SO(3)
coincida con la curva integral de X(R,II,t) que estabamos buscando. En la expresién

anterior, [ es ¥~1(L) € so(3).
Se sigue que 6(t) debe obedecer la siguiente ecuacién

IZIl 6(t) I~ (do(£))TI(t) - TI(t) — I~ (do(t))Lo(t) - TI(t) (2.12)
o(t;) = O.
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Nétese que si [t1,t2] € R es un intervalo de tiempo cerrado y si I : [t1,t3] — Slzll'lll es
una curva (cualquiera) continua, entonces la imagen I'm(II) es un conjunto compacto y,
por ende, cerrado de la esfera SILI)HII' Luego, su complemento I m(H)C es abierto en Sﬁﬂll v,
entonces, existe un disco cerrado d completamente contenido en Im(IT)°. En consecuencia,

Im(IT) C d°, con lo que hemos probado el siguiente

Lema 2.3.4. La imagen Im(Il) de una curva continua II : [t1,t2] — Sﬁnn estd completa-

mente contenida en un disco abierto D C Sﬁml.
Ahora podemos enunciar nuestro principal resultado:

Proposicién 2.3.5. (férmula de Montgomery generalizada): Sea II(t) una solucion
de (2.9) para la cual II(t;) = II(t2) en algun intervalo de tiempo [t1,t2] y tal que la imagen
de I : [t1,t2] — Sﬁn” es una curva cerrada simple (i.e. Im(II) es homeomorfa al circulo

4 S!) entonces R(t2) = exp(Om “—ﬁn) R(t1) y el dngulo 0y estd dado (mod 2m) por la formula

0o = (3 + phy [ dt (17 (o)) = I doIL() T (213

en la cual D representa una superficie en S|2|II|| cuyo borde es la imagen de II. El signo —
(resp. +) corresponde al caso en el que el dngulo sélido definido por Denla esfera, munido
de su borde temporalmente orientado II(t), es un dngulo sélido orientado positivamente

(resp. negativamente)

Observacién 2.3.6. (Angulos sdlidos orientados) Como es usual, estamos considerando
que un dngulo sélido subtendido en la esfera estd positivamente, o negativamente, orientado
segin se deduzca de la aplicacién de la regla de la mano derecha a su borde orientado (ver
[19]). Nétese, ademds, que mod. 2, la férmula anterior mantiene la misma forma (i.e., con

el signo menos) si reemplazamos %@2 por el correspondiente dngulo sélido orientado.

Observacién 2.3.7. (Relacién con la energia) El integrando del lado derecho en la fé6rmula
anterior puede ser re-expresado en términos de la energia cinética total (ver ec. (2.4) y el
apéndice A.1):

(17} (do)TL(t) ~ I (do) L(do)) - I1(t) =

= T (Sc) — 25 do) + 17 (do) L(dy) - L(do) — I™(do) L{do) - TI).
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En el caso en el que dy es horizontal con respecto a la conezion mecdnica, el integrando se

reduce a
17 (d)TI() - TI(1) = 2T () — 2T do).

DEMOSTRACION: (de la Proposicidn) Por el anteriormente mencionado proced-

imiento de reconstruccién y dado que U(1) es abeliano, sabemos que

[: A
M

donde 8p es la fase dindmica, que es solucién de (2.12), y ¢ es la fase geométrica, dada
por la holonomia de la curva base II(t) con respecto a la conexién A, medida desde R(t1).
Luego, la contribucién dindmica fp a 0y coincide precisamente con el segundo término del
lado derecho de la ecuacién (2.13).

Mostremos, entonces, que el término restante coincide con la contribucién geométrica
6c. De las hipétesis y del lema 2.3.4, se desprende que I'm(II) estd completamente con-
tenido en un disco suave D en SIQIHII' Dado que D es contractil, el fibrado U(1)-principal
restringido J~Y(L) |p— D es trivial y, en consecuencia, debemos tener una seccién suave
s: D — J7Y(L). Una vez que hemos elegido y fijado el disco D que contiene a la curva
Im(II), la existencia de una superficie D C Sﬁnn cuyo borde coincide con II(t) es obvia ya
que D es difeomorfo a un disco abierto de R? y Im(Il) es homeomorfo a S!. Entonces, mod

27, podemos escribir (ver [15])

g = —//_s*(dA)
7k / / mzlﬁD)

cuando el dngulo sélido definido por D estd positivamente orientado con con respecto a su

(temporalmente orientado) borde II(t). Las ultimas dos igualdades siguen de los resultados

que repasamos en la seccién anterior. La férmula (2.13) queda, entonces, demostrada. W

Ejemplo 2.3.8. (Cuerpo Rigido) Para un cuerpo rigido, la energia cinética T es conservada

y, como hemos visto anteriormente, do(t) puede ser elegido como un punto constante en Q
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para todo t. Luego, L(gt—dg) = 0 y el tensor de inercia I(dy) = I es constante. En este
caso, las soluciones periédicas de las ecuaciones de Euler describen discos en la esfera, con
lo cual, D define el d4ngulo sélido usual y nuestra férmula se restringe a la conocida férmula

derivada por R. Montgomery en [19].

2.4 Algunas aplicaciones

2.4.1 Soluciones en la esfera

Describiremos, en esta seccidn, algunas de las herrmientas que pueden usarse para
estudiar la geometria de las soluciones de la ecuacién (2.9) en la esfera Sﬁl‘lll' Al hacer foco
sobre algunos casos particulares, seremos capaces de aplicar esta caracterizacién geométrica
de las soluciones a la obtencién de resultados analiticos sobre el movimiento de cuerpos auto-
deformantes por medio de la correspondiente férmula de fase tipo Montgomery generalizada

para 0.

e Reconstruccién de R(t): Cuando, en un dado intervalo de tiempo [tatg], la
solucién II(t) define un camino abierto, de acuerdo a lo anteriormente observado,

la rotacién R(t) puede expresarse de la siguiente manera

exp(oa)”-fﬂ) - (Ro(t), Ry (H)L),

con (Ro(t), Ry (t)L) denotando el levantamiento horizontal del camino base II(t)
con respecto a la conexién (2.11) y 6(t) una solucién de la ec. (2.12). Por otro
lado, cuando el camino base II(t) es cerrado y simple para [t4 tg], tenemos una fase
univocamente definida determinada por la férmula (2.13). Luego, dada una solucién
en [t1 ta], podemos hallar la fase total sumando las fases intermedias que corresponden
a sub-intervalos temporales [t; ;1] para los cuales la solucién es un arco abierto sim-
ple o bien, una curvae cerrada simple en Sﬁnll' En el primer caso, la fase estd definida

por

~

Ritis1) = ezp(e(tHl)”TL“)Par(R(ti))

con Par : w1 (II(t;)) — m~}(II(ti+1)) denotando el transporte paralelo (ver [15])
en el fibrado U(1)~principal J~(L) — Siy, de la condicién inicial R(t;) y 0(t) la

correspondiente solucién de (2.12) con 6(t;) = 0. En el segundo caso, una vez fijado el



36

valor inicial R(t;), la fase estd definida por R(tiy1) = exp(fp L) R(t;) con 83 dado
por la férmula (2.13).

La energfa: Como observamos anteriormente, en general, la energia cinética no es
una cantidad conservada durante el movimiento de un cuerpo auto-deformante. Sin
embargo, conocer la evolucién temporal de la energia cinética T(% (Rdp)) nos permite
especificar un subconjunto especifico de Sﬁn” en el cual la correspondiente solucién

I1(t) vive. Esta afirmacién puede ser formalizada como sigue: definamos, para cada t,
I— %n I Y(do(t)) I
Obsérvese que
d d 1 ., .
Ey(I1(t)) = T(; (Rdo) (1)) — T(5;do(t)) + 5 L(do(2)) - I (do(t))L(do(t))

para II(t) una solucién de (2.9). En este caso, la correspondiente solucién II(t) en la

esfera, a tiempo t, debe pertenecer al conjunto-
E; k(1)) N Sty
donde
d d 1 1
k(t) = T(Z (Rdo)(t)) — T(5;do(t)) + 5 L{do(t)) - I7"(do(t)) L(do(2))-

Los conjuntos de nivel E; !(k(t)) son elipsoides (generalmente rotados) para cada
k > 0 y cada t. Observemos también que, para un tiempo fijo £;, la interseccién
E; Y(k(t:)) ﬂSﬁn” define el conjunto al cual perteneceria el momento angular (referido
al cuerpo) de un cuerpo rigido con tensor de inercia constate igual a I(do(t;)) y con

energia k(t;). Finalmente, la ecuacién que rige la evolucién de E;(TI(t)) es

1 d,. _
—Et(ﬂ(t)) = [T0(t) x I (do(£))TL(1)] - I~ (do()) L(do()) + STI(t) - = [T~ (do(£))JTL(2),
la cual estd acoplada a la ecuacién (2.9) para II(t).

La longitud de arco: para un dado intervalo temporal cerrado [t1,t2], daremos

cotas para la longitud de la curva imagen II([t1, t2]). Para ello, notamos que
o =[x )@= s

I (77 (o ()T + || 77 (do(e) Lo (1))

AN
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v que, si ||[773(do(t))v]| < a~1(t) [lv]| para todo v € R?, t € [t1,12], entonces
| 200 < imiP e+ e L]

Dado que ||TI[| = ||| = { es constante, obtenemos que
length(IL([t1, ta])) < I N a 1) + ”L(do(t))H)dt.

t1

Cuando a~!(t) toma valores pequeinos (comparados con Rffl——tzF)’ podemos deducir

que II([t1, t2]) estd contenido en un pequerio parche en la esfera Sﬁnu.

Manteniendo la generalidad en la dependencia temporal de los pardmetros =1 (do(t))
y L(dg(t)), no somos capaces de caracterizar la solucién II(t) de (2.9). Entonces, nos con-
centraremos en algunos casos particulares para ilustrar cémo manejar problemas concretos

utilizando las herramientas arriba mencionadas.

Casos con I(t) = diag(I1(t), Io(t), Is(t)) y L(do(t)) = 0 para todo t. ‘

Denotemos (1,2,3) a los ejes cartesianos de so*(3) ~ R3 y, en consecuencia, II =
(I1;, 115, I13) € R3. En los casos especificados en el titulo, las intersecciones de cada eje
con la esfera Sﬁnu dan lugar a soluciones constantes de (2.9), ya que, en tales puntos, II es
paralelo a I71(t)II haciendo que el lado derecho de la ecuacién (2.9) se anule.

La ecuacién que dé la evolucién de la energia es, en estos casos,

3 B(() = 310) - S @)

y la longitud de arco puede ser acotada por

length(I1([t1, t2])) < 12 /tz a”l(t)dt.

t1

De ahora en mds, analizaremos el caso particular en el que

|1(t) < I(t) < (1) |

para todo t € [t1,t2]. Nétese que esto es lo que ocurre (a menos de re-numeraciones de
los I;s) para intervalos de tiempo suficientemente pequefos [t1,t2] (siempre que el cuerpo

se mantenga asimétrico en dicho intervalo). Bajo estas hipétesis, los ejes principales de los
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elipsoides E;(k(t)) coinciden con los ejes cartesianos elegidos en R3 y la longitud de arco

resulta acotada por

t2
length(XL([t1, t2])) < 12 /t ITY(t)dt.

Fijando un tiempo t, se tiene que por cada punto de S|2|H” pasa una solucién de las
ecuaciones de Euler para un cuerpo rigido con tensor de inercia (cte) diag(I;(t), I2(t), I3(t)).
En consecuencia, para cada t tenemos definidas las correspondientes soluciones homoclinicas

(ver, ej. [16]) que estdn dadas por la interseccién de Sﬁnu con el elipsoide de energia
2
khom(t) = _I—zlz_)
Por otro lado, dada una solucién II(¢t) = (II;(t),II2(t), II3(¢t)) de (2.9) para el

intervalo [t1,ts], con valor inicial II(t;), la funcién f(t) = E;(II(t)) alcanza un méximo y
un minimo en [t1,t2], a los que denotaremos Enaz ¥ Emin, Tespectivamente. Lo mismo
ocurre con los valores de los momentos principales de inercia I;(t). La solucién II(t) resulta,
luego, estar contenida en la regién conexa tipo corona R, que es la componente conexa de
Utefts 221 Bt Y Emin, Bmaz]) N SI?H" que contiene al valor inicial II(%;).

Podemos probar los siguientes resultados sobre el comportamiento cualitativo de -

I1(¢):

. 2 . . . . .
1. Si| Emin > Izl— , entonces, R estd completamente contenido, o bien, en el semiespacio
man

II; > 0, o bien en IT; < 0. En este caso, II(t) en Sﬁnu orbita dando vueltas alrededor
del eje cartesiano 1. Més precisamente, si el punto inicial pertenece a la componente
(digamos) II; > 0, entonces la solucién permanecerd en la misma para todo t en

[t1,t2]. Luego, si consideramos las coordenadas esféricas(, )

II; = 1 cosh
IIs = 1 sinf cosp
IIs = [ sinf sinp

con 0 € [0,7], ¢ € [0,27], se deduce que (t) < § para todo t en [t1,t2]. De la ecuacién
(2.9), se obtiene que

gicp = cosf [L;l(t) - Ifl(t) + (Ig'l(t) - I{l(t)) sin¢] (2.14)

con lo cual, siendo I;(t) < I2(t) < I3(t), ¢(t) resulta ser una funcién mondtonamente
decreciente del tiempo, demostrando que II(t) tiende a dar vueltas alrededor del eje

1.
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2. Si | Emar < ﬁ , R estd contenido en II3 > 0 o en II3 < 0. En este caso, II(t)

en Sﬁnu tiende a orbitar alrededor del eje cartesiano 3, de manera andloga al caso

anterior.

3. En cualquier otro caso, la solucién puede pasar de orbitar alrededor de un eje a orbitar
alrededor de otro. Para probar esto, supongamos que, inicialmente, Ey, (II(¢1)) > #2—;
y que I se mantiene constante. Luego, length(I1([t1,t2])) < 1217 Yta—t1) y, entong:als,
podemos elegir I; de manera que II([t;,%2]) resulte estar contenido en un pequefio
parche de Sﬁn". En el caso en que Ip es también constante pero I3(t) crece (nétese

que el orden de los momentos de inercia se mantiene en el tiempo), tenemos que
d d
—Ey(TI(t)) = 3 () = I3! .
S B(11(t)) = () £ 157 (1) < 0

En consecuencia, podemos hacer que la energia decrezca tan rapido como queramos

al hacer que I3(t) crezca suficientemente rapido. En esta situacién, Ey,(II(t2)) puede

re g 2 7 Ve -
hacerse méas pequena que Izl —, con lo cual, la solucién es capaz de pasar del régimen

?
min

(1) al (2), ambos descriptos arriba, cuando la energia cruza la linea de energia ho-

.. 12
moclinica T
2min

Observacién 2.4.1. (Tiempo de retorno) En cualquiera de los casos (1) o (2), podemos dar
una cota inferior al (primer) tiempo de retorno AT = to— t; para el cual II(t;) = II(t2). Si
suponemos que la solucién que empieza en Il(t;) satisface las hip6tesis de (1) y que retorna
a dicho valor, por primera vez, en el tiempo t3, luego

_ 2n[TI(t) % (1,0,0)]

- 2! '

lmaz

AT=t2—t1

El caso que corresponde a (2) es andlogo.

Ahora, supongamos que estamos en el caso descripto en (1) ((2) es andlogo) y que,
para algln intervalo [t;,ti+1] C [t1,t2], la solucién II(t) define una curva cerrada simple
en Sﬁﬂll' En estas condiciones, podemos aplicar la férmula (2.13) para encontrar la fase
correspondiente. Teniendo en cuenta la orientacién temporal de la solucién cerrada II(t)
(fijada por (2.14)), cuando “_T%@_)

—) en (2.13) y llegamos a que

< 27 (resp. > 2m) se debe considerar el signo + (resp.

area(D)
12

area(D)

+ B

+ = Bnin (tiy1 — i) <0y < £

=~

2
+ 7 Emaz (tiv1 — t;). (2.15)
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Observacién 2.4.2. (Acotando 0 mod. 27) Nétese que, dado que 6 estd definido mod.
2, las cotas de arriba contienen informacion no-triviel cuando % (Emaz — Bmin) (tig1—1:) <

2.

2.4.2 Ejemplos

En esta seccidn, aplicaremos las técnicas descriptas en la anterior a fin de obtener

estimaciones sobre el movimiento de cuerpos deformables simples.

Ejemplo 2.4.3. (Expansién/contraccion global de un cuerpo) En este caso, supondremos
que el cuerpo se est4 achicando o expandiendo globalmente, esto es, que la posicién de una

particula cualquiera desde el sistema de referencia S es
Tig(t) = a(t)ri

donde r;, es un vector constante y a(t) un factor de escala siempre positivo. Esto implica

que podemos escoger la curva dy(t) en @ de la siguiente manera
I(do(t)) = a*(t)Io

siendo Iy el tensor de inercia que corresponde a la configuracién constante de los {r;,}. Por
medio de una rotacién constante, podemos elegir el sistema de referencia S (equivalente-
mente, otra curva dy(t)) de modo que Iy resulte diagonal. Luego, la ec. (2.9) en la esfera

se reduce a

%H = a~2(¢)(1I x Iy '10).

Dado un valor inicial II(¢; = 0), esta ecuacién (2.9) puede ser exactamente resuelta dando
t
() = Dra( | 7o) ds)
0

con IIgp denotando la solucién de cuerpo rigido a las ecuaciones de Euler I =1 x Iy 1

con condicién inicial II(t; = 0). Ahora, es facil ver que la funcién
1 -1
f) = §H I

es constante a lo largo de las soluciones. Nétese que II(t) describe una curva cerrada simple

en la esfera para t € [0,T] cuando fOT a~2%(t) dt = Tgp coincide con el periodo de la solucién
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de cuerpo rigido Ilgp. En tal caso, la correspondiente fase es

_ 2 i
O = —ARB+mf(H)/O a”(t) dt
2
= —A — f(IDT;
RB—I—“L” f)TrB

donde Agp es el angulo sélido (orientado) subtendido por la solucién periédica de cuerpo
rigido IIgp que tiene energia asociada f(II). Obsérvese que esta fase coincide con la fase
del cuerpo rigido ([19]) asociada a IIgp. El movimiento de este tipo de cuerpos con tamafio
variable es similar al movimiento de un cuerpo rigido a menos de una reparametrizacién

temporal, la cual es inducida por la expansién/contraccién.

Ejemplo 2.4.4. (Ezpansidn/contraccion de un cuerpo azialmente simétrico) Consideremos
el caso de un cuerpo axialmente simétrico que se expande en la direccién de su eje de simetria,

i.e., el caso en el cual la deformacién puede ser descripta por una curva dyp(t) en Q tal que
I(dO(t)) = d,"a'g(Il (t)7 IZa I3)a

con Iy = I3. Tal como en el caso anterior, la ec. (2.9) puede ser exdctamente resuelta:

o) = HRB(/t M ds),
o I17(0)-1I;
con IIgg la solucién de cuerpo rigido a las ecuaciones de Euler IT = II x I~1(dg(t; = 0))II
con valor inicial II(t; = 0). La funcién f(II) = 1II-I~*(0)II resulta, nuevamente, constante
a lo largo de la solucién II(t), la cual define una curva cerrada simple para t € [0, 7] cuando
(T (—2:—;%2:—;2 ds coincide con el periodo Trp asociado a una solucién periédica de cuerpo
rigido IIgp. En tal caso, la fase asociada es

O = —A +—L/Tn(t)-1—1(d (t)) TI(t)dt
7 ’ ’

siendo Agrp el dngulo sélido (orientado) subtendido por la solucién periédica de cuerpo
rigido Ilgrp correspondiente a la energia f (IT). Nétese que, en general, esta fase difiere de

la fase de cuerpo rigido asociada a IIgp.

Ejemplo 2.4.5. (Un satélite desplegando una antena a lo largo de su eje principal) Final-

mente, consideramos el caso en que

I(dO(t)) = dza’g(-[].(t): I?oa ISD)
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I(do(t)) = diag(I1y, Iz, I3(1))
siendo I1(t) (o I3(t)) una funcién creciente en el tiempo. Estos casos dan un modelo simpli-
ficado para la situacién en la que una antena sale de un satélite en érbita a lo largo del eje
principal de inercia 1 o 3. Nétese que el satélite en érbita es libre de rotar alrededor de su
centro de masa y, por lo tanto, su movimiento puede ser descripto por medio de la ecuacién
(2.8). Supongamos que, inicialmente, I; < Iz < I3. Luego, en el primer caso, dado que I;(t)
crece, esta relacién de érden puede dejar de mantenerse pasado algiin tiempo, llevando a
que la solucién en la esfera pase de orbitar alrededor de un eje a hacerlo alrededor de otro.
En consecuencia, no tenemos control sobre este tipo de solucién. Mds precisamente, dado
que

3 B() = ST Z I )
es negativo, la energia decrece y la solucién II puede pasar del régimen (1) al (2) de la
seccién anterior describiendo una curva abierta en la esfera que no podemos caracterizar en

general. En cambio, en el segundo caso, el orden se mantiene y
d 1 d
—Ey(TI(t)) = =3 (t)— [}
tht( () 2H3(t)dt[ 5 (t)]

es también negativo. Dado que la energia decrece, si la el valor inicial II(¢;) corresponde al
caso (2) de la seccién anterior, la solucién se mantendra en el régimen descripto por (2) y
tendremos una buena caracterizacién de su comportamiento. En particular, si II([t;, ti41])
es una curva cerrada simple, sabemos que la correspondiente rotacién reconstruida R(t;+1)

es exp(O ﬂ%ﬁ) R(t;) y que por (2.15),

area(D) 2 area(D) 2
——> + 777 Emin (i1 —8:) <O < £ +
T2 T

siendo FEinitiqr €l valor inicial (y, por ende, méximo) de la energia E; sobre [t;,t;4+1] ¥

Eagal (Liga — 1s),

Erin = Ey;,,. Concluimos que una mejor descripcion del movimiento del satélite es posible

cuando la antena es desplegada a lo largo del mayor eje principal de inercia.

Observacion 2.4.6. (Deformaciones lentas) Intuitivamente, cuando la antena es desple-
gada muy lentamente, el movimiento del satélite debe ser préximo al de un cuerpo rigido.
Este hecho se maniﬁeste} en que, cuando % [I3}(t)] es muy pequerio (comparado con %fﬁﬁ),
Emin ~ Einitial ¥ areaD) |, App. Luego, la fase 0)s es aprozimadamente la misma que la

iz
fase del cuerpo rigido asociada a un cuerpo rigido con I = I(dp(t;)) y momento inicial II(;).



43

Observacién 2.4.7. (Cuerpos pequerios en el campo gravitatorio) Para un cuerpo, v.g.
un satélite orbitando la Tierra, que es pequerio con respecto a la distancia de interaccién
con otro cuerpo (v.g. la Tierra), es una muy buena aproximacién el suponer que la fuerza
gravitatoria que actia sobre una particula, de masa m;, de las que componen este cuerpo

es
-G M

(rcm — P)3

donde ro s denota la posicién del centro de masa del cuerpo. Py M denotan la posicién del

Fy =m; (rem — P)

centro de masa y la masa total del segundo cuerpo (e.g. la Tierra), respectivamente. Vemos,
luego, que las ecuaciones de movimiento para la posicién del centro de masa (un problema
de fuerzas centrales) quedan totalmente desacopladas de las ecuaciones de movimiento para
la rotacién alrededor del centro de masa (un problema de cuerpos auto-deformantes como

el del ejemplo 2.4.5).
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Capitulo 3

Fases en sistemas controlados y

sujetos a vinculos

Este capitulo estd basado en el articulo [7].

3.1 Introduccion

En este capitulo, describiremos un formalismo que permite estudiar sistemas mecdnico-
clésicos en los cuales algunos de los grados de libertad estdn siendo controlados, es decir, que
son funciones conocidas del tiempo. Trabajaremos bajo la hipdtesis (geométrico-diferencial-
cinem4dtica) de que las variables controladas viven en la base B de un fibrado principal
Q — Q/G = B, siendo @ un espacio de configuraciones total genérico. Puede pensarse,
entonces, que las restantes variables corresponden a las del grupo de Lie G. Las ecua-
ciones de movimiento para estas incognitas de las fibras serdn derivadas asumiendo que
el movimiento total debe respetar ciertos vinculos no-holénomos (generales) a los que el
sistema estd sometido.

Un caso particular de tales sistemas estd dado por aquellos en los que la aplicacién
momento asociada a la G—simetria d4 cantidades conservadas, incluso en presencia de las
fuerzas de control que actian sobre dichos sistemas. En tal caso, es claro que el movimiento
dado en la base debe inducir movimiento en las fibras a fin de que el momento se mantenga
constante durante la evolucion total resultante. Un ejemplo concreto de estos sistemas estd
dado por un cuerpo auto-deformante cuya forma variable (variables de la base) es conocida

y cuya reorientacién en el espacio (incégnitas en G = SO(3)) es inducida por el cambio en la



45

forma, de modo que el correspondiente momento angular (espacial) permanezca constante,

como fue descripto en [6] y el capitulo anterior 2.

En este capitulo, consideraremos situaciones mas generales, en las que el movimiento
en las fibras puede ser inducido por el de la base debido a la presencia de vinculos no-
holénomos (lineales o afines). Estos vinculos son representados por medio de una dis-
tribucién D C T'Q ([5, 9]), que no es integrable en general, y nos referiremos a ellos como
a los D—vinculos. La evolucién conocida de las variables de la base estd representada por
una curva base &(t) € B o, equivalentemente, por una curva do(t) € Q que se proyecta sobre
¢. La curva c(t) = g(t) - do(t) € Q que describe la evolucidn total del sistema queda definida
al requerir que se proyecte sobre ¢ (i.e. que las variables de la base sigan la evolucién cono-
cida) y que cumpla con las correspondientes ecuaciones de movimiento y con los D—wvinculos.
Como en el capitulo anterior, la hipdtesis de control sobre las variables de la base puede ser
vista como un conjunto de vinculos (cinemdticos) dependientes del tiempo y g(t) € G como
la incégnita en la fibra que es dy—dependiente (o, gauge-dependiente, ver la seccién 3.2.4).

Las ecuaciones para la evolucién de g(t) pueden ser derivadas al asumir ciertas
hipétesis dindmicas (sec. 3.2.2), esto es, ciertas hipétesis sobre la naturaleza de las fuerzas
que estdn actuando sobre el sistema. Por medio de técnicas variacionales, en la seccién
3.2, derivaremos explicitamente dichas ecuaciones de movimiento. Estas corresponden a
las ecuaciones del momento no-holénomo de [5] con coeficientes que dependen del tiempo
a través de dp(t). Haciendo uso de la estructura cinemética del sistema, en las secciones,
3.2.4'y 3.4.1, deduciremos que la solucién ¢(t) puede factorizarse al considerar gauges do(t)
especificos. De los dos factores, uno tiene una definicién puramente geométrica (cinemdtica)
mientras que el otro una dindmica que involucra ecuaciones que son més simples que las
que, a priori, corresponden al movimiento general en la fibra.

En la seccién 3.3, llevaremos a cabo un andlisis detallado de sistemas con una
estructura cinematica especial, concentréndonos en la factorizacién geométrico-dindmica ar-
riba mencionada. Maés atin, en la seccion 3.4, probaremos que, en circunstancias cinematicamente
favorables (v.g. en presencia de simetrias horizontales [5]), el factor dindmico g(t) de la
solucién c(t) € @ admite una nueva factorizacién. De hecho, escribiremos férmulas asoci-
adas a fases de reconstruccién [15] que presenta g(t). Estas férmulas de fases relacionan
la evolucién total del sistema mecdnico con la geometria y dindmica de soluciones interme-

dias que son més simples y viven en espacios més pequefios (6rbitas coadjuntas). En este
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sentido, dichas férmulas generalizan las ya obtenidas en [19] y [6] para cuerpos rigidos y
cuerpos auto-deformantes, respectivamente, al campo de los sistemas cuyo movimiento es
inducido por la presencia de D—vinculos.

Vale la pena observar que lo interesante (y la utilidad) de las férmulas de fase radica
en que la contribucién dindmica a tal fase puede ser expresada en términos de algunas de
las magnitudes dindmicas asociadas al sistema, como la energia y/o tiempos caracteristicos
(ver, por ejemplo, la férmula de [19]). Esta meta es alcanzada en el marco general en la
seccién 3.4 y ejemplificada en 3.5.

El formalismo presentado en este capitulo para el estudio de sistemas controlados y
sujetos a D—wvinculos se aplica a una clase de sistemas mecanicos que es mas grande que la
que fue estudiada en [6] y el capitulo anterior. En primer lugar, se aplica a sistemas con un
espacio de configuraciones general Q munido de una estructura de fibrado G—principall. En
segundo lugar, permite que D—vinculos, y no sélo la conservacién del momento, goviernen la
dindmica del sistema. De hecho, en los ejemplos 3.5.3 y 3.5.4, seremos capaces de responder
dos preguntas que, naturalmente, surgen de [6]: ;qué sucede con las férmulas de fase para
un cuerpo que se deforma cuando éste se encuentra en presencia de fuerzas externas del tipo
magnéticas y, por lo tanto, cuando el momento angular deja de conservarse?; ;cémo es que
un cuerpo auto-deformante se mueve cuando las variables correspondientes a la forma estdn
sujetas a vinculos no-holénomos adicionales y, en consecuencia, dejan de ser arbitrariamente
controlables?

Para concluir esta introduccién, comentaremos sobre la relacién entre los temas
tratados en este capitulos y la teoria de control de sistemas mecédnicos. Antes que nada,
obsérvese que los problemas de control son, en cierto sentido, ortogonales a los que hemos
descripto hasta ahora. En este capitulo, decimos comnocer la evolucién de las variables de la
base y queremos encontrar el movimiento inducido en la fibra; mientras que, en la teoria
de control, se empieza con una dindmica deseada en la fibra y se busca encontrar cuil es la
curva base que la induce (y, luego, cémo implementar dicho movimiento en la base a través
de fuerzas de control). Sin embargo, el espiritu de este capitulo es pensar que la dindmica
conocida en la base proviene de la observacién directa o de mediciones efectuadas sobre el
sistema (el ejemplo 3.5.3 ilustra claramente este punto).

De hecho, una caracteristica que vuelve interesante a esta clase de sistemas es

!Nétese que en [6], Q representaba exclusivamente el espacio de configuraciones de un cuerpo que se
deforma.
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que la evolucién total c(t) puede ser deducida partiendo, solamente, de la cinemdtica en la
base &(t), sin necesidad de conocer cuantitativamente las fuerzas que estdn implementando
tal movimiento contolado. Luego, los resultados que obtenemos en este capitulo sobre el
movimiento inducido en la fibra pueden ser usados para la correccién teérica de una dindmica
en la fibra predicha a priori, cuando la dindmica observada en la base se desvia de la deseada
con respecto a la teoria de control. Por otro lado, las férmulas de fase analiticas representan

herramientas interesantes para someter a prueba diferentes métodos y estrategias de control.

3.2 Sistemas controlados sujetos a vinculos no-holénomos

3.2.1 La cinematica de los sistemas controlados

En lo que resta del capitulo, nos concentraremos en sistemas con vinculos no-
holénomos lineales (o afines, ver la seccién 3.3.2). Nuestro punto de partida consiste en un

sistema mecdnico definido por los datos (Q, L, G, D):

e Sea Q el espacio de configuraciones y G un grupo de Lie de simetrias que actda por
izquierda sobre @ definiendo un fibrado G—principal Q 5 Q /G. Nos referiremos,
como es usual, a B := @Q/G como al espacio de formas ([20]). Denotaremos la

G—accién mediante g - g y la G—accidn infinitesimal como p,, : TQ — TQ.

e Sea ky(-,-) una métrica Riemanniana G—invariante en Q y kq(-) : TyQ — T;Q el

isomorfismo de fibrados que ésta induce.

e Sea L : TQ — R un lagrangiano G—invariante (con respecto a la G—accién infinites-
imal sobre T'Q) dado por la (kq—)energia cinética menos potenciales G—invariantes

en @ (véase también A.1).

e Sea D C TQ una distribucion de vinculos.
Ademas, asumiremos:

(H1) D es G—invariante y Dgq + V; = T,Q, para todo ¢ € Q con Ver, = Ker(m.g)
denotando el subespacio vertical de T,Q. Este caso se conoce como el caso principal

[5].
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Ahora, supongamos que, en un tal sistema, las variables de la base estin siendo

controladas de manera conocida. Esto se traduce en que

(H?2) conocemos una curva dop(t) en @ para t € I := [t1,12] o, équivalentemente, una
funcién é: [t1,t2] — Q/G tal que m(do(t)) = &(t). La evolucion temporal del sistema

controlado deberd estar descripta por una curva c(t) € @ tal que
(c(t)) = &(t)
para cada t € [t1,1t2].
Esto tltimo implica que

c(t) = g(t) - do(2) (3.1)
para una curva (do(t)—dependiente) g(t) en G a determinar.

Definicién: Nos referiremos al conjunto de datos (@, L, G, D, &) como a un sistema mecdnico

base-controlado sujeto a D—vinculos.

La curva g(t) es la incdgnita de nuestro problema mecdnico parcialmente contro-
lado, tal como lo hemos planteado arriba. Nétese que, si dicho problema tiene una tnica
solucién para cada valor inicial (c(t1),¢(t1)) € Tc(tl)w‘l (¢(t1)), luego, para cada curva dy(t)
en (@ que se proyecta sobre &(t) € Q/G, existe un tnico g(t) satisfaciendo (3.1). En este

caso, la posicién inicial de la incégnita en G debe satisfacer

c(t1) = g(t1) - do(ta). (3.2)

La curva dp(t) serd llamada eleccion de gauge o, simplemente, gauge. Esta termi-
nologfa estd motivada por la analogia que puede establecerse entre la libertad de eleccién
de una tal curva que se proyecte sobre ¢ en €l espacio de las formas y la libertad de gauge
en el contexto de las teorias de campos clésicas (ver [20], [24], sus referencias y la seccion
3.2.4).

Observacién 3.2.1. (Espacio de configuraciones restringido) Nétese que (H2) implica

(pero no es equivalente a) el siguiente vinculo holdnomo:

c(t) € 7 1(E)).
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En un problema especifico en el que ¢ fue fijado, es posible restringir el analisis a Q=
7~1(&(I)). Sin embargo, en lo que sigue, continuaremos con el estudio de &’s genéricos y,
en consecuencia, expresaremos nuestros resultados en términos de la estructura cinemaética
del espacio total Q. Obsérvese que este proceder resulta ser el més conveniente a la hora de

estudiar sistemas en los que & puede estar sujeto a perturvaciones (en el sentido dindmico).

Observacién 3.2.2. ( D—vinculos verticales) La hipétesis dimensional (H1) implica que
los D—vinculos son wverticales, en el sentido de que las ecuaciones de movimiento llevadas
(localmente) a la base Q/G no presentan rastros de los D—vinculos. En otros términos,
la curva base &(t) puede ser elegida arbitrariamente dentro de Q/G. Por ejemplo, cuando
la suma de subespacios es directa, i.e., Dy @ V; = TqQ, D define una conexién principal
y nos encontramos en el caso puramente cinemdtico de [5] (ver seccién 3.4.3), en el que
c(t) es siempre el levantemiento horizontal de la curva arbitraria en la base. En el caso en
que Dy NV, = 0 pero Dy @V, # T,Q, los vinculos también afectan el movimiento de las
variables de la base y, entonces, dicha dindmica en la base puede dejar de ser arbitrariamente

controlable.

Algunos ingredientes cinematicos

En esta seccién, recordaremos algunas definiciones y propiedades conocidas que
usaremos luego a lo largo del capitulo.

En primer lugar, recordemos que para sistemas mecénicos simples con simetria
([1, 16]) como los que estamos considerando, la G—accién levantada a T'Q siempre tiene

una aplicacién momento equivariante J : TQ — g* dada por
(J(vq), X) = (kq(vg), X@(a)),
para X € g. Otros ingredientes a utilizar son (ver, por ejemplo, [20]):
e Tensor de inercia (locked) I, : g — g* ,
Iy =040kgo0q

donde o4 : g — T,Q denota la aplicacién que dd los generadores infinitesimales,
o¢(X) = Xo(q). Dado que la métrica k; es G—invariante, I satisface la siguiente

propiedad de equivarianza:

Iy, = Ad; oljo Adg_1.
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o El momento J es Ad*—equivariante, i.e.,
J(g-m) = AdgJ(m)

con Ady = (Ady-1)t denotando la representacion (izquierda) coadjunta de G en g* y

¢ ]a transposicién. Esto se deduce de la identidad
Ug-q(X) = pg,q(JQ(Adg'l X)) *

Ahora, por (3.1) se tiene que

d _.d d
7°0) = Po).do(0 (o) (97 90D + Pate).ao(t) gy %o () (3.3)
v, luego, |
a = Ad*, 1, -1 d Ad* T d d 3.4
J(ac(t)) = (1) do(t)(g ag(t))-i- 9(t) (_(E o(t))- (3.4)

Siguiendo lo expuesto en el capitulo anterior, podemos pensar que Jy(t) := J (adzdo(t))
es un momento interno o aparente evaluado sobre do(t) y que Io(t) := I, es el tensor de

inercia variable que se veria durante el movimiento representado por el gauge do(t).

3.2.2 Hipotesis dinamicas

La hip6tesis (H2) mencionada mas arriba puede ser interpretada como un conjunto
de vinculos cinemdticos dependientes del tiempo a los que el sistema original esta sujeto, que
se suman a los que estin representados por la distribucién D C T'Q. Como fue discutido
en 1.1.1, para poder determinar el movimiento de un tal sistema (sujeto a dos conjuntos
de vinculos), es decir, para encontrar c(t)? en Q, es necesario incorporar informacién sobre
la dindmica fisica del sistema. Esta informacién consiste en conocer la naturaleza de las
fuerzas que estdn actuando sobre el sistema a fin de implementar los vinculos cinemaéticos.

Para el conjunto de D—vinculos, asumiremos

(DH1) Principio de D “alambert: Las fuerzas de D—vinculo hacen trabajo virtual

nulo. En otros términos, pertenecen al espacio anulador de la distribucién D.

Si denotamos FP : TQ — R a estas D—fuerzas (vistas como 1—formas en Q)

que estan haciendo que el sistema cumpla los D—vinculos, (DH1) dice que

FP)=0

?Bquivalentemente, una vez que fijamos el gauge do(t), encontrar el correspondiente g(t) in G.
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para todo desplazamiento virtual v € D C TQ. Cuando las fuerzas que acttian sobre el
sistema no satisfacen (DH1), debemos conocer las D—fuerzas® para poder incluirlas en las
ecuaciones de movimiento (ver la observacién 3.2.4).

Para los vinculos tipo control representados por la curva base &(t) € Q/G, la

hipétesis toma una forma menos usual:

(DH2) Las fuerzas que hacen que c¢(t) cumpla 7(c(t)) = &(t) son de una clase que llamare-
mos propiamente internas. Las fuerzas propiamente internas, vistas como 1—formas

en Q, F¢, : TQ — R, deben satisfacer
K

nt
int(6c) =0

para toda variacidn vertical* 5c = (—1‘-’;|s=0 (g(t,8) - do(t)) y todo gauge dp(t).

En otras palabras, las fuerzas propiamente internas son aquellas que no afectan
dindmicamente (i.e. agregando términos adicionales) la parte vertical de las ecuaciones del
sistema (Q, L,G, D). Esta idea puede encontrarse en [5], pero en términos de la validez de
las ecuaciones del momento no-holénomo en presencia de fuerzas de control internas que

actian sobre las variables de la base.

R3N-3 ¢] espacio

Ejemplo 3.2.3. (La dindmica de cuerpos auto-deformantes) Sea Q =
de configuraciones de un sistema de N particulas que sirve como modelo para un cuerpo
que se deforma. En tal caso, las fuerzas internas usuales entre las particulas del sistema
que, ademis, satisfacen el principio de accidn-reaccion fuerte ([11]) son fuerzas propiamente

internas. Los detalles pueden encontrarse en [6] y en el capitulo anterior.

Observacién 3.2.4. (Fuerzas no-propiamente internas) Si las fuerzas de vinculo actuando
sobre las variables controladas de la base no son propiamente internas, debemos incluir la
pieza extra de informacién faltante, ésta es, cémo hay que modificar las ecuaciones para
incluir los términos no-nulos F¢(dc) (ver la observacién 3.2.4 més abajo). En el caso del
ejemplo anterior, esta situaciéon puede darse si, por ejemplo, hay fuerzas electromagnéticas
actuando sobre el cuerpo que se deforma. Estas fuerzas pueden no satisfacer el principio

de accién-reaccién fuerte, con lo que debe conocerse el campo magnético subyacente a fin

30 bien, alguna otra informacién sobre ellas que nos permita llegar a las ecuaciones de movimiento.
4Si el sistema est4 sujeto a D-vinculos adicionales como es nuestro caso, s6lo necesitamos que las fuerzas
internas se anulen sobre las variaciones dc que son verticales y que ademaés satisfacen los vinculos éc € D.
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de corregir, como es bien sabido, la ecuacién de conservacién del momento angular (ver e.g.

[11], y las secciones 3.4.5 y 3.5.4).

Con vistas a la implementacioén del control sobre la base, las ecuaciones correspon-
dientes a (DH1) y (DH2) para las variables r € B = Q/G pueden llevarse, localmente, a

la forma (ver los detalles en [5])
M(r)¥ = —=C(r,7) + N(r,#, J(9,9)) + FP* + Fgy,

donde g denota la parte vertical de las variables en la descomposicién local Q ~ Q/G x G,
J el momento (generalizado, no-holénomo), FP° las fuerzas potenciales actuando sobre B
y F¢, las fuerzas de control mencionadas en (DH?2). Ademéas, M denota la matriz de masa
del sistema, C el término de Coriolis (cuadratico en 7) y N un término que es cuadratico
en 7y (J,£), siendo £ un elemento g—dependiente de g = Lie(G).

En lo que sigue, asumiremos que la base del sistema estd siendo controlada, de
manera que las fuerzas de control F},, (que no conocemos) estan induciendo, por medio de
la ecuacién anterior, el movimiento prefijado é(t) = r(t). El problema consiste, luego, en

encontrar la parte vertical del movimiento (i.e. g(t)), la cual es inducida por dindmica en

la base debido a la presencia de los D—vinculos.

3.2.3 El principio variacional

Las ecuaciones de movimiento para nuestro sistema controlado y sujeto a D—vinculos,
asumiendo (H1,2) y (DH]1,2), pueden ser deducidas de un principio variacional adaptado.
Explicitamente, supondremos que la curva solucién ¢(t) es un extremo de las fun-

cional accién

ta
Sg = / L(c)dt
t1
para deformaciones del siguiente tipo:
c(t,s) = g(s) - (). (3.5)

Este tipo de deformaciones puede ser llamado vertical, si seguimos las ideas de [9]. También
siguiendo a [9] y por (DH1), restringimos las variaciones a las que satisfacen los D—vinculos,

ie., dc€ Dc(t)-
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Sea I := [t1,t2] y denotemos £(Q; &(t), g1, g2) al espacio de curvas suaves c: [ —
Q, con extremos q1, g2 € @ fijos, tales que m(c(t)) = &(t). Nétese que, dada una eleccién de

gauge do(t), con m(dp(t)) = &(t), cualquier deformacién vertical puede ser escrita como
c(t,s) = g(t,s) - do(2), (3.6)

con lo que

Q@; E(t), g1, 92) = N4y (G5 91, 92)

donde Qg4,(G; g1, g2) representa el espacio de curvas suaves g : I — @ con extremos g; fijos
tales que g; - do(t;) = ¢; para i =1,2.
En conclusién, nuestro problema puede ser formulado de la siguiente manera (in-

variante de gauge):

P1 (Formulacién invariante de gauge) Debemos encontrar un extremo c(t) para la accién
Sg, i.e. 6Sg = 0, entre las curvas de Q(Q; &(t), q1,¢2) y para deformaciones verticales
de(t) = dis|s=0 c(t, s), inducidas por (3.5), con extremos fijos, i.e. dc(t;) = 0 para

i=1,2, y con ambos c(t) y dc satisfaciendo los D—vinculos.

Una vez fijado el gauge, la accién S induce un sistema lagrangiano no-auténomo,

equivalente, sobre G que puede ser formulado de la siguiente manera:

P2 (Formulacidn covariante de gauge) debemos encontrar un extremo g(t) entre las curvas
Q4, (G5 91, 92) para la accién

to

Scldo) = / Lay(9.4,t)dt

t1

i.e., un extremo tal que §Sg|do] = 0, satisfaciendo los D—vinculos inducidos
do(t) + (97" 9)Q(do(t)) € Dgy(r) (3.7)

y para variaciones dg(t) = d%ls=0 g(t, s), 6g(t;) = 0, i=1,2 que también satisfacen

d
-1 Bl
<g ds

los D—vinculos:

9> (do(t)) € Dagy(s)- (3.8)
Q

s=0
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Obsérvese que, a pesar de que diferentes elecciones de gauge inducen una depen-
dencia temporal distinta en las ecuaciones para g(t), la solucién total c(t) es la misma para
todo dy. En otras palabras, aunque las ecuaciones para g(t) (y, por ende, g(t) mismo) no
son invariantes de gauge, la solucién c(t) si lo es. Por otro lado, g(t) puede ser visto como
covariante de gauge (ver la observacién 3.2.5).

En la formulacién (P2), L4, es L(c) con c(t) dado por (3.1). Es fécil ver que este

lagrangiano coincide con el siguiente, que es G—invariante (por izquierda) y no-auténomo,
. 1 . . 1 .
Laa(0,30) = Shan(do,do) + 5 (1(da(®)6,&) + (I(do)(0).€)

siendo & = g~ 1g, I(dg(t)) : g — g* el tensor de inercia evaluado sobre do, y J : TQ — g*

la aplicacién momento (recordemos la seccién 3.2.1).

d

3 l._0 (g79) inducidas por varia-

Finalmente, nétese que las variaciones §§ =

ciones en 0g = Hd?ls=o g(t, s) cumplen la siguiente (y 1til) identidad:

ood o, -
06 — = (97'3g) = (£ 97" 4g] (3.9)
para [,] denotando el corchete de Lie en g.

Observacién 3.2.5. (Covarianza de gauge) La ecuacién (3.7) es dependiente de gauge,
en el sentido de que es diferente para diferentes elecciones de la curva de gauge do(t). Sin
embargo, dado que D es G—invariante, ésta es covariante de gauge: si do(t) = Geg(t)-do(t) es
otro gauge, luego g(t) en (3.1) satisface los D—vinculos (3.7) para do(t) sii §(t) := g(t)gc‘gl(t)

satisface la ecuacién andloga a (3.7) pero para el nuevo gauge do(t).

3.2.4 Las ecuaciones de movimiento

Como reflejo de la segunda ley de Newton, las ecuaciones para la incégnita g(t)
seran de segundo orden (en t). Por otro lado, el vinculo dependiente del tiempo que dice
cémo es la dindmica en la base B lleva a que, en general, dichas ecuaciones sean no-
autdonomas y dependientes de gague: los coeficientes de las ecuaciones dependerin del tiempo
a través de dp(t).

Comencemos con la formulacidn invariante de gauge (P1). Teniendo en cuenta

que las variaciones son de la forma (3.5),

§Sg =0
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implica directamente que

iz (2J(E) =0 (3.10)

con ig : g%t — g denotando la inclusién de
g°® = {X € g, Xq(c(t)) € Dz}

La anterior ecuacién en términos de J es equivalente a la ecuacién del momento no-holdnomo

de [5], evaluada sobre la curva controlada c(t) dada por (3.1).

Observacién 3.2.6. (Prescindibilidad de (H1) y (H2)) La ecuacién (3.10) es una de las
ecuaciones de movimiento de cualquier sistema cuya cinemdtica coincide con la dada en
3.2.1, sin necesidad de asumir (H1,2). La tnica hipétesis dindmica requerida es (DH1)
sumada al hecho de que cualquier otra fuerza que actue sobre el sistema (vista como 1—forma
sobre @) se anule sobre las variaciones verticales. Lo que estas hipétesis (H1,2) agregan
es: que los D—vinculos no afectan a las variables de la base y que estas variables estdn
siendo controladas, con lo cual, (3.10) es la tnica ecuacidn de movimiento (no de vinculo)

que queda por resolver en el sistema.

La ec. (3.10) son k := dimgt® = dimg®) = const. ecuaciones que estdn

acopladas a las (dimg—k) ecuaciones de D —vinculos:

Dado que las variables de la base estdn siendo controladas, esto es, dado que
(H2) nos deja con sélo dimg grados de libertad, la ecuacién (3.10) sumada a las ecs. de
D~vinculos de arriba determinan de manera tnica c(t) a causa de (H1).

En lo que sigue, daremos una forma més explicita a las ecuaciones para la incégnita
g(t) al fijar la eleccién de gauge do(t) y trabajar con la formulacién covariante (P2)5. A
fin de ilustrar los cdlculos subyacentes, derivaremos las ecuaciones partiendo, directamente,
de (P2), a pesar de que pueden ser, también, derivadas desde (3.10) haciendo uso de la

descomposicién (3.1). Evaluemos, luego,

ta

0= d55ldol = | <I(do(t))€ ; J(do><t>,6e> .

t

531 necesitamos (H 1,>2) para (P2).
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Utilizando la ec. (3.9) e integrando por partes, llegamos a

12}

d , " ; _
= [ {2 (1wt + a0 ®) +ad (a0 + I(60)®)) 1 9700)
t1
donde ad; = —(adg)t denota la accién co-adjunta (por izquierda). Nétese que g 16g es

arbitrario sélo entre aquellas variaciones que satisfacen los D—vinculos (3.8), i.e.
g7dg (t) € g0

En consecuencia, si denotamos iy ;) : g* — (g%()* a la proyeccién canénica, la ecuacién

b | 5 (1€ + 360)®)) + od; (Tore + Jd)®) | =0 @10
debe cumplirse. Estas son k = dimg? (constante Vg € Q) ecuaciones escalares de movimiento
para la velocidad angular referida al cuerpo £(t) = g7 1g(t), las cuales estén acopladas a las
(dimg — k) ecuaciones de vinculo no-holénomos (3.7), también para £(t).

Antes de pasar a la seccién siguiente, mencionaremos algunas de las propiedades
que poseen los subespacios involucrados en (3.11). Estas se deducen de la G—invarianza de
D. Recordemos que, en general, g? := {X € g, Xq(q) € Dy} y que iq : g7 — g denota la

inclusién.

Proposicién 3.2.7. Se cumplen las siguientes propieda,des:.
e 999 = Ad,g?
o Adjoig =1g.q0 Adg

Ejemplo 3.2.8. (El caso puramente cinemdtico de [5]) En tal caso, DNTOrbg(Q) es trivial
v, luego, g? = {0} para todo ¢ € Q. La ecuacién de movimiento (3.10) resulta entonces
trivial y el movimiento del sistema estd determinado por, solamente, la ecuacién de vinculo

é € D. Véase también la seccién 3.4.3.

Ejemplo 3.2.9. (El caso de las simetrias horizontales completas [5]) En tal caso, existe
un subgrupo H C G tal que g? es constantemente §§ = Lie(H) para todo ¢ € Q. Luego,
i (J (c)) es una cantidad conservada durante la evolucién del sistema c(t). Véase la seccién

3.4.4.
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Ejemplo 3.2.10. (El caso D = TQ y la conservacién del momento) Cuando D = TQ
y, por lo tanto, los D—vinculos son triviales, la ecuacién (3.10) (equivalentemente, (3.11))
implica que el momento J se mantiene conservado a lo largo de c(t). Este es el caso de, por
ejemplo, un cuerpo auto-deformante que es libre de rotar alrededor de su centro de masa

con momento angular conservado ([6, 24]), como fue descripto en el capitulo anterior.

Fuerzas aplicadas

En presencia de fuerzas externas adicionales F' : TQ — R, las ecuaciones de

movimiento correspondientes son
. % d g -k *
tege) (557 (€)) = 15y © Ty (Feqr)
recordando que o) : § — T @ denota la G—accién infinitesimal sobre @ a lo largo de

c(t).

Por otro lado, la ecuacién (3.10) puede ser reescrita como

96 =Te(t)

para una curva ['.(t) € Ker(i:(t)), i.e., en el anulador de g°®. Esta I';(t) queda fijada por
las ecuaciones de D—vinculo y puede interpretarse como un torgue externo generalizado que
es causado por las D—fuerzas de vinculo (véase €j. 3.5.4).

En la formulacién covariante de gauge, las ecuaciones de movimiento son

%(M%mm+ﬂ%w0+mg@wamehMMm)=ﬁw(@%@ﬂ@)=nmw

(3.12)

Si asumimos que no hay fuerzas externas y que (DH1,2) son vilidas, llegamos a

la ec. (3.12) pero con las fuerzas F' = F D representando las D—fuerzas que actuan sobre el

sistema para implementar los D—vinculos. Nétese que la ec. (3.11) puede deducirse de la

anterior, utilizando (DH1) y proyectando con L @ " g* — (g%®)* ambos miembros de la
igualdad.

Si elegimos un splitting g = g%® @ 9% con PP : g — g%® el correspondiente

proyector, obtenemos que el torque externo I'yy(t) € Ker i;o(t), presente del lado derecho

de (3.12), puede ser también expresado como®

gy (t) = (1 - PD>* © T30t) (p;*do(t)Fcl()t)> :

La expresién siguiente arroja el mismo I'4,(t) para cualquier eleccién de PP (equiv. para cualquier
splitting) dado que Fi(:) se anula sobre D C TQ por (DH1).
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La expresién (3.12) representa dimg ecuaciones que estan acopladas a las (dimg—k) de
D—vinculos. Sin embargo, nétese que en (3.12) tenemos (dimg—k) nuevas incégnitas: las

D—fuerzas FP.

Formulacién en términos de fibrados

Ambas formulaciones del problema, la invariante (P1) y la covariante (P2), tienen
como G-fibrado subyacente a Q; — I, el cual esta se define a partir de Q — Q/G

mediante el siguiente diagrama pull-back

Qr — Q
! I}
I -5 QG

Mis atin, Q; es un G—fibrado trivial y las correspondientes secciones globales son
las curvas de gauge do(t) que se proyectan sobre &(t) en el espacio base B. Eligiendo una

seccién, como Q =~ I x G, llegamos al sistema no-auténomos sobre G descripto en (FP2).

Observacién 3.2.11. (Relacidn con las teorias de campos en 1—d) La descripcién anterior
de nuestro problema dependiente del tiempo en términos de una teoria de campos de gauge
en 1 dimensidn. En ésta, los campos son las secciones I — Qy = I X Gy G es el grupo de
gauge. Véanse [20] y sus referencias. Obsérvese que, en este contexto, la correspondiente
teoria de campos no es invariante de gauge dado que, de hecho, el problema consiste en

encontrar la transformacién de gauge correcta que lleva dy a la solucién buscada ¢ = g - d.

Hay otros fibrados que son relevantes a la formulacién del problema y, més es-
pecificamente, para el estudio de las ecuaciones de movimiento. Estos son los fibrados
vectoriales gP, g? sobre @, que se relacionan a través del siguiente pull-back

g7 — g°
l l
I 5 Q
siendo gP := Ugeqg?. El fibrado vectorial gP puede ser también definido como o~!(D),
para el morfismo de fibrados vectoriales
c : @Q@xg—TQ
(¢, X) — Xo(q)
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con D C TQ visto como un sub-fibrado vectorial. Nétese que el fibrado gP también es
trivial dado que I es contractil. Para una dada eleccién de gauge do(t), debe, luego, existir

una curva suave T'(t) € GL(g) tal que el conjunto

(T () X,y dima*) (3.13)
defina una base de la fibra g%® cuando {Xi}f;"f“d(tl) sea una base del espacio vectorial

g™ Cg.
Esta es la versién pull-back (a g?) de la formulacién en términos de bases mdviles

de [5, 9].

Observacién 3.2.12. (Fibrados no triviales) El ejemplo 3.2.9 nos indica que la geometria
del fibrado gP juega un rol crucial en la forma de las ecuaciones de movimiento. En otras
palabras, la gemetria de g© entra en juego a la hora de conmutar ?id? y iz(t) en la ec. (3.10).
A pesar de que el fibrado g? siempre es trivializable, cuando no es directamente trivial,
debemos recurrir al uso de las secciones dependientes de tiempo T'(t), las cuales entran de
una manera no-trivial en las ecuaciones de movimiento. Véase también las secciones 3.3.4

y 3.3.3, en las que este efecto es aislado de otros.

Gauges no-holonémos

Recordemos las ecuaciones de vinculo (3.7), las cuales estdn acopladas a las de
movimiento (3.11). Dado que son explicitamente dependientes del gauge, surge natural-
mente la pregunta: ;existe un gauge, i.e. una eleccién de dy(t), tal que simplifique dichas
ecuaciones?

De la ec. (3.7) vemos que si dy(t) cumple que
d
Egd()(t) € Ddo(t)’ Viel (314)
entonces, (3.7) se vuelve equivalente a la siguiente condicién simplificada
£(t) € gho®, (3.15)

Llamaremos a un gauge dg que satisface (3.14) gauge no-holdnomo y lo denotare-
mos d)/ ..
Siguiendo las ideas de [5], dada la curva base &(t) € @Q/G, un candidato geométrico

a gauge no-holénomo d)¥ que verifica (3.14) estd dado por el levantamiento horizontal de
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&(t) con respecto a la conexidn no-holénoma. El gauge dYH que asi se obtiene queda definido

por
(i HE Oign ) (i3 TN (0))) = 0

. (3.16)
Al (g (8) = 0

en donde i;NHI(dévH(t))idévu gl — (gdém) y AKim . TQ — $1 denota la 1—forma
0
{l—valuada que proyecta il, sobre si mismo y tiene a D, por nicleo. El sub-fibrado 4 C TQ

puede ser difinido, punto a punto ¢ € Q, como el complemento ortogonal (respecto de la

métrica de energia cinética) de (g%)g (¢) dentro del subespacio vertical Tq (Orbg(q)), es

€1
decir: T, (Orbg(q)) = (8%9)¢ (q) © L4y (véanse los detalles en [5]).
En este caso, el factor de gauge d'¥ (t) de la solucién c(t) queda cinemdticamente
(geométricamente) determinado a partir de la dindmica en la base &(t).

En un gauge no-holénomo, se tiene

Proposicién 3.2.13. Sea d)¥ (t) un gauge no-holénomo y definamos el momento referido

al cuerpo a lo largo de d}/*(t) mediante

T(t) == I(dg * (£))(g™ g(t)) + J(d§ )(t). (3.17)
Las siguientes afirmaciones son ciertas:

o J(c) = Ad;(t)H(t), luego II(t) representa al G—momento del sistema J pero visto

desde el sistema de referencia mdvil definido por g(t) en @Q,
e los vinculos se vuelven g~1g(t) € gdév H(t),
e la reconstruccion” de g(t) a partir de i:zg’ g 1I(t) es:

. -1 '
g—lg(t) = (i:l{)vH o I(dg]H(t)) © id{,VH) (i;(IJVHH(t) - i;évH J(d{)VH)(t)>
Eq.(3.16) /., . -1,
0 (i o T3 (1) o ign)  iggaTI(E),

e la ecuacidn de movimiento que corresponde a II(t) es

it 3 d £3
igvagy | 7 IL(t) +ad e | =o,

dt (spmora@resgn ) (5pnm0)

"Recuérdese el capitulo anterior.
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la cual est4 acoplada a la siguiente ecuacién de vinculo para II(t)
I (B)(E) - T(dH)) € g7 .

Observacién 3.2.14. (Ausencia de vinculos y el gauge mecdnico) Cuando D = TQ, i.e.,
cuando no hay D—vinculos, la conexién no-holénoma coincide con la conexién mecdanica
(véanse [20], sus referencias y el capitulo anterior) y, por lo tanto, el gauge no-holénomo se

reduce al gauge mecénico d}/*® que est4 definido por

J(dMek (1)) = 0. (3.18)

3.3 Casos particulares

3.3.1 El caso del momento conservado

En esta seccién describiremos sistemas con base controlada que no estdn sujetos
a ningin D-vinculo adicional, de modo que su movimiento estd governado por la conser-
vacidén del momento. Este caso representa a una clase importante de sistemas en los que el
movimiento en las fibras es inducido por el de la base a fin de mantener el momento con-
stante, por ello daremos una descripcién detallada de la estructura hamiltoniana subyacente.
En la seccién 3.4.2, aplicaremos dicha descripcién al estudio de las fases de reconstruccién

para tales sistemas.

Hay dos maneras de entender este caso en el que el momento es conservado a
partir del caso general que hemos descripto teniendo en cuenta D—vinculos. Una es pensar
que D = TQ y que el momento J d4, luego, cantidades conservadas a causa de las simetrias

horizontales generadas por todo G (ver [5] y la proxima sec. 3.4.4). Otra, es pensar
J(¢) = p = const.

como un vinculo afin sobre el sistema (véase 3.3.2). Ambas estrategias llevan a los mismos
resultados, los cuales describiremos en lo que sigue de (la tercer posible) manera directa,
estudiando las correspondientes ecuaciones de movimiento.

Dado que no hay D—vinculos, s6lo necesitamos asumir (H2) y (DH2) de las
secciones 3.2.1 y 3.2.2, respectivamente. A partir de ellas, por medio de las técnicas varia-

cionales de 3.2.3, se encuentra que la aplicacién momento J se conserva a lo largo de la
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evolucién fisica del sistema ¢(t) € Q, i.e.

d

—J(¢é(t)) =0, Vi 3.19
ZJ(E(®) (3.19)
Las ecuaciones no-auténomas y de sequndo orden de movimiento para g(t), que

surgen de (3.19), son

0 = ady((DE®) + o) + () o(e®) (3.20)
+ 3 (oeet) + 2 )

en donde hemos denotado

() =g gt e g

EQ
y los valores iniciales (g(t1),g(t1)) deben cumplir que g(t1) - do(t1) = c(t1), a‘i;(g ~do)(t1) =
c(t1) sean los valores iniciales del problema mecdnico en Q.

Nos concentraremos, ahora, en la estructura hamiltoniana de estas ecuaciones. En
primer lugar, nétese que I, define un isomorfismo lineal para cada q € Q ya que, mds aun,
determina un producto escalar simétrico (,) en g a través de (X,Y) = ([;X,Y). Sea dp un

gauge cualquiera. Si llamamos
IT = Io(t)€ + Jo(2), (3.21)

la aplicacién que manda £ — II, que puede ser vista como una transformada de Legendre

dependiente del tiempo, es invertible para todo t:
£(t) =I5 (£)(IL = Jo(1))- (3.22)

También se tiene que
' d N .
J(e(t)) = AdyyT1(1)

y, por lo tanto, (3.19) es equivalente a

d N
28 = =097 6116 - o ) 1D (3-23)

Ahora, transformaremos la ecuacién (3.20) en una de primer érden sobre TG
utilizando las estructuras geométricas subyacentes. Recuérdese que T*G es isomorfo como
fibrado vectorial a G x g* via traslaciones por izquierda, i.e., tomando coordenadas referidas
al cuerpo ([1, 16]). Ademds, recordemos las dos aplicaciones G x g* é& g* dadas por
L(g,1I) = AdyIl y m(g,II) = II. Esto nos lleva a la "
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Proposicién 3.3.1. Sea g(t) una curva en G y II(t) = Io(t)g™* %g(t)—{—Jo(t). La curva g(t)
es solucidn de (3.20) sii la curva (g(t),II(t)) es una curva integral del campo dependiente
del tiempo®

X(9,TL,8) = (943 ()T ~ Jo(8))), ~ad; 1 1 1oy
sobre G x g* (~ T*G). En tal caso, si L(g(t1),I1(t:1)) = p, entonces (g(t),1(t)) € L™ (u) =
G para todo t € I.

Observacién 3.3.2. (Reduccidn dependiente del tiempo) Recuérdese que comenzamos con
un problema que, a priori, es 2 x dimG dimensional y que estd definido por la ecuacién
no-auténoma de segundo orden (3.20) para g(t). Ahora, dado que .J se conserva, hemos
logrado reducir la dimensionalidad a dimG = dim(L~(u)) porque TI(t) debe ser Ady s 4

Véase también la siguiente sub-seccién.
La proposicién anterior (equiv. la ecuacién (3.23)) implica que
(t) e O, C g

con O, denotando la G—drbita coadjunta a través de p en g*.

Finalmente, la solucién g(t) € G, puede ser obtenida:

1. resolviendo la ecuacién no-auténoma de primer orden (3.23) sobre O, para obtener

I1(t) y, luego,
2. reconstruir g(t) a partir de II(t) en el G,—fibrado L™ (u) = G — O,.

Este tdltimo paso serd estudiado en la seccién 3.4.2 (véase también A.2 de este

capitulo).

Estructura hamiltoniana del sistema dependiente del tiempo

En esta seccién, afiadimos variables de tiempo y energia al sistema no-auténomo
en T*G anterior a fin de obtener una estructura hamiltoniana usual.

Consideremos el espacio de fases extendido P = T*(G X R) ~ T*G x R x R*
munido de su estructura simpléctica standard §2. Al tomar coordenadas referidas al cuerpo

en T*G, i.e., al trivializar por izquierda,

Pz % G x g* xR x R*,

8Véase en (1] la definicién de tales campos.
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la 2—forma €2 se convierte en
Qf nsm) = — (g~ dg) + (1L, [g7 dg®g ™ dg]) + (dt;dE)
para (g,II,t,E) € G x g* x R x R*.

Observacién 3.3.3. (La nueva variable E) El dltimo término de la expresién anterior nos
dice que E es el momento conjugado al tiempo t. Agregar este momento es la manera usual

de hamiltonianizar sistemas dependientes del tiempo (ver [1]).
A cqntinuacién, consideramos la funcién hamiltoniana H : P — R dada por
Hg(g,1L,t,E) = % (T, I ()I) — (I1, I (£) Jo(t)) + E + To(t)
con
To(t) = Kine®) ~ 5 (5 () (Jo(t)), Jo(t))

y en donde K, denota la energia cinética interna que se define en A.1.
Las ecuaciones de movimiento del sistema hamiltoniano (Pg, %, Hg) para la

curva solucién v(s) = (g,11,¢, E)(s) € Pg son

g7 g = I ()T - Jo(2))

41T = —agd*
s adlo‘l(t)(H—Jo(t))H (3.24)
21

—4E = J(IL £(I5 1 ()I) — (I, £ (I 1 () Jo())) + £ To(t)-

La tercer ecuacién nos dice que % = % y que, si elegimos como walor inicial t1(s1) = s1,
luego s = t. En consecuencia, las primeras dos ecuaciones coinciden con (3.22) y (3.23),
respectivamente. En otras palabras, éstas dicen que (g,II)(s = t) es una curva integral del
campo dependiente del tiempo sobre T*G dado en la proposicién 3.3.1. La dltima ecuacién
para E confiere a este momento conjugado al tiempo un significado fisico en términos de la

energia cinética K(Zc(t)) del sistema mecdnico en @ (véase A.1):
d -
B = ~K(ge(t)) + (1), I () Jo(1)) .

Observacion 3.3.4. (No conservacion de la energia cinética) A pesar de que el hamil-

toniano H es una cantidad conservada a lo largo de las soluciones de (3.24) en Pg, éste
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no representa la energia del sistema mecénico original en Q. En general, la dependencia
temporal explicita de las fuerzas de control que actuan sobre las variables de la base hace
que la energia no se conserve. Obsérvese también que, en general, la variable E tampoco

sera constante, sino que obedecers una dindmica no-trivial. Véase A.1 para més detalles.

Observacién 3.3.5. (Gauge mecdnico) En el gauge mecénico (3.18), i.e., cuando do(t)

es horizontal con respecto a la conexién mecdnica en Q@ — Q/G, obtenemos
E= -—K(ic(t)).
dt
Observacién 3.3.6. (Simetrias de (Pg, 0L Hg)) La G-accién sobre Pg dada por
(9,1L,t, B) = (hg, TL,¢, E)
es hamiltoniana. La correspondiente aplicacién momento conservada es

Lg : Pg—4¢"

(9,1L,t, E) — AdgIL
El correspondiente espacio reducido ([1]) es
Lg'(n)/Gu =04 xR xR*

el cual representa una estructura hamiltoniana para las ecuaciones no-autdnomas (3.23) en

O, que describimos arriba.

3.3.2 D-vinculos afines

En esta seccién seguiremos las ideas de [5] y [9] para mostrar c6mo tener en cuenta

sistemas controlados sujetos a D—wvinculos afines. Un D—vinculo afin es uno del tipo

A7 () = (g t) (3.25)

en donde AP : TQ — T'Q es un projector lineal fibra a fibra que define una conexién de
Eheresmann con Ker2? =: D ¢ TQ. Denotaremos, como es usual, V = Im2AP c TQ al
fibrado vertical. El campo (g, t) toma, luego, valores verticales: y(q,t) € V; Vq,t. Dado
que nuestro sistema involucra, la geometria del fibrado G—principal Q — @Q/G, asumiremos

las siguientes condiciones de compatibilidad:
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(i) AP es G—invariante, esto siginfica que Pgsq © quD = ngq © Pgug>
(i¢) v es G—invariante, ¥(g - ¢;t) = PgugV(q:1)-

De la G—invarianza de 2P se deduce la G—invarianza de D. Asumiremos, ademis,
la condicion dimensional sobre D dada por (H1) en la seccién 3.2.1. Ahora, consideremos

la versién afin del principio de Lagrange-D’Alambert presentada en [9]:

PAfF La curva q(t) es solucién del sistema sujeto a los vinculos afines descriptos arriba sii
§(t) satisface dichos vinculos (3.25) y, para cualquier variacién ¢(t,s) con extremos

fijos tal que dq € Dy, se verifica que

t2
5/L(q,tj)dt =0.
131

Como fue argumentado en 3.2.3, adaptamos esta formulacién variacional al caso en
que las variables de la base estdn siendo controladas al considerar sélo variaciones

verticales c(t,s) = g(t, s) - do(t) para un gauge do(t) cualquiera.
De este principio, se sigue:

Proposicién 3.3.7. Las ecuaciones que debe satisfacer g(t) a fin de que c(t) = g(t)-do(t) sea
solucidn del sistema controlado y sujeto a vinculos afines que satisfacen (i) y (ii) enunciados

arriba son: las ecuaciones de movimiento
s (5 (ECa(0)E + I ) + o (o0 + H@®)) =0 @

para € = g~1g, las cuales coinciden con las ecs. (3.11) dadas para el caso de vinculos

lineales; y las ecuaciones de vinculo
A {do(t) + (H_IQ)Q(do(t))] = v(do(t), ?). (3.27)

El hecho de que las ecuaciones de movimiento para g~1¢ sean las mismas en los
casos afin y lineal fue comentado con anterioridad, pero en términos de la ecuacidn del
momento no-holdnomo, en [5] (ver pag 27).

Como antes, es posible simplificar la ecuacién de vinculo eligiendo un gauge do

apropiado. En un gauge no-holdnomo df)v H la ec. (3.27) se transforma en

Qld%v’H(t) [(g_lg)Q(d(I)VH (t))] = '7(d£)VH(t)’ t)
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dado que QldDé\,H (t)(dév H(t)) = 0. Pero si definimos un gauge no-holdnomo afin da‘lf ! como

uno que cumpla con

Woass o (do ! (0)) = 1(dg T (1), ) (3.28)

entonces, la ecuacién (3.27) se convierte en

f
g lgegh’®

que es m4s simple de manejar. Nétese que (3.28) sumado al requerimiento de que (daqf f (t))
&(t) no determinan df;‘f f (t) de manera unica dado que dimD puede ser mayor que la dimB.
Por otro lado, cuando el campo v = 0, un gague no-holénomo es un gauge afin.

En la seccién 3.5.2, aplicaremos estas consideraciones generales al estudio del

movimiento de una bola controlada rotando sobre una mesa giratoria.

3.3.3 El caso de un G abeliano

Analizaremos a continuacién la estructura de las ecuaciones del sistema en el caso
en que G es un grupo abeliano. Esta propiedad nos permitira aislar la contribucién que
viene de la geometria no-trivial del fibrado vectorial g” de la parte Lie-algebraica de las
ecuaciones de movimiento (i.e. los términos que involucran el ad).

Cuando G es abeliano, Ady es la identidad para todo g € G, y entonces

g99 = g? Vg € G, es decir, los subespacios g? son verticalmente constantes en @, con

lo que gd"(t) = Ec(t) y iZ(t) = z'Zo(t)’

[

I(g-q) = I(q), luego I(c(t)) = I(do(t)),

J(¢) = I(do(t))g~9(t) + J(do) =: T(2),

la ecuacién de movimiento se transforma en

a0 SIO) = iy | (Ha@) 90 + 3@ )| =0, 29

e la ecuacion de vinculo en un gauge no-holdnomo se mantiene como
-1 NH
g7'g(t) € g% () = g°®).
Usando (3.16), ponemos la ecuacién de vinculo en términos de J(c)

A () (T) — ) = (i o T ™) oigun)” (it T (@) € g% (3.30)
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Observacién 3.3.8. (La base del fibrado g”) Dado que g9 = g? cuando G es abeliano,
el fibrado vectorial g° — Q desciende a un fibrado vectorial sobre el espacio base gl —
Q/G. En este contexto, los objetos i, = ig o = i3y ¥ I(c(t)) = I(do(t)) = I(E(t))
dependen, en realidad, de la curva base ¢(t) € Q/G.

Seguidamente, desearfamos llevar la ecuacién de movimiento para el momento J(c)
a la forma de una ecuacién diferencial de primer orden. Como en 3.2.4, consideremos el

isomorfismo lineal® T; : g* —= g* que transforma la fibra inicial (gdé\’ H(tl)) en la fibra a

*
tiempo t, (gdéVH(t)) ,
tayn( ° Te = Teoigun,):
La ecuacién (3.29) se convierte entonces en
d % . e ;
= (toyy7@) =TT i) (V09) (3.31)
que es equivalente a las correspondientes expresiones en términos de bases méviles de [5].
La ecuacién anterior demuestra cémo la no-trivialidad del fibrado (gD )* afecta la
evolucién del momento proyectado vy (t).] (c). Nétese que, incluso cuando dicho fibrado
0

es trivializable, si no es directamente trivial, la ecuacién correspondiente presentard un

término con TT~! no nulo.

Observacién 3.3.9. (Fibrados g? triviales) Recuérdese de la sec. 3.2.4 que el fibrado
vectorial pull-back‘g? siempre es trivializable. Pero, cuando es directamente trivial, la

ecuacién anterior es
d (. .
El:, (zd(’)VH(t)J(C)) = O,

es decir, una ley de conservacidn asociada a la curva base &(t) dada.

. dNVH@y o
.« . . . L 0 -

Explicitemos las ecuaciones un poco més: sea {€/nu ® }f;"fg una base (mévil)

0

de la fibra gd'IJV H®) alo largo de la curva de gauge d) ¥ (t). Luego, los vinculos (3.31) para
J(c) implican que

dimgdéVH(t)

J@= Y N(e) I () ey + T (3.32)

i=1

para ciertos A\;(t) € R a determinar. De (3.29), se deduce que los A;(t)’s deben cumplir

A) AN =B A ) - c(t)

9Que no es dificil probar que siempre existe.
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en donde la matrices A(t) y B(t) son reales, dependientes del tiempo, de tamano (dimgdéw(t) x

dimg® ” () y estan definidas por

k
{edé\’H(t)}

Ai(t) = <I(d{)VH(t))ezév”(t)’eilé"”(t)> =1L

d N ) )
B’ij (t) = <E (I(dO (t))eigﬂf(t)) ) e;évH(t)>
mientras que el vector real ?(t) tiene dimgdéw(t) componentes

d y ;
cj(t) = <EJ(d10VH),eﬂga(t)> :

Nétese que A es simétrica e invertible. Si resolviéramos estas ecuaciones para
J(¢)(t), podriamos reconstruir facilmente g(t) a partir de dicha solucién, ya que, siendo G

abeliano, podemos hacer uso de la aplicacién exponencial exp : g — G, llegando a

o) = exp| [as 16 (J600) - T3 (3.33)
t1

= exp /ds (izévﬂol(d{)vH)Oidévz{>
t1

(s) (iZSVH(S)J(é)(S))

Observacién 3.3.10. (Fase asociada a la conezidn mecdnica) Como G es abeliano, la

expresién anterior implica que

t
oft) = eap | [ ds )T | -anteen(t) - do(t)
131

con
t

dnteen(t) = ezp | - / ds (@)~ J(dYH ) (s)

t1
definido tal que gprech(t) - d % () = Horprecn(€)(t) sea el levantamiento horizontal de &(t) €
B con respecto a la coneridn mecdnica (3.18) (recuérdese la sec. 3.4.1). Obsérvese que la
ecuacién de movimiento para J(c) (aunque no la de vinculo!?) mantiene la misma forma en

cualquier gauge do(t).

0En un gauge general que no es no-holdnomo, la ecuacién de vinculo se transforma en la expresién
covariante de gauge (3.7).
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Finalmente, para entender mejor cémo es que la geometria de gD entra en juego
en las ecuaciones para J(c), nos restringiremos al interesante caso en el que el espacio
horizontal de la conexidn no-holdnoma es ortogonal (con la métrica de la energfa cinética)
a todo el subespacio vertical TOrbg de TQ. En tal caso, un gauge mecénico dg(t), definido
por J (cio) = 0, es también un gauge no-holénomo y la ecuacién (3.29) se puede llevar a la

forma de una ecuacidn de transporte paralelo:
D. p = %pi - Y Aip=0, V1<i<dimg®® (3.34)

para
dim gdﬂ (t)

() = (J@seip) = D N(t) (I(do())e s ehugey)
j=1
siendo las coordenadas de J(c) en una base de g* que es dual a una {ek ¥ (t)}d’mg tal que
(I(do(t))elyy o) =0V 1 < & < dimg®®), dimg®®) +1 <7< dimg.  (3.35)

Nétese que en las expresiones anteriores, p* = 0 cuando dimg®®) +1 < 7 < dimg debido a
la condicién de ortogonalidad (3.35) y a que los vinculos (3.32) se verifican. Los coeficientes

de conexidn lineal v}, se definen como

dimg
D( ) dolt) = dt €ao(t) = Z“Yk €do(t)*

En consecuencia, en este caso, la evolucién temporal de J(c) resulta geométricamente de-
terminada, ya que éste debe moverse paralelamente transportado a lo largo de la curva
base &(t) € Q/G en el fibrado g — Q/G considerado en la observacién 3.3.8 (véase
también [5]).

Por otro lado, como lo observamos en 3.3.9, cuando la geometria implicada es
trivial, i.e. cuando gP = Q x V para un V C g constante, se tiene que i},J(c) es una
cantidad conservada. De hecho, dado que g es abeliano, V' define una sub-algebra y nos
encontramos en la situacién de las simetras horizontales descripta en la seccién 3.4.4.

En la seccién 3.5.1, aplicaremos estas consideraciones generales al estudio del

movimiento de un disco vertical que rota controladamente.
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3.3.4 El caso de un fibrado trivial Q =G x B

Para estudiar cémo es que las variables de la base inducen movimiento en las fibras,
nos concentraremos ahora en el caso en que Q = G x B, i.e.,, @ — Q/G es un fibrado
trivial. Recuérdese que estamos considerando la G—accién natural de multiplicacién por

izquierda sobre G x B. En este caso,
TQ=TGeTB
y luego, por la hipétesis (H1) de la sec. 3.2.1,
Dbg) = ToB ® 5(,9)

en donde S ) = TgG N Dy gy como es usual. Nétese que, dado que D es G—invariante,
para cada b € B, S(b,g) define una distribucién G—invariante sobre TG la cual, ademads,
queda determinada una vez elegido el subespacio S ) C T.G = g. Por lo tanto, D queda
caracterizado por una aplicacién suave B — GTgims(g) := {Grassmaniana de subespacios

de dimS de g} o, equivalentemente, por un fibrado vectorial
V = —_ . .
bgBS(b’e) B (3 36)

Inversamente, si V — B es un fibrado vectorial sobre la base B con fibras V;, C g,
éste define una distribucién G—invariante D sobre G x B al tomar Sy g) = LgeeVp. El
fibrado vectorial S C D corresponde, entonces, a la aplicacién

GxB — Grims(g)
(bu g) — Lg*eVb-

Ahora, él subespacio (recuérdese la prop. 3.2.7) g9 .= {X € g, Xg(b,g) €
D(yq)} estd dado por
luego,
g(b:g) — Adg g(bie)
8" = Spe)-

En este punto, debemos hacer alguna suposicién sobre la forma de la métrica en
Q=GxB:
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(HM) Supongamos que tenemos una aplicacién suave

B — {metricas invariantes por izquierda en G} ~ {metricas en g}
b - (7 )b .

Asumiremos que la métrica k9(,) en Q tiene la forma
kg,y)(<b1aél) ’ (b2’g2)) = kf(bla b2) + (gl_lglvggl.%)b
siendo kZ(,) una métrica en B.

Observacién 3.3.11. (Aplicabilidad) Este tipo de métricas en Q = G x B es el que pre-

sentan los ejemplos tipicos ([5]). Véanse también los ejemplos de la seccién 3.5.

Asumiendo (HM), la aplicacién momento J : TQ — g* para la G—accién por
izquierda sobre @ es
J(b,9) = AdyTy(g719)
con ¥ : g — g* denotando el isomorfismo definido por la métrica (,), en g. El tensor de

inercia (4 4) : ¢ — g toma la forma de
Ihg) = Ad; o ¥y o0 Adg-1.

Nétese que tenemos a mano un levantamiento natural d)# (t) = (&(t),e) € B x G
para la curva base &(t) € B. Este gauge di'f (t) resulta ser uno no-holénomo en el sentido
dado en 3.2.4. De hecho, este d)'7 (t) coincide con el levantamiento horizontal de &(t), desde
(&(t1), e), con respecto a la conexién no-holénoma de [5]. Y, lo que es més, coincide también
con el gauge mecanico (3.18).

En este gauge, la inclusién
iggay 8% O = Sag = 8
depende solamente de la curva base &(t) € B y coincide con la inclusién
5ty - Var)y — 8

en donde V() = S(g(¢),e) Tepresenta la fibra del fibrado (3.36).
La curva c(t) que describe el movimiento del sistema controlado y sujeto a D—vinculos

en () serd, entonces,
e(t) = (2(2), 9(t)) = () - dg 7 (t)
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J(¢) = Ad} Iz.6) (97 9) = Adj Tze)(97'9)-

En tal caso, las ecuaciones de movimiento (3.10) son
» d _ .
lc(t) (EJ(C)> =0
0, equivalentemente,
» d 1 " 1
0 (5 (B0 (07'9) + ., Teo(a™D) =0 (3.37)
Los vinculos para g(t) son
g719(t) € g°O09 = Sg0)e) = Veo)- (3.38)

Las ecs. (3.37) pueden ser reescritas considerando una base mévil en el fibrado
V — B tal y como fue hecho en la seccién anterior, dando como resultado las expresiones
locales de la ecuacién del momento no-holénomo de [5], pero evaluadas a lo largo de la curva
controlada &(t).

Simplifiquemos la situacién un poco més para intentar aislar la contribucién al
movimiento del sistema que es Lie-algebraica (vertical) de la que es gP —geométrica (hori-
zontal) y que fue estudiada en la seccién anterior.

Consideremos el caso en que el fibrado V' — B es trivial, esto es que S(pe) =
So C ¢ para todo b € B. Luego,

y la ec. (3.37) se convierte en

% <i3‘1’a(t)(9‘19)) = —1ig (ad;_;é\l,é(t) (g_lél))

la cual es una ecuacién para Ugy (g7'g) que estd acoplada a la de vinculo (3.38) para
g~ 'g. La estructura algebrdica de esta ecuacién es todavia dificil de manejar en general.
Si quisieramos resolverla (manteniendo la generalidad) por medio de las propiedades Lie-
algebraicas usuales de g, necesitarfamos, entonces, asumir una hipétesis adicional que nos
diga cémo es que cambia el subespacio Sy al movernos verticalmente en la fibra (&(t),e) ~
(€(t), 9)-

Supongamos, luego, que Sy es Adg—invariante. De esto se deduce que g°® =

g°® = Sy y que Sy C g es una sub-algebra de Lie. Los vinculos aseguran que g~'g € Sp
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y, por otro lado, las ecs. de movimiento (3.10) se tranducen en las leyes de conservacidn
(como en la obs. 3.3.9)

L@@ = o

%(ié‘l’au)(g"lg)) = —(ad;_lgia\llé(t)(g‘lg))_

A pesar de ser integrable (para .ciertos G), esta ecuacién es todavia dificil de resolver
explicitamente manteniendo la generalidad (véase en [16] el caso del cuerpo rigido con
g = 50(3)). Sin embargo, en esta situacién, el factor dindmico g(t) de c(t) puede ser siem-
pre reconstruido a partir de una solucién de las anteriores ecuaciones en Sg, dando como

resultado las correspondientes férmulas de fase que describiremos en las secs. 3.4y A.2.

El an&lisis llevado a cabo en esta seccién nos permite ver que, incluso bajo hipdtesis
muy favorables sobre la geometria de Q y D, las ecuaciones de movimiento pueden resultar
tan complicadas que no permitan continuar con el estudio genérico de ¢(t). A pesar de ello,
requiriendo compatibilidades més profundas entre D y la G—accién, v.g. la presencia de
simetrias horizontales, en 3.4.4 y 3.4.5 mostraremos que se pueden obtener formulas de fase

que permiten avanzar'! sobre la caracterizacién de la solucién c(t).

3.4 Reconstruccion y fases

En las secciones siguientes, nos concentraremos en las fases de reconstruccién ([15])
para ambos, la solucién completa c(t) y la incégnita vertical (dependiente de gauge) g(t).
El lector interesado puede encontrar los variados tipos de fases de reconstrucciéon posibles

en [17].

3.4.1 Gauges y fases en Q — @ /G para sistemas con D-vinculos

Supongamos que la curva base &(t) € Q/G es cerrada, ¢(t1) = &(t2). La eleccién
(3.16) que constituye gauge no-holdnomo di'# (t) conlleva a la presencia de una fase geométrica
durante el movimiento del sistema en Q. Dado que es<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>