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Abstract

En este trabajo se definen, en forma sistemédtica, wavelets sobre una grilla tetraé-
drica que se genera a partir de un método de subdivisién regular. Asi construidas, estas
waveletes forman una base incondicional para el espacio LP(T,%, 1), 1 < p < 0o, siendo p

la medida de Lebesgue y X la unién arbitraria de los tetraedros obtenidos por el método
de subdivisién.
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1. Introduccién

Dado que las waveletes son una herramienta matematica para la descomposicion jerdarquica de
funciones, su uso se ha extendido a la resolucién de distintos problemas en diversas dreas. La
computacion grifica es una de las dreas que se ha beneficiado con su utilizacién, ya que la
mayorfa de los algoritmos involucrados son de orden lineal, lo que representa una gran ventaja
dada la gran demanda computacional y de velocidad en este tipo de aplicaciones.

Los trabajos tradicionales sobre waveletes fueron los realizados por Mallat [9], Daubechies
[6] ¥ Chui [5] e introducen a las waveletes desde una perspectiva del procesamiento de senales.
En ellos, éstas son definidas como traslaciones y dilataciones de una funcién particular, llamada
madre wavelet y la herramienta béasica para la construcciéon de las mismas es la transformada
de Fourier. Estas se conocen como waveletes de primera generaciéon. Sin embargo, en muchos
casos se presenta la necesidad de contar con repesentaciones de funciones jerarquicas, en las
que las waveletes no sean necesariamente traladadas unas de otras. Los primeros trabajos
relacionados con la introduccién de waveletes de un modo totalmente diferente, basdndose en
una teorfa de waveletes mds general que permite construirlas en distintos tipos de dominios
corresponden a Loundsbery [8] y a Stollnitz et al.[14]. Allf se introducen las waveletes me-
diante funciones de escalado utilizando la teorfa del analisis multirresolucién ya que en estos
casos no son aplicables las técnicas de Fourier para su construcciéon. Las deficiencias de las
técnicas de Fourier han conducido a los investigadores de varias disciplinas a desarrollar otras
representaciones jerarquicas de funciones. Surgen asf las waveletes de segunda generacién. En
este contexto, Loundsbery [8], construyé waveletes sobre dominios topolégicos bidimensionales
de tipo arbitrario. Para ello, extendié el andlisis multirresoluciéon para funciones definidas so-
bre superficies, basando esta extension en la refinabilidad, es decir, en la creaciéon de funciones
de escalado refinables. Este enfoque fue posteriormente generalizado por Sweldens [16], quien
reconoci6 la construccién de Loundsbery como una instancia méas general de lifting. Schroeder
y Sweldens [13], continuaron su trabajo demostrando que la subdivisién y el lifting proveen
métodos constructivos para la generacién de waveletes definidas a conveniencia del usuario.
Ellos deseaban representar funciones sobre una esfera usando una base de waveletes y para
ello construyeron waveletes biortogonales sobre la esfera con propiedades que pueden elegirse
segtin su uso. Posteriormente, Nielson et al. [12] define las waveletes de Haar sobre la esfera,
que también son biortogonales pero que presentan ventajas sobre las de Sweldens y Schroeder,
va que cuando el dominio se hace plano, las mismas convergen a waveletes ortogonales. Am-
bas construcciones usan la subdivisiéon como técnica tanto para generar superficies como para
crear una sucesion de espacios anidados como los requeridos en un andlisis de multirresolucién.
Las waveletes pueden construirse asi sobre dominios topolégicos bidimensionales arbitrarios
partiendo de una red triangular y usando la subdivisién como base. Usando esta técnica de
la subdivisién recursiva, comenzaron a estudiarse métodos de subdivisién de volimenes para
poder definir waveletes sobre subespacios de dimensién tres, [4]. Es necesario destacar que la
necesidad de resolver problemas fisicos planteados en mds dimensiones hizo que se siguieran
estudiando esquemas de subdivisién en subespacios de dimensién mayor que tres. Maubach [10]
presenta un método de refinamiento basado en bisecciones que se aplica a grillas de n-simplices,



independientemente de la dimensién n.
Distintas alternativas han sido propuestas para representar volimenes; sin embargo la may-
orfa de ellas puede clasificarse en dos tipos distintos:

* Los que representan el volumen a través de su superficie o superficies y lo descomponen en
constructores mds simples tales como los tridngulos.

* Los que representan el volumen mediante constructores de volumen més simples (analogos
a los tridngulos).

Nosotros consideraremos el ultimo caso y tomaremos como bloques constructores bésicos
a los tetraedros. Partiendo de esta red tetraédrica y usando la subdivision como base, es
posible construir waveletes sobre dominios topolégicos arbitrarios. Para ello es necesario definir
waveletes sobre un tetraedro y el conjunto de tetraedros que se obtienen a partir de éste por
subdivisién.

FEn este trabajo nos concentraremos en esta problemdtica. El mismo estd organizado de la
siguiente manera: en la seccién 2 describimos el método de refinamiento de grillas tetraédricas
que utilizamos en la subdivisién; en la seccién 3 definimos las waveletes sobre los tetraedros y
finalmente en la seccién 4 damos algunas conclusiones y delineamos el trabajo futuro.

2. Refinamiento de grillas tetraédricas.

Existen métodos de refinamiento con propiedades de anidamiento, estabilidad y consistencia
para grillas triangulares en 2. Probablemente uno de los mds conocidos es la combinacién de
refinamientos rojos y verdes propuesto por Bank et al. [2]. Un refinamiento rojo divide un
tridngulo dado en 4 tridngulos congruentes conectando los puntos medios de sus lados y un
refinamiento verde consiste en bisecciones simples que conectan el punto medio de un lado con
el vértice opuesto.

Otra clase importante de refinamientos en 2D estd basado sélo en bisecciones que pueden
distinguirse por la forma de preservar la estabilidad.

El refinamiento estable de grillas tetraédricas es mas complejo, no existiendo una manera
de dividir un tetraedro dado en ocho subtetraedros congruentes; sin embargo es posible exten-
der las estrategias mencionadas de refinamiento regular en 2D a tres dimensiones. Con esta
perspectiva, varios autores desarrollaron numerosos algoritmos en los iltimos anos. Métodos
de biseccion tridimensionales fueron presentados por Baensch [1] y Maubach [10].

Una estrategia de refinamiento para el caso 3D andloga a la de Bank para el caso 2D, fue
presentada independientemente por Zhang [17] y Bey [3].

Bey [3] presenta un método de subdivisién de tetraedros en ocho subtetraedros de igual
volumen mediante el cual se obtienen tetraedrizaciones estables y consistentes, es decir un
refinamiento regular. Mds atin, los elementos generados pertenecen, a lo sumo, a tres clases de
congruencia, independientemente del nimero de pasos realizados en el refinamiento. Se entiende
que dos tetraedros 17 y 75 son congruentes si se pueden hacer coincidir por un movimiento rigido
y una traslacion, i.e. si existen una constante ¢ # 0, un vector x y una matriz ortogonal () tal
que:

Ty =x+cQTy = {x+cQx': X' € Th}



La figura 2.1 muestra un paso en este tipo de subdivisién.

Figure 2.1: Un paso en la subdivisién tetraédrica

2.1. Descripcién del método

El método de subdivisién de tetraedros que nosotros consideramos es el mencionado arriba. Para
subdividir un tetraedro T' se conectan los puntos medios de los lados de cada cara triangular
del tetraedro y luego se cortan los cuatro tetraedros de las esquinas que son congruentes con 7.
En el octaedro interior quedan asi determinados tres paralelogramos (ver figura 2.2); cortando
el octaedro a lo largo de dos de estos paralelogramos obtendremos cuatro subtetraedros mas.
Cada eleccion de dos paralelogramos corresponde a una de las tres posibles diagonales, como
muestra la figura 2.2. Los ocho subtetraedros tienen igual volumen pero los interiores no son
en geneal congruentes con 7.

Deseamos construir bases de waveletes sobre tetraaedros siguiendo el procedimiento de
Sweldens y Girardi [7]. Para ello en lo que sigue indicaremos con (7,3, 1) al espacio de me-
dida para el cual: T es un tetraedro de volumen V, ¥ es la unién arbitraria de subtetraedros
obtenidos por el método de subdivisién arriba descripto y p es la medida de Lebesgue.

Obtendremos asi waveletes similares a las de Haar sobre el espacio de medida (7', %, u)que
forman una base incondicional para LP(T,%, 1), 1 < p < oc.

3. Definicién de las waveletes

3.1. Definiciones previas

Definicién 1 ([7]): una foresta (F, g, p, C, <) consiste en un conjunto numerable F que contiene
un subconjunto R, posiblemente vacio, de raices elementales junto con una funcién generacién
g : F —Z, una funcién padre p : F\R — F, una funcién hijo C' : F — P(F), (P(F) es
el conjunto partes de F) y un ordenamiento parcial por edades sobre F que satisfacen las
siguientes propiedades:



A Paralelogramos interiores

Refinamiento regular de las caras

Diagonales interiores

Figure 2.2: Subdivisién de un tetraedro segin el método de Bey.

1. Cla) = {B € F:p() =a}.

2. 0 < #(C(a) < oo, para cada a € F.

3. Si B € C(a), entonces g(f) = 1+ g(«).

4. El ordenamiento < ordena linealmente C'(«) para cada o € F.

5. Si g(a) < g(B) y p"(a) = p™(B), para n,m > 0, entonces 3 < «, donde la funcién
potencia p™ de la funcién padre estd definida asi: p° es la identidad y p™(a) = p(p" ().

Es posible ampliar el ordenamiento parcial dado a toda la foresta, preservando 1) y 4),
extendiéndolo linealmente a la k-ésima generacién F; donde:

Fr={a € F:gla)=k}.

De esta manera la foresta satisface la propiedad:

6) el ordenamiento < ordena linealmente a toda la foresta.

Definicién 2 ([7]): un drbol es una foresta que satisface la propiedad:

si a, 8 € F entonces existen n,m > 0 tales que: p"(a) = p"(f) y tiene a lo sumo un
elemento raiz que se nota con p.

Definicién 3 ([7]): una hoja es un elemento del arbol que no tiene hijos.

Definicién 4 ([7]): sea M = {1,2,...,m}, para algin m € N. El drbol logaritmico 7).
sobre M estd unfvocamente determinado por la siguientes propiedades:

1. Tiene I generaciones (0, ...,1 — 1), donde 2/"2 < m < 271,
2. Cada elemento de 7}, es un subconjunto de M de enteros consecutivos.

3. Tiene un elemento raiz p = M y g(p) = 0.



4. La generacién (I — 1) consiste en las hojas {{1},{2},...,{m}}.
5. Cada elemento de Tj,, con cardinalidad mayor que 1 tiene 2 hijos y la cardinalidad del
menor de ellos es igual o de un orden menor que la del mayor.
3.2. Definicién de las waveletes

Sea 7 el drbol para el cual {T, : o € 7}, son los subtetraedros obtenidos por el método de
subdivisién considerado.

La coleccién {Ty, : a € T}, constituye una particién anidada para T y el arbol 7 es tal que
tiene un elemento raiz p para el cual T, = T". Un subtetraedro T, de la n-ésima generacién tiene

volumen V/8".
Los bloques constructores bésicos de las waveletes seran las funciones de escalado {¢,, : @ € T},

donde: y
V —1/p
Po = (8_n> X(Ta)7

siendo x(7,) la funcién caracteristica x(7y,) deTy,.
Las waveletes estdn indexadas por un conjunto GG que consiste de un conjunto G* y del
fndice p € 7 para el cual T, = T El conjunto G* tiene la forma:

G" = UaGTG<a)7

donde G, tiene siete elementos y se construye haciendo un mini-drbol 7 lineal o logaritmico
entre los hijos de a.Numeramos los hijos de o como 3;,7 = 1..8,8;, < (3;,; y elegimos la
construccion logaritmica para el mini-arbol 7 (Figura 3.1).

o= {1 B2 Bs s 5 s 1 I }

P i} / \ {85 Ps &ﬁs}
(B / {ﬁsﬁ4 {8586 \ }
P R
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Figure 3.1: Mini drbol 7

Sea G(a) = {(a,¢) € {a} x 7 : #C(s) = 2}, donde C(s) es el conjunto de hijos de . Los
elementos ¢ € T tales que #C(s) = 2, los indicamos de la siguiente manera:

¢ =«

¢? = {81, B9, B3, Ba}



§3 = {55’ 56’ 57’ ﬁ8}

§4 = {51’52}
> = {03, 4}
€6 = {ﬂ{)vﬂﬁ}
§7 = {67’68}

Notemos que como el drbol considerado es logaritmico, C(s) = 2,Vs € 7. Las waveletes 1.,
generadas por los elementos 7* = (a, <) € G(a),i = 1...7, donde <} y ¢4 son los dos hijos de ¢,
se definen como sigue:

—1/p
= 277 (x(Py) = x(Nyp)) (SXBW’

{ Pvllz Uject T3,
N~ = Ujeq T3
) (2V)~tr
e = 27 (X(Pre) = X(No2) gy
{ P'y?Z:UjGCfTﬁj
Ny* = UjesTs,
) (2V)~ /e
b = 2P 0dP) = X(Noe) gy
{ P~/33:Ujec?Tﬁj
N7 = UjeesTs,
) vV-1/p
by = 27 (X(P) = X(No) (g
{ P'y44: UjectTs,
Ny" = UjesT3,
) V-1/p
b = 2P 0Pr) = X(Noe) gy
{ P~/55:Ujec§Tﬁj
Nv” = UjeesTs,
) vV-1/p
b = 270 (d(Pre) = X(No0)) (e

{ P'YGGZ UjGC‘fTﬂj
NY” = UjesTs,



V-1/p
b = 2*1/p(x(P77)—x(Nw))W»

{ P777: UjeCITﬂj ‘
Ny =Useq s,

Como se trata de un drbol con elemento raiz p = T', sélo resta definir la wavelet 1, corre-
spondiente a dicho elemento.La misma se define de la siguiente manera:

v, = (V) 7x(T)

Finalmente, tomamos:
U={y, :v€G}

Asf definida, W tiene las siguientes propiedades:
1. W estd normalizada, i.e: [|V]| =1,Vy € G.
. fTw,Yd,u =0,Vy e G".

. Siv, vy’ €@, Jr o dp =0

4. U es una base incondicional normalizada de L, (T, %, y1).

w N

4. Conclusiones y trabajo futuro

La representacion de objetos mediante su frontera, es una herramienta de modelamiento matemético
muy poderosa, pero este esquema conlleva poca semejanza con los objetos sélidos del mundo
real. Por otro lado el modelamiento de sélidos fue una realidad a partir de la geometria con-
structiva de sélidos (C.S.G). Si bien hoy en dia ambas representaciones juegan atin un rol
central en los sistemas de modelamiento, estos métodos no son ideales para modelar muchos
objetos reales. Tipicamente, el objeto volumétrico se representa como una grilla regular 3D de
elementos volumétricos (voxels). Sin embargo los datos que representan un determinado ob-
jeto, estdn a menudo dispersos o irregularmente distribuidos, lo que requiere representaciones
alternativas. En estos casos podrfamos representar el objeto en un dominio tetraédrico sobre

el que se definen los atributos (como color o densidad).

Debido a la gran cantidad de tetraedros que representan normalmente un objeto, los mode-
los multirresolucién benefician sin duda, la representaciéon de los mismos [11]. Este beneficio se
manifiesta, por ejemplo, en mejoras que redundan, entre otras, en interactividad y compresién
para transmisién. Asi se presenta el desafio de desarrollar la teorfa de waveletes y/o el andli-
sis multirresoluciéon para objetos representados mediante tetraedros. Un primer paso en esta
direccién consiste entonces en definir las waveletes sobre tetraedros.

En este trabajo hemos definido waveletes sobre un tetraedro 7' que forman una base in-
condicional para LP(T,3, 1),1 < p < 00, y que permiten representar funciones de L*(T, %, u1)
en esta base. Si bien no son suaves y tienen sélo un momento nulo, el andlisis multirresolucién



que generan es adecuado para la aplicaciéon del esquema de lifting [15],[16]. Mediante este pro-
cedimiento, es posible obtener, a partir de un andlisis multirresolucién inicial, uno nuevo con
las ventajas de tener waveletes mds suaves y con m&ds momentos nulos, lo cual se hard en un
trabajo futuro.
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