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Abstract

En este trabajo consideramos el problema de calcular aproximaciones para la derivada segunda de fun-
ciones de varias variables usando la técnica de diferencias finitas. Mostramos de donde surgen las diferentes
férmulas y calculamos los errores que se cometen con esas aproximaciones en funcién del incremento h, para
derivadas primeras y segundas. Basdndonos en estas observaciones describimos dos métodos, el de Gill y
Murray y el de diferencias de gradientes.También introducimos un nuevo algoritmo que calcula derivadas
segundas. Presentamos también la correspondiente comparacién con los otros dos métodos. Finalmente
incluimos algunas experiencias numéricas y aportamos conclusiones sobre los resultados obtenidos.
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1 Introduccion

El objetivo de este trabajo es desarrollar un método para calcular derivadas segundas de una funcién dada,
f(z), z € R™ usando aproximaciones por diferencias finitas. Si las derivadas de f son muy dificiles de calcular
o muy costosas de evaluar, los métodos para minimizar f(z), quasi Newton o Newton, utilizan aproximaciones
por diferencias finitas del gradiente y del hessiano de la funcién, y el éxito de encontrar el éptimo depende
directamente de obtener buenas aproximaciones para las derivadas. Las férmulas de diferencias finitas se
deducen del desarrollo de Taylor de f, como veremos mas adelante, resultara

O fxo) o flzo+ hiei + hjej) — flxo + hiei) — f(xo + hje;) + f(wo)
E):ric’):rj - hzh]

donde lo més importante de considerar es la eleccién de los incrementosh; y h;. Si ellos son demasiado pe-
quetnios, se producen errores aritméticos en los cdlculos que se traducen en aproximaciones no satisfactorias
para las derivadas. La idea de este trabajo es encontrar un incremento que sea lo mejor posible, en el sentido
de que minimice una funcién de error. Para esto se supone que h depende de ciertos parametros, es decir
h = h(ay,...,ar). Se toman fi, fa,...ffunciones test, de las cuales se conocen los hessianos en determina-
dos puntos,Hvy, Hvs, ..., Hv,,son los hessianos verdaderos correspondientes, Hcy, Hes, ..., Hc,,son los hessianos
calculados con el incremento A, y se toma una funcién objetivo del tipo :

||Hvz HC’L al, ) k)HF
Floy, ..
(01, Z [Hoill,

y luego
min F(a)

para calcular este minimo se usaron métodos de minimizacién sin derivadas.

2 Meétodos clasicos para aproximar derivadas

2.1 Foérmulas para derivadas primeras
Dada f : R — R, g € R" , h € R, podemos calcular numéricamente V f(xg ) usando solo valores de la

funcién f. Llamaremos g(zg) = V f(zg), es decir que g(xg) = (91(20), ..., gn(z0))con g; (zo) = 8%%(900)

Foérmula de diferencias hacia adelante

a:(z0) f(wo + he};‘) — f(=0)

I

Esto se deduce de la siguiente manera: Por el desarrollo en serie de Taylor se obtiene,
1
f(zo + he;) = f(xo) + hg'(x0).e; + §th$H(:v0)ei + O(h3)

luego

gt(xo).ei _ f(xO + he];) — f(xO) - %heiH(mo)ez + O(hQ)

En esta aproximacién se comete un error de truncamiento que proviene de despreciar los términos de mayor
orden de la serie

1 1

t

Et = —heiH(xO)e,- = —hHii(CU())
2 2

donde H(zg)es el hessiano de la funcién, evaluado en zg. Este no es el unico error que se comete al tratar de

aproximar una derivada, existe también el error aritmético que tiene varias contribuciones. Podria suponerse

que cuanto mas pequeno sea el incremento h, mejor serd la aproximacién para la derivada, pero esto no es cierto.



Para mostrarlo consideremos la tolerancia de la maquina con la que se trabaja, es el menor ntimero positivo tol
tal que:1 4 tol # 1y multiplicando por |zg|

|zo| + [wo| tol # |z

por lo tanto debe ser h > |xg|tol pues si se tomara h < |xg|tol resultaria f(xg 4+ h) = f(zo)en cuyo caso se
obtendria siempre una derivada nula. Supongamos ahora que h cumple con la condicién anterior y que f(xo)
se calcula con un error relativo menor que Ey, asi que si ¥(zg)es el valor representado en punto flotante, de

f(zo)

| f(x0) — ¥(x0)|
| f(20)]

entonces,si despreciamos otros errores que provienen de los cédlculos

f(xo + he;) — f(xo)  W(xo + he;) — ¥(xo) < 2By | f(xo)|

h h h

<Ef

y por lo tanto, si h es muy pequeno el error total puede aumentar considerablemente. Esto muestra que
h demasiado cercano a (0 no es quizds la mejor eleccién, por ejemplo en este caso el h éptimo se encuentra
minimizando la funcién

E T
1(n) = 2Oy (o)
de donde resulta

Eyp|f(zo)|
| Hii(zo)|

entonces, en el mejor de los casos,el error relativo total es

ot o VEsV/1f (o)l [Hii(wo)] ~ VE;

l9:(xo)|

si se asume que f, H;;,g; tienen aproximadamente el mismo orden. Ademds, observando T(h), vemos que si h
es muy grande, el error de truncamiento de la serie serd grande, y dominard el error total, en cambio si h es muy
pequeno, el error de redondeo serd el dominante. Luego, una buena eleccién del incremento serd aquella en que
los dos errores sean del mismo orden, que es, naturalmente, el h encontrado anteriormente, ya que si minimiza
la funcién de error total debe compensar los errores de truncamiento y redondeo. Esta idea fue desarrollada en
[8]por G.W.Stewart.

Férmula de diferencias centrales Si es posible utilizar més evaluaciones de la funcién, es mejor usar la
férmula

~ f(:v() + hez) — f(:v() — hez)
B 2h

gi(xo)

Para deducirla se usa el desarrollo de Taylor de orden 3, obteniendo

flzo+ he;) = f(xo) + hg'(zo).e; + %thng(xo)ei + %3833];—? +O(h*) (1)
y
o — hed) = fzo) — ho'zo)x-+ et H(zo)es ~ 5 TLE 1 ot @)
luego, restando las férmulas (1) y (2), se tiene
h? 93 f (o)

f(IO + h€z> — f(IO — h€z> = 2hgt(.'170).€7; + 2?837;[31



y resulta una férmula de orden 2 de truncamiento, ya que

2|9 f(x0)

E; ~
t O3z,

El error de redondeo es, en este caso del mismo orden que el caso anterior, asi resulta que el error total cometido
para calcular g;(xg) es

& f(xo)
33xi

Ey|f(zo)|
h

Y(h) = +h?

y el 6ptimo resulta

lo cual hace un error relativo total
(Ep)? (f(w0)) F (2423
|9i(20)]

. . . 8% .
que tiene mayor orden que el caso anterior. Nuevamente se supuso aqui que f(zg) ,%5701 y gi(zg) tienen
aproximadamente el mismo orden.

ert ~

~ (Ep)f

2.2 Foérmulas para derivadas segundas
Dada f: R® - R, xg € R" , h € R ,podemos calcular numéricamente las derivadas de orden 2 de f usando

solo valores de la funcién.

2.2.1 Férmula de diferencias hacia adelante
para i # j

?f(zo) 0
81‘7;81‘]' a (91‘¢

y usando las férmulas de la seccién anterior, resulta

fx] (1’0 + hez) ij ({L‘())

(e o) = :
1 [ f(wo + he; + hej) — f(zo + he;)  f(xo + hej) — f(xo)
T h h h
luego
9 f(xo)  f(wo+ hei 4 hej) — f(xo + hei) — f(xo + hej) + f(xo) 3)
8xi5‘xj o h?
parat =j

0% f(wo) . f(xo+2he;) —2f(wo + hej) + f(wo)
5‘2xj o h2

Llamaremos H;; a la aproximacién para a%faﬂ Para calcular el error de truncamiento en esta aproximacién,

utilizaremos el desarrollo de Taylor de f,con la siguiente notacién: Para t € R"

n n o n 2
flao+ht) = f(zo) + 1y 82% tit Z Z %xf&v
i=1 ¢ J




+FZZZ% 6%6 kttt K+ O(hY)

i=1 j=1 k=1
Usando esta férmula tenemos lo siguiente:

2 2 3 03

+O(hY) (4)

2 82 h3 33
Flao + hej) = f(wo) + hg;(wo) + 7 aj;(x] . 6 a];g(ﬁ

12 1 (ao) | 1 9o

+ O(h*) (5)

f(xo + he; + hej) = f(xo) + hgi(xo) + hgj(xo) + T %1, P, +
P f(xo) | h* Pflxo) | P f(wo) | ,Pf(wo) | ,8°f(w0)
2 n” 4
h 0z, 0 % ( B, * 03, +382xi5‘xj +35‘xi5‘2xj) + o) (©)

Reemplazando (4), (5) vy (6) en (3) se obtiene

f(xo) D 3 f(xo) . 9 f(xo)
axiaxj 2 82xi8xj 89@8236]-

Hij =

de donde

h, 03 f(xo) " & f(xo)
2 0?x;0x;  Ox;0%x;

K

E, =

y por lo tanto resulta una aproximacién de orden 1. El error de redondeo, se calcula aqui como en el caso de
derivadas primeras, asi que

Ey|f(x0)|
12
Luego si se minimiza la suma de estos errores resulta que el h éptimo es

s Ef | f(20)]
K

Er ~

B~

Férmula de diferencias centrales para i # j usando la férmula de diferencias centradas de la seccién
anterior

fac, (w0 + he;) — fo, (o — hey)

J _
1 f(zot+hei+he;)—f(xothei—he;)
I h
= oh f(mo—he,;+hej%2—hf(mn—hei—hej)
luego
82f($0) ~ f(x() + he; + hej) — f(zo + he; — hej) n
5‘xi8xj o 4h?
+f(.%‘0 — he; — hej) — f(xo — he; + hej)
4h?
parat =j

82f(.’]30> ~ f(xo + hej) — 2f(370> + fxog — h€j>
821']' o h2

Error de truncamiento para esta aproximacién: Usando las férmulas (4),(5) v (6),del desarrolo de Taylor para
f obtenemos

9*f(zo) , O(hY)
+
(9:62‘(9:63' 4h2

lo que muestra que la férmula de diferencias centrales tiene un error de truncamiento de orden 2.

Hij =



3 Otros métodos

El método propuesto en este trabajo ha sido comparado con los siguientes:

3.1 Método de Gill-Murray

Dada f : R™ — R este método aproxima los elementos del hessiano de la funcién usando la férmula de diferencias
finitas

O f(xo) o flwo+ hiei + hjej) — fxo + hiei) — f(xo + hje;) + f(wo)
81‘i81‘j - hlhj

con

h; = v/tol max{0.1, |zo;| }
h; = Vtol max{0.1, |zo;|}

Esta eleccién del incremento tiene la siguiente explicacién, en la seccién.2 se vio que una buena eleccién del
incremento para la técnica de diferencias finitas es aquella en que se compensen el error de redondeo y el error
de truncamiento de la serie de Taylor, haciendo algunas cuentas,el resultado fue

s/ B |f (o)
h o~ %

3 3
con K = gz i ;; + gmf af;_ como Ey ~ F,, donde E,, es la precisién de la maquina con la que se estd trabajando,
i O i J

es decir, tol. Ademas

se llama la escala de curvatura de la funcién f, que por supuesto no estd disponible, asi que en ausencia
de otra informacién, se utiliza x. = xg;donde i es la coordenada que se desea incrementar, excepto que sea
zg; = 0 pues en ese caso, el incremento se anularia y la aproximacién seria errénea. Es por esto que se toma
h = max{0.1, |xo;| }para evitar este problema.

3.2 Meétodo por diferencia de gradientes y simetrizando

La subrutina NUGRAD calcula aproximadamente el gradiente de una funcién f : R® — R, en un punto g,
luego se obtiene g = (g1(zg), ..., gn (o) )entonces utiliza la férmula de diferencias finitas para calcular una matriz
M, siendo

9i(zo + hje;) — gi(xo)

Mij = hj

donde el incremento h; es el mismo que usé para calcular g;. Sin embargo, esta no es una buena aproximacién
para el hessiano de una funcién f € C? ya que probablemente M no sea simétrica, entonces toma H la matriz
. , . L . . L . .
simétrica mds cercana a M, en norma de Frobenius, es decir H = wy H resulta la matriz que aproxima al
hessiano de la funcién. Para demostrar esto, tenemos el siguiente lema:
Lema:
Sea A € R™"™no singular, y

A A

B
2

entonces
|A—Blp= ng}n | X — Al g, VX simétrica
Dem: B es una matriz simétrica, pues

t\?t t
Bt_<A+A) _A +A:B

2 2



Ademas sea

F({L‘ll, ey LIy L1y eveny ZL‘nn) = ||X — A”F
3 . n g2 o= . OF g
es decir F(z11,..., xln,xgl,.. JTpn) = D i ijl(:cw a;;)”entonces, como T;; = Tj; o = 2(xi5 — ai;) +
. OF g — o Gijtagi (i
2(x4; aﬂ)luego ax =0 % 224 — a;; — aj; = Opor lo tanto debe ser x;; = —5—*Luego el punto critico es

X = Bque es un mlmmo, yva que toda norma es una funcién convexa.

4 Meétodo propuesto en este trabajo

Este algoritmo fue realizado con el objeto de calcular derivadas segundas de funciones f : R" — R usando solo
valores de la funcién. Estd basado en la idea del Dr. Hugo Scolnik, implementada en la subrutina NUGRAD que
calcula numéricamente derivadas primeras de este tipo de funciones. La subrutina que implementa el método se
llama NUMHES. Dada una funcién que se supone continua y dos veces derivable, calcula los elementos del hes-
siano de dicha funcién. Las férmulas de diferencias finitas usadas en el algoritmo, surgen de las consideraciones
hechas en la seccién 2:

9 f(wo) o, flxo+ hiei + hje;) — flxo + hiei) — f(zo + hje;) + f(wo)

Ox;0x; hih;

Lo més importante en la implementacién de esta técnica es la eleccién de los incrementos h;, h;. El algoritmo
propuesto en este trabajo proporciona una nueva forma de elegirlos. El procedimiento es el siguiente: se
eligen una cantidad arbitraria de funciones test, que este caso fueron 13 {f1, f2,...f13}de las cuales se conoce
los hessianos verdaderos{ H v} Hv?, ..., Hv'3} representativas de las que se utilizan en la practica (polinomiales,
sinusoidales, exponenciales, etc.) y se construye una funcién de error de la siguiente manera: Se supone que h;
depende de ciertos pardmetros {o, as, ag, aq }a través de una ecuacion, es decir que

hi = h(ay, ag, as, ag, x5, f(2))

para elegir la féormula a utilizar se han probado distintas alternativas, procurando conseguir una invariancia
ante cambios de escala de las variables; algunas de ellas fueron las siguientes:

x; = al0b
f(z) = c104
h; = ob.ad.az + ay. |z
2)h; = ( +ag)* + au. |
3)hi = (b — ad).az + ay. max(|z;],0.1)
hHh; = (oq b+ . d)a3 + ay. max(|:cz| 0.1)
5)hi = (o |2i])". + (az [ f(x)]) .05 + . ||

6)h; = sen(ab.ag.az) + aq. max(|z;|,0.1)
siendo la que arrojé mejores resultados

b d
= (o + af).a3 + aq. max(|a;],0.1)
por lo tanto es la que finalmente se usé. Luego se calculan los hessianos por diferencias finitas con este incremento
y quedan los hessianos ”calculados ”, dependiendo de los mismos pardmetros
1
He'(ay, a2, a3, a4)
2
He (ala a9, (3, Oé4>
13
He (ala a2, (g, 044)

Construimos entonces,una funcién objetivo de la siguiente manera: Dadas 10 matrices{ Xy, ..., X109} conte-
niendo en la columna m, el punto en el que se quiere evaluar el hessiano de la funcién m. Es importante destacar
que el hessiano de cada una de las funciones es evaluado en 10 puntos distintos, lo cual proporciona un amplio



espectro de valores para los puntos iniciales y para las derivadas. En las columnas de las matrices X; hay todo
tipo de valores(cercanos a cero, cercanos a 1000 , etc.) que dan distintos valores para las derivadas. Tomamos

& H”UZL(.’ITk;) —ch(al,ag,ag,a4,azk)
Fy(ai,az,a3,04) = Z ZZ o (o)
m=1 i j ij \ Lk

Aqui H v;’;(xk) significa que los hessianos se evalian en los puntos que contiene la matriz Xj.entonces la
funcién objetivo queda

10

F(Oél,CYQ,CYE;,OQl) — ZFk(Ql,QQ,O&:{,OQl) -
k=1

10 13

H”UZL(.’ITk;) - HC;?(OQ, g, 063,014,Ik>
33y [ o

k=1m=1 i j

que luego se minimiza con el método de minimizacién de Powell. Esto da como resultado un o* éptimo, que
se usa para calcular el incremento de la férmula de diferencias finitas, es decir

hi = ((07)" + (a3)).a5 + aj. max(|z;| ,0.1)

fue el tamano de paso usado finalmente para aproximar derivadas segundas con la técnica de diferencias finitas.
Cuando el método se implementa, en la subrutina NUMHES, se pone como condicién que

hi Z tol. |1‘Z|
si el h; calculado no cumple con esta condicién entonces se toma
hy = Vtol max(0.1, |x;|)

de esta manera se asegura la primer condicién que debe cumplir el incremento en la seccién 3. Este método ha
sido probado para muchas funciones y los resultados estdn expuestos en la seccién de Resultados numéricos.

5 Conclusiones

En este trabajo, se ha desarrollado un método nuevo para aproximar derivadas segundas, se ha probado y
comparado con otros dos algoritmos, el de Gill-Murray y el de diferencia de gradientes y simetrizando.

M1-Gill-Murray

M2-diferencia de gardientes y simetrizando

M3- método nuevo

Como estos métodos solo difieren en la forma de elegir el incremento, han sido probados de dos maneras:

1-Con diferencias finitas hacia adelante

2-Con diferencias finitas centrales.

Los resultados fueron los siguientes: Con la primer forma, diferencias hacia adelante, se han hecho treinta y
una pruebas, entre las cuales el M3 ha resultado con menor error, en veinticinco casos, el M1 ,en seis casos y el
M2 en ninguno. Esto significa que M3 fue mejor en el 80,6% de las pruebas. Sin embargo, en aquellas funciones
en que el M1 resulté mejor lo hizo con errores muy pequeiios, del orden de 10~ mientras los otros métodos
arrojan errores del orden de 10~2 El ntimero de evaluaciones de funcién de M1 y M3 es el mismo, mientras que
M2 es més costoso. Con la segunda forma, diferencias centrales, M3 resulté mejor en todos los casos, salvo para
las funciones cuadraticas en las que el M1 resulté con menor error. Pudo observarse también que en todos los
casos en que M3 fue el mejor, M2 fue el segundo, es decir mejor que M1, aunque utiliza muchas més evaluaciones
de funcién. Los errores con diferencias centrales, son mucho menores que con diferencias comunes ya que, como
se vio en el capitulo 2, el orden de error de truncamiento de la serie es mds grande, pero es mds costoso en cuanto
a evaluaciones de funcién. A medida que la dimensién de la matriz a calcular crece, los errores en el cdlculo de la
derivada segunda también crecen, esto se debe a que aumentan los errores aritméticos. Se ha observado también
que el M1 no tiene grandes diferencias en los errores si se usa con diferencias hacia adelante o con diferencias
centradas, esto se debe a que el error predominante es el aritmético, y no el de truncamiento. La novedad del



método "nuevo ”que se ha presentado, es que en la mayoria de los casos probados se ha obtenido una buena
aproximacion para la derivada segunda, sin aumentar el mimero de evaluaciones de funcién. En este trabajo,
se logré aproximar las derivadas segundas con mejor presiciéon que los métodos usuales y eso es escencial para
las aplicaciones en Optimizacién No Lineal porque la matriz hessiana define la métrica que se utiliza y por lo
tanto incide sobre la velocidad de convergencia. Mds ain, las férmulas utilizadas son invariantes ante cambios
de escala, propiedad que no poseen los algoritmos cldsicos.

6 Resultados Numeéricos

Por razones de espacio se presentan aqui solo una parte de las pruebas realizadas. El error es la suma de los
errores relativos de cada término del hessiano.

Funcion cuadrdtica

Con diferencias hacia adelante

M1 M2 M3
error 0.2294d — 14 | 0.5163d — 01 | 0.1874d — 07
num. de eval 7 9 7
Con diferencias centrales
M1 M2 M3
error 0.2294d — 14 | 0.8695d — 05 | 0.1264d — 08
num. de eval 9 15 9

Funcién Gaussiana(n=3)
Con diferencias hacia adelante

M1 M2 M3
error 0.4367d — 01 | 0.15105d + 01 | 0.3288d — 03
num. de eval 13 16 13
Con diferencias centrales
M1 M2 M3
error 0.9412d — 02 | 0.1224d — 03 | 0.9118d — 06
num. de eval 19 15 19

Funcion de Biggs(n=6)
Con diferencias hacia adelante

M1 M2 M3
error 0.8514d — 02 | 0.3362d — 00 | 0.2580d — 02
num. de eval 43 49 43

Funcion extendida de Rosenbrock(n=12)
Con diferencias centrales

M1 M2 M3
error 0.1313d + 03 | 0.22003d + 01 | 0.3959d — 01
num. de eval 289 325 289
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