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Resumen

Esic trabajo estd enfocado en el estudio del comportamiento espacial y t(emporal dc
sistemas quimicos supcrficiales. En particular, se han cstudiado un sistcma dc rcaccion-
difusion y una reaccion quimica heterogénea.

Los sistcmas de rcaccion-difusiéon son capaces de generar una amplia varicdad dc
patroncs espaciotemporales complejos y permiten modelar diversos sistemas {isicos,
quimicos y biol6gicos. Estas estructuras espaciotemporales resultan de la interaccitén
cntre la dindmica local no lineal y ¢l acoplamiento espacial. Hay varios escenarios de
intcrés tanto quimico como bioldgico, en los cuales los coeficientes de transportc ¢n un
sistcma dependen de las concentraciones locales, y estas variaciones tiencn efectos no
triviales en los patrones generados. En particular, estudiamos ¢l efecto de la difusion
sobre ¢l modelo de Bir, una variacion del modelo més general de FitzHugh-Nagumo.
Mostramos que variaciones lineales dcl cocficiente de difusion con la concentracion del
activador inhiben o adelantan la transicién a estados turbulentos. Una modulacion
cuadrdtica positiva modifica la naturalcza de los estados turbulentos, micntras que una
variacion ncgativa de segundo orden altera fuertcmente el comportamicnto espacio-
tcmporal del sistema.

La rcaccion quimica heterogénea estudiada es un modelo gencral de un tipo de
rcacciones cataliticas que muestra un comportamicnto cspaciotemporal complcjo, ¢l
cual sc refleja cn un comportamiento oscilatorio espacial y temporal en la superficic
metdlica. Estas rcacciones son de interés en ciertos procesos a escala nanométrica, cn
tratamicntos de eliminaciones de contaminantes y en diversos procesos industriales.

Sc prescnta una solucién exacta en redes pequeiias que exhibe ¢l comportamicnto
gencral obscrvado en redes grandes mediante simulacién Monte Carlo.
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Introduccion

Esta Tesis se encuentra enmarcada en el trabajo desarrollado en ¢l Grupo de Sistemas
Complejos del Instituto de Investigaciones Fisicoquimicas Teoricas y Aplicadas dc la
UNLP. La Primera Partc ¢s una introduccion sobre aspectos generales de los patroncs
cspaciotemporales 'y su modelado, incluyendo como ejemplos dos sistemas dc particular
interés: la reaccion de Belousov-Zhabotinsky y la dindmica cardiaca.

Con respecto al primer ejemplo, sc estd llevando adelante en el Grupo un csfuerzo
cxperimental para el montado y puesta a punto de un dispositivo que permita complementar
cl estudio del sistema; exponiéndose los objetivos y resultados preliminares. Se cuenta para
cste trabajo con la dedicada participacion de Dario Scolari.

El scgundo cjemplo se cnmarca en un ambicioso proyecto del Grupo de trabajo donde csta
tesis fuc desarrollada, que apunta al estudio multidisciplinar del comportamiento dindmico
del corazon humano. Sobre este particular se encuentra actualmente en ¢jecucion la Tesis
doctoral de 1a Médica Danicla Andrés, con objeto de la creacion y el estudio de una Base de
Datos de registros clectrocardiograficos de larga duraciéon. Como sintesis del objetivo
plantcado a largo plazo en csta drea, podemos citar a D. Christini y Leon Glass en su
trabajo Mapping and control of complex cardiac arrhytmias (Chaos 8:1-19 2002)

“Hasta ahora, los expertos en dindmica no habian intervenido de forma
apreciable en el disefio de tratamientos clinicamente relevantes. Sin embargo, los
evidentes aspectos no lineales del corazon y su paralelismo con la bien conocida
dindmica de los sistemas fisicos, la investigacion de vanguardia que estd
llevandose a cabo en muchos factores y el reto que supone la importancia de las
enfermedades cardiacas para el ser humano, conducirdn con certeza a
apasionantes descubrimientos en los proximos afos.”

En la Segunda Partc se presenta en particular al estudio de la formacién y comportamiento
de patrones espaciotemporales en el Modelo de Bér. Algunos de los resultados obtenidos s¢
cncuentran publicados en Chemical Physics Letters 445 (2007) 157-161, con (iwlo
Spatiotemporal patterns in the Bar model induced by concentration-dependent diffusivities.

Finalmente, la Tercera Parte de cste trabajo de Tesis se enmarca en otro de los temas de
desarrollo en el Grupo de Investigacién: el estudio de la quimica de superficics. El
comportamicnto de reacciones quimicas heterogéneas en superficies metdlicas ¢s objeto de
estudio tanto de modo analitico como computacional. En particular, se realizan estudios
sobre superficics de dimensiones pequefias, motivadas porque en la practica, muchas de
¢stas reacciones cataliticas ocurren en particulas cristalinas nanométricas que presentan
caractleristicas 'y comportamientos diferentes a los que s¢ encuentran para superficies de
tamaio macroscépico. Los primeros resultados obtenidos se encuentran publicados cn
Chemical Physics Letters 449 (2007) 115-119, con titulo The heterogeneous catalytic
reaction 2A + B> —2AB exactly solved on a small lattice.

Parte de las publicaciones del Grupo de Investigacion en las dreas mencionada sc cita en la
presente Tesis y puede encontrarse en las referencias, acompafiados de las siglas GSC al
final de la cita correspondiente.



Primera Parte




1- 1 Patrones espaciotemporales

En el cstudio de sistemas quimicos y fisicos en condicioncs de no cquilibrio
termodindmico -cuya descripcion podria plantearse como la interaccion de un conjunto
de clementos microscopicos-, sc ha obscrvado muy frecucntemente la aparicion de
fenémcenos macroscopicos emergentes.

La formacion dc cstructuras coherentes en fluidos, o la aparicion de zonas bicn
diferenciadas en la concentracién de alguna especie en una rcaccion quimica, son
cjemplos de estos comportamientos emergentes que surgen espontdncamente cn
algunos sistcmas. Estos estados se definen por la aparicion de una inhomogeneidad en
alguna dc las variables relevantes en la descripcion del sistema, que puedce scr espacial
y/o temporal. Cuando cslo ocurre en un sistema, se dice que se han generado patroncs
espaciotemporales.

La complejidad emergente es una consccuencia de las situaciones distantes del
cquilibrio termodindmico [1]. Un ¢cjemplo muy simple en ¢l cual un sistcma evoluciona
de un desorden a una organizacién macroscopica evidente en condiciones de no
equilibrio ¢s la formacién de remolinos en el experimento dc Bénard. Se trata de un
cxperimento sencillo de hidrodindmica. Si calentamos lentamente un liquido desde
abajo, el fendmeno que aparece cs la conductividad térmica hacia la capa supcrior a
menor (cmpcratura. Pero para gradientes mayores a cierto valor limite, se gencrardn
“ccldas™ cn las cuales el fluido girard en forma de remolinos. La correlacion entre ¢l
movimicnto de millones de moléculas microscipicas con sus vecinas scrd la
responsable de la aparicién de flujos macroscépicos organizados. En este ejemplo, y a
pesar del papel destructivo asignado tradicionalmente a la disipacion de energia cn un
sistema, la distancia con respecto al equilibrio puede resultar la crcadora de nucvas
estructuras.

La distancia al cquilibrio termodindmico, y la consecuente generacion de patrones
espaciotemporales resultan fenémenos sumamente ubicuos cn la Naturaleza [2]. Dos
sistemas que soportan la generacién de patrones espaciotemporales y que han sido
ampliamente cstudiados por la quimica y la biologia, son las rcacciones quimicas
oscilantes, y ¢l corazén. Ambos ejemplos son casos de osciladores disipativos, que
ocurren ¢n sistemas que presentan irreversibilidad. A diferencia del caso conscrvativo
de un péndulo sin roce, tanto el reloj quimico como el corazén son sisiemas quc no
conscrvan memoria. Si la recaccién quimica oscilante es sometida a una perturbacion,
por ¢jemplo un pulso de temperatura o concentracion, luego de un intcrvalo transicnte,
cl sistema retomard las oscilaciones con la misma frecuencia y amplitud originales. En
el caso del corazon, el sistema tiene una frecuencia de entre 70 y 80 latidos por minuto
en ¢l individuo promedio, lo que se conoce como ritmo sinusal. Sin cmbargo, csta
regularidad puede ser destruida; el caso extremo de desregulacion cs la fibrilacion, en la
cual ¢l corazén pierde completamente la capacidad de contracrse para generar un latido.
La ausencia dc¢ memoria en el sistema e¢s rcsponsable de quc las numcrosas
perturbaciones que sufre el corazén cada dia no conduzcan a la desrcgulacion del ritmo
cardiaco. Nucvamente, si la perturbaciéon es eliminada, y no hay dafio fisico
permanente, ¢l corazon retoma su ritmo normal.



Reacciones quimicas autocataliticas

Las reacciones quimicas catalizadas sobre superficics son procesos que pueden mostrar
un comportamiento complejo, ya que constituyen sistemas de muchas particulas
intcractuantes, Icjos del equilibrio termodindmico y con cinéticas muy vartadas.
Presentan multiplicidad de estados estacionarios, estados turbulentos, inestabilidadcs,
formacion de patrones por el adsorbato, transiciones de fase cinéticas, excitabilidad y
oscilaciones, cntrc otros comportamientos [3]. Estas caracleristicas las convierten c¢n
objcto de cstudio como casos especificos [4]. En la Tabla 1-1-1 se presenta una lista
parcial de rcacciones quimicas superficiales cataliticas, que presentan comportamicntos
oscilantes.

Especies Superficies
CO+0O, Pt, Pd, CuO, Ir
H; + O Pt, Pd, Ni
NH; + 02 Pt
C;Hs + O, Pt
C3Hg +0, Pt
CeHpn + O NaY (zeolite)
N>O (descomposicion) CuO

Tabla [-1-1 Reacciones quimicas superficiales cataliticas que presentan comportamientos
oscilantes [1].

Por otra parte, los procesos de catdlisis heterogénea revisten interés para la industria
quimica, en particular en los dltimos afios resulta de interés su rol en procesos a escalas
nanomdtricas. Estas rcacciones son de interés ademds en la climinacién de las
sustancias contaminantes que s¢ generan en los motores de cxplosion de los
automoviles y en diversos procesos industriales.

En general, un proceso de catdlisis heterogénea puede describirse en etapas clementalcs:

a) Difusion de reactivos hasta la superficie del catalizador.

b) Adsorcién y desorcion de los reactivos sobre la superficic, con posible
disociacion.

¢) Rcaccion en los sitios activos de la superficie. Puede ocurrir mediante ¢l
mecanismo de Eley — Rideal, en el cual pueden exislir reacciones cntre
moléculas adsorbidas y moléculas cn fase gaseosa, o bicn por ¢l mecanismo
de Langmuir-Hinshelwood —més frecuente y de més interés-, en ¢l cual las
sustancias se adsorben y las reacciones tienen lugar sobre la superficie, o

d) Difusién de alguna especie sobre la superficie.

¢) Dcsorcion del producto.

i Difusion del producto cn fase liquida o vapor.



El mccanismo de Langmuir-Hinshelwood asume las siguientes hipdtesis:

- La superficic cs estable y homogénca.

- Hay un numero fijo de sitios superficiales activos, y cada uno puede adsorber sélo una
molécula.

- Todos los sitios son equivalentes.

- La cnergia de una molécula adsorbida e¢s independiente de la presencia de otras
moléculas. No hay interaccion lateral adsorbato - adsorbato.

Los modclos mds realistas deben incluir otros fenémenos como la reestructuracién de Ia
supcrficic (espontdnea o inducida por el adsorbato), las interacciones laterales entre
adsorbatos, la heterogeneidad de la superficie, el tamaiio del catalizador, etc.

L.a adsorcién sobrc la superficie genera un cambio en el estado de las especics
adsorbidas, incluso dando lugar a la disociacién de las mismas, y a la reaccion. La
desorcion final de los productos y la regencracion de la superficie hace posible que ¢l
proceso sca autosostenido, manteniéndose indefinidamente micntras tenga rcactivos
disponibles. Si la superficie se modifica o satura de modo tal quc no pucde scguir
cumpliendo su rol de catalizador, sc dice que cstd envenenada, y la reaccion se detienc.
Puede suceder también que ¢l proceso sea estable s6lo para determinados valores de los
pardmelros, micntras que para otros valores siga comportamientos muy difercntes.

Por otra parte, ¢l tratamiento de estas reacciones se hace generalmente en términos de
cnergia potencial. El proceso tendrd entonces lugar cuando ¢l sistema supere la barrcra
de cenergia AE entre los estados inicial y final. La probabilidad de que esto ocurra ¢s —
segun la Iey de Boltzmann- proporcional a exp(-AE/kT), donde k cs la constante de
Boltzmann, y T la temperatura.

La modelizacién de reacciones quimicas cataliticas se lleva a cabo fundamentalmente
con dos mélodos: ecuaciones cinéticas planteadas a partir de considerar una
aproximacion de campo medio, y simulaciones Monte Carlo. Estos métodos permitcn
de alguna mancra incorporar caracteristicas como la reestructuracion de la superficie
del catalizador, distribucion cspecifica de sitios activos, movilidad de las moléculas,
cte. Otros métodos, como el autémata celular y la dindmica molecular, han sido menos
emplecados en cstos estudios, por las dificultades técnicas que implica la introduccion de
caracteristicas especiales de la cinética y de la superficie de modo de considerar una
situacion mas realista.

La primera rcaccion quimica homogénea oscilatoria fue reportada por Bray en 1921, sin
despertar mayor cntusiasmo en la  comunidad cientifica de la época, por su aparcnic
violacion de la secgunda ley de la termodindmica. Alrededor de 1950 sc conocid otro
cjemplo, la rcaccion de Belousov-Zhabotinsky (BZ). Esta reaccién fuc estudiada por
Belousov como una modelizacién simple de un proceso metabélico celular —el ciclo de
Krebs, que describe la oxidaciéon de cadenas de carbono para producir dioxido de
carbono, ¢l cual vuelve a su composicion original via la formacion de dcido citrico- y se
la considera hoy como el prototipo de las reacciones oscilantes. Basicamente sc trata de



la oxidacién de 4cido malénico por iones bromato en un medio 4cido y con cerio como
catalizador. El resultado sorprendente fue la observacion durante alrededor de una hora
de variaciones periddicas en ¢l color de la solucion, que pasaba altcrnativamente de
amarillo a incoloro, antes de llegar al estado final de equilibrio. Asimismo, cn
condiciones cxperimentales diferentes pueden observarse otros patrones como circulos
concéntricos altcrnadas a modo de blanco de tiro, llamados “targets”, cspirales y
turbulencia. Es decir, se observé en las variables un comportamicnto temporal
emergente, en vez de la esperable evolucion monétona al equilibrio. Nuevamente, como
no cxistian herramientas para comprender este comportamiento reportado por Belousov,
s¢ supuso que sus observaciones se debian a errores en los experimentos, y su trabajo
no fuc publicado hasta la confirmacion por Zhabotinsky en 1961.

Cualitativamente, la autocatdlisis -es decir, la retroalimentacion del sistema mediante cl
cual los productos de pasos posteriores en ¢l mecanismo influcncian la velocidad de
algunas de las ctapas anteriores, y por tanto, la velocidad de sus propias produccioncs-
¢s responsable del comportamiento complejo de la reaccién. Analiticamente, cl
mccanismo de la rcaccién fue estudiado por Noyes, Feld y Koros [5], quiencs
propusicron una descripcion con 22 etapas clementales. Este mecanismo fue sintetizado
en un modclo de sélo dos especies quimicas llamado Oregonator, en homenaje a la
Universidad de Oregon donde Noyes, Feld y Koros realizaron sus investigacioncs.

El owo cjemplo mencionado se trata de un sistema biolégico: la propagacion de
impulsos clécetricos a través de las membranas de las células del sistema nervioso. En
cste sistema, la comunicacion entre las células es el resultado de la interaceién entre la
bicapa lipidica que rccubre las células —membrana-, los canales que sc¢ encuentran en
clla y comunican hacia el interior de la ¢élula, y los iones de sodio y potasio presentes
en los fluidos. El transporte de iones es pasivo y selectivo al paso de distintas especies
i0nicas, sicndo modulado por la diferencia de potencial eléctrico en la membrana.
Hodgkin y Huxley plantcaron para cste sistema un conjunto de 4 ccuaciones
difcrenciales ordinarias que describfan sus experimentos para ¢l caso espacialmente
homogénco, tomando como variables relevantes las corrientes de iones y los voltajes de
membrana. Este modelo fue reducido, al igual que el Oregonator, a s6lo dos variables
intcrvinicntes por FitzHugh y Nagumo en el modelo que lleva su nombre.

Mids adclante, en el desarrollo de la tesis resefiaremos con mds detalle la descripeion
cxperimental y tedrica de estos fendmenos.



1 -2 Ecuaciones de Reaccion- Difusion

Muchos sistemas fisicos, quimicos y biolégicos pueden ser tratados como medios
cxcitables extendidos, los cuales soportan la propagacién cstacionaria de ondas de
excitacion.

Un sistcma excitable puede definirse como aquel en el cual existc un umbral dc
perturbacion del estado de cquilibrio, las cuales resultan en excursiones prolongadas a
través del cspacio de fase antes del retorno al cstado de equilibrio, mientras quc las
perturbaciones pequefias decaen exponencialmente. Asf el sistema queda dividido entre
dos comportamicntos cualitativamente diferentes scgin las perturbaciones que sufre
supcren 0 no cierto umbral de excitacion. El sistema permite que pulsos 1dénticos pascn
a (ravés dc una dada regién del medio; estos pulsos interactian entre cllos mediante
colisiones y aniquilaciones. Estas ondas, que s¢ autopropagan en los sistemas excitables
a expensas de la encrgia almacenada en el medio, conscrvan su forma y su velocidad
constantes; sus propicdades son diferentes a las exhibidas por las ondas en los medios
conservativos. Bésicamente, las autoondas consisten en un pulso de activacién, que
lleva al sistema de su estado de reposo a un estado excitado, seguido de un pulso
inhibitorio quc restaura el medio a su cstado de reposo anterior, previniendo ademds la
reexcitacion inmediata del mismo.

En dos dimensiones espaciales, las ondas de excitacién pueden curvarse y formar ondas
cspirales rotantes automantenidas. La forma y la frecucencia de rotacion de estas
cspirales estdn univocamente determinadas por las propiedades del medio. Estas ondas
cspirales rigidas rotantes pucden ser afectadas por inestabilidades que conducen a un
mcandering del centro (tip) de la espiral. Este movimiento del tip puede conducira la
ruptura de las cspirales, y la consiguiente generacion de turbulencia.

L.os patrones espaciotemporales generados en estos contextos son muy diversos y
resultan de  particular interés [6]. Centros concéntricos, espirales, turbulencia 'y sus
respectivas transiciones pueden ser modeladas por lo que se conoce como sistemas de
ccuacioncs de Reaccién-Difusion. Las ecuaciones de Reaccion- Difusion (RDE,
Rcaction-Diffusion Equations) constituyen el modelo matemdtico cstdndar para
describir aquellos sistcmas cuyas moléculas experimentan tanto reacciones quimicas
como fenémenos difusivos. Mediante la resolucién numérica de estos modelos simples
dc ccuaciones diferenciales parciales donde las variables representan  las
concentraciones de especies quimicas que funcionan como activador ¢ inhibidor,
podemos reproducir una gran variedad de patrones espaciotemporales. La idea de que
sistemas  de  ccuaciones diferenciales homogéneas puedan exhibir cstructuras
heterogéneas dependientes del tiempo y el espacio se remontan a los trabajos de Turing
cn la década de 1950.

A nivel molecular, la difusion es un fenémeno debido al movimiento alcatorio de las
moléculas en un medio dado. Si dos regiones del espacio conticnen ndmeros
sustancialmente diferentes de moléculas de un cierto tipo, el movimicnto dc las
moléculas resultard —en ausencia de otros cfectos- en un flujo neto de moléculas de la



region de alta concentracion a la de baja. Este ¢s un efecto estadistico que no depende
del mecanismo detallado por el cual se realiza cl transporte de las moléculas de un lugar
al otro. La cinética de la difusion si resulta, en cambio, dependiente del mecanismo de
transporte particular.

Cuando ¢l nimero de moléculas ¢l la escala de longiludes considerada cs
suficientemente grande, la concentracién -es decir, ¢l nimero de moléculas por unidad
de volumen- deviene en una magnitud continua y generalmente difcrenciable cn cl
espacio y ticmpo. En este limite los sistemas de reaccion difusion pucden ser descritos
mediante ccuaciones diferenciales.

Estas ccuaciones s¢ obtienen —de modo macroscOpico- a partir del planteo de la
conscrvacion de la cantidad de materia para un conjunto de especies quimicas sujetas a
transportc difusivo. Técnicamente, resultan de la aplicacion del Teorema de la
Divergencia.

Si plantcamos el tcorema para la concentracién de la especie i-ésima U, en ¢l punto X
y en ¢l tiempo ¢, considerando un drea S que limita un volumen V, tenemos que

9 _ _ _
—a—;jv U (%,0)dx = =[ T,.dS + | U} ) (1-2-1)

Donde J es el flujo de la especie i-ésima, y F; el conjunto de reacciones quimicas de las
que participa dicha especic y Aes el conjunto de pardmetros externos que gobicrnan al
sistcma.

Si Ui ¢s una funcién continua, aplicando el Teorema de la Divergencia, se llega a

%U,(x,n +V.J =F{U}LA (1-2-2)

En el caso en que ¢l medio sea simple y sin estructura —es decir, un solvente ordinario-
si las interacciones soluto-soluto pueden despreciarse en la descripcion, cl sistcma
scguird las dos leyes de Fick para la difusion.

Asi, cl flujo difusivo de particulas obedece la primera ley de Fick: J, =-D,VU,
micntras que la concentracién satisface la scgunda: U, = —D,V>U, con ¢l coeficicnte
de difusion de la especie i-ésima mantenido constante por simplicidad.

Bajo estas consideraciones, se llega al sistema de ecuaciones -en gencral ccuacioncs
difcrenciales parciales no lincales acopladas- de reaccion-difusion:

a _ —
—U,(x,n)=DVU, +F({U}A) (1-2:3)
ai

Donde la difusién cs descrita en forma general por una matriz D. Cuando las especics
difunden independientemente unas de otras, csta matriz resulta diagonal. Esla
descripeion es una aproximacién de campo medio, ¢ implica una longitud de difusion
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caracteristica, <f > =[D7]2 donde t es 1a escala de tiempo caracteristica de la

rcaccion. Para describir apropiadamente regiones en escalas espaciales menores quc /,

resulta necesaria una aproximacion mesoscopica o nanoscopica. En el caso més general,

D depende tanto de la posicion en el espacio como de la concentracion U;.

La cxpresion (1-2-3) puede ser escrita de modo mds sencillo sin representar

cxplicitamentce las variables independientes

U,=DVU,+F{U} ) (1-2-4)

En los sistcmas dc la forma dada en (1-2-4), la dindmica espaciolemporal csté
determinada por la interaccién de la dindmica local no lineal -dada por ¢l término de
rcaccion- y ¢l acoplamiento difusivo en el cual intervienen vecinos cercanos.

El acoplamicnto sc expresa en las ecuaciones de reaccidn-difusion en la forma de un
laplaciano ya que las diferencias de concentraciones en Sitios vecinos son quiencs, ¢n
caso de difusion lenta, regulan las velocidades de las reacciones; no se trata de una
representacion de un transporte real de particulas.

Esta intcraccion entre reaccién y difusién es la responsable de la generacién dec una
amplia varicdad de patrones espaciales y temporales complejos.



Coeficientes de difusion dependientes de la concentracion

Como comentamos al pasar de la ecuacion (1-2-2) a la (1-2-3), la suposicion establecida
cs que sc trata de un soluto ideal en un solvente simple y sin estructura. Sin cmbargo,
csta suposicion muchas veces no es satisfecha en sistemas reales y por lo (anto la
descripeion no puede hacerse en érminos de las leyes de Fick. Estas situaciones son
sumamente frecuentes en ¢l caso del transporte de moiéculas en sistcmas biolégicos,
donde por una parte, ¢l medio no puede ser pensado como carente de estructura —ya quc
cn gencral estd formado por células- y por otra parte, como muchas veces los
mctabolitos son especies i0nicas, las interacciones entre solutos no pueden despreciarse.

En csta situacion, al plantear el desarrollo de un modelo matemdtico que describa al
sistcma de interés se generan varios interrogantes. ;En qué casos puede hacerse la
descripeion en términos fickianos? ;Qué formas analiticas sc encuentran en la préictica
para los cocficientes de difusion? ;Cudles son las consecuencias de incluir en ¢l modclo
coclicientes de difusion dependientes del estado del sistema?

En lo que siguc de esta seccién se resefiard someramente la revision de Roussel y
c¢olaboradores |7] sobre modelos de reaccion difusion con coeficientes de difusion
dependientes de la concentracion, donde se¢ intenta responder estas preguntas. En ese
(rabajo sc analizan diferentes mecanismos f{isicoquimicos en tejidos bioldgicos que
conducen a cocficientes de difusion cfectivos dependientes de la concentracion y se
cstudia cl cfecto de estas dependencias en alguncs modelos que son empleados
frecucntemente (como el modelo de Gray Scott o ¢l de FitzHug-Nagumo). A lo largo
del articulo y con varios ejemplos, se hace especial énfasis en la ideca de que la
suposicion de coeficientes de difusion constantes en el modelado de transporte a través
de tejidos bioldgicos es s6lo una aproximacién no realista, que ticne consecuencias
dindmicas importantes. En muchos de los casos, la inclusion de dependencias con la
concentracion cn los cocficientes de difusion se traduce en un desplazamiento en cl
diagrama dc fase dcl sistema y en una alteracion de la forma de las soluciones, aunque
cn otros sistemas conduce a soluciones inesperadas. En el trabajo sc proponc para cl
modclado mds realista de los sistemas la utilizacién de la descripcion de la difusion en
términos dc la segunda ley de Fick, con el agregado de una dependencia del coeficiente
de dilusién con la concentracion, en primera instancia del tipo lineal.

Pucde mostrarse que los modelos donde se tratan explicitamente la naturaleza cclular de
los tejidos biol6gicos para fenémenos de transporte y comunicacion, pucden formularse
como sistemas de reaccion difusién que involucran cocficientes de difusion no
constantes |7]. Sin cmbargo, la equivalencia entre las dos represcntacioncs no cs
absoluta y dcbe ser analizada cuidadosamente, ya que un modelo consistente cn
clementos discretos —células- pueden presentar soluciones que no son soluciones del
limite continuo descrito por el sistema de reaccién difusién. Aunque cn principio se
trata de un modclo de medio continuo, las computadoras digitales con que se resuclven
las ccuaciones tratan a las variables como datos discretos almacenados ¢n una red, ¢n
pasos de tiempo también discretos. Los coeficientes de difusion, que deberian depender
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de propicdades locales del sistema, son evaluados entonces en los puntos de una red. La
discretizacion crea asf una correspondencia espuria entre células y puntos de la grilla.
No obstante, si la variacion de las concentraciones es suficientcmente lenta, ¢s posible
reccmplazar la dependencia de las concentraciones ¢n cada punto de la grilla por un
vector de concentracidn referido a los valores locales. De cste modo, ¢l modcelo
resultante depende suavemente de las variables locales.

Otra situacion a tener cn cuenta en el modelado de sistemas de transporte entre células
cs ¢l caso de tejidos formados por células no idénticas. En este caso, en la discretizacion
del operador de difusion debe usarse una red no uniforme, y las permeabilidades —
conductividades- que dependen del cociente entre drca de contacto entre dos cClulas y ¢l
volumen de la célula deben dar cuenta de la diferencia.

El caso de la difusion facilitada, mediante un mecanismo simétrico, pasivo, especifico y
saturable, como ocurre en el caso de transporte pasivo de glucosa, iones portadores y
canales 16nicos, también pucde ser reducida a un sistema de reaccion difusion con
cocficientes de difusion apropiados. [gualmente ocurre con la difusién de sefiales entre
células donde no cxiste un transporte dc material de una célula a otra sino que la
comunicacion sc establece por medio de moléculas mediadoras (juxtacrine signal
diffusion)

La modificacion propuesta por Lacalli y Harrison (1978) al modclo estdndar de tipo
Turing. para cl desarrollo de Dictyostelium discoideum es otro cjemplo |1, 6].
Dicryostelium discoideum es una ameba unicclular, que vive habitualmente en cl suclo,
sc alimenta de bacterias y se multiplica por fision binaria. Cuando las amebas carccen
de nutricnies inician un mecanismo de accién que requicre la comunicacion entre
diferentes organismos. El desarrollo se inicia cuando un grupo de amcbas comicnza a
producir un agente quimiotactico que atrae a otros individuos del entorno. El agregado
resultante, de  aproximadamente 100.000 amcbas, es una estructura multicelular que
tienc al menos dos tipos celulares perfectamente diferenciados: las células espora, y las
células del tallo, que son células muertas que sostienen las esporas (ver Figura 1-2-1) .
Las csporas cventualmente generardn amebas, cerrando el ciclo.



Figura 1-2-1. Folografia compuesta del ciclo de vida de Dictyostelium discoideum. Copyright:
Mark Grimson y Larry Blanton. Laboratorio de Micorscopia clectrénica, Departamento de
Ciencias Biologicas, Texas Tech University.

En un agregado de Dictyostelium cntre el 15 y el 25% de las componentes sc difcrencia
como cClula tallo, y el resto adopta la forma de espora. En el modelo estdndar las dos
poblacioncs scrian aproximadamente iguales. Lacalli y Harrison explicaron cste
comportamicnto postulando que los coeficientes de difusion de los 2 morfogenes
responsables de las diferencias dependen del estado de desarrollo de las células, cl cual
csté a su vez determinado por la concentracién de uno de los morfogenes.

Resulta interesante comentar que en los agregados de Dictyostelium la sintesis y
cmision del agente quimiotdctico son periédicas, como ocurre en el reloj quimico de la
rcaccion BZ. Como consecuencia de estas oscilaciones se gencran  patroncs de
densidad de tipo cspiral, similares a los que se encuentran en el experimento de BZ,
como sc obscrva en la Figura 1-2-2.

Figura 1-2-2. Patroncs de tipo espirales en agregados de Dictyostelium discoideum en superfice
de agar. El drea de la figura es 1.9 x1.9 cm®. Figura tomada de Foerster et al. Development 109
11-16 (1990)

Otro ¢jemplo que mencionaremos es el del modelo propuesto por Mitchison (1980) para
la vascularizacion de plantas, basado en la proposicion de cocficientes de difusion
dependientes del estado del sistema. En este caso, la dependencia no es dircctamente
con la concentracién, sino con el flujo local, en la direccién correspondicnte, de la
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hormona principal en el desarrollo vascular. El motivo para csta eleccion cs la
climinacién de un estado oscilatorio, sin sentido fisico en el sistema modelado.
Finalmente, ¢l modcelo para la reaccion de Gray- Scott (1984), que describe los patrones
generados por una reaccion quimica autocatalitca, es un c¢jemplo cn ¢l cual los
coclicicntes de difusion dependen linealmente de la concentracion. Este modelo pucde
utilizarse para ¢l crecimicnto del micelio de los hongos. El micelio es ¢l cuerpo
vegetativo del hongo, es una red de filamentos microscopicos inmersa en ¢l substrato,
de donde obticne los compuestos orgdnicos necesarios para la nutricion.



1-3 Analisis de Estabilidad Lineal

Para rcsolver ¢l sistema de ccuaciones en derivadas parciales (1-2-4) en una region
determinada del espacio, es decir, hallar una funcién de Xy ¢ que la satisfaga, es
neeesario especificar una condicion espacial inicial, y condiciones de contorno para cl
dominio. Sin embargo, en el caso de sistemas de¢ reaccion-difusion espacialmente
cxtendidos, en general no es posible resolver analiticamente las ecuaciones resultantes.
Resulta en cambio posible obtener por métodos numéricos una solucién a las
ccuaciones plantcadas cn (1-2-4) -incluyendo el término difusivo- para un dado
conjunto dc valores de los pardmetros.

Pero para sistemas autdnomos, en los cuales la variable independicente no sc explicita,
también ¢s posible realizar un tratamiento analitico —sin resolver rcalmente las
ecuaciones- que refleje los comportamientos esperables a partir de consideraciones
gencrales sobre la cstabilidad  del sistema [8]. Este andlisis permite adecmds —a
diferencia de los métodos numéricos- estudiar familias enteras de soluciones.

La nocidn de estabilidad se refiere a que cambios pequefios ocurriendo sobre un sistema
fisico c¢n un dado instante, ocasionardn cambios también pequefios cn ¢l
comportamicnto dcl mismo, cn todo instante futuro.

La teoria de sistemas dindmicos no lineales permite a partir de estas ecuaciones obtener
informacién acerca del comportamiento del sistema y clasificarlo segun resulte cstable,
bicstable, oscilatorio o excitable. Esta clasificacion se obtiene establecicndo la cantidad
y tipo de los puntos fijos del sistema, asi como las isolincas de derivada cero (o
nullclines). En el Apéndice B se ofrece una breve descripcién de como s¢ obticnen y
clasifican los puntos fijos de un sistema dado.

Clasificacion de sistemas

Si consideramos un sistema de dos variables u; y uo, las isolineas de derivada cero, o

aullclines, corrcsponden a las lincas del espacio de fasc que satisfacen que u, =0 y

u, =() y sus intersecciones scran entonces los puntos fijos del sistema. En la Figura |-
3-1 sc ilustran de mancra csquemética los casos de sistema biestable, excitable y
oscilatorio.



a) b) c)

Figura 1-3-1. Nullclines y puntos fijos para una sistema de dos variables a) biestable, b)
cxcilable, ¢) oscilatorio. Las flechas indican la direccion del flujo y 1a linea punteada indica un
ciclo limite.

Sistemas biestables

El diagrama dc un sistema biestable presenta tipicamente tres puntos fijos: dos puntos
fijos cstables scparados por un punto tipo silla de montar, como sc ilustra en la figura 1-

L
3-1 a). La variable u; decrece por encima de la recta u, =0 mientras que aumenta por
dcbajo de clla. Es decir, la isolinea recta u, =0 es atractiva con respecto a up. Las

ramas d¢ pendiente negativa de la isolinea i, =0 son estables con respecto a cambios
cn la variable, mientras que la seccién intermedia es inestable. Como conseccuencia,
para conducir al sistema desde un estado estacionario en uno de 1os puntos fijos cstables
al otro ¢s necesario perturbarto de modo tal de que cruce la rama central de la isolinca
dc la variable u,. En sisternas compuestos por elementos biestables acoplados por
ditusion, csta transicion puede ser inducida por la propagacion dc un frente. Estos
[rentes viajeros — llamados trigger waves- son el patr6n espaciotemporal predominante
c¢n sistemas bicstables extendidos.

Sistemas excitables

Los sistemas cxcitables estan caracterizados por propiedades dindmicas particularcs ¢n
la vecindad de un punto fijo cstable, como se ilustra en la figura 1-3-1 b). Las
perturbaciones del estado estacionario por debajo de un cierto valor umbral (llamadas
perturbacines subcriticas) decaen rdpidamente, mientras que aquellas suficientemente
grandes (supercriticas) inducen una excursion prolongada por ¢l espacio de fase antcs
del relajamicnto.
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El umbral de excitacion viene dado por la rama creciente de la nullcline u, =0.

El ticmpo necesario para que el sistema pueda ser activado nuevamente luego de una
cxcitacion s¢ denomina periodo refractario.

Los sistcmas cxcitables extendidos espacialmente soportan la propagacién de ondas. En
dos dimensiones  pucden autosostenerse espirales rotantes, cuya forma y frecucncia de
rotacion cstdn determinadas por las propiedades del medio.

Estas ondas pueden ser afectadas por inestabilidades que generan movimicntos
serpentcantes del centro de la espiral (meandering) ¢ incluso estados cadticos.

Sistemas oscilatorios

Los sistemas oscilatorios estdn caracterizados por la presencia de un punto fijo inestable
y un ciclo limite estable. Como puede verse en el esquema c¢) de la figura 1-3-1, las

isolincas sc intersectan en la scecion inestable de la isolinea u, =0.

En ¢l caso de sistemas auténomos como el que describimos aqui las traycctorias en ¢l
cspacio de fase no pueden intersectarse. En ¢l caso de dos variables, las oscilacioncs
periddicas (ciclo limite) representan ¢l comportamiento més complcjo quc pucde
encontrarsc.

Los patroncs tipicos que se observan en sistemas extendidos espacialmente formados
por osciladores periddicos acoplados difusivamente son las espirales rotantes, 10s
circulos  concéntricos alternados 'y —cuando las oscilaciones uniformes  son
descstabilizadas- caos.
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1-4 Reduccion de sistemas

Cuando en un mismo fendmeno coexisten procesos dominados por escalas de ticmpos
muy difcrentes, es posible simplificar las ecuaciones diferenciales que lo modclan,
incluyendo la evolucién rdpida en la dindmica més lenta.

En ¢l caso de sistemas extensos de reaccion-difusion, el comportamiento del mismo
depende de la velocidad relativa existente entre los mecanismos dc rcaccién y de
difusion.

En cl caso de que la dindmica de la difusion sea rapida comparada con los (érminos de
rcaccion, scrdn cstos ultimos quienes determinen el comportamiento, ya quc los
términos dc transporte, proporcionales a los laplacianos de las concentraciones, s
anularn. En cste caso limite, ¢l sistema resultante serd espacialmente homogénco y
podrd entonces describirse mediante ecuaciones diferenciales ordinarias. El nimero de
ccuaciones resultantes podré reducirse atin méds en el caso dc la existencia de diversas
cscalas temporales entre las reacciones.

En ¢l caso mas realista — especialmente en el modelado de sistemas biolégicos- en que
la difusion sca lenta comparada con la parte reactiva, el sistema de ecuaciones reducidas
resultante puede incluir difusividades dependientes de las concentraciones locales de 1os
reactivos, asi como (érminos de difusién cruzados. En general, el significado de cstos
términos no ticne una interpretacién sencilla. Sin embargo, el andlisis dc los
comportamicntos emergentes de esta dindmica lenta reviste de interés, ya que son los
que resultan accesibles desde el punto de vista experimental.

Simplificacion de sistemas dindmicos

Una vez plantcado el conjunto de ecuaciones diferenciales que describen la evolucion
dec un sistema, y considerando que sea posible separar los procesos scgin sus cscalas
temporales cn rdpidos y lentos, es posible plantear un tratamiento perturbativo [2]. El
pardmetro perturbativo vendrd dado por la relacién de las escalas temporales de los dos
tipos d¢ procesos.

Uno de los métodos cxistentes para simplificar los sistemas dindmicos de uso frecuente
cn sistemas homogéncos de reacciones quimicas se basa en la posibilidad de reemplazar
algunas dc las ccuaciones diferenciales planteadas por relaciones algebraicas. Este
procedimicento se conoce como eliminacion adiabdtica. Para ponerlo en practica, ¢s
necesario reseribir el sistema original de modo que un subconjunto de las mismas sea el
que evolucione cn la escala rdpida. En este punto, serd posible la eliminacion de tantas
ccuaciones difcrenciales como cantidad de variables rapidas haya en ¢l subconjunto,
mediante su reemplazo por ecuaciones algebraicas. Estas ecuaciones scrdn incorporadas
en la dindmica de las variables lentas.
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1-5 La reaccion BZ

La reaccion de Belousov- Zhabotinsky

La rcaccion de BZ ¢s la oxidacion catalizada de una especic orgénica - 4cido mal6nico -
por bromato ¢n un medio 4cido. Cualitativamente, la autocatélisis y los mecanismos de
retroalimentacion son los responsables del comportamiento complejo. El mecanismo
cinético que da lugar a las oscilaciones y a otros comportamientos no lincales sc ha
cstablecido a partir de -tipicamente- 22 etapas elementales [9].

La rcaccion onginal incluye el par Ce(III)/Ce(IV), pero pucden ser utilizados otros
parcs metalicos como catalizadores, donde uno de ellos es un indicador de color
sensible a la concentracion de algiin intermediario, como es el caso de la ferroina. En
este dltimo caso, el hierro oscila entre dos estados de oxidacion, Fe(Il) y Fe(III).

Uno de los mecanismos simplificados que permiten comprender algunas de las
particularidades de la reaccion estd formado por un conjunto de dos pasos elementales:

k8

BrO; + HBrO, + H* ¢= 2BrO, + H,0 (1-5-1)
k-8
k9
BrO,+M ,+H" _SHBrO,+M,, (1-5-2)

donde Moxy Mred son las formas oxidada y reducida del i6n metélico catalizador
redox. Entonces, la csticquiomctria total es:

BrO; + HBrO, +3H"* +2M,,, — 2HBrO, +2M , + H,0 (1-5-3)

Para obtener la velocidad de este proceso, escribimos la velocidad de produccién nela
de HBrO2 a partir de las ecuaciones 1-5-1 y 1-5-2:

aHBro,] {f r” 0.l 4, [Bro; [HBro, |1 |+ k_,[Bro, 1+ k,[Bro,Im , |H*] (1-5-4)
C

Si es usado cl par [Fe([I)(phcn)]2"/[F<:(IH)(phcn)J3+ el segundo paso c¢s rclativamente
rapido comparado con el paso anterior. Entonces, utilizando la aproximacion del estado
eslacionario para BrOz, y sustituyendo en la ecuacién de produccion de HBrOz, resulta

quc:
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J[HBro,|

3 :ks[BrO;IHBrozl[H+] (1-5-5)

Donde queda en evidencia un desarrollo autocatalitico, dependiente de la primera
potencia de la concentracién de HBrOz.

En un sistcma cerrado y con concentraciones apropiadas de los reactivos, luego dc un
corto transicnte, el sistema presenta oscilaciones temporales y cspaciales en las
concentraciones: la solucién se percibe altemadamente de color rojo y azul. Las
oscilaciones pueden durar dos horas con periodos de aproximadamente un minuto En
cada ciclo, los rcactivos llegan a un estado cercano al estado estacionario, y la reaccion
comicnza nucvamente. Finalmente estc estado estacionario se vuelve localmente
cstable: cl sistema alcanza el equilibrio quimico.

Sin embargo, la reaccion dc BZ tiene ademds de este comportamicnto oscilatorio, un
estado cxcitable, caracterizado por un estado estacionario estable [9]. La excitabilidad
de la reaccion BZ ha sido estudiada en pcliculas delgadas de la solucién en una cdpsula
de Petri. Si cl sistema cn estas condicioncs y en estado estacionario es sometido a
pequedias perturbaciones, por ejemplo por una ligera reduccién de la concentracién de
i6n bromato, ¢l sistema sufrird un breve estado transiente pero retornard a su cstado
antcrior sin cambio de color. Pero si el estado estacionario es perturbado lo suficiente,
la rcaccion sc activa, mostrando un cambio de color antes de regresar al estado
estacionario, cs decir, presentando un pulso. E] sistema muestra diferentes respuestas
antc perturbaciones por encima o por debajo de un cierto valor critico, 0 umbral.

Estos pulsos pueden iniciarse también espontdneamente cn  presencia  de
heterogeneidades en el sistema, como por ejemplo, particulas de polvo o defectos
presenies en la superficie de la cpsula de Petri.

Cuando actia una perturbacion por encima de este valor critico, se genera un pulso que
sc¢ propaga radialmentc debido a la difusion como una onda circular, percibiéndosc en cl
sistema un centro claro. En esta nueva region, y en presencia de una cstimulacion
continua o periddica, el centro oscila, originando ondas de reaccion. Estas ondas sc
propagan por ¢l medio a una velocidad que depende de la constante de velocidad de
pscudo-primer orden para la reaccion auto-catalitica y del coeficiente de difusion de la
cspecic HBrO». Cada frente es una onda de oxidacion que provoca el aumento de Mo y
HBrO, y la disminucién de Br. Inmediatamente, es seguida por otra onda de¢ reduccion,
a través de la cual se regenera el Br ,siendo consumidas las especies Mo, y HBrO».

Asi, ¢l sistcma que originariamente se encontraba homogéneo, en un estado uniforme,
s¢ ordena cspontdncamente en zonas de alta concentracion de un reactivo, y zonas
pobres ¢n ¢, dando lugar a la formacion de patrones.



En ¢l modo cxcitable, los experimentos con la reaccién de Belousov-Zhabotinsky
muestran ¢l mismo comportamicnto cualitativo que la actividad cléctrica en las
membranas biologicas. Cuando la reaccién tiene lugar en peliculas finas, en recipicntes
0 absorbida cn papel de filtro, surge un repertorio complcjo de patrones de tipo espiral
que pucde compararse cualitativamente con lo que se observa en el tejido cardiaco.

El mccanismo de pasaje de espirales estables a turbulencia, tanto en la reaccion BZ
como c¢n ¢l masculo cardiaco, s¢ supone relacionado con la inestabilidad generada por
cl clecto Doppler. Esta inestabilidad —tratada en la Seccion 2-4- se origina cuando dcja
de satisfaccrse la relacion de dispersion del medio excitable y ya no puedc sustentarse la
propagacion de ondas. En la Figura 1-5-1 se ilustra el mecanismo.

Figura 1-5-1 Desarrollo de turbulencia en la reaccién BZ debido a inestabilidad Doppler. La
region mostrada es de 19.5 mm de didmetro. La concentracion de dcido malonico ¢s de 0.01 M
ta) t = 0 s (b) £ = 100 s, nuevos defectos se organizan en espirales. (¢) ¢t = 400 s, (d) ¢ = 2000 s,
turbulencia. Figura extraida de [10].

Es posible adaptar la reaccion BZ para que resulte sensible a la luz visible. Utilizando
como catalizador ¢l complejo de Rutenio Ru(bpy)s>*, que es sensible a la radiacion
clectromagnética en ¢l rango visible, y por lo tanto es posible implementar un control
CXICmo.

En particular, Markus y colaboradores [11] estudiaron este fenémeno en la reaccion BZ
[otosensible, imponiéndole al sistema un pulso de luz durante intervalos cortos. Para
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llevar a cabo la reaccién fotosensible, fijaron ¢l complejo Ru®* a una matriz de silicagel.
El pulso dc luz fuc implementado con una ldmpara halégena de 250 W, con control
digital dc intensidad.

Con cstas condiciones cxperimentales, Markus y colaboradores reportaron por primera
vez la division espontdnca de ondas en un medio excitable bidimensional rcal. Sus
obscrvaciones se aprecian cn la Figura 1-5-2. En la misma, el color blanco corresponde
a Ru™ | ¢l ncgro a Ru™ y los niveles de gris a la zona refractaria. La intensidad de la luz
fuc mantenida constante en 6 W/m® a excepcién de los pulsos para la induccién del
splitting.

i ‘ \§
&\\\ &\\\\\\\

(d)

Figura 1-3-2. Divisién de una onda (splitting) en 1a rcaccién BZ fotosensible. Sistema de 0.1
mm de espesor. (a) ¢ =) Onda propagandose de izquierda a derecha, durante el pulso de uz (22
W/m’ durante 3 s) (b) 1 = 3 s Forma de la onda luego del pulso. (c) ¢ = 4.5 s Dos ondas
propagdandose en dirccciones opuestas. (d) ¢ = 8 s Estado final. El tamafio de la imagen cs de
4.8 mm x 1.4 mm. Figura extraida de {11].

Estos estudios resultan relevantes en cuanto al control en la formacion de patroncs cn
medios cxcitables. Como se verd en la Seccién 2-7 b) , la aplicacién a medios excitables
dc pulsos cn ¢l pardmetro de control es uno de los métodos para la climinacion de
cstados turbulentos. En la Figura 1-5-3 se muestra la aniquilacién de una onda cspiral
en la rcaccion BZ mediante un pulso de luz.
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Figura 1-5-3. Aniquilacién de una espiral en la reaccion BZ fotosensible. (a) ¢ = 0 Espiral
ocupando toda la cdpsula de Petd (b) ¢t = 46 s Estado de la espiral luego del pulso de luz (22
W/m?® durante 20 s). (c) ¢ = 55 s La espiral comienza a dividirse en dos. (d) ¢ = 66 s Onda cn
colision, conduciendo a la eliminacion de 1a espiral. El tamaiio de la imagen es de 8.2 mm x 6.3
mm. Figura cxtraida de [11}.

El Modelo de Oregonator

La rcaccion BZ pucde representarse por un modelo matemdtico involucrando pocas
variables. Para ¢sto se supone:

-que las concentraciones de las especies reactantes s¢ manticnen constantes

-quc para algunas de las especies intermediarias mds rcactivas, pueden ajustarsc las
concentraciones, manteneniéndolas en pscudo-equilibrio con las vanables mas lentas.

El modclo Oregonator ¢s el modelo mds simple para modelar la reaccion BZ, y sc¢
obticne a partir del esquema FKN propuesto por Field, Kords y Noyes [5]. Esie
csquema ya cs una simplificacién, en el cual han sido despreciadas las clapas
clementales de reaccién que son muy rdpidas y por lo tanto no afectan a las propicdadcs
del sistema. Como ¢l sistema s¢ supone en un estado estacionario, (ampoco se
consideran cn la descripcidn las especies intermediarias que se crean y se destruyen en
la ctapa posterior. El esquema FKN puede entonces escribirse como:

A+W—L U +P con K, =k,AW (1-5-6)
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U+W—"252P con  K,=kUW (1-5-7)

A+U—2520+2V con K, = kAU (1-5-8)

2V—L25A+P con K,=kU’ (1-5-9)
: 1

B+V"—5>5,fW con Ks=kBV (1-5-10)

En las ecuaciones (1-5-6) a (1-5-10) el simbolo A corresponde a BrOs, B corresponde a
la cspecie orgdnica oxidable, P corresponde a HOBr, U corrcsponde a HBrO,, V
corresponde al catalizador oxidado y W corresponde a Br. El factor estequiométrico f
representa ¢l ndmero de iones de bromo cuando se reducen dos iones del catalizador. El
factor f provee al modelo un pardmetro ajustable, y es mantenido constante ¢n ¢l caso
mds simple.

Las constantes de velocidad para el modelo FKN estdn dadas en la Tabla 1-5-4.

FKN Oregonator
k) 8§ x 10° M2 ! 6.4x10° M2’
k, 6x106M2s! 24x10°M72s!
ks 2M3 5! 1.28 M3t
ks 3x10°M ' g 3x10°M!'g!
ks N M2t 33.6 M2
ke 1M!tg! IM's!

Tabla 1-5-4. Constantes de velocidad para el mecanismo FKN y el modelo de Oregonator. Para
las constantes del modelo de Oregonator se asume |H'] = 0.08 M.

Las ccuaciones correspondientes a la evolucion de las especies intermediarias U, Vy W
son:

a)_U=1<3AW—1<ZUW+1<5AU—2k4(J2 (1-5-11)
ot

v

Y 2k AW —k BV (1-5-12)
ar ‘ '



W
W o kAW —kUW + L ik BY (1-5-13)
At 27 °

El modclo Oregonator ¢std formado por (res ecuaciones diferenciales que expresan la
variacion de la concentracion de las especies HBrO,, Br y el catalizador oxidado. Las
ccuaciones diferenciales adimensionalizadas se obtienen reemplazando las vanables U,
V, Wy tecn las ecuaciones (1-5-11) a (1-5-13) por u, v, w y t definidas por las
cxpresiones (1-5-14):

u = 2ksU/ksA, v = kkBVAKsA), w = koW/kA, t = kBT (1-5-14)

Las ccuaciones adimensionales resultantes se muestran a continuacion:

—(?—Li:l(qw—uw+u—u2)+V2u (1-5-15)
at &

& = (1-5-16)
ot

9—"—‘; = -1—(— gw—uw+ f)+Viw (1-5-17)
Jdt €

Las constanics de velocidad estdn dadas por la Tabla 1-5-4. Los tres pardmctros
adimensionales ajustables, los cuales determinan el tipo de patrén espaciotcmporal

cmergenle, son:

E= k(-B/k_sA, £ = 2K,,-k4B/k2k5A, q= 2k3k4/k2k5 (1-5-19)

Para los valores (ipicos A = 0.06M y B = 0.02M tenemos que € = 1.0 107, £ =2.5 107
y g= 90107,
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Las nullclines del sistcma para u y v (dadas por (a—u =(); P =()) asi como un perfil de
t t

concentracion tipico se¢ muestran en la Figura 1-5-5.

a)
10
dv/dt<0 -
084 du/dt<0 1 dvidt=0
06+
dv/dt=0
du/dt<Q
04+
> Tl
0.2
dvfet>0
of 7 L duidt>0 ¢
024
T T T i T T
00 02 04 06 08 10
u
b)
1.0+

Figura 1-5-5 Nullcline y perfil de concentracion del modelo Oregonator, a) Nullcline de v
(ncgro), u (azul) y una trayectoria posible del sistema (rojo) { = 0.8. b) Perfiles dc
concentracion de u y v. Se ha considerado el sistema en estado estacionario en cuanto a la
variable w (dw/dt = 0). No se consideran para este andlisis los (érminos difusivos.



Dispositivo experimental

Se describen a continuacion los detalles de las soluciones y del dispositivo experimental
desarroltado en ¢l laboratorio del Grupo de Sistemas Complejos. Este dispositivo [ue
disciiado para cl cstudio de la formacién de patrones espaciotemporales ¢n sistemas
excitables. Dentro de este estudio, resultan de particular interés ¢l control e inhibicion
de los patrones [ormados, de modo que en el dispositivo se ha tenido en cucnta la
implementacion  de distintos mecanismos para la variacion controlada dc las
condiciones experimentales.

El dispositivo fuc montado con la activa colaboraciéon de¢ Dario Scolan, y csta
actualimente abocado al estudio de la dindmica espaciotemporal de la reacciéon BZ. Un
reporte exhaustivo de los experimentos realizados y sus filmaciones se encuentran cn la
relferencia [ 12).

El dispositivo empleado se muestra en la Figura 1-5-6. La {uente de luz es una lampara
halégena blanca de 250 W y un reflector (L), ubicados de forma tal que los rayos de luz
cmergentes queden alincados con el centro de la cdpsula de Petri (cp). Sc coloca una
placa dispersora de luz (pd), para tener una distribucién homogénea de intensidad de luz.
sobre (oda la superficie. Por encima de esta placa se coloca otra de color negro (pn)
para crcar un mejor contraste en la imagen registrada por la cdmara filmadora (ca). La
luz quc atravicsa la placa (cp), hace lo propio a través de la cdpsula de Petri que
conticne la mczcla, y llega hasta la lente de la cdmara. Finalmente, los datos son
llevados a una terminal de computadora para su almacenado digital y posterior andlisis.

Los reactivos utilizados [ueron:

¢ Acido maldnico (anhidro). Libre de impurczas. PM: 104.1. SIGMA Chemical
Company.
Acido sulfiirico puro. Merck. Pro andlisis. 95-97 % P/P, & = 1,84 grs/ml

*  Bromato de sodio. PM: 150.89 (ANEDRA) Reactivo analitico.
e  Bomuro de sodio. PM: 102.89. (ANEDRA) Reacltivo analitico.
e Ferroina 1/40 M. (ANEDRA)

La rcaccion fue llevada a cabo en cdpsulas de Petri de vidrio de 9-10 ¢cm de didmetro.
La conleccién de las soluciones de los reactivos utilizados se produjo respetando las
concentraciones indicadas en la Referencia [9], emplecando 67 ml de H,0O, 2 ml de
H>SO4 (puro) y 5 grs. de NaBrO;. El matraz donde se prepara la solucion de bromato de
sodio dehe ser envuelto con papel de aluminio para evitar la descomposicion por elccto
de la luz. Lucgo, sc toman 6 ml de esta solucién y se agregan 0,5 ml de una solucién
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1gr/10 ml de NaBr y I ml de solucién 1gr/10ml de dcido malénico. Se espera que ¢l Bry
producido sc¢ desvanczca. Finalmente, se agrega 1 ml de ferroina 2 mM. Para las
soluciones sc empleé agua destilada filtrada mediante un sistema Millipore.

En las Figura 1-5-7, 1-5-8 y 1-5-9 se muestran algunas de las imdgenes obtenidas en cl
laboratorio con las soluciones y el dispositivo experimental descritos.

Vista superior

XY,
B|E L

Vista frontal

Figura 1-5-6. Dispositivo experimental montado para la realizacién y filmacién de la reaccion
BZ. L: ldmpara halégena, Ca: cdmara filmadora, Cp: cdpsula de Petri, Pd: placa difusora.

Como primer paso en ¢l estudio, se determinaron las condiciones experimentales para
la obtencion de los diferentes tipos de patrones espaciotemporales, determindndose las
siguicnics pautas:

e Para la gencracién de patrones tipo circulos concéntricos son detcrminantes las
inhomogencidades presentes en el sistema. La causa més frecuentc son las
imperlecciones en la superficie de la cdpsula de Petri donde se lleva a cabo la
rcaccién. Otra causa frecuente son las burbujas. Durante cl transcurso dc la
rcaccién se¢ generan  moléculas de bromo, gencrando burbujas. Aqucllas
burbujas que no son climinadas de la solucién se convicerten en centros de
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patronces rarget, como puede observarse en las imdgenes de las Figuras 1-5-7 y
1-5-8.

* Para la formacion de patrones de tipo espiral (Figura 1-5-9), s¢ siguieron las
rccomendaciones de la referencia [9]. Las espirales se generan debido a la
cxistencia de zonas de distinta excitabilidad en ¢l medio. Cuando la onda se
propaga a través de esta regién sc desvia, rompiéndosc ¢l frentc de onda y
formdndose dos bordes libres que serdn los centros de dos espirales rotantcs. La
mancra prictica sugerida para favorecer la generacion de espirales cs
inclinando ligeramente el recipiente donde tiene lugar la reaccion.

e La formacion de cstados turbulentos se¢ logra con un aumento cn la
concentracién de 4cido mal6nico en la mezcla de reaccion (Figura 1-5-10)

A partir dc las filmaciones pucden obtenerse las series temporales de la intensidad para
cada pixel de la imagen registrada, proporcional a la concentracion de Fe(II) en ese sitio
(Figura 1-5-11). Estas serics son sometidas a filtrados y promediados temporales y
espaciales. Por ¢jemplo considerando los promedios de las intensidades de las scries
registradas cn un drca de 2x2 pixeles (Figura 1-5-12) y promediando los puntos
adyacentes de la serie resultante con una ventana temporal 8 (Figura 1-5-13). Estos
tratamicntos sc realizan con objeto de disminuir el ruido experimental presente en las
schiales

Los ruidos sc¢ deben a diversos factores relacionados con el dispositivo empleado.
Primeramente, ¢l método 6ptico de registro es muy susceptible a las perturbaciones. La
[uente principal de ruido son las fluctuaciones de alta frecuencia cn la intensidad de la
ldmpara halGgena, asi como la iluminacion del medio ambiente. Por otra parte, durante
¢l transcurso de la reaccién sc generan moléculas de bromo, gencrando burbujas.
Aqucllas burbujas que no son eliminadas de la solucién s¢ convierten frecuentemente
cn centros de patrones tipo circulos concéntricos, como puedc obscrvarsc cn las
imdgenes de la Figura 1-5-7. El movimiento de las burbujas en la solucion genera
perturbaciones en ¢l sistema. Las variaciones en los pardmetros cxternos, como la
temperatura, también introducen fluctuaciones indescables.
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Figura 1-5-7. Fotografias de la reaccién BZ, mostrando patrones tipo circulos concéntricos. Las
imdgenes fueron obtenidas en el laboratorio mediante el dispositivo de la Figura 1-5-6. Las
burbujas de bromo (puntos oscuros) se convierten en centros de patrones tipo target.
Concentraciones: NaBrO; 5.4x10 g/ml, HxSo, 3.9x10° g/ml, NaBr 5.8 x107 g/ml, 4cido
malénico 2.4x10° g/ml. [12]
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Figura 1-5-8. Fotografias de la reaccién BZ, mostrando marcados efectos de borde. Las
imdgenes fueron obtenidas en el laboratorio mediante el dispositivo de la Figura 1-5-6.
Concentraciones: NaBrOs 4.7x10% g/ml, HySo, 3.9x107 g/ml. NaBr 5.6 x10” g/ml, 4cido

malonico 7.1x107 g/ml. [12]
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Figura 1-5-9. Fotografia de la reaccion BZ, mostrando patrones del tipo
cspiral. La imagen fue obtenida en el laboratorio mediante el dispositivo de
la Figura 1-5-6. Concentraciones: NaBrO; 5.3x107 g/ml, H,So, 3.7x10°
g/ml, NaBr 5.9 x10” g/ml, 4cido mal6nico 1.8x10° g/ml. |12]

Figura 1-5-10. Fotografia de la reaccion BZ, mostrando turbulencia. La
imagen fue obtenida en ¢l laboratorio mediante el dispositivo de la Figura 1-
5-6. Concentraciones: NaBrOs 5.1x10 g/ml, H,So, 4.0x107 g/ml, NaBr 5.7
x107 g/mt, dcido malénico 1.4 x1072 g/ml. [12]

Las sciialcs obtenidas se pueden tratar con los métodos estdndar de estudio de serics
temporales. Por ejemplo, para cada serie puede calcularse la funcion de autocorrelacion
(Figura 1-5-14) y a partir de cllas obtener ¢l tiempo de retraso (delay time) para
rcconstruir ¢l atractor del sistema (Figura 1-5-15). El método més relevante para la
rcconstruccién del cspacio de fase estd basado en el teorema de Takens y Sauer.
Permite la reconstruccion del espacio de fase cuando no es posible obscrvar todas las
variables relevantes ni se conocen las ecuaciones del sistema dindmico. Scgun cl
teorcma, la reconstruccion es posible a partir del comportamiento temporal de una sola
de las variables del sistema, introduciendo un retraso temporal.
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A su vez, cl atractor puede brindar informacién sobre la presencia de¢ ruido en cl
sistema.

lint)

g ¥ o T X T

&g
Youadio)

z
8

Figura [-5-11. Serie temporal experimental de la reaccién BZ . En ¢l eje de abscisas se indica el
ntimero de cuadro de la filmacion, correspondiente a 0.04 segundos. El ¢je de ordenadas
representa intensidad de la senal.
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Figura 1-5-12. Efecto del promediado espacial. Serie temporal experimental de la reaccion BZ,
filtrada mediante un promediado local (2x2 pixeles).
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Figura 1-5-13. Efecto del promediado temporal. Serie temporal experimental de la reaccion BZ,

tratada mediante un promediado local (2x2 pixeles) y un promediado temporal con ventana 6 =
250 puntos adyacentes.
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Figura 1-5-14. Funcién de autocrorrelacion P(t) para la seric temporal de intensidad
correspondiente a un pixel en la filmacién de la reaccion BZ. El tiempo de retraso es aquel para
¢l cual la funcién toma //e de su valor inicial.
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Figura 1-5-15. Reconstruccion tridimensional del atractor con una serie temporal de la reaccion
BZ. mediante el método de retraso temporal, utilizando T = 90 cuadros.

Trabajos futuros

El prototipo cxperimental para el estudio de la formacién espontdnea de patrones
espaciotecmporales de concentracién en medios quimicos, soportados por la disipacion
de cncrgia libre, ¢s la reaccion de Belouzov-Zhabotinsky.  Esta rcaccidn cs
rclativamente simple de implementar en ¢l laboratorio y con los mccanismos
cxperimentales adecuados puede usarse para el estudio de aspectos generales de la
iniciacion y control de patrones espaciotemporales.

Actualmente, el Grupo de Sistemas Complejos cuenta con dos dispositivos
cxperimentales disciiados para el estudio de la reaccion BZ. Uno de ellos permite el
estudio de la dindmica espaciotemporal del sistema BZ extendido. Estd discfiado para
generar estimulos externos a la reaccién mediantc una fuente de luz, cuyo
comportamicnto puede ser controlado por una computadora. En la reaccion BZ
fotosensible, se emplean como par redox las especies fotosensibles Rh(II)/Rh(IV).

El scgundo dispositivo permite realizar la rcaccion BZ en un reactor agitado, con la
obtencion de un registro temporal del estado sisterna mediante un electrodo redox.
Complementariamente a los dispositivos existentes sc plantea la construccion de una
celda termostatizada, y ¢l ensayo de filtros de ruido mas adecuados para el tratamiento
de los datos obtenidos.
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Como proximos pasos en el avance hacia un mejor estudio del comportamiento
dindmico dc la rcaccién BZ por medios experimentales se plantcan los siguientcs
puntos:

¢ La implementacion de esquemas de control de patrones a través de una
rctroalimentacion retrasada, es decir, aplicando un estimulo cxterno quc
dependa del estado previo del sistema. Esta retroalimentacion puede ser local o
global. Una de las posibilidades en este sentido es el estudio de la reaccion BZ
fotosensible. La frecuencia de las espirales en ¢l sistema BZ fotoscnsible
tipicamente disminuye con el aumento de la intensidad de la iluminacion, de
modo que con ¢l dispositivo experimental de la Figura 1-5-6 ¢s posible ¢l uso de
la luz para la creacion de inhomogeneidades. Estos resultados pucden
constrastarse con el modelo matematico, mediante la inclusion del cfecto de la
luz ¢n ¢l modelo de Oregonator ya implementado.

¢ Eluso de esquemas de forcing periédico y forcing cadtico de baja dimension en
¢l régimen oscilante del sistema, con objeto de estudiar los mecanismos de
sincronizacion.

e Un interrogante ampliamente estudiado es si las fluctuaciones microscopicas
pucden actuar como nidcleos para los patrones tipo centros (circulos
coneéntricos), o $i ¢s necesario un micleo catalitico. Las respuestas dadas hasta
¢l momento son controvertidas. Si bien se ha observado la iniciacion cspontanca
sin particulas visibles actuando como nicleos, con una resolucion de 6
micrones, esto scria teéricamente imposible en regimenes lejos de bifurcaciones
de Hopf. Con los dispositivos desarrollados es posible abordar
cxperimentalmente este problema y determinar 10s mecanismos de iniciacion ¢n
sistcmas electroquimicos excitables.

e El scguimicnto de la reaccién BZ en un reactor agitado, mediante la utilizacion
de clectrodos sensibles a l1a concentracién de alguna de las especics presentces,
permite obtener serics temporales del estado del sistema. Por cjemplo, puede
cmplearse ¢l electrodo de platino que responde principalmente  a la cupla
mctalica [Fe(ll)(phcn)|+2/[Fe(III)(phcn)]”. El potencial medido E responde a
una rclacion de concentraciones de acuerdo a la ecuacion de Nemst: E = Er +
0.059 log ([Fe(ID]([ Fe(IID]). La sefial se obtiene entonces mediante ¢l registro
del potencial de 1a cupla Fe(IIT)/ Fe(IT) con un potenciostato.

e El estudio del efecto de obstdculos aleatorios en el medio sobre la propagacién
dc cstructuras ordenadas como centros o espirales.

35



1-6 La dinamica cardiaca.

Descripcion del sistema

La actividad normal del coraz6n consiste en una secuencia de contracciones musculares
repetitivas activadas por la propagacion de una excitacion eléetrica a través del musculo
cardiaco. Esta cxcitacidon se manifiesta como un cambio en el potencial eléctrico a
ambos lados dec la membrana celular: el potencial de accion (ver Apéndice C). Todas
las células del tejido cardiaco son capaces de gencrar un cambio en su potencial
transmcembrana, en respucsta a un estimulo adecuado. A su vez estas células se
cncucntran acopladas a sus vecinas por canales intercelulares, constituyendo asi un
mcdio cxcitable —las fibras musculares- donde la excitacion se propaga y se generan
diferentes patrones espaciales y temporales [13].

El acoplamicnto intercelular es difercnte en las direcciones paralela y perpendicular al
¢jc mayor de la célula, que es la direccién de la fibra muscular. Como consecuencia, €l
tejido cardiaco no es isotrOpico y tampoco lo es la propagacion: las ondas viajan
aproximadamente a 1 m/s en direccion longitudinal de una fibra muscular y 0.3 m/s cn
dircecion transversal.

El flujo de ioncs a través de la membrana celular constituyc una corriente eléctrica, que
altera ¢l potencial transmembrana. Estas corrientes son a su vez dependicntes de 1os
cambios ¢n ¢l potencial de membrana.

Los mecanismos de cxcitacion de las células cardiacas son complejos; hay una gran
cantidad de corrientes i6nicas involucradas. Cada célula cardiaca tiene una membrana
aislantc fonmada por una bicapa dc fosfolipidos, separando el medio interno del externo.
Las principales cspecies i6nicas que pueden fluir a través de la membrana son sodio,
calcio, potasio y cloro. Las concentraciones intra y extracelulares de las mismas son
muy difcrentes: la concentracién extracelular de sodio ¢s aproximadamente 30 veees
mayor quc la intracclular, mientras que la concentracién intracelular de potasio cs
aproximadamente 30 veces mayor que la cxterior. El calcio y el cloro tiencn
concentraciones un poco mayores fuera de la membrana. En cstado dc reposo, la
membrana de las células cardiacas es mds permeable a la salida del potasio que al paso
de iones de sodio hacia el interior, dc modo que existe una diferencia de potencial entre
el interior y cl exterior de la célula. Se dice cntonces que la membrana cstd polarizada,
sicndo la difcrencia de potencial de aproximadamente - 90 mV.

El flujo de iones a través de los canales iGnicos es pasivo, debido a la presencia de un
gradiente electroquimico. La membrana posee ademds canales i6nicos que son
sclectivos a los diferentes iones presentes en el medio, determinando diferencias de
potencial entre un lado y el otro de la membrana. A su vez, los canales son sensibles a
las diferencias de potencial. El flujo i6nico que sc¢ genera por la actividad de los canales
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origina corrientes cléctricas suficientes como para producir cambios rdpidos en ¢l
potencial de membrana.

Tambicén existc un {lujo de iones activo, a través dc bombas i6nicas ¢ intercambiadores
que utilizan encrgia de la célula para transportar iones a través de la membrana; las
bombas de Na*-Ca™ y de Na*-K* son ejemplos de este tipo de transporte. Aunque las
corrientes generadas por las bombas iénicas son pequefias, jucgan un importanic papel
cn ¢l mantenimicnto de las concentraciones intra y extracelulares.

Las corrientes i6nicas principales cn ¢l corazén son las corricntes de sodio
(responsables de las ondas de excitacion), de calcio (ondas de contraccion), y potasio
(corriente rectificadora, que marca el retorno al estado activo).

El potencial de reposo, es decir, la diferencia de potencial a ambos lados dec la
membrana cuando la célula estd en reposo, es de aproximadamente -90mV.
Inicialmente, los iones Na* y Ca™ estdn a concentraciones mds altas en el espacio
cxtracelular que en el interior. Cuando un estimulo llega a la célula, sc alteran las
propicdades de la membrana, aumentando la permeabilidad al sodio debido a la
apertura de los canales i6nicos especificos. El sodio entra entonces de forma masiva en
cl interior de la célula, subiendo rdpidamente el potencial de membrana hasta alcanzar
los 30 mV, en lo que se conoce como fase de despolarizacién répida. Sc abren entonces
los canales de calcio, entrando los iones Ca™ a la cflula. Luego, en la fase de
repolarizacion lenta, se cierran los canales de sodio y se abren los de potasio. Se activa
cntonces ¢l pasaje de potasio hacia fuera de la célula, inicidndosc la fase de
repolarizacion rdpida hasta que el potencial vuelve a su valor de reposo.

Las ondas de despolarizacion dc los potenciales de membrana celular en ¢l (cjido
cardiaco son los precursores dc las contracciones musculares coordinadas que permiten
cl funcionamicnto del corazén como una bomba propulsora. Una pequciia perturbacion
de las ondas puede tener resultados despreciables, sin embargo, perturbaciones
mayorcs, ocasionadas por ejemplo por zonas de tejido dafiado o inactivo, pucden afcctar
cl comportamicnto ciclico normal, gencrando ondas anémalas que derivan, a su vez, en
arritmias complejas.

En las capas dc tejido pucden propagarse frentes de onda planas, circulares, y espirales.
Estos dltimos son de particular importancia ya que ticnen la caracteristica de
autosostenerse en ¢l tiempo, y su rotacién no cstd necesariamente asociada a un
obstdculo anatémico en ¢l tejido.

Cuando varias dc estas ondas cocxisten, bajo ciertas condiciones su intcraccion pucde
conducir al sistema a un estado desordenado, identificado como fibrilacién ventricular.
En este estado, cada célula descarga su potencial de accion de manera independicnic;
como consecuencia, el corazén picrde su capacidad de funcionar sincronizadamente.
Este estado resulta mortal sin intervencion rdpida de un equipo desfibrilador.

En ¢l Grupo de Sistemas Complejos, donde se ha desarrollado csta tesis, el estudio de la
dindmica cardiaca se ha abordado desde diferentes perspectivas: el modcelado
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matematico, la cxperimentacion, y el andlisis de electrocardiogramas mediante (écnicas
propias de la dindmica no lineal [ 14,15].

Los estudios cxperimentales y numéricos sobre propagacion en tejido cardiaco han sido
rcalizados mayormente cn sistemas bidimensionales, con 1dminas de entre 1 y 2 cm de
cspesor, suficientes para permitir ¢l comportamiento dindmico.

Modelado

Probablemente, el cjemplo biolégico més estudiado de un proceso de reaccion-difusion
anisotropico es el de la propagacion de la excitacion eléctrica en el musculo cardiaco.
Evidentemente, un modelo realista deberia incorporar diversas condicioncs como la
gcometria 'y propiedades del tejido, la fuente y naturaleza del estimulo, las
inhomogencidades presentes. Sin embargo, los fendmenos asociados con modos
normales y anormales de propagacion son posibles de modelar con sistemas sencillos.
Los modelos desarrollados para la reaccién de Belousov-Zhabotinsky son ejemplos de
modclos simples que representan ¢l mismo comportamiento cualitativo.

La propagacion dc frentes de onda en una ldmina tisular es frecuentemente modelizada
por medio de sistcmas de reaccién difusién en medios continuos bidimensionales. En
cste caso, ¢l tensor conductividad juega el rol del tensor de difusién, y las variables son
los potenciales cléetricos intra y extra celulares. Aunque como mencionamos ¢l medio
cs anisGtropo, csta anisotropfa cs uniforme y puede eliminarse cambiando la cscala en
una de las direcciones, asumicndo entonces que se trata de un medio isotrépico.

En la cita [16] sc referencian cronoldgicamente las sucesivas aproximacioncs al
modclado matcmatico de la excitacion celular cardfaca; ofreceremos aqui un breve
extracto. El modelado del ritmo cardiaco tiene sus origencs en 1928, cuando Van der
Pol adapt6 un modclo matematico de la relajacion de un oscilador para representar la
cxcitacion cardiaca, ¢l cual representaba de un modo simple la periodicidad. En 1952
Hodking y Huxley plantearon el comportamiento del potencial de accién del axdn de
calamar, scntando las bases para el modelado del potencial de accion cardiaco. En 1961
¢l modclo fue simplificado en lo que conoce como modelo de FitzHugh-Nagumo.
Paralclamente, en 1962 Noble planteé un modelo de propagacién del potencial de
accion en tejido cardiaco de ovejas, especificamente para células del Haz de Purkinje'.
El modclo de Hodking-Huxley fue extendido por Mc Allister y colaboradores ¢n 1975,
segin rcsultados obtenidos en estudios experimentales de  voltajes de membrana cn
preparaciones tisulares aisladas. En 1977 Beeler y Reuter publicaron un modelo de
propagacion de potencial de accién para las fibras miocardiales ventriculares, a partir de
cxperimentos con preparaciones de tejido ventricular.

La posibilidad dada por el desarrollo de nuevas técnicas de estudio de células aisladas
aporté nueva informacién que fue incluida en la representacion matemdtica en un

" Fibras de Purkinje: fibras miocardiales que conducen el potencial de accién cardfaco. Se localizan en las
paredes internas ventriculares del corazon.
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modelo publicado por Noble y Difrancesco en 1985. Entre 1991 y 1994, Luo y Rudy
desarrollaron una scric de modelos de propagacion del potencial de accion ventricular,
basados cn cxperimentos sobre células de tejido ventricular de cerdos de Guincea,
incluyendo en cllos la descripcién de los cambios dindmicos en concentraciones y
flujos i6nicos. En 1994, el modelo de FitzHugh-Nagumo fue modificado por Rogers y
McCulloch para obtener representaciones mas adaptadas y realistas a la propagacion cn
tcjido cardiaco, siendo mejorado nuevamente en 1996 por Aliev y Panfilov. En 1997 y
1998 cl Grupo de Electrofisiologia de Oxford construyé un paquetc dc programas
llamado Oxsoft Heart, donde se incluyen familias dc modclos para diferentes tipos de
tcjidos cardiacos de mamifcros.

En algunas rcgiones donde la propagacion del potencial de accion se realiza a lo largo
de una fibra [ina y dclgada de tejido, por cjemplo, en ¢l haz de Purkinje, ta conduccion
pucde modelarse como si (uviera lugar en una tnica dimension espacial, en una fibra
cilindrica. El modelo correspondiente a esta simplificacion es ¢l llamado Modelo de
cable, y fuc plantcado primcramente por Noble y luego retomado por Holden y Panfilov
cn 1977 |16]. En cste modelo, la excitabilidad de la membrana es descrita mediante
capacitores, micntras que las resistencias modelan cl interior de las células y los canales
intereclulares. Por simplicidad se supone que el espacio extracelular tienc una
resistencia  despreciable con respecto al intracelular, aunque pucde hacerse un
tratamicnto mds gencral.

Nt 7
p R

Figura 1-6-1 Modelo de cable para la propagacién del potencial de accion en una dimension
espacial. La corriente i, circula a lo largo del eje del cable mientras que la corriente de
membrana i, atraviesa la membrana circular. La resistencia axial es r,. De acuerdo a la ley de
Kirkholf. Jos cambios en i, dependen del flujo en iy,

La Figura 1-6-1 ilustra ¢l modelo de cable para el tejido cardiaco. La corriente axial ¢s
1., 1a corriente de membrana es i,,. Se asume que el tejido cardiaco estd embebido en un
rescervorio de fluido extracelular, de modo que cualquier cambio cn ¢l potencial
extracelular ¢s despreciable. La fase intracelular se considera como una resistencia
cléctrica simple r,. V es el potencial transmembrana (equivalente al potencial
intracclular cuando el extracelular es cero). Siguiendo la ley de Ohm, la corricnte axial
resulta proporcional al gradiente del voltaje:

W i (1-6-1)
ox
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donde r, es la resistencia axial del cable por unidad de longitud. La corriente axial sélo
pucde cambiar por una corriente fluyendo a través de la membrana:

di. A i
e e 1-6-2
dx  Ax  Ax ¢ )

Combinando las ccuaciones 1-6-1 y 1-6-2 resulta:

)° di ]
C v ( [d r(lllll__ (1_6_3)

— =1, -
ox” ax  Ax

La corricnte dec membrana es entonces proporcional a la segunda derivada del potencial
de membrana V.

La corriente total de membrana i, incluye dos componentes: la corriente i6nica total
lion, ¥ la corricnte capacitiva i.. La membrana celular estd compucsta por una pelicula
intcrna con una baja constante dicléctrica, y dos capas superficiales con una constanic
dicléctrica supcrior. Asf, podemos considerar a la membrana como un condensador de
placas paralclas, con una capacitancia ¢, por unidad de longitud:

e, L i (1-6-4)
o

Considcrando a la corricnte total de membrana como la suma de sus dos componentes
tencmos:

1OV LV (1-6-5)

¢ lr'on —%m a t ion

52
r, ox

Asumicndo que ¢l potencial de accion se mueve a lo largo del cable a una velocidad
conslante, la distancia x recorrida en un tiempo dado ¢ estd determinado por la velocidad
v dv

dc conduccion v, de modo que v-5—=-5—, permitiendo simplificar la ccuacion
X t
resultante:
1 9%V v .
B C (1'6-6)

= W = l‘)
ry? o "o

Para un cable excitable con una relacién no lincal entre corriente y voltaje para la
densidad dc corriente ibnica Jion, y considerando el limite continuo, la ccuacién
difcrencial parcial se reescribe como:

av _J,
— =y PV (1-6-7)
a C

m
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donde C,, ¢s la capacidad de la membrana por unidad de superficie. La densidad de

corriente puede calcularse a partir de un modelo de cinética de canales i6nicos, para cl

potencial de accidn.

El cocliciente de difusion D en este modelo depende de la capacidad de la membrana
1

por unidad de superficie Cy, y de la resistencia axial r, como D =
¥

‘mu

Como la resistencia axial del cable por unidad de longitud r, resulta ser dependicnte del
voltaje, cs aqui donde surge la motivacion para la introduccién de un coeficicnie de
difusion no conslante, sino con una dependencia del voltaje.

La extension al modelo de cable para la descripcion de la propagacién bidimensional de

frentes de onda por el tejido cardiaco se plantea aproximando el sistema por una red de
resistencias cléctricas y capacitores [ 13], como se muestra en la Figura 1-6-2.

Sximosiutar
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Figura 1-6-2. Red clécetrica como aproximacién al modelo bidimensional de reaccién-difusion
para la propagacién de ondas en tejido cardiaco. La diferencia en ¢l tamaio de las resisiencias
representa la anisotropia del tejido. Las resistencias son menores en la direccion paralela a la de
las fibras musculares (abscisa) que en la direccién perpendicular a las mismas (ordenada), de
modo que R, < R,. Los capacitores que modelan la membrana representan la capacidad de la
misma en paralelo con la conductividad de los canales dc¢ iones activos. Figura extraida de {13]

El sistcma bidimensional puede presentar tres tipos de frente de onda: plana, circular
(cliptico en caso de anisotropia), y espiral, segin dénde se inicie la cxcitacion. Si la
excitacion transcurre s6lo a lo largo de un borde de la ldmina bidimensional, se obticne
un frente de ondas planas, propagandose a una velocidad que depende del dngulo cntre
las fibras del tejido y la direccién de propagacion. Si en cambio la excitacion sc origina
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cn un punto interior de la ldmina, ¢l frente de onda serd cliptico (caso anisétropo) o
circular (caso is6tropo) y la velocidad de propagacion depende del radio de curvatura.
El tercer tipo, las ondas cspirales, posce caracteristicas particulares. Estas ondas son
automantenidas, tienen una singularidad cn su centro y pueden girar tanto alrededor de
un obstdculo anatémico como de un punto cualquiera de un tejido homogénco. Los
obstdculos no cxcitables con bordes agudos pueden originar ondas espirales a partir de
un [rente de otro tipo. Estas espirales pueden girar rigidamente alrededor de un ¢jc fijo,
con su centro con velocidad cero 0 en una 6rbita circular, o bicn pucde mostrar un
comportamicnto serpentcante (meandering) en los cuales el centro genera figuras
geométricas hipocicloides (“flores™) u otras figuras con intersecciones [17] (ver Figura
1-6-3)

Figura 1-6-3 Algunas variedades de trayectorias de los centros de las ondas de tipo espiral. A
Circular, B Epicicloide, C Cicloide, D Hipocicloide , E Hiperserpenteante, F Lineal. Figura
cxtraida de | 17}).

En medios cxcitables heterogéneos, las espirales pueden tener movimientos de deriva,
que pucde scr causada por gradientes presentes en el medio. Estos gradicntes pueden
generarse cxperimentalmente con la cstimulacion eléctrica del tejido mediante la
colocacion de clectrodos. Varias ondas espirales estables pueden cocxistir en cste ipo
de medios, con distintos modos de interaccién segun el grado de heterogenceidad. Por
debajo de un cierto valor umbral de heterogencidad, la cspiral de mayor frecuencia
destruye a las otras, mientras que por encima pucden coexistir aisladas unas de otras por
zonas de comportamiento turbulento.

El sistema puede presentar bajo cicrtas condiciones la transicion de ondas espirales a
cstados cadticos. La transicion de ondas espirales a caos resulta de particular interés, ya
que ¢s una representacion adecuada del pasaje de una taquicardia ventricular a una
fibrilacion ventricular.
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Desde ¢l punto de vista fisiolégico, un mecanismo fundamental para la transicién cs cl
causado por las reentradas. La reentrada es una onda de excitacién que viaja
rcpetidamente a lo largo de una trayectoria cerrada en el musculo cardiaco. Las
arritmias rcentrantes son consideradas las mas frecuentes y peligrosas médicamente, y
pueden deberse a causas anatomicas o funcionales. La reentrada anatémica se desarrolla
alrededor de un obstaculo anatémico, ¢s decir, una region no cxcitable [ija y delimitada.
En cambio, la reentrada funcional se desarrolla en regioncs homogéncas dcl tejido, y
sucle descmbocar cn taquicardias y fibrilacion. Las reentradas han sido visualizadas
dircctamente en capas delgadas de tejido cardfaco.

Dcsde ¢l punto de vista dindmico, las transiciones pueden conducir a cstados cadticos.
Estudios numéricos sobre modelos de dos variables del tipo FitzHugh-Nagumo (ver
Apéndice C) en medios homogéneos han mostrado que el mecanismo més simple que
inducc la incstabilidad tiene lugar cuando aparece una bifurcacion de Hopf secundaria
que lleva a la espiral de un estado de serpentco o meandering a otro donde cl
movimicnto del centro es cuasiperiédico. La transicién siguiente llcva a la cspiral a
describir un serpentco cadtico, donde la trayectoria descrita por el centro cs irregular.
Una nucva transicién conduce a la ruptura de las espirales. [13]

Los diversos mecanismos existentes para la transicibn —tanto matcmaticos como
fisiologicos- han sido profusamente estudiados; en la Referencia [17] puedc encontrasce
una revision detallada de los mismos. El control de la inestabilidad dc las ondas
espirales, a través del bloqueo o inactivacion de los mecanismos, podria cvitar la
transicion hacia la fibrilacion cardiaca.

Estudios de tipo tedrico han mostrado que ¢l movimiento del centro de la espiral de
reentrada, bajo ciertas condiciones se ve reflejado en el pseudo-clectrocardiograma
resultante, identificandosc en ellos diferentes arritmias. En la referencia | 18] Starmer y
colaboradores estudiaron ¢l rol de las corrientes de repolarizacion durante las
reentradas, en un modelo bidimensional del tipo FHN para un conjunto de c€lulas
idénticas. Reduciendo las corrientes repolarizadoras, han encontrado que s¢ generan
rcentradas (uncionales: una repolarizacién prolongada resulta en un movimiento no
cstacionario del centro de la espiral.

En la Tabla 1-64 presentamos la clasificacion més frecuente de las taquiarritmias
cardiacas cn base al comportamiento de las ondas espirales: espirales estables, espirales
serpenteantes (cuasi periédicamente y de modo cadtico) y ruptura de espirales.
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Dipdmics sopacial ¢ Blaciooardixg ans

Tabla 1-6-4 Tipos de ondas espirales y sus manifestaciones clinicas. Primera columna:
caracteristicas de las ondas. Segunda columna: ondas y recorrido de los centros de las espirales.
El cn caso de ruptura de espirales se muestra ¢l estado resultante. Tercera columna: registro
clectrocardiografico. Cuarta columna: Taquiarritmias ventriculares. FV: fibrilaciOn ventricular,
TV: taquicardia ventricular. Figura extraida de Referencia [13]
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Segunda Parte

Patrones espaciotemporales en el modelo de Bar
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2-1 Resumen

En csta partc del presente trabajo se analizan los efectos de la difusividad cn la
formacion dc patrones espaciolemporales en ¢l régimen excitable del Modclo de Bir ¢n
2 dimensioncs.

Este cstudio s¢ centra cn los estados turbulentos, incluyendo aquellos de ruptura de
cspirales. Se exploraron dependencias tanto lineales como cuadréticas del coeficiente de
difusion con la concentracion del activador. Incorporando al modelo una dependencia
lincal ncgativa del coeficiente de difusién con la concentracion de activador se encontré
una inhibicién de la inestabilidad de espirales, mientras que la dependencia lincal
positiva no arrojé resultados novedosos. Dependiendo de las condiciones de contorno,
la inhibicion para dependencia lineal negativa es total (bajo condiciones de contorno de
no flujo) o s6lo retardada (condiciones de contorno periddicas). La zona cadtica cs
cualitativamente modificada con este tipo de dependencia.

Con respecto a variaciones de tipo cuadrdtica positiva del coeficiente de difusion se
reportan  aqui modificacioncs notables en la estadistica de defectos de estados
turbulentos. En el caso dc dependencia cuadrética negativa surge una dependencia
notablc de las condiciones iniciales.

Algunos dc los resultados obtenidos se encuentran publicados en cl articulo
Spatiotemporal patterns in the Bdr model induced by concentration-dependent
diffusivities, Chemical Physics Letters 445 (2007) 157-161.
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2 =2 Introduccion

Diversos patrones espaciotemporales como patroncs tipo circulos concéntricos, ondas
cspirales 'y turbulencia han sido obscrvados en medios cxcitables, y convertido cn
objcto dc modclos matematicos. En particular, los estados con comportamientos
turbulentos han sido estudiados extensamente, tanto de modo tedérico como
experimental [1-4].

La formacion de patrones, modelada mediante ecuaciones de reaccion-difusion ha sido
mayormente cstudiada considerando difusién constante. Sin embargo, estc ¢s un caso
cxcepeional. En las reacciones quimicas superficiales, por cjemplo, cstc caso
corresponde al modelado de un adsorbato no interactuante que ocupa sélo un sitio de la
superficic, considerando dicha superficic como un arreglo de sitios equivalentes. En
sistemas reales, diversos faclores como la presencia de fuerzas intermolecularcs, las
intcracciones mediadas por sustrato ¢ incluso el bloquco de sitios adyacentes por
adsorbatos, pucden ser los responsables de coclicientes de difusién que varfan con cl
cubrimicnto [5-6]. Sc¢ han considerado también otros modos de acoplamicnto no
triviales [9-10].

Existc también un gran ndmero dc otros sistemas en los cuales el cocficiente de
trasporte depende fuertemente de las concentraciones locales: transporte activo a través
de canales idnicos cn la célula, transporte de glucosa glucosa-dependiente, transporte
autocatalitico de protones, transporte de péptidos proton-dependiente, e incluso
procesos de dindmica de poblaciones [11-13].

En general, cl significado de los términos de transporte no puede intcrpretarse de un
modo sencillo. Estos términos difusivos en las ecuaciones de reaccion-difusion pucden
pensarse, no como términos de transporte genuinos, sino como una manifestacion de la
presencia en el sistema de escalas rdpidas incluidas en la descripcion mediante cl
pardametro € (ver Ec. 2—4—-1). Entonces, estos (érminos aparecen como  ¢onsccuencia de
la cxistencia de corrclaciones locales entre las concentraciones debidas a las cscalas
rapidas.

Roussel 'y colaboradores estudiaron la dependencia de la difusividad con la
concentracion cn ¢l modelo de medio excitable de Gray-Scott. Este modelo de dos
variables fue implementado en una dimension espacial [S]. En el trabajo citado, Rousscl
mostré que la dependencia con la concentracién puede inducir una (transicion de
comportamicnto auto replicante a patrones cstacionarios, sin cambio cn la difusividad
relativa entre activador e inhibidor.

En cl caso del modelo de Bidr implementado ¢n una dimension espacial y con
condiciones de contorno de no flujo, Roussel reporté la cxistencia de un efecto
cstabilizador gencrado por la dependencia de la difusién con la concentracion [6].
También cn una dimension cspacial y sobre el modelo d¢ Bir, Zimmermann y
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colaboradores |7} estudiaron la transicién del sistema desde estados con propagacion
estable de pulsos al comportamiento espaciotemporal caético. Este estudio resulta de
interés ya que cl abordaje experimental de un sistema rcal unidimensional (canales
cstrechos  de actividad  catalitica) pueden ser realizados mediantc técnicas
microlitograficas.

En cste trabajo, nosotros estudiamos el modelo de Bér en 2 dimensiones cspaciales,
considerando condiciones de contomo periddicas [1, 2]. Se analizaron los cfectos sobre
los patrones generados por este modclo, considerando la dependencia del cocficiente de
difusion con la concentracién del activador.

El foco del (rabajo se establecié en los estados turbulentos. El desarrollo de ecstos
estados ¢s un topico relevante en diversos problemas biolégicos [17-21]. Actualmente
cs acepltado que las arritmias ventriculares son generadas por la existencia de ondas
cspirales de actividad cléctrica en el musculo cardiaco. La evolucion de este estado a la
[ibrilacién ventricular implica una transicion de un estado dominado por patrones dc
tipo espirales a otro estado caético o turbulento. La elucidacidén de la influencia de 1os
procesos de transporte en el desarrollo de estados cadticos puede ser relevante en el
(ratamicnto dc cstas arritmias y ¢n ¢l disefio de drogas para tal fin.

Los estados turbulentos han sido caracterizados realizando la estadistica de dcfectos.
Las variaciones del nimcro medio de defectos y su varianza son cantidades
relacionadas con la excitabilidad del medio. Recientemente se ha mostrado que la
estadistica de defectos ¢s dependiente de la dimension  del sistema dindmico, asi como
de la cxistencia de ruido. En este trabajo mostramos ademds que la estadistica de
defectos resulta alterada por las caracteristicas del proceso difusivo que tienc lugar cn ¢l
sistema.

Sc resciia también el método HS (Hierarchical Structure) desarrollado en 1994 por She

y Leveque para la caracterizacion de sistemas complejos extendidos espacialmente,
como una alternativa al estudio de estadistica de defectos [30].
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2-3 La reaccion CO+O,/Pt{110}

Descripcion del mecanismo en base a evidencias experimentales

La reaccion de oxidacion de CO sobre superficies de platino Pt{110} en condicioncs de
alto vacio cs —dentro de las reacciones quimicas catalizadas hetcrogéneamente- la
situacion experimental donde mejor se aprecia la formacion esponténea de patrones.
Para tempcraturas bajas (T < 500 K) se han dctectado espirales, frentes y pulsos
solitarios, mientras que con temperaturas mayores T > 540 K sc¢ han obscrvado ondas
cstables y turbulencia.

En la Figura 2-3-1 se mucstran imdgenes de la reaccion oblenidas mediante
microscopia PEEM (microscopia por fotoemisién de electrones). Las scries temporalces
obtcenidas a partir de la filmacion de la reaccion harn side también objeto de estudio
desde la (opologia, buscando una caracterizacion de los estados turbulentos a partir de¢
la reconstruccion de los atractores {22].

Estos comportamientos son compatibles con los modelados por los sistemas dc
rcaccion-difusion.
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Figura 2-3-1 Imdgenes de patrones espaciotemporales generados durante la reaccion de
oxidacion de CO sobre Pt{ 110}, obtenidas mediante microscopia PEEM. Las drcas oscuras
corresponden a regiones con alto cubrimiento de oxigeno; las claras indican zonas con allo
cubrimiento de CO. (a) Espirales rotantes. (b) Patrones tipo circulos concéntricos , (¢) ondas
cstacionarias , (d) Turbulencia (temperatura T = 536 K, peo = 6.4 x10° mbar , Po= 20.0x10 3
mbar. El tamano de las imagines individuales es (a) 400 x 400um’ , (b) 200 x 300um’, (c) 300
x 200um’ . (d) 360 x 360um’ . La recopilacién de iméagenes fue tomada de la referencia | 8]

La rcaccién de oxidacion de CO sobre Pt{110} es de particular interés ademds porque
¢s estrictamente bidimensional (s6lo tiene lugar sobre Ia superficie) e isotérmica (cl
calor dec reaccion es rdpidamente absorbido por el cristal de Platino). Otro factor que la
hace atractiva cs que sélo intervienen dos especies reactantes, CO adsorbido y O, los
cuales forman CO, cn una ctapa simple de reaccién. La reaccién superficial ¢s
dependiente del cubrimiento de ambas especies. Los pardmetros externos de control
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estan dados por la tcmpceratura de la superficie T y las presiones parciales de CO y O-,
que pueden ser ajustadas de modo independiente. Bajo condiciones isotérmicas (T <
600 K) y de baja presién (p <10 mbar), la oxidacién de CO sobre superficics simples
de platino ticne lugar via el mecanismo de Langmuir- Hinshelwood, mediante ¢l cual
ocurren cambios estructurales en la superficie mediados por ¢1 CO [8].

El esquema de la reacei6n ¢s entonces como siguc:

CO, +* <> COyq (2-3-1)

O3, +2% 52044 (2-3-2)

0.4+ COy = 2* +CO;4 (2-3-3)
CO.q

1x2 & Ixl (2-3-4)

dondc * denota un sitio libre de adsorcion, , indica fasc gascosa y . denota las especics
adsorbidas.

Las moléculas de oxigeno y CO se adsorben antes de que tenga lugar la reaccion debido
a la existencia de una alta barrera de encrgia en la fase gaseosa. La adsorcion de O cs
disociativa. Las moléculas de CO sc encuentran menos fuertemente ligadas sobre la
supcerficie que los d&tomos de oxigeno, por lo cual pueden desorberse o difundir por la
supcerficic. Estos procesos son dcspreciables para el oxigeno adsorbido cn las
condiciones usuales de experimentacion. (T < 600 K). A temperaturas supcriores a 300
K, cl diéxido dc carbono producido se desorbe inmediatamente, dcjando dos sitios
libres para la desorcion. El mecanismo se ilustra a continuacion, en la Figura 2-3-2.

Figura 2-3-2 . Esquema ilustrativo del mecanismo bdsico de la reaccion de oxidacion de CO:
adsorcion de moléculas de CO y O, difusién de CO, y finalmente, reaccion.
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En un amplio rango de pardmetros, ¢l sistema presenta un comportamiento bicstable
entre un cstado reactivo, con alto cubrimiento de oxigeno, y un estado no reactivo, con
alto cubrimicnto de CO. La inhibicién de adsorcion es asimétrica: el oxigeno adsorbido
forma una cstructura abierta donde las moléculas de CO pueden adsorbersc y
reaccionar, mientras que sobre los sitios ocupados con CO se inhibe la adsorcion de
oxfgeno, envencnando la reaccion cn el caso de tener un cubrimiento completo de CO.

Existc un mccanismo adicional, inducido por el sustrato: la transicion de fasc
cstructural en la capa dcl sustrato. La superficic limpia de Pt{110} sc¢ reconstruye cn
una cstructura de tipo 1 x 2 (ver Figura 2-3-3), que es revertida por la adsorcion de
moléculas de CO. La adsorcion de oxigeno es més favorable en la fase 1 x 1, de modo
que la transicion de fase puede generar una oscilacion cntre los dos cstados con
difcrente actividad catalitica.

I1x1

et [001]

Figura 2-3-3. Estados correspondientes a la transicién de fase estructural ¢n la superficic de
P{110}, inducida por el cubrimiento de CO. Izquierda: alto cubrimicnto. Derecha: bajo
cubrimiento.

El' mecanismo de las oscilaciones puede ser comprendido del siguicnie modo:
comenzando con un cubrimiento parcial de CO en la fase 1 x 1, la velocidad de
adsorcion del oxigeno es alta. El consumo de las moléculas adsorbidas de CO resulta
cntonces elevado, disminuyendo el cubrimiento. Por debajo de un valor critico del
cubrimicnto de CO la superficie se reconstruye en la fase 1 x 2, sobre la cual la
adsorcion de oxigeno serd baja. Como consecuencia, el cubrimiento de CO aumenta, y
al superar cicrto valor umbral, la reconstruccion es invertida, regresando asi al cstado
inicial de fase 1 x 1 con alto cubrimiento de CO. La transicion 1 x 2 a 1 x 1 comicnza
para un cubrimiento de CO de 0.2 y se completa para un valor de 0.5.

El acoplamicnto espacial a lo largo de la superficie catalitica es provisto por dos
mecanismos diferentes. En primer lugar, la difusion espacial de moléculas de CO da
lugar a un acoplamiento local entre sitios vecinos. La difusion es rdpida a lo largo de la

orientacion {I l ()}dc la superficie de Pt {110} , mientras que es menor en un factor de 2
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cn la direceion paralela a la orientacién {(}()l}_ Dcbido a esta anisotropia en la difusion,
los patroncs espaciales que se generan en el sistema estdn deformados elipticamente.

El scgundo mecanismo ¢s el acoplamiento espacial via la [asc gascosa como
consccuencia del balance de masa en la reaccion. Como el camino libre medio cn la
fasc gascosa cs en general mayor que ¢l tamafio de la cdmara donde tiene lugar la
rcaccion (debido a las presiones parciales de los reactivos), las variaciones locales cn la
presion parcial que resultan del consumo de los reactantes se extienden rdpidamente y
afcctan al sistema completo. El acoplamiento por este segundo mecanismo puede
pensarse entonces como global.

Modelado del comportamiento cinético y espaciotemporal de la reaccion

Un modclo simple propucstos para la descripcion de esta reaccion sobre sustrato de
Pt{110}, denominado KEE, fue propuesto por Krische, Eiswirth y Ertl en 1992 [23]
como extension de un modelo de dos variables (Bir, Ziilicke, Eiswirth, Ertl [24])quc no
incluia los cambios estructurales en la superficie. El modelo consiste en un conjunto de
ccuaciones diferenciales ordinarias acopladas, basado en la descomposicion dc la
rcaccion en ctapas clementales. Retomando el esquema planteado para la reaccion cn
las clapas clementales (2-3-1) a (2-3-4), dado que ¢l CO; constituye un producto inerte
y los otros gases exhiben pequefias variaciones cn sus presiones parciales, puede
suponerse que no son esenciales en la descripcién del mecanismo. Ese mecanismo
tampoco incorpora los grados de libertad espaciales. Las variables relevantes son
cntonces los cubrimientos O,g, CO,q y ¢l cubrimicnto de sitios libres. La descripeion asi
plantcada, considerando 3 variables, puede ser simplificada ain mds. Dado quc las
variables satisfacen la restriccion de que la suma de los cubrimientos de las tres
cspectes debe ser igual a la unidad, puede eliminarse una de las cantidades
involucradas. Las variables elegidas son COu y Oa.4 y sus cubrimientos son
represcentados por u y v, respectivamente.

El modelo KEE de dos variables describe aceptablemente ¢l dominio de oscilaciones cn
cl plano definido por las presiones parciales de CO y O, respectivamente, mostrando un
acucrdo semicuantitativo con los resultados experimentales.

Sin embargo, cste modelo tan simplificado no da cuenta dc las oscilaciones obscrvadas
para cicrtos valores de los pardmetros [23], debiendo incorporarse el efecto de la
transicion de fase estructural mediante ¢l agregado de una tercera variable. La variable
w es entoncees incluida en el modelo, denotando la fraccion de sitios de 1a superficic con
cstructura 1x1.

El conjunto de ccuaciones resultante es:
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du

= k,p,,S(CO)—ku—kuv (2-3-5)
3
% =k,p, S(0,) - kuy (2-3-6)
P :
') ¥
AL kol ) —w] (2-3-7)
ot

En las ccuaciones (2-3-5) a (2-3-7), kj representa la velocidad de produccion de
dioxido de carbono, k; representa la constante de velocidad de desorcion de las
moléculas de CO. Las constantes Kk y ks, representan las velocidades con que ¢l CO y
0O, impactan la superficie, a una presién unitaria, respectivamente. Se calculan a partir
de la tcoria cinética de los gases asumiendo un comportamiento ideal:

k. =—222M ,RT (2-3-8)

donde 6y cs ¢l nimero de sitios en una monocapa y M; ¢s ¢l peso molccular de la
cspecic.

Las cantidades peo ¥ po S0n las presiones parciales de CO y oxigeno, respectivamente.
Las variablcs # y v toman valores en el intervalo de O a 1. El pardmetro ks denota la
constante de velocidad de la transicién de fase (dependiente de la temperatura).

Los coclicientes de adherencia de CO y oxigeno vienen dados por las expresioncs:

S(COY=S (1-u’) (2-3-9)

co

5(0,)=S, (1-u—-v)’ (2-3-10)

Los parametros Seo ¥ So2 representan las probabilidades de adherencia para la adsorcion
de CO y oxigeno sobre la superficie limpia. El término (/7 - «’) en ¢l cocficiente de
adherencia de CO describe un efecto precursor: las moléculas de CO pucden ocupar cl
estado on top de otra molécula de CO y luego difundir sobre la superficic. El
cocficientc de¢ adherencia no cambia notablemente para valores pequefios del
cubrimicnto de CO [23]. El exponente cuibico proviene de la suposicion de que cl
namero promedio de sitios ocupados por la molécula de CO anltes de la desorcion ¢s 3.
La adsorcién disociativa del oxigeno conduce a una cinética de segundo orden cn la
fraccion dc silios vacantes (/ —u —v).

Introduciendo las expresioncs (2-3-9) y (2-3-10) en (2-3-5) y (2-3-6) respectivamente,
resulta:
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—=k,p,S.,(1—u’)—ku —kuv (2-3-11)
ot '

W o kp S, ==y —kuy (2-3-12)
af £3 2 -

Junto a la expresion (2-3-7) estas tltimas forman el modelo KEE de (res variablcs.

La funcién ffu) en (2-3-7) es el valor de equilibrio de w, determinado por ¢l cubrimiento
de CO. En cl modclo original, sc utilizé una aproximacion de f{u), pcro mds adclante se
introdujo una dependencia funcional:

1
fay= -
1 +cxp(u° ~u )
M

propucsla a partir de un ajuste de datos cxperimentales obtenidos por técnicas de LEED
(difraccion de clectrones lentos) y STM (microscopia de efecto tunel) {23, 25]. La
forma funcional de f(«) correspondc a una sigmoidea, se¢ muestra en la Figura 2-3-4.

(2-3-13)

El pardmetro uy determina ¢l valor umbral por encima del cual la cantidad dc
moléculas de CO adsorbidas producen una (ransicion de fase en la cstructura
superficial. La cantidad du especifica la forma del escalén.

1

0.0 SR
0.0 5. 0.5 e = 1.0
e G gy i

Figura 2-3-4 Funcion f{u) para los pardmetros u; = 0.35 y o = 0.05 (linea solida) y su
aproximacion original (linea de trazos). Por debajo de u = 0.2 la superficie se encuentra casi
{fotalmente en la fase reconstruida 1 x 2. Por encima de u = 0.5 la superficie se encuentra en su
mayoria cn la fase 1 x L.

En las relcrencias [23, 26] se presentan resultados de este modelo. Sin embargo, cl
modelo KEE genera estados cadticos para valores no realistas de los pardmctros, y
predice zonas de biestabilidad més anchas que las observadas experimentalmente.
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Verdasca ct al [9] incluyeron el acoplamiento c¢spacial a la descripcion matematica,
encontrando quc la region de oscilaciones pierde estabilidad. En dos dimensiones
cspaciales, en cstas condiciones, el modelo predice para valores rcalistas de los
pardmectros la existencia de patrones estacionarios simétricos de tipo Turing (Figura 2-
3-5), representando la continuacién del dominio oscilatorio para valores decrecicntes de
las presiones parciales de CO y O,. Este modelo resulta adecuado para la descripcion
de patrones de tipo simétrico.

Figura 2-3-5 Patrones de Turing generados por ¢l modelo propuesto por Verdasca, con
condiciones periddicas de contorno. Figura obtenida de 1a referencia [9].

El acoplamiento espacial es introducido mediante la difusion de CO, la cual es muy
grande comparada con la difusion de O. La difusion sobre la superficiec Pt{110} cs,
como vimos, anisotropica. El coeficiente D debe tener en cuenta las orientacioncs
cristalograficas {110} y {001}

0’u s o’u

DAu=D - —
*ox? Y oy?

(2-3-14)

La anisotropia cn la difusion es c¢liminada escalcando ambas constantes D, y Dy a la
unidad.

Ademas de la difusion superficial introducida en la ecuacién de la variable u, cn cl
modelo se  considera el acoplamiento con la fase gascosa. Durante la reaccion
oscilatoria, la presion parcial de CO varfa periGdicamente, de modo quc debe scr
considerada como una variable extra, para la cual debe plantearse una ecuacion de
balance:
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dp Jis V
e L Ti6| 14+ ML | drilk 1-] = —k 2-3-15
df V [u)F pco J,-JAJ‘ lpco Zu ( )

A 5

La constante Jis denota el flujo de gas hacia adentro y hacia fuera del reactor, V cs cl
volumen de la cdmara de vacio, A es el drea de la superficic catalitica y peoe €$ la
presion de CO en la entrada de gas. En la Tabla 2-3-6 s¢ mucstran los pardmctros y
variablcs utilizadas.

La variacion cspacial de pe, ¢s despreciada, ya que cn las condiciones de alto vacio del
cxperimento, ¢l camino libre medio de las moléculas del gas es mucho mayor que las
dimensiones de la superficie del cristal.

La intcgral en la ecuaciéon anterior es tomada sobre la superficic complela. La
intensidad del acoplamiento global depende del pardmetro Vi, que es ¢l volumen de
una monocapa de CO cn las condiciones mencionadas.

Variable u cubrimiento de CO
v proporcion de superficie
en la estructura I1x1
w cubrimiento de O
Pardmetro
cO k, velocidad de adsorcion 4.18x10° 5T Torr ML
S, coeficente de sticking t
U Cubrimiento de saturacion 1
02 Ky velocidad de adsorcion 7.81x10° s Torr ML’
Swi coeficente de sticking en 0.6
Ix1
Sw2 cocficente de sticking en1x2 | 0.4
W, cubrimiento de saturacion 0.8
Velocidades
con k; = A;
exp(-E/RT)
k3 reaccion Az = 3x10° 51 E, = 10 kcal/mol
k2 desorcion de CO A, =2x1070 T E, = 38 kcal/mol
kS transicion de fase As=200s" E, = 7 kcal/mol
D coeficicnte de difusion 10" m?sT (alta T)
o velocidad de bombeo 36015
V volumen de la camara 551

Tabla 2-3-6. Pardmetros y variables del modelo KEE. ML: monocapa.

El modclo KEE plantecado con 3 variables -(2-3-11), (2-3-12) y (2-3-7)- pucdc scr
simplilicado mediante la eliminacién adiabética de la variable v, que representa cl
cubrimiento de oxigeno. Para su climinacién, se¢ iguala a ccro la derivada cn la
expresion (2-3-12), obleniéndose la variable v en funcién de u. Lucgo, la expresion
obtenida para v(u) resultante debe introducirse en (2-3-11).

Finalmente, reescaleando las variables restantes, se llega a la forma final conocida

como Modeclo de Bir [27]. Asi plantcado, ¢l modclo resulta una version lincalizada del
modelo FitzHugh-Nagumo (ver Apéndice C)
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2-4 El modelo de Bir.

Antecedentes con coeficiente de difusion constante.

El modclo dc Bér c¢s una modelizacion de la oxidacion de CO sobre supcrlicics dc
Pt{ 110} en condicionces de alto vacio, basado en el planteo de las ctapas clementales de
rcaccion. Incluye ademds acoplamiento espacial por medio de la difusion de CO en la
superficic y la interaccion entre la reaccion y la fase gascosa. Estc acoplamicnto provee
una via répida de sincronizacién para la superficie completa, y compitc con cl
acoplamiento local dado por la difusién superficial de CO.

Matematicamente, ¢l modelo de Bir es un modelo de reaccién-difusion de dos
variables, ¢l cual ha sido bicn caracterizado asumiendo un medio espacialmente
homogéneo y cocficientes de difusion constanties [2]. En el modclo los pardmetros
rclevantes son h —el umbral de excitacion- y € —la relacion de escalas de tiempo entre la
variable rapida, -0 activador- u, y la variable lenta -o inhibidor-, v. La variable rapida
ticne cn su descripeion dindmica un término difusivo.

El modelo puede cscribirse como:

0 | +b

A V(DY) ——u(u -1 -2

ot £ a

ov (2-4-1)
—=fu)—v

o1
donde ((u) viene dada por:
0 u<1/3

1-6.75u (u-1) 1/3<u<l (2-4-2)
| u>1

Tanto en ¢l caso del modelo estdndar de FitzZHugh-Nagumo, asi como en el modelo
Oregonator, s¢ propone una relacion proporcional entre la produccién de inhibidor y la
concentracion de activador.

La [orma particular de f(u) propuesta en ¢l modelo de Bir fuc planteada para cl
tratamicnto de la reaccion quimica CO + O, sobre Pt{110}. La funcién, mostrada en la
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Figura 2-3-4, ticne como cfecto cstablecer una limitacién en la produccion de inhibidor
v por encima dc un umbral dado por el valor 1/3 u.

Andlisis dindmico del sistema. Puntos fijos, transiciones.

La forma dc¢ f(u«) (2-4-2) plantieada conduce a dos puntos fijos inestables para
condiciones cxcitables del modclo. El retraso en la produccién de inhibidor facilita la

propagacion de pulsos para valores inusualmentc grandes de €, cn la version
unidimensional.

El sistema modela un medio excitable para valores pequeiios positivos de by a < 1+b.

El analisis de cstabilidad del sistema -sin considerar la difusion- conduce a la existencia
de 3 puntos fijos, uno cstable para b = 0 y dos incstables. El punto fijo inestable mds
grande no aparcce en el modelo de FitzHugh Nagumo.
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Figura 2-4-1. Nullclines para el Modelo de Bir, para a = 0.84 y b = 0.07. La variable w dcl
grifico corresponde a la variable v en este trabajo. La linea puntcada mucstra los perfiles de
pulsos correspondientes a diferentes valores de € (I, € = 0.04; 11, € = 0.07, 1II, & = 0.10).
Imagen tomada de Bir ct al [28]
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Cuando ¢l modclo es resuelto numéricamente en dos dimensiones espaciales, a medida
quc los pardmetros € y b se modifican, surge una amplia diversidad de patroncs
cspaciotemporales.

El sistcma cxhibe cspirales estables rotantes en el rango 0.010 < € < 0.069. Para € =
0.069 cstas espirales se vuclven inestables a través de un mecanismo conocido como
serpenteo o meandering. En este mecanismo, 1os centros de las espirales comicnzan a
movcrse, las cspirales interactian y comienzan a desintegrarse. El serpentco ¢s un
mecanismo observado en aquellos sistemas con una produccion retrasada de inhibidor.
A medida que sc avanza con valores de € 2 0.07 las espirales ¢stdn completamente
rotas y cl sistcma presenta comportamiento turbulento. En la Figura 2-4-2 s¢ mucstra cl
desarrollo temporal de la turbulencia para € = 0.08, a = 0.84, b = 0.07 a partir de una
onda plana rota como condicién inicial. Para € = 0.2245 el sistema presenta una
bilurcacion de Hopf (ver Apéndice A).

Figura 2-4-2. Desarrollo de turbulencia para € = 0.08, a = 0.84, b = 0.07. La condicidn inicial
(uc una onda plana rota. El drea mostrada de cada imagen individual es de 100 x 100 puntos de
una red de 256 x 256 (dx = 0.39, dt = 0.031). El intervalo de tiempo entre figuras es de 6.41
pasos. El nivel de gris es proporcional a la concentracién del inhibidor. Figura tomada de [ 1]
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La rclacion de dispersion en un medio excitable presenta un periodo minimo Ty por
debajo del cual no existen soluciones de ondas viajeras periddicas. Cuando el pardmetro
de control € es incrementado, Tnin crece mas rapidamente que el periodo de rotacion de
las cspiralces, To de acucrdo a las leyes de escala tipicas:

Tmin "~ 8(1 (2—4-3)

T~ € (2-4-4)

con oo>v. Célculos numéricos realizados en el modclo de Bér arrojaron valorcs
aproximados dc 0.07 para o 'y 0.04 para y [28].

Las cspirales sc vuclven inestables si los dos valores T, Y To convergen, ya que la
sccucencia periddica de ramas de la espiral debe satisfacer Ia relacion de dispersion T >

Tmin-

La incstabilidad de las espirales ocurre cuando el centro de la espiral comicnza a
serpentear convirtiéndose en una fuente de ondas periédicas en movimiento. El centro
dc la cspiral aumenta su velocidad al aumentar €, de modo que ¢l efecto Doppler se
hace cada vez mas notorio, generando una gran variacién en ¢l periodo de las ramas
internas de la espiral. En la direccién de propagacion del centro de la espiral s¢ observa
que ¢l cspacio cntre las ramas es menor. Finalmente, cuando el menor periodo causado
por cl clecto Doppler cac por debajo del perfodo minimo del sistema Tmin, las ondas
adyacentes intcractdan y se destruyen, creando los defectos.

Como las leyes dc escala sc suponcn universales, se esperaria encontrar un
comportamicnto similar en otros sistemas. Sin embargo, como la ley dc cscala cs
usualmente valida para valores pequefios de €, y como T, crece muy rdpidamentce para €
grandes y finalmente diverge en el limite de existencia de espirales, 10s periodos Toi Y
To no sc aproximan. Es decir, la inclusién de un retraso en la produccion de inhibidor,
que permite la existencia de espirales para valores clevados de € y favorece ademés la
conservacion de las Ieyes de escala, habilita el fenémeno de ruptura de las espirales.

Este mccanismo de ruptura de espirales, que no presuponc la existencia de
perturbaciones cxternas ni de inhomogeneidades en ¢l medio, se ha propuesto también
como uno de los posibles responsables de la fibrilacién cardiaca. Se 1o ha obscrvado
también en la reaccidén BZ [29].

La ruptura de espirales ha sido observada para valores de » menores que b = 0.18 para a
= ().84. En ¢l régimen excitable, la ruptura estd siempre precedida por el serpentco, que
ocurre aproximadamente para € = 0.07. Sin embargo, el serpenteo no €s un prerrequisito
neeesario para la ruptura de espirales sino que sé6lo lleva el umbral de estabilidad a
valores menores de €. En el régimen oscilatorio (valores de » negativos con a = 0.84 y
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€ cercano a 0.08) se ha obscrvado la transicién directa dc cspirales cstables a
turbulencia [28].

Dados valores constantes de a y b, la zona refractaria (region del sistema que no pucde
scr excitada nuevamente antes de cierto tiempo) de los pulsos se hace menor a medida
que € aumenta, y desaparece para un dado valor critico de €. La desaparicion de la zona
refractaria conduce entonces a una reexcitacion de los pulsos que antes se propagaban
cstablemente. Los cventos de esta reexcitacion, o backfiring, se hacen més frecuentes y
cventualmente aparecen oscilaciones globales de naturaleza turbulenta, para valores de
€ aun mayorcs.

En la Figura 2-4-3 se¢ mucstra el diagrama de fase completo para el modelo de Bir cn
un medio homogéneo, como se presenta ¢n la referencia {28]. La region entre las
rcgiones turbulentas T1 y T2 cstd definida por el comicnzo de las reexcitaciones cn cl
sistema unidimensional, pcro no estd asociado a cambios abruptos en cl
comportamicnto del sistema en 2D. A partir de valores crecientes de € las trayectorias
pasan cada vez més tiempo alrededor del punto fijo inestable, sin poder alcanzar cl
cquilibrio. Los patrones en las regiones T1 y T2 corresponden a turbulencia mediada
por defectos.

Otra particularidad del sistema ¢s que ,a diferencia de otros modclos estdndar, presenta
dos rcgiones del espacio de fase con serpenteo de espirales.
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Figura 2-4-3. Diagrama dc fasc para el modclo de Bir con difusién constante para u, y
condiciones de contorno periddicas. a = 0.48. (S) Espirales con rotacién rigida (M)
Meandcring. traducido aqui como serpenteo, (N) Ausencia de ondas, (T1) Turbulencia 1.
Ruptura de espirales (T2) Turbulencia 2. Backfiring. El saddle-loop (S1) crea un ciclo limite
estable alrededor del punto fijo inestable. Este ciclo limite es tuego destruido por la bifurcacion
{HopD, la cual cambia ¢l nodo inestable en uno estable. Tomado de Bir et al |28]

La figura 2-4-4 muestra los resultados numéricos del modelo en 2D, donde sc aprecian
los patrones tipicos de cada region. Estas representaciones graficas las obtuvimos cn cl
presente trabajo de Tesis variando € para a = 0.84, b = 0.07, de modo de rccorrer
difcrentes zonas del diagrama de fase.

Figura 2-4-4. Algunos patrones obtenidos con difusién constante D =1, a = 0.84, b = 0.07 para
a)£=004,b)e=006,c) e=0075d) € =0.08, ¢) € =0.12, ) € = 0.14. El nivel dc gris
representa la concentracion de .

La inspeccion de los perfiles de concentracién en los regimenes turbulentos (paraa y b
constantes), muestran que la zona refractaria de los pulsos se vuclve menor
incrementando € hasta un valor critico €. Paraa = 0.84 y b = 0.07, &, = 0.107, donde se
anula. Este valor & dctermina una transicién entre los cstados T, y T (Figura 2-4-2)
definida por ¢l comienzo del proceso denominado backfiring. Este mecanismo consisie
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cn la reexcitacion y creacion de nuevos pulsos detrds de la aparicién de un pulso dado.
El backfliring genera en el sistema complicados comportamicntos espaciotemporalcs,
tanto turbulentos como periddicos, aunque el estado turbulento es ¢l predominante. Los
cstados periodicos s6lo han sido observados en el inicio de la transicién y en sistcmas
reducidos. Como los pulsos se aniquilan en las colisiones, el backfiring puede incluso
manilcstarsce ¢n cstados transientes, que luego de un tiempo de evolucién conducen al
sistcma a un cstado cstable homogéneo.

Estadistica de defectos

Los regimenes que presentan  patrones turbulentos, dominados por el movimiento
rapido, la nucleacién y la aniquilaciéon dc vortices o dislocaciones, han sido
frecucntemente caracterizados [2, 28, 29] a partir de la estadistica de defectos
puntuales. Las variaciones del nimero medio de defectos y su varianza son cantidades
relacionadas con la cxcitabilidad del medio. Recientemente se ha mostrado que la
cstadistica de defectos es dependiente de la dimensién del sistema dindmico, asf como
de la cxistencia de ruido [15-17]. En este trabajo de Tesis mostrarcmos ademds quc la
cstadistica de defectos resulta alterada por las caracteristicas del proceso difusivo que
ticnc lugar cn cl sistema.

Los defectos topoldgicos son ceros locales del pardmetro de orden. En ¢l modelo de Bér
corresponden entonces a la situacion en que u y v adoptan los valores del punto fijo
inestable superior del término reactivo de la ecuacion (2-4-1).

Los defectos topoldgicos se identifican en un sistema a partir de las interseccioncs cn
los graficos dc isolineas de u y v cuando las variables adoptan los valores del punto [ijo
(Figura 2-4-5).

El ndmero total de delcctos presentes en el sistema es en realidad exactamente ¢l doble
del nimero de pares, debido a que la carga topoldgica debe conscrvarse cn la red. Si s¢
plantcan condiciones de contomo periédicas, esta carga topoldgica debe ser igual a
cero, de mancra (Iluc los defectos deben crearse y aniquilarse cn pares de carga
topologica opucsta’ [15].

" Los defectos estdn caracterizados por una carga topoldgica entera mg, que es definida como:
1 . -

-;—-§V¢( r,0).dl donde ¢(r,1) es la fase local y la integral es tomada a lo largo de una curva cerrada
2

rodcando ¢l defecto. Un defecto topolégico corresponde entonces a un punto cn ¢l medio donde la

amplitud local es cero y la fase no csté definida. Tipicamente se obscrvan defectos con myo, = 1.
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Figura 2-4-5. Isolincas de concentracion para u y v, correspondiente a un estado turbulento.
Las imtersecciones corresponden a defectos topolégicos.

El namero de defectos n presenta fluctuaciones debido a la aniquilacion y creacion de
los mismos: los defectos son creados espontdneamente a partir de las fluctuaciones,
difunden por el medio durante algin tiempo y finalmente sc¢ destruycn
cspontdncamente. La cstadistica de estos defectos (su nimero medio p y varianza o
cn un intervalo de tiempo) medida para cada valor de € permite describir la cstructura
de los estados turbulentos en cste sistema (Figura 2-4-6).

g, €, o
10D promepe - e 100.6
800 } %& L o |
00 b A = 4 enob
a0 by 4 4o b
it
' : i *® variance
200 b i 4 mo} B ;
i | j
0.0 — 2 00 . A . :
0.0% 030 015 020 025 005 010 OIS 0.20 0.25

67



Figura 2-4-6 Decpendencia de la varianza y el valor medio del mimero de defectos con € en ¢l
modelo de Bir con difusion constante, para (a) a = 0.84, 5=0.07, (b)a=0.84, b =0.14, en el
ré¢gimen turbulento. El promediado se tom¢$ sobre 3000 unidades de tiempo. €u, €. Eiopt
denotan las transiciones de ruptura de espirales, saddle-loop, y Hopf, respectivamente. Figura
tomada de 2].

La movilidad de los dcfectos también ha sido cstudiada: se sabe que los defectos
inicialmente [ijos y rotantes, van gradualmente perdiendo su movimiento rotacional al
incrementarsc € (Figura 2-4-7 a)) hasta que su grado de libertad sc¢ reducc a
movimicnto enteramente traslacional, o modo difusivo (Figura 2-4-7 b)).

Es dccir, a medida que € se incrementa, el sistema tiene una transicion que puede
asimilarse por analogia a un cambio de fase desde un estado tipo “hard-disk liquid”
(liquido de discos rigidos) hasta un estado tipo “point gas” (gas de puntos) |2].

Figura 2-4-7 Trayectorias de los defectos topologicos. (a) a = 0.084, b =0.07, €=0.071, (b)a =
0.084, H =0.07, £ = 0.125. Las trayectorias estdn tomadas sobre um intervalo de 77 unidades
(cmporales, y una red de 59 x 59 unidades espaciales. Figura tomada de {2].

Los defectos topolégicos por debajo de la transicion a estados turbulentos representan
simplemente el centro de las cspirales estables, y su nimero se manticnen constanic ¢n
el ticmpo. La ruptura de cspirales y su autorreplicacion conduce en cambio a un
incremento cn ¢l ndmero de defectos hasta que el sistema llega a un nuevo cstado con ¢l
namero de delectos fluctuando alrededor de un valor constante, en el cual s¢ igualan las
velocidades de creacion y aniquilacion.

Cerca de la t(ransicion de ruptura, la varianza del numecro dc defectos cs
considerablemente menor que ¢l valor de p (distribucion sub-poissoniana) [28]. Lejos
de la transicioén, la varianza aumenta hasta aproximarse al valor de p. La turbulencia se
propaga mas lentamente por el medio, gencrando transientes mds largos. El aumento en
o’ ¢s causado por una movilidad mayor en los defectos.
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En Ta Referencia [16] Wang cxpone resultados del cfecto del ruido en la estadistica de
detectos cn sistemas con turbulencia mediada por defectos. Estos resultados fucron
obtenidos para la ccuacion compleja bidimensional de Ginzburg-Landau (CGLE), con
¢l agregado de ruido modelado mediante una distribucién Gaussiana alcatoria (ruido
blanco). Posteriormente, Wang estudio el efecto de este ruido en el modelo de Bir | 17].
El cfecto reportado para el sistema en presencia de ruido es un aumento en la
generacion de defectos, que son creados a velocidad constante, y un aumento en la
destruccion de los mismos, a una velocidad proporcional al nimero de defectos. Estos
cfectos son mas marcados a medida que se incrementa el nivel de ruido. La presencia
de ruido reduce drésticamente la vida media de los defectos.

Analisis HS (Hierarchical Structure)

Liu, She y colaboradores [4] plantean que a pesar de que la estadistica de defectos ha
brindado resultados interesantes en algunos sistemas como la ecuacién compleja
bidimensional de Ginzburg-Landau (CGLE), el método no resulta en general apropiado.
El principal motivo para esta afirmacion es que la relacién entre el numero de defectos
y las dimensiones espaciales y temporales del sistema no ha sido completamentc
cstablecida. No se ha estudiado esta relacion para sistemas de todos los tamafios y para
todos los intervalos temporales. Otra desventaja planteada en [4] es que en muchos
sistemas, cuando el patrén cspaciotemporal deviene cadtico, la identificacion de los
defectos no siempre cs posible, volviendo poco fiable la estadistica. Por otra parte,
dilerentes medios pucden presentar diferentes cstadisticas para a(t), dependicndo de la
dindmica local subyacente; este hecho contradice la posibilidad de una descripeion
universal de la turbulencia mediada por defectos. Una propuesta para salvar csta
situacion es ¢l uso de una estadistica de segundo orden, estudiando las correlaciones de
scgundo orden cn adelante [15].

She y Leveque desarrollaron en 1994 |30] el andlisis de estructura jerdrquica (HS,
Hierarchical Structure) para el estudio de la turbulencia, proponiéndolo nucvamente cn
2004 como método alternativo para la descripcion cuantitativa de los estados de
sistemas no lineales cspacialmente extendidos. A pesar de las difercncias presenies en
los mecanismos que conducen a la inestabilidad en diferentes sistemas, asi como en los
patrones generados, en todos ellos existen transiciones de estados ordenados a otros
desordenados. Estas transicioncs tienen un factor comun: la aparicion de fluctuaciones
cn multiples cscalas ¢ intensidades.

El andlisis HS proporciona una descripcion de estas fluctuaciones. La idea bdsica es quc
dichas fluctuaciones generadas por la interaccién no lineal entre muchos grados de
libertad tienen propiedades expresables en términos de escaleo multifractal, cuya
dimensién puede ser entendida en términos de una relacién de similaridad entre las
estructuras de intensidad creciente de momentos sucesivos de orden p. Esta relacion de
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similaridad {uc propuesta para ¢l estudio de la turbulencia como una generalizacién de
la similaridad completa de escala de Kolmogorov.®

Scgun sc expresa en [4], la similaridad es satisfecha ¢n una amplia variedad de sistcmas
complcjos como las variaciones en variables climdticas, el {lujo de Couette-Taylor, los
agrcgados limitados por difusion (DLA), la conveccién de Rayleigh-Bénard, la
variacion dc la densidad de nucleéticos en las secuencias de ADN, el flujo en anillos
rotani(cs, entre otros.

En la referencia [4] se plantcan los detalles del método y se discute su aplicacién a la
rcaccion de Belousov-Zhabotinsky, al sistema CGLE y al modelo de Bér (Figuras 2-4-8
y 2-4-9).

El método consiste bédsicamente en el célculo del exponente de escala B, que puede
calcularse tanto a partir de experimentos como numéricamente, y da cuenta de la
similitud cntre las fluctuaciones de distintas intensidades presentes en el sistema. El
cxponente ticne un rango 0 < B < 1; cuanto mds préximos a | sean los valores , indican
quc las cstructuras intensas y débiles son méds similares.

Liu y colaboradores sugicren ¢l uso del exponente B para el estudio de sistemas tanto
cxperimentales  como  numéricos que cxhiban  patroncs  espaciotemporales
bidimensionales dindmicamente complejos, como los estudiados aqui. Este pardmctro
dc escala permitirfa caracterizar el grado de turbulencia en los sistemas cerca de la
transicion, asi como ¢l grado de heterogeneidad de los muiltiples estados desordenados
Icjos de la transicién.

En la Figura 2-4-8 sc presentan los cédlculos de B para cuatro diferentes patrones
cspaciotemporales. El andlisis de similaridad se satisface para todos los valorcs del
parametro de control € del modelo de Bar. En la Figura 2-4-9 se muestra la variacion de
B en funcion del pardmetro €, con difusién constante. Puede verse la correspondencia
entre grados de orden y los valores de PB: a medida que € aumenta, el patrén
espaciotemporal picrde graduaimente la correlacidn, lo cual se refleja en la disminucion

de .

? La teorfa de Kolmogorov para la turbulencia (1941) estd basada en las simetrias de la ccuacion de
Navier-Stokes Observé que a medida que un escurrimiento laminar pasa al régimen turbulento, las
simetrias de las ecuaciones de NS se van perdiendo hasta que ninguna resulta vélida. Kolmogorov
cstablece como hip6iesis que en el limite del nimero de Reynolds tendiendo a infinito, lodas las posibles
simetrias de la ceuacion de NS son restauradas -en un sentido estadistico- para las pequefias escalas y
lejos de las fronteras. Bajo las suposiciones anteriores, el escurrimiento turbulento es aulo-similar en ias
pequefias escalas: posee un Unico exponente de escala.
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Figura 2-4-8 Andlisis de similaridad HS para el modelo de Bir. Los cdlculos de B se realizaron
a parlir de las fluctuaciones cn el activador u, obtenido con a = 0.084 y b = 0.07, en una red
cuadrada de 256 x 256 sitios y con difusién constante. F,(I) es la funcién de jerarquia de orden
p, 1 cs la longitud de escala del sistema. La obiencién de lineas rectas (desplazadas
verticalmente para su mejor visualizacion) indica la validez del andlisis. El exponente B resulta
del ajuste por cuadrados minimos. Los patrones correspondientes son (a) espirales (b)
meandering (¢) ruptura de espirales y (d) caos espaciotemporal. Figura tomada de [4].
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Figura 2-4-9 El pardmetro de similaridad B como funcién del pardmetro de control €en cl
modelo de Bir, para a = 0.084 y b = 0.07, en una red cuadrada de 256 x 256 silios y con
difusién constante. Los cédlculos de B se realizaron a partir de las fluctuaciones en ¢l activador u.
En la Figura sc identifica la transicion de un estado ordenado (correspondicntc a patrones
cspirales) a otro con serpenteo (indicado como Meandering), pasando por la ruptura de
espirales (Breaking-up) y llegando finalmente a un estado cadtico. Tomada de {4].
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2 -5 Implementacion computacional para la resoluciéon numérica

Detalles computacionales

La rcsolucion numérica del sistema de ecuaciones fue realizada en un arrcglo
bidimensional de 256 x 256 puntos con condiciones de contorno periédicas. El codigo
del programa fuc escrito en lenguaje C y ejecutado en el cluster de computadoras del
Grupo de Sistemas Complejos. La resolucion del sistema extendido espacialmente
presenta un alto costo computacional en cuanto al tiempo de célculo necesario para la
cvolucion de los estados del sistema dados por un conjunto de pardmetros determinados
hasta su cstado cstacionario. Los tiempos involucrados van desde pocos dias hasta
mescs de cdlculo.

Para las calculos sc han considerado fijos los pardmctros a = 0.84 y b = 0.07, pucs para
cslos valores cl sistcma sc halla bien caracterizado [1, 2]. Se han variado ¢l pardmetro
de control € y los cocficientes constantes, lineales y cuadraticos de la difusion.

Condiciones de contorno

La cleecion de estlas condiciones de tamafio y clase de condiciones de contorno reside
bédsicamente en los resultados reportados en la referencia [31], donde se ha demostrado
num¢ricamentc la existencia de una transicion suave entre una dindmica transiente de
corta vida (en la cual el sistema cae ¢n un estado homogéneo) y una dindmica cadtica, a
medida que sc incrementa el tamafio del sistema. Esto ocurre tanto para condiciones de
contorno periddicas como de no flujo. En el trabajo citado se muestra que para sisicmas
pequefios (redes cuadradas de tamaifio L < 15), todas las condiciones iniciales dccacn
rdpidamente a un estado asintGticamente constante, o a un estado periddico. A medida
quc sc incrementa ¢l tamafio del sistema, aumenta también la fraccién de condiciones
iniciales que no decaen sino que presentan una dindmica sustentable no periddica. Esta
dindmica no periédica resulta estadisticamente  estacionaria para  sistcmas
suficicntementce grandes.

Para sisicmas mayores a L = 35, surgen diferencias entre los distintos tipos dc
condiciones de contorno. Para condiciones periddicas, los estados transicntes mucren
rapidamente, o bien se sosticnen de modo indefinido. Pero en el caso dc tener
condiciones dc no f(lujo, todas las condiciones iniciales eventualmente decacn cn un
cstado cstacionario, con transientes que escalean exponencialmente con el tamafio.
Estos resultados reportados en [31] indican que en medios excitables de tamafios
intermedios pueden presentar tanto dindmica cadtica — no periédica- como periddica o
constante.



Las condiciones de contorno periédicas aseguran que si el sistema no decac
raptdamente, entonces el estado sc mantiene indefinidamente, ascgurando una dindmica
estacionaria. Como la fraccion de estados que sobreviven aumenta con el tamafio del
sistcma, como s¢ mucstra en la Figura 2-5-1, nuestra eleccion nos independiza en la
prictica de cste tipo de sensibilidad a las condiciones iniciales.
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Figura 2-5-1. Fraccion f de condiciones aleatorias que conducen a una dindmica no periddica
que perdura a un tiempo dado. Los valores de f han sido calculados sobre un total de 100. a)
Para condiciones de contomo periédicas con tiempo de corte T = 100 (circulos), 1000
(cuadrados) o tiempos atn mayores, la transicién tiene la misma forma, con sistemas de
longitud L > 25 casi siempre se obtiene una dindmica sostenible. b) para condiciones de no
{lujo con tiempo de corte T = 100 (circulos), 1000 (cuadrados), ¢l transicnte medio depende del
valor umbral. La comparacion entre estos graficos muestra que la dindmica cs sustancialmenie
menos sustentable a un tiempo dado con condiciones de contorno de no flujo. Grificos
cxtraidos de |31].

Por otra parte, como se ha mencionado previamente, los regimenes turbulentos han sido
frecucntemente descritos en términos de defectos topolégicos. Planteando condiciones
de contorno periddicas en el sistema, la carga topolégica dc cstos defectos debe ser
igual a cero, de manera que los defectos deben crearse y aniquilarse en pares de carga
topoldgica opuesta [15].
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Planteo matemadtico del coeficiente de difusion

Para la integracion numdérica del término de difusion se utiliz6 un esquema de Euler con
una configuracion de 9 puntos vecinos para el calculo del Laplaciano, como sc ilustra
cn la Figura 2-5-1. El valor utilizado para los intervalos Ax y Ay fue 0.196.
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Figura 2-5-1. Esquema de nueve puntos para el cdlculo del Laplaciano.

El flujo difusional de una cspecie () en un medio donde hay otras especics presentes,
dependc del gradiente de todas ellas, no dnicamente de su propio gradiente. El flujo de
cada cspecie es expresado gencralmente como

J, =V(D,(c)Ve,) (2-5-1)

donde ¢ es el vector de la concentracién local. En gencral Dy puede depender de ¢q
tanto como de las otras concentracioncs presentes en el sistema.

Si D depende de ¢ siguiendo la forma de la ecuacién 2-5-1, la aplicacion de este
csquema cn una grilla bidimensional [32] es:
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(4Di+1/2.j + 4Di—1/2,j + Di+1/2,j—]/2 + Di—1/2,j+l/2 )Ci,j

(2-5-2)

donde sc ha omitido el subindice  por simplicidad. Los coeficientes D;; vienen dados
por las expresiones 2-5-3 a 2-5-10.

D +D,

_ i+, j+1 ij

Di+l/2,j+l/2 - 2

D Di.j+1 +Di.j
i j+1/2 2

. 3 D,,,+D,;
i j=112 )

D _ Di-l.j—] + Di,j
=112, j-1/2 — 2

D Di+1,j—1 + Di j
P12, j-112 2

D _ Di+l,j+Di.j
i+1/2,j 2

D Di—l,j +Di_j
i-1/2,j 2

D _ Di—].j+l + Di,j
i~1/2.j+1/2 T 2

(2-5-3)

(2-5-4)

(2-5-5)

(2-5-6)

(2-5-7)

(2-5-8)

(2-5-9)

(2-5-10)

El paso dc integracion cn el tiempo fue elegido en cada caso para ascgurar la estabihdad
matemdtica. Los resultados son independientes del paso de integracion, para valores
suficientemente pequcfios de At.
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2-6 Dependencia lineal del coeficiente de difusion con la
concentracion.

Como hemos resefiado en la Seccién 1-2, en muchos sistemas no puede asumirse la
validez de las leyes de Fick para la difusién. En particular, en los sistemas bioldgicos
muchas cspecies quimicas son trasportadas dentro y fucra de las células por
trasportadorcs  especificos que muestran saturacion a altas concentraciones. Esta
difusion no es fickiana, ya que no aumecnta de forma estrictamente proporcional al
gradicnte. Ademads, [recucntemente los metabolitos modulan las funciones de los
transportadores. En el caso de la reaccion quimica superficial de CO sobre Pt{110}, fa
existencia de furzas intermoleculares (directas o via el sustrato) enre las moléculas
adsorbidas de CO y O puedce conducir a dependencias (isotropicas 0 anisotropicas) dc
D con u.

Consideraremos entonces la influencia de la concentracion local del activador u en cl
cocficicnte de difusion sobre el comportamiento del modelo de Bir. Dicho de otro
modo, consideraremos que D(u) cambia en el tiempo y el espacio segun las variacioncs
de u.

En csta Scecién asumircmos que:

D(u) = D[l + k,u(x,1)] (2-6-1)
donde D°, = Dy(0) y k. son constantes.

En csla Scccion expondremos los resultados correspondientes a la introduccion cn el
modclo dc la dependencia lincal. Nuestros célculos exploran el espacio de pardmetros
(ky, &)cona=0.84yb=0.07.

Antecedentes en una dimension

En un primer estudio del efecto de la dependencia de la difusién con la concentracion,
Roussel y colaboradores [5] exploraron la situacién en el modelo de Gray-Scott ¢n una
dimension. Como resultado de estos estudios, encontraron que si la dependencia de los
coclicientes de difusién con la concentracion de la especie autocatalitica cra lo
suficientemente marcada, s¢ generaban en el sistema patrones espacioptemporales sin
una longitud de onda intrinscca.

En [6] Rousscl y colaboradores realizaron el estudio del efecto de la dependencia lincal
de D con u en la estabilidad de ondas en ¢l modelo de Bir en una dimension con
condiciones de contorno de no flujo. En este trabajo, se encontré que la difusividad
dependiente de la concentracién de u puede actuar como pardmetro de control e inducir
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al sistcma desdc cl estado conocido como backfiring a la propagacion regular de pulsos,
y viceversa.

En los resultados reportados en el trabajo de Roussel se utilizé para los célculos
numdricos una grilla de 600 puntos, con una longitud unitaria de 0.2 (cn unidades
cspaciales arbitrarias). Sc aplicaron condiciones de contorno de no [flujo. Las
integraciones sc realizaron con el método de Euler, con 4r = 0.001 (unidadcs de ticmpo
arbitrarias). Las perturbaciones aplicadas al sistema son pulsos cspaciales en u, de 20
unidades de grilla de extension y 0.4 de amplitud. Los calculos fucron hechos con los
pardametros €=0.11,a=0.84, b =0.09y Do,, =1.

En la Figura 2-6-1 s¢ muecstra un diagrama espaciotemporal ¢n el cual se ha mantenido
la difusién constante, ¢s dcecir, k, = 0. En el punto medio del sisterma s¢ aplicé una
perturbacion espacial en u. Como respuesta a la perturbacion inicial, se gencran dos
pulsos que se propagan cn direcciones opuestas. Dctras de los pulsos ocurre la
reexcitacion del sistema y la genecracion de nucvos pulsos. Eventualmente, si las
reexcitaciones y aniquilaciones de los pulsos luego de las colisiones persisten en cl
tiempo, cl sistema cxhibird una dindmica espaciotemporal compleja.

Figura 2-6-1. Diagrama cspaciotemporal del desarrollo de uwna onda en un medio
unidimensional con difusion constante ¢k, = 0). Se ha aplicado una perturbacion local cn ¢l
activador u, en el punto medio del sistema. La grilla es de 600 puntos, con una longitud unitaria
de 0.2 (en unidades espaciales arbitrarias). Los niveles de gris representan la concentracion de
u, donde el blanco corresponde al nivel maximo observado. Figura tomada de la referencia [6].

Sc¢ muestran a continuacion los resultados con coeficientes de difusion que dependen
lincalmente de la concentracién de activador. En la Figura 2-6-2 s¢ obscrva cl
desarrollo de una onda, con k, = -0.7. De modo similar a lo que ocurre cn las
condicioncs mostradas en la Figura 2-6-1, la perturbacion inicial evoluciona cn dos
pulsos que sc propagan por ¢l medio hasta eventualmente desaparecer en los contomos
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del sistcma. Sin cmbargo, en esta ultima no se observan los pulsos sccundarios
provocados por la reexcitacion del medio correspondicntes al backfiring. Se puede
afirmar entonces que la introduccién de una dependencia lineal del coeficiente de
difusion con la concentracion de u con un valor de k, negativo, sin modificar la cinética
original del activador ni ¢l inhibidor, induce una transicién del backfiring a la
propagacion regular de pulsos.

Figura 2-6-2. Diagrama espaciotemporal del desarrollo de una onda en un medio
unidimensional con k, = -0.7. Las condiciones son las mismas que en la Figura 2-6-1. El
backfiring no ocurre en este caso debido a la restauracion de 1a zona refractaria por el proceso
de difusion dependiente de la concentracion. Figura tomada de la referencia [6].

Para valorcs del pardmetro de control € para el cual el sistema exhibe pulsos regularcs,
los cventos de reexcitacion pueden ser inducidos por un coeficiente k, positivo. La
Figura 2-6-3 mucstra un diagrama espaciotemporal obtenido para un valor dc € tal que
cl sistema con difusién constante exhibe un comportamiento como ¢l mostrado cn la
Figura 2-6-2. Sin embargo, como pucde obscrvarse, el pulso desarrollado a partir de la
perturbacion original induce un niimero considerable de reexcitaciones.
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Figura 2-6-3. Diagrama espaciotemporal del desarrollo de una onda en un medio
unidimensional con &k, = 1.5y €= (.1. Las demds condiciones son las mismas que c¢n la Figura
2-6-2. La ocurrencia del backfiring se debe a la desaparicion de la zona refractania. Figura
tomada de la Referencia [6].

La Figura 2-6-4 muestra los perfiles espaciales de concentracion de u y v, mostrando la
influcncia de ta difusién variable en la estabilidad de las ondas. Los pulsos mostrados s
propagan desde ¢l extremo derecho del medio, de modo que el mdximo cn la
concentracion de v sigue el pico en u.

Para valorcs ncgativos de &, la difusion del activador u# ¢s mds lenta, resultando un
pulso més angosto. Esto previenc un aumento de u en la cola del pulso dc v, inhibicndo
asi ¢l backfiring.
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Figura 2-6-4. Perfiles espaciales de concentracion. Las lineas llenas y de trazos representan las
concentraciones del activador u y el inhibidor v, respectivamente, a diferentes valores de k,
para pulsos propagdndose desde la derccha. Los pardametros del cdlculo son £ =0.11, a = (.84,
b =0.09 and D,’ = 1. Sc observan pulsos estables para valores negativos de k,. En los otros dos
casos aparceen pulsos inestables. El eje de abscisas corresponde a distancia, en unidades
adimensionales. Figura tomada de la Referencia |6] (crrata).

Roussel y colaboradores calcularon también ¢l tiecmpo de induccién para ¢l backliring,
¢s decir ¢l ticmpo requerido para la aparicion de un nuevo pulso cn la onda. Para cste
calculo, sc aplicaron perturbacioncs ¢n el centro del sistcma, identificando los pulsos
sccundarios generados a partir de la aparicion de un incremento de 0.25 en la amplitud
de u. El ticmpo transcurrido entre la perturbacién inicial y el primer pulso es entonccs cl
ticmpo de induccion de la reexcitacion.

Como pucde verse en la Figura 2-6-5, el tiempo de induccion diverge para un valor
critico de k,, cn acuerdo con la observacién de que la reexcitacion del sistema no ocurre
a partir de un determinado valor de %,. La divergencia que se aprccia ¢s ain mas rapida
que exponencial. Por otra parte, la existencia de un tiempo de induccién minimo da
cucnta de que el pulso secundario no puede surgir sino a cierta distancia de la onda
madre. Como la velocidad de propagacién de la onda cs débilmente afectada por &, cl
tiempo de induccién es aproximadamente constante, para valores de k, pequefios en
valor absoluto.
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Figura 2-6-5 Ticmpo de induccién del backfiring en el modelo de Bér unidimensional con
cocficiente de difusion variable. El tiempo de induccién aumenta abruptamente cuando k, sc
aproxima a un valor critico negativo (~ —0.58). Para valores por debajo de cste valor critico, la
reexcitacion es inhibida. Las barras de error son originadas por la comparacion de célculos
realizados con dos programas independientes, empleando distintas discretizaciones para el
t¢rmino difusivo. El error aumenta significativamente al aproximarse al valor critico de &,
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requiricndo integraciones con intervalos espaciales y temporales muy pequenos. Figura extraida
de |6] (crrata).

Una inquictud Icgitima que podria suscitarse en este punto es si la disminucion cn el
cocliciente de difusién podria ser suficiente por si mismo para provocar ¢l clecto
cstabilizador obscrvado. Para responder csta pregunta, Roussel y colaboradores
analizaron cl sistcma con difusion constante, para valores de D, menores quc 1.
Obscrvaron que cn las condiciones planteadas, sc gencraban en ¢l sistema patrones
idénticos al caso D, = 1.

En vista de cstos resultados afirmaron que la disminucion de la difusion del activador u
no ¢s ¢l mecanismo responsable del comportamiento observado para valores no nulos
de &, , concluyendo que la inhibicion del backfiring no se debe a una disminucion cn la
dilusividad sino que cs originada por la naturaleza inhomogénea de esta disminucion.
Esta posibilidad cs analizada mds adelante en csta Tesis, para un sistema bidimensional.

Dependencia lineal en dos dimensiones

Comenzamos la cxploracién del sistema extendiendo a 2 dimensioncs espaciales cl
estudio realizado por Roussel y colaboradores [6].

Esta cxtension implica la exploracién del subespacio (k,, €), donde se considcraron
valores positivos y negativos de k.

La Figura 2-6-6 ilustra la dependencia temporal de Dy(u) y u, registradas mediantc una
seric temporal, a partir de un punto fijo de la imagen, para tres valores tipicos de k.
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Figura 2-6-6 Dependencia temporal de D, (1) y u, obtenidas a partir de una serie temporal, a

partir de un punto fijo de 1a imagen. €= 0.07. (@) k,= 1.0, k, =0, (c) k,=-1.0



Resultados

La Figura 2-6-7 muestra algunas imdgencs del sistema en regiones tipicas del espacio
de fase, considerando valores de k, positivos y negativos. Esencialmente, se obscrva cl
mismo tipo de patrones que cn ¢l sistcma con difusion constante.

Figura 2-6-7. Patrones representativos obtenidos considerando dependencia lineal  del
cocliciente de difusion con u para diferentes valores de k,y €. D, (0) =1

Como hemos comentado, en una dimension con condiciones de contorno de no flujo, se
ha recportado la existencia de un efecto estabilizador en el backfiring para valores
ncgativos de k,. En la relcrencia [6] se buscé cuantificar el efecto estabilizador a partir
de la medicién del tiempo de induccion, definido como el tiempo requerido para la
aparicion de un segundo pico a partir de una dada condicion inicial. En cambio, en 2
dimensiones no aparecen pulsos como en el caso unidimensional sino que la
incstabilidad de espiral conduce a la ruptura de espirales, y fue en cste sentido la
busqucda del clecto estabilizador generado por la difusividad no constante.

En la ligura 2-6-8 sc muestran los patrones gencrados en el sistema para € = 0.07 y
distintos valores de k, Se muestra también en cada caso ¢l diagrama cspaciolcmporal
correspondicnte, resultante de analizar la evolucion durante 200 pasos de integracion,
dc una columna dc pixcles perteneciente a la foto inserta en cl angulo superior

vy
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sy
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ke =0 k,=-0.3 ko =-0.7 ky=-1.0

Figura 2-6-8. Imdgencs y diagrama espaciotemporal del sistema para € = 0.07 y distintos
valores del cocficiente lineal de difusion. El caso k, = 0 corresponde a difusion constante D, =
1.

Inhibicion de turbulencia

La figura 2-6-9 mucstra el desarrollo de la ruptura de espiral para € = 0.07 y k, < (. la
incstabilidad c¢s inhibida con valores negativos de k,, aunque para ticmpos
suficientementc largos la incstabilidad reaparcce.

o

Figura 2-6-9. Evolucion temporal mostrando el desarrollo de la inestabilidad de espiral. a) k, =
0.0. by k, =-0.3, ¢) k, = -0.7, d) k, = -1.0. El resto de los pardmetros son los mismos que cn la
Figura 2-6-8. La condicién inicial y el tiempo transcurrido (190 pasos) son iguales en todos los
Casos.

La figura 2-6-10 muestra los perfiles espaciales de concentracion de u y v
correspondicntes a los pardmetros de la figura 2-6-7.
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Figura 2-6-10. Perfiles de concentracion para € = (0.07. (a) k, = 00 (modelo original), (b) k, =-
0.3, (©) k, = 0.7, (d) k, = -1.0. Eje de abscisas: pasos dec evolucion; cje de ordenadas:
concentraciones de u (curva negra) y v (curva roja).

Sin embargo la inhibicién completa cn ¢l caso de sistemas con condiciones periddicas
de no (lujo, y ¢l retardo en la inestabilidad que ocurre en el sisicma con condiciones de
contorno periddicas son esencialmente el mismo fenémeno.

Comparacion con otros casos de difusion constante

Como se reporta en la referencia [6], no hemos encontrado cn nucstra exploracion una
inhibicién c¢n la incstabilidad manteniendo el cocficiente de difusidn constante, pero
menor que la unidad (Dy<1). Es decir, la inhibicién de la incstabilidad cs una
consecucncia de la modulacién espacial del coeficiente de difusion. Con propdésito
comparativo, para verificar esta afirmacion, se presentan resultados considerando cl
caso DY = Dy(0) = 0.5 . Es decir, consideramos una difusién mds lenta que ¢l valor de
referenciaD, = |

Nucstros resultados (Figura 2-6-11) mucstran que, si bien sc¢ aprecia ¢l grado de
acoplamicnto, no se encuentran efectos estabilizadores en los patrones gencrados.
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Figura 2-6-1 1. Patrones obtenidos con distintos coeficientes de difusion constante. Se considerod
una difusion mds lenta (D, = 0.5) y mds rdpida (D, = 1.5) que el valor de referencia D, = 1. Se
muestra para cada caso una imagen del sistema, y un diagrama espaciotemporal, resultante de
analizar la evolucién durante 200 pasos de integracién de una columna de pixeles pertenccicente
a la foto correspondiente (a la izquicrda de cada diagrama).

Estadistica de defectos

Sc ha cstudiado la zona cadtica de la figura 2-6-7. Como hemos visto, los estados
turbulentos pueden ser caracterizados realizando estadistica de defectos, cs decir,
determinando ¢l valor medio 4 y la varianza ¢ de los defectos topolégicos en ¢l medio.

En la figura 2-6-12 s¢ muestran los patrones y perfiles espaciotemporales para dos
valores de € correspondientes a estados turbulentos.
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Figura 2-6-12. Estados turbulentos € = 0.075 y € = 0.10 con valores del coeficiente lineal de
difusion k, = 0 (caso correspondiente a D, = | constante) y k, =-1.

Para ¢l modelo de Bir, los estados cadticos fueron caracterizados determinando la
vartacion de QL y o~ con €. Existe en este modelo una transicién caracterizada por la
pérdida dcl movimicnto rotacional y ¢l aumento en la movilidad de los delectos. Como
las cantidades 1 y o” dependen del tamafio del sistema considerado escalcando con el
cuadrado de la longitud del sistema [31], es preferiblc utilizar la variable intrinscca
o~ , que representa la densidad media de defectos.

Esta cantidad tiende a cero a medida que el sistema se aproxima a la inestabilidad de
cspiral, micntras que en la bifurcacion de Hopf se aproxima a la unidad [2]. Esta
transicion ¢s conocida como transicién “liquido-gas™ de defectos.

En la Figura 2-6-13 se muestra la estadistica de defectos con Dyu) lincalmente
dependiente con u. Como se aprecia, tanto g como o° son mayores para un valor
ncgativo dc k, . En la Figura 2-6-14 se muestran los cambios ocurridos ¢n 'y o’ con
difusién constante con D, # 1. Nuevamente, tanto 4 como ¢ son mayores para cl
sistema con difusién més baja.
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Figura 2-6-13 Estadistica de defectos en el modelo de Bir con D, (u) linealmente dependienie
con u. Las cantidades p y o son representadas aqui con simbolos llenos y vacios
respectivamente. Los circulos corresponden al caso D, (0) = 1, k, = 0, y los cuadrados
corresponden a D, (0) =1, k,=-1.
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Figura 2-6-14 Estadistica de defectos en el modelo de Bir con D, (u) #1. Las cantidades p y ¢
son representadas con simbolos Hlenos y vacios respectivamente. Los circulos corresponden al
caso D, (0) = 0.5, k,=0 y los cuadrados corresponden a D(0) = 1.5, k,= 0.
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El caso correspondicnte a un coeficiente &, negativo (curvas superiores cn la Figura 2-
6-13) corresponde a una difusion efectiva menor a la unidad, al igual que el caso de D,
= 0.5 (curva supcrior ¢n la Figura 2-6-14). Comparando las Figuras 2-6-13 y 2-6-14
puedce afirmarsc que los cambios en la estadistica de defectos topolégicos - aumento de
4y & - son debidos solamente a la disminucién del coeficiente de difusién cfectivo y
no a su variacion mediantc una dependencia {uncional de la concentracion de activador.

Finalmente, pucde notarse que la transicion liquido-gas no resulta modificada por la
dependencia lincal del coeficiente de difusion con la concentracion del activador. Esic
régimen ¢s de hecho modificado por una dependencia cuadritica de la difusion con u,
Ccomo s¢ mucsira a continuacion.
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2-7 Dependencia cuadratica

En csta sceeion del trabajo estudiamos la influencia de un cocficiente de difusion
dependiente de la concentracién plantcando una dependencia cuadratica de D(u) con la
concentracion de activador segin la expresion:

D(M)Z Dt(zll.l+kuu('x’,)+kuu(u(x’t))2] (2'7'1)

Se consideraron tanto valores positivos como negativos de ky y k.

a) Coeficiente cuadrdtico positivo

Los patroncs generados para el caso kg, >0 no son sensibles cstructuralmente a las
condiciones iniciales, de modo que la discusion puede hacerse en (érminos del diagrama
de fasc de la figura 2-4-3. Esta insensibilidad se probo partiendo desde difcrentes
condicioncs iniciales.

Para racionalizar ¢l comportamiento del sistema, hemos elegido ¢l caso especifico D% =
1, ky =-4, ko =4. Con esta cleccion, D(u) se anula para u = 2 y verifica D(u) = |
para u = 0y « = 1. La Figura 2-7-1 ilustra esta relacion, para ¢l caso de dependencia
considcrado.

0,6

0,4+

0,24

| .

0,0

T -

T T
0 20000 40000 60000 80000 100000

Figura 2-7-1. Forma de u(¢) y D(w.1), con dependencia cuadrdlica positiva. Obtenida de una
seric temporal, a partir de un punto de 1a imagen. € = 0.06 , D(u) = 1 —4u +4u’,
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Mecanismos y patrones

Los patrones generados fucron estudiados en funcién del pardmetro €. La Figura 2-7-2
mugestra patrones representativos obtenidos para diferentes valores de € (conscervando
siecmpre a = 0.84, b = 0.07). En clla puede observarse una clara modificacion dcl
diagrama de fasc para los estados de espiral, meandering y caos. La ruptura dc espirales
comicnza para valores significativamente mayores del pardmetro de control € = (0.08. La
inhibicion dc la incstabilidad de espiral es ain mds pronunciada que en el caso lincal.

(ay mre ok

O o G

Figura 2-7-2. Patrones representativos en el modelo de Bir con D(u) = 1 —4u +4u’. a) £ = 0.075,
b)e=0.08,¢)e=0.09,d)e=0.10,e)e= 0.12,£)e=0. 14

Caracterizacion de estados caoticos

Los estados cadticos muestran diferencias significativas con respecto al modelo de Bér
original. Tanto & como o crecen rdpidamente con €. El movimiento de defectos
permancce restringido en el espacio, es decir, los grados de libertad cstan fucricmente
inhibidos. Estos efectos pucden observarse en las Figuras 2-7-3 y 2-7-4
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Figura 2-7-3. Estadistica de defectos en el modelo de Bir, con D(u) = 1-4u +4i2. Los circulos
representan ¢l nimero medio de defectos L versus € mientras que los cuadrados representan la
varianza G° versus €. Los simbolos sin relleno corresponden a la version original del modelo, y
han sido incluidos aqui con fines comparativos.
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Figura 2-7-4. Trayectorias de algunos defectos topolégicos en el modelo de Bir, sobre 0.95
segundos. (a) D=1, (b) D) =1 -4u +4u’, a=0.84, b =0.07, e = 0.14. El tamaiio de la red
considerada cs AxxL =0.196 x 256 =50.18

De cstas ultimas figuras podemos concluir que el movimicnto traslacional de delectos
cstaria altamente corrclacionada unos con respecto a otros. También una alta velocidad
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de creacion y destruceién de defectos justifica los altos valores encontrados para la
varianza, cn comparacion con la version original del modelo.

La Figura 2-7-5 muestra la dependencia temporal de D(u), y la concentracion u, para
kww=2,3v4, yk,= kg

—r—— \ T T T T T
D 10007 2006 4BOND 400D 50007 600D 70300 £OKC0 F0BIC 100000 © 10000 20000 30000 40000 50500 BO000 700DD B00D 90000 10000D. ° 2000 400C0  ADOD KOO 1DDOD
t t t

Figura 2-7-5. Dependencia temporal de u(f) y D(u,t) para diferentes valores de Ky, D(.£) (rojo)
y u(t) (negro), para ky, =2, 3,y 4. € = 0.07, durante 100000 pasos de integracion.

A clectos comparativos, en la Figura 2-7-6 mostramos los patrones generados para
dependencias D(u) = 1 —k,u +kyot”, con k, entre 1y 4, k, = -ky,.

kw=10  ku=15 ku=20  ku=25  ku=30  kyu=35 ku=40
Figura 2-7-6 Patrones gencrados para dependencias del tipo D(u) = I-k,.u ki, con Ky

entre 1| y 4 y e= 0.10. Se muestran también las isolineas de concentracion (contour plots)
correspondientes a los valores del punto fijo.

La Figura 2-7-7 muestra la seric temporal del ndmero de defectos, para € = 0.10 y
difcrentes valores de k.
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Figura 2-7-7. Serie temporal del ndmero de defectos p, para € = 0.10 y valores de ky, entrec 1.5 y
3.5.

Sc muestran cn la Figura 2-7-8 los espectros de potencia para tres de los casos de la
Figura 2-7-6. Si la scric de defectos provinicra de eventos alcatorios de aniquilacion y
creacion, ¢l espectro de potencia S(f) deberia tener la forma de una Lorenziana, s decir,
Stf) o< 1/ con y=2. Sin cmbargo, ¢l comportamiento de los espectros para las scrics
de p considerando € = (.10, 3.000 datos para diferentes valores de k. tienen un
comportamicnto diferente. Notese que la pendiente de la curva cs independicnte de k.
El valor medio de ¥ ¢s de  1.92(4), indicando turbulencia mediada por defectos. Es
decir, cuando la difusién cs una funcién cuadrética positiva de la concentracién de u, la
scric de nimero de defectos z(t) exhibe un comportamiento de ley de potencia, con
cxponente no trivial para la dindmica de estados turbuientos mediados por defectos. No
s¢ pudicron apreciar difcrencias de 'y con kye.
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Figura 2-7-8 Espectros de potencia para los casos de la Figura 2-7-7, con un suavizado
realizado promediando 10 valores adyacentes en la serie temporal.
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Estadistica de defectos

La Figura 2-7-9 mucstra cl nimero de defectos u para el estado turbulento generado
con € = 0.10, cn funcién de distintos coclicientes cuadraticos positivos Ky,. Puede
apreciarsc ¢l aumento de 4 con Kyy ¥y ku = -Keu.

La Figura 2-7-10 a) mucstra & en funcion de ko, y la Figura 2-7-10 b) 1a densidad de
delectos 62/}1 cn funcidén de ky,.

70 4 Dependencia cuadratica positiva e= 0,10
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05 1,0 15 2,0 2,5 3,0 35 4,0 45

Figura 2-7-9. Niimero de defectos p para el estado turbulento generado con € = (). 14), en funcion
de distintos cocficientes cuadraticos positivos ky, . entre 1 y 4. Promedios correspondiente a
5.000 imdgencs.
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10- Dependencia cuadratica positiva e = 0,10
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Figura 2-7-10 Estadistica de defectos. a) o’ en funcién de ky, b) densidad dec defectos (52/;1
cn funcion de k. (€ = 0.10). Promedios correspondicnte a 5.000 imagenes.
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b) Coeficiente cuadrdtico negativo

En csta parte del trabajo analizamos los efectos sobre los patrones espaciotemporalcs
generados por ¢l modclo resultantes de incluir una dependencia cen la difusion de la
forma funcional dec tipo cuadrdtica D(u) = -k + ke’ considerando un cocficiente
cuadrdtico ky, ncgativo.

Consideramos aqui en particular el caso D(«) = 4u - 4>. La dependencia temporal de
D) sc mucstra cn la Figura 2-7-11.
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Figura 2-7-11 Dcpendencia temporal u(t) (en negro) y D(u,t) con dependencia cuadritica

ncgativa (en rojo). (a) ky, = -4, € = 0.07 con condicién inicial turbulenta, (b) ky, = 4. € =0.011
con condicioén inicial espiral.
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Descripcion de mecanismos y patrones. Dependencia de la condicion
inicial.

Nucstra cxploracion parcial muestra un escenario diferente al caso de kg, positivo. Para
valores de € hasta 0,05 aproximadamente encontramos nucvamente cspiralcs rotantcs.

Sin cmbargo, para valores de € mayores, el sistema se muestra extremadamente scnsible
a las condicionces iniciales de la superficie. La Figura 2-7-12 ilusira la evolucion dcl
sistcma para 4 condiciones iniciales diferentes y valores fijos de €.

3

Cond. inicial €=0.06 €=0.07 ¢€=0.11

Figura 2-7-12. Estados del sistema para distintas condiciones iniciales. Evolucion del sistema
con una dependencia cuadrdtica negativa, a partir de 4 condiciones iniciales dilerentes (dc
arniba hacia abajo: € = 0.08, € =0.06, € =(.75 con dependencia cuadratica positiva, € = (.02),
para distintos valores del parametro de control (indicados en la Figura).

En la Figura 2-7-13 sc mucstra la sensibilidad a las condicioncs iniciales particndo de
cstados con patrones tipo cspiral.
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€ =0,030

=0,025

€ =0,005

Figura 2-7-13. Estados del sistema para distintas condiciones iniciales tipo espiral. para
distintos valores del pardmetro de control.

Con respecto a esta sensibilidad a las condiciones iniciales, hemos encontrado quc los
cstados desordenados evolucionan -a estados espirales u otros estados desordenados-
con un transicnte largo, mientras que aquellas condiciones iniciales de espirales y
meandering pasan rdpidamente a una distribucion homogénea o a estados
desordenados.

En la Figura 2-7-14 sc muestra la evolucién del sistema con dependencia cuadratica
ncgativa y € = 0.06 (correspondicnte a espirales estables en el modelo original) a partir
de un cstado inicial de espiral estable homogénea obtenido para € = 0.02 del modclo
original (D = 1). Como puede observarse, el sistema evolucioné hasta la aniquilacion
de los patrones espaciotcmporales.

En la Figura 2-7-15 se muestra el mismo mecanismo, para un ecstado inicial

correspondicnte a una cspiral inhomogénea, en la cual el efecto Doppler genera una
zona donde la frecuencia de propagacion del tren de ondas es menor.
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Figura 2-7-14, Evolucién del sistema con dependencia cuadrdtica negativa  a partir de una
espiral homogénea. Los pardmetros de evolucion son k,, = 4, € = 0.06. Estado micial (imagen
de la izquicrda) obtenido para € = 0.02 del modelo original (D = 1). Se obscrva la formacion de
ondas circulares tipo “spot”.

Figura 2-7-15. Evolucion del sistema con dependencia cuadritica negativa a partir dc una
espiral inhomogénea. Los pardametros de evolucion son k,, = 4 y € = (.06. Estado inicial
(imagen de la izquierda) obtenido a partir de un estado inicial de espiral inhomogénea debido al
cfecto Doppler. Este comportamiento se observa hasta valores de € = (.10.

Con respecto a los valores de € conducentes a estados cadticos, hemos encontrado quc
la scnsibilidad a las condiciones iniciales s¢ manifiesta fundamentalmente en los
mccanismos gencradores de turbulencia, para cstados finales turbulentos cquivalentes.

Estas dilcrencias en cuanto a los procesos se muestran cn la figura 2-7-16, dondc sc
aprecian tres condiciones iniciales diferentes para el mismo valor de € (correspondicnte
a un régimen turbulento en ¢l modelo original), y la evolucién correspondicnte a cada
caso, hasta un estado desordenado final.
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Figura 2-7-16. Procesos de evolucion para distintas condiciones iniciales. Patrones y grafico dc
cvolucion temporal para € = (.11 (correspondiente a un régimen turbulento en ¢l modelo
original), partiendo de tres condiciones iniciales diferentes. La dltima imagen corresponde a
400.000 pasos de integracion. En los tres casos el estado final es turbulento.

Inhibicion de turbulencia

Woltering, Markus y colaboradores estudiaron ¢l efecto de un pulso en el pardmetro de
control dc un sistema de reaccién-difusién de dos variables.

En particular, realizaron algunos estudios sobre ¢l modelo de Bér en dos dimensioncs
cspaciales y con condiciones de contorno de no flujo [34] En este trabajo, reportan un
cfecto inhibidor de la turbulencia mediante la aplicacién de pulsos (ver Figuras 2-7-17 y
2-7-18).

El mecanismo propuesto es el siguiente: un pulso en el pardmetro de control € que
desplace 1a nullcline del activador u paralelamente al eje de la nullcline del inhibidor v
pucde dividir una onda en dos ondas hijas moviéndose en dirccciones opuestas. De cste
modo, aplicando un tren de estos pulsos apropiadamente sobre cl sistema que se¢
cncucntra inicialmente en un estado turbulento puede lograrse la destruccién completa
del desorden. El backfiring es generado porque ¢l pulso aplicado causa que la onda v
reflejada falle en inhibir la excitacién que de otro modo seria generado por el frente de
ondas dc u.

Resulta intercsante la observacion de la aparicién de ondas circulares, tanto cn el caso
cn que s¢ llega al estado final homogéneo mediante la aplicacién de una dependencia
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cuadrdtica negativa cn la difusion (como se aprecia por e¢jemplo cn la Figura 2-7-14)
como cn ¢l caso mostrado c¢n la Figura 2-7-18, donde cl estado final homogéneo cs
alcanzado mediante la aplicacion de un pulso.

En su trabajo, Woltering y colaboradores discuten también la aplicacion de este método
de destruccion de estados turbulentos al control de la fibrilacion cardiaca, dado que para
¢l musculo cardiaco, un pulso de corriente ¢léctrica desplaza la nullcline u del voltaje
paralclamente al ¢je v.

Markus y colaboradores [35] estudiaron cste fenémeno cn la reaccion BZ fotosensible,
imponiéndolc al sistcma cambios cxtremos en las condiciones experimentales durante
periodos cortos: la forma de inducir un pulso en ¢l sistema en este caso es mediante la
variacion de la intensidad de la luz aplicada. También trataron el fenémeno a través del
modclado matematico.

Figura 2-7-17 Inhibicion de turbulencia mediante la aplicacion de pulsos. Evolucion de un
estado desordenado en el modelo de Bir con difusion constante y condiciones de contomo de
10 {lujo, lucgo de la aplicaciéon de un pulso entre t = 0 y t = 2. Para t = 6 se ha producido la
aniquilacion en el sistema. La pequeiia zona excitada remanente no ¢s suficiente para generar
nuevos patrones. Las dimensiones de 1a red son 70x70 pixeles. Imagen obtenida de la referencia
[34].
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Figura 2-7-18. Formacién de ondas circulares cn la inhibicién de turbulencia. Evolucion de un
cstado desordenado en el modelo de Bir con difusion constante y condiciones de contomo de
no [lyjo, luego de la aplicacion de un pulso entre t = 0 y 1 = 2. Para t = 33 se ha producido la
aniquilacion en el sistema. Se observan ondas circulares tipo spots. Las dimensiones de la red
son 70 x 70 pixcles. Imagen obtenida de la referencia [34].

Woltering y colaboradores reportan en [34] que diferentes condiciones iniciales
implican quc los mecanismos sean mas o menos complicados, 0 insuman difcrentes
ticmpos antes de la aniquilacién.

Como consccuencia de estas exploraciones, conjeturan que el método para controlar
cstados cadticos espaciotemporales consistente en la aplicacién de pulsos en cl
pardmetro de control del sistema seria aplicable a diferentcs sistemas con regimenes
cxcitables y distintas propiedades, y ain a otros mecanismos para la ruptura de ondas.

La Figura 2-7-19 intenta ilustrar la dependencia del sistema con dependencia cuadratica
ncgativa con respecto a las condiciones de partida. La dependencia no ha sido explorada
completamente, pero sugicre una relacion no trivial entre el valor de € emplecado para
generar ¢l estado inicial con el modelo original, y el valor de £elegido para la cvolucion
del estado incluyendo la dependencia cuadratica negativa.
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Figura 2-7-19. Esquema preliminar de comportamiento del sistema con dependencia cuadrética
negativa (ky, = -4) frente a distintas condiciones iniciales. El pardmetro € del gje de abscisas sc
refiere al valor empleado para evolucionar el sistema. El pardmetro €; del ¢je de ordenadas sc
refiere al valor empleado en el modelo original para gencerar el estado inicial correspondicnle.
Las lincas de trazos delimitan groseramente las zonas detectadas: S espirales, T cstados
turbulentos. Los estados homogéneos estdn indicados con circulos.
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2-8 Conclusiones

En csta parte del trabajo, estudiamos el efecto de considerar coeficientes de dilusion
dependientes de la concentracién de activador en los patrones espaciolemporales
generados por ¢l modelo de Bér. Demostramos que una modulacion local de las
propicdadcs de transporte del medio produce modificaciones no triviales en la dindmica
cspaciotcmporal del sistema.

Los resultados pucden puntualizarse como sigue:

a)

b)

C)

d)

c)

La inhibicion de la inestabilidad de espiral ocurre para una dependencia funcional
de tipo lincal de la difusién con la concentracion de activador, con cocficicntcs
lincales k, negativos. Dependiendo de las condiciones de contorno plantcadas, la
inhibicion puede ser completada a partir de cierto valor umbral de k, (condiciones
de contorno de no flujo), o sélo retrasada (condiciones de contorno periddicas).
Cuando mayor cs ¢l valor absoluto de k, mayor resulta el efecto inhibitorio.

Para regiones con régimen cadtico, la dependencia funcional de tipo lincal de la
difusién con la concentracion de activador, con cocficientes lincales tanto negativos
como positivos no modifica cualitativamente el comportamiento.

La cstadistica de defectos ha sido propuesta como un modo posible de
caraclerizacion de la excitabilidad de un sistema dado. Se ha argumentado en cste
scntido que la cuantificacion de la media y la varianza de los defectos presentes en
cl sistcma pucden usarse para dar una estimacion de la excitabilidad del medio.
Nucstro trabajo sugierc que una modulacién local de la propicdades dc transporte
del medio modifican también los estados turbulentos en medios cxcitables.

La dependencia funcional de tipo cuadratico de la difusion con la concentracion de
activador, con coeficientes ko, = -ky  0< ky, 4 inhibe la inestabilidad de espiral.
Con csta dependencia funcional también resultan alteradas las zonas de
comportamicnto turbulento. Con respecto a la estadistica dc defectos topoldgicos,
tanto ¢l ndmero medio de defectos cono la varianza mucstran una lucrte
dependencia positiva con €, mayor que para el modelo original, con cocliciente de
difusién constante. EI movimiento traslacional de los defectos es fuertemente
inhibido, micntras que la velocidad de los procesos de creaciOn-aniquilacion y auto
destruccion sc incrementa.

Para la dependencia funcional de tipo cuadratica positiva de la difusion con la
concentracién u, la serie de ndmero de defectos p(t) exhibe un comportamicnto de
ley de potencia con cxponente no trivial, para la dindmica de estados turbulentos
mediados por defectos. El exponente sugiere independencia del valor de  kyy
considerado.
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g)

h)

J)

La dependencia funcional cuadrética con coeficiente cuadratico ncgativo k,, = -4
cn ¢l modclo de Bir induce en el sistema una fuerte sensibilidad a las condiciones
inictales. Esto es, condiciones iniciales diferentes para ¢l sistema conducen a
cstados diferentes en un sentido no estadistico sino estructural. El diagrama de fasc
dcl sistcma representado cn la Figura 2-4-3 ya no ¢s vélido. La situacion quedaria
ahora representada como se esboza en la Figura 2-7-19.

La dependencia (uncional cuadrética con coeficiente cuadratico negativo k,, = -4 ¢n
cl modelo de Bir lleva al sistema a un estado homogéneo cuando sc parte de 1os
cstados iniciales de patrones de espiral estables generadas con € = (.02, cuando cl
sistema es cvolucionado cmpleando un valor del pardmetro de control hasta € = 0.10
inclusive.

La dependencia funcional cuadrética con coeficiente cuadratico negativo ky, = -4 ¢n
¢l modelo de Bir lleva al sistema hacia un estado homogéneo cuando sc parte de
cstados iniciales de patrones de espirales inhomogéneas (debido al efecto Doppler),
cuando ¢l sistema cs cvolucionado cmpleando un valor del pardmetro de control
hasta € = (.10 inclusive. El mecanismo de aniquilacién se ilustra en la Figura 2-7-
15.

La dependencia funcional cuadrética con coeficiente cuadrético negativo k,, = -4 en
¢l modelo de Bir gencera patrones tipo “spot” , es decir, ondas circularcs cn los
procesos de evolucién del sistema, tanto hacia estados homogéneos como hacia
estados turbulentos. Estos patrones se han reportado en el modelo de Bér en cl caso
en que el sistema parte de un estado cadtico, y es sometido a un pulso en cl
pardmetro b que resulta en la aniquilacién total de los patrones.

La dependencia funcional cuadrdtica con coeficiente cuadrético negativo ky, = -4
cn ¢l modelo de Bir transforma todos los estados iniciales -incluyendo las espiralcs
inhomogéncas- cn estados turbulentos, cuando el sistema es ¢volucionado tomando

valores del pardmetro de control superiores a € = ().10.
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Tercera Parte

La reaccion quimica heterogénea 24 +B, —2AB
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3- 1 Resumen

En csta parte del trabajo se presenta el estudio de un modelo cinético de una reaccion
autocatalitica heterogénea del tipo A* + B>* — AB, + B* Esta reaccion incluye la
adsorcion y desorcion de los reactantes A 'y B». La especic B requicre dos sitios libres
para su adsorcion, y dos sitios ocupados con B* para ser desorbida.

El mecanismo de reaccion incluye la reaccién superficial a través del mecanismo de
Langmuir-Hinshelwood (en ¢l quc los reactantes se adsorben sobre la superficic y una
vez alli reaccionan), asi como la desorcién del producto AB.

Sc incluyé en ¢l proceso de adsorcion una probabilidad dc adherencia S,
considerandose ademds una probabilidad de desorcién P, para controlar la rclacion
entre la desorcion y la reaccion.

Estc modclo fue resuclto  exactamente, en un red de 2x2, sin restricciones. Sc
calcularon la velocidad de reaccion y los cubrimicntos superficiales fraccionarios, ¢n
valor medio.

A pesar de considerar una red pequeiia, la solucién muestra aspectos gencrales que sc
observan por simulacién numérica mediantc Monte Carlo para redes mayores.

Los resultados obtenidos s¢ encuentran publicados en el articulo The heterogeneous
catalytic reaction 2A + B> —2AB exactly solved on a small lattice, Chemical Physics
Letters 449 (2007) 115-119.
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3-2 La reaccion quimica heterogénea 2A +B, — 2AB

Ejemplos y generalidades

Un cscenario tipico en los sistemas con permanente adsorcién de reactantes 'y
conversion de cstos a productos ¢s ¢l comportamicnto bicstable. En cstos sistcmas
bicstables, cocxiste un cestado de baja reactividad -o estado “envenenado™- (debido a un
alto cubrimicnto de alguno de los rcactantes) junto a otro estado reactivo, con alla
recactividad y bajo cubrimicento del reactante.

Existecn muchos e¢jemplos de este tipo de rcacciones quimicas hetcrogéneas cn
superficies donde las especies requieren mds de un sitio libre como prerrequisito para
ser adsorbidas. Este hecho rompe la equivalencia entre sitios libres y ocupados.

La rcduccion catalitica de NO con NHj sobre superficies de metal ¢s un ¢jemplo este
tipo dc¢ reacciones, con un comportamiento dindmico con multiples estados y
oscilaciones (emporales en la velocidad de reaccion o en las presiones parciales de los
rcactantes. Bajo condiciones de ultra alto vacio y en régimen isotérmico, ¢l
comportamicnto oscilatorio puede ser explicado por la existencia de una transicion de
{asc reversible inducida por el adsorbato [1, 2].

Otro cjemplo de este tipo es la reaccion de oxidacion de CO sobre Pt{100} [3,4,5],
donde la molécula de O, requiere dos sitios libres adyacentes para ser adsorbida,
micntras quc ¢l CO s6lo uno.

La rcacciéon NO + Hs sobre Rh{110} [S] y sobre Pt{110}[6], respondc tambicn a csic
caso, donde en ambos casos, la molécula de H, requiere dos sitios vecinos adyacentes
para scr adsorbida mientras que la molécula dc NO requicre s6lo uno. En estas
rcacciones la desorcion de oxigeno requierc también dos sitios vecinos ocupados.

Aunquc involucran diferentes adsorbatos, estas reacciones muestran una dindmica
compleja, que sc refleja en un comportamiento oscilatorio espacial y temporal cn la
superficic metdlica: oscilaciones, formacién de patrones, ¢ incluso comportamiento
cadtico. Prescntan ademds caracteristicas comunes, ya que cada una vicne acompafiada
por una transformacién cstructural de la superficie y por una dindmica reconstructiva
similar. Estas rcacciones superficiales han sido objeto de mucho estudio; la
aproximacion mas f{recuentemente utilizada asume que la superficic adsorbida es
infinita.

En la practica, muchas de cstas reacciones cataliticas ocurren en particulas cristalinas
muy pequeiias (del orden de 10 nm). Un aspecto importante a considerar ¢s que la
rcactividad de superficies cataliticas nanométricas dificre de las superficics cristalinas
macroscopicas [4]. Las particulas metdlicas pequefias exhiben facetas con diferentes
orientaciones, usualmente reducidas a pocos cientos 0 miles de dtomos, dondc las
uctuaciones en la rcaccién resultan importantes. Por este motivo, el estudio de
rcacciones heterogéneas en superficics pequeiias puede ser de utilidad  en la
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caracterizacion  bésica de los mecanismos que pueden ocurrir en los sistemas
cxperimentales.

Sc han realizado simulaciones con el objetivo de interpretar las caracteristicas cinéticas
de una reaccion quimica confinada en superficies pequefias. Una de cllas, realizada por
Imbhil y Evans [4], estudia la oxidacién de CO en ldminas nanoscopicas de Pt. Otro
cjemplo cs cl estudio de las oscilaciones y caos ¢n reacciones cataliticas en nanoescala
rcalizado por Zhadanov y colaboradores [9,10]. Otras simulaciones de la oxidacion
catalftica sobre Pt fucron realizadas por Chavez [11] y Cortes y colaboradores [12].

En un trabajo de Mola y colaboradores [13] se estudia de modo analitico y mediantc
simulacioncs Monte Carlo la cinética de adsorcién de moléculas que ocupan varios
sitios consccutivos en redes rectangulares bidimensionales pequefias. En cl citado
trabajo sc considera el proceso como de tipo Markoviano, donde moléculas lincales son
ubicadas alcatoriamente sobre la red sin superposicion con las existentes previamente, y
sc¢ determina en [orma analitica y por simulacion Monte Carlo la cinética de ocupacion
de la red y ¢l cubrimiento de saturacion.

Tammaro y colaboradores | 14] estudiaron numéricamente ¢l sistema biestable dado por
la rcaccion 2A  + B — 2AB, considerando en el mecanismo la posibilidad de
desplazamicnto de A y B cuando estdn adsorbidos en la superficie. Especificamente,
supusicron que ¢l modelo representaba la oxidacion de CO, y estudiaron cl caso para
alta movilidad de A (CO adsorbido), y movilidad cero para B (O adsorbido). En cstas
condiciones encontraron una (ransicion discontinua entre ¢l cstado reactivo a un estado
cnvenenado, cuando se superaba cierto umbral en la velocidad de adsorcion de A, y
cstudiaron este umbral para diferentes versiones del modelo. Como resultado, reportan
la concordancia cntre una solucién “exacta” obtenida del estudio dindmico de los
clusters y ¢l modelo de campo medio considerando la difusién quimica, asi como la
rclevancia del papel jugado por la difusién en la propagacion de ondas.

En todos cstos sistemas experimentales (con excepeion del primer ¢jemplo mencionado,
la rcaccion NO + NH3) ¢l mecanismo bédsico para comprender los aspectos cinéticos de
la rcaccién involucra etapas de adsorcién, desorcion y reaccion, donde el rcactanic A
requicre un sitio libre para adsorberse, mientras que B requiere dos. La reaccion
cstequiométrica puede entonces representarse como 2A + B> — 2AB.

Probabilidad de adherencia

En ¢l caso de la rcaccion de oxidacion de CO sobre Pt{100}, a valores de las presioncs
para los cuales ¢l acoplamiento global mediado por la fase gaseosa es significativo, la
probabilidad dc adherencia, dependiente del flujo de CO, mantiene al sisticma en un
comportamicento macrosc6pico homogéneo a lo largo de toda la superficic cristalina (5,
6]. Esto sc manifiesta en oscilaciones autosostenidas -regulares o irregularcs- dc las
propicdadces integrales del sistema, como las velocidades de rcaccién y la funcidon
(rabajo a lo largo de la superficic.
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La probabilidad de adherencia cstd definida como la probabilidad que tienc una
molécula dc una dada especic de ser adsorbida tras el primer impacto sobre un sitio de
adsorcion cn la superficic. Aunque en muchos casos sc la considera constantc y sc la
representa por medio de un cocficiente de adherencia S, la probabilidad de adherencia
scrd cn genceral una funcion del cubrimiento de adsorbato.

Continuando con el ejemplo de oxidacion de CO sobre Pt{100}, la transicion
cstructural reversible asociada a las oscilaciones espaciotemporales tiene lugar entre
una fasc hexagonal y una fase (1x1), y determina la existencia de probabilidades dc
adhcerencia diferentes para CO y O,. La probabilidad de adherencia del CO e¢n la fase
hexagonal sc asume independicnte del cubrimiento, ya que dicho cubrimiento es
sicmprc bajo. La probabilidad de adherencia del O, sobre la fasc hexagonal sc
desprecia, micntras que la probabilidad de adhcrencia sobre la fase 1x1, disminuyc
gradualmente con cl aumento del cubrimiento, tomando un valor mdximo de S(6 = 0) =
0.31[15].
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3-3 Modelado

En esta parte del (rabajo sc estudia un modelo de reaccién heterogénea que intcnta
representar las caracteristicas de una reaccion bimolecular genérica del tipo Langmuir-
Hinshclwood. Los resultados de la resolucion del mismo se encuentran publicados cn la
Relerencia [16].

Como hemos mencionado, la probabilidad de adherencia de cada cspecic debe ser
incorporada a la descripcion, mediante un cocficiente de adherencia S que aqui sc lo
supondrd por simplicidad constante ¢ igual para ambas cspecics, como asi también la
presion  de  ambos rcactivos. El  procedimiento descrito a continuacion pucde
gencralizarse sin dificultad al caso mds general, es decir, incluyendo coeficientes de
adhcrencia dependientes del cubrimiento y diferentes presiones parciales de los
rcactivos.

A, +t—o A k,,S (3-3-1)
A" A, +* k, (3-3-2)
B,,, +2*— 2B k.S (3-3-3)
B +B" — B, +2* k, (3-3-4)
A"+B > AB,, +2* k, (3-3-5)

donde k,, ks y k. son las constantes de adsorcion, desorcién y reaccion respectivamente,
¢l simbolo * denota un sitio vacante en la superficie y S representa el coeliciente de
probabilidad de¢ adherencia. El subindice (g) represcnta que la molécula estd en estado
gascoso, y cl superindice * indica especies adsorbidas.

Entonces, A, se adsorbe a una constante de velocidad 4,, B> se adsorbe también a una
constantc de velocidad k., y dos sitios vecinos A* y B* reaccionan a una constantc de
velocidad &,, formando el producto ABg)

Las moléculas A requicren sitios de adsorcion simples (Ec. 3-3-1) micntras quc las
moléculas B; requicren dos sitios (Ec. 3-3-3). La etapa de reaccion (Ec. 3-3-5) requicre
para cumplirsc la existencia de dos sitios adyacentes ocupados por adsorbatos
dilerentes. La desorcion de moléculas B2 es un proceso de segundo orden y requicre la
existencia de dos sitios vecinos ocupados con B*.

En las ctapas de adsorcién (Ec. 3-3-1 y 3-3-3) hemos introducido el coeficicnte de
adhcrencia S, que, segin mencionamos anteriormente, estd definido como la
probabilidad que ticne una molécula de ser adsorbida tras el primer impacto sobre un
sitio de adsorcion.

Si ¢l coeficiente de adherencia es menor que la unidad (S<1), serd posible encontrar cn
cl sistema configuraciones con sitios libres.
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Las ctapas de desorcion (Ec. 3-3-2 y 3-3-4) y la etapa de reaccién (Ec. 3-3-5), son
controladas por las constantes de velocidad de desorcion y rcaccion respectivamente, kg
yk

Si un sitio ¢std ocupado, para csa cspecie quimica hay una probabilidad Py de desorcion,
de acucrdo a las condiciones dc las ccuaciones 3-3-2 y 3-3-4. Si el sitio estd ocupado
por A, scrd desorbido con una probabilidad P,.

Si el sitio estd ocupado con B la desorcién ocurrird, so6lo si tienc un vecino ocupado por
otro B (Ec. 3-3-4). En el primer caso ¢l sitio vacante scrd ocupado con probabilidad S
con adsorbato A, micntras que ¢n ¢l segundo caso ambos sitios serdn ocupados con A 0
B con probabilidad $/2. Por otra parte, existe una probabilidad /-S de que el sitio
permanczea vacio.

Para un sitio vacante, existe una probabilidad S de que sea ocupado por un adsorbato A
y una probabilidad /-S de permanccer vacio. Pero si existe al menos un vecino también
libre, entonces ambos sitios scran ocupados con probabilidad $/2 por dos A o dos B, de
acucrdo a la Ec. 3-3-3. Con probabilidad /-S ambos sitios quedardn vacios.

La probabilidad de desorcién Py es uno de los pardmetros ajustables cn cste modcelo, y
define la velocidad relativa de desercién respecto a las velocidades de reaccion y
desorcion;

k
=l (3-3-6)

k +k,
El scgundo pardmetro ajustable del modelo es ¢l cocficiente de adherencia S. Este
pardmetro da cucnta de la probabilidad de adsorcién de una molécula gascosa lucgo del
primer impacto sobre la supcerficie.

Para la resolucion del modelo sc utilizé una red cuadrada de 2 x 2 sitios, a modo de
representacion de la superficie catalitica. Esta superficic s¢ supone aqui uniforme y con
condiciones periddicas de contorno.

Conteo de microestados

El proceso ¢s considerado como Markoviano, de manera que pucden calcularse los
microcstados posibles y sus probabilidades respectivas

Con la configuracién planteada, existen 21 microestados diferentes posibles (con sus
respectivos estados degenerados). Se muestran en la Figura 3-3-1.
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* A * B * %

Figura 3-3-1. Microestados representativos para ¢l sistema en una red de 2x2, Los estados de
ocupacion posibles son A, B y * (sitio libre). Existen 9 microestados reactivos: 1 y 12
(pertenecientes al subconjunto C'1), 2,3,4,8,9,11,y,14 (pertenecientes a C2).

Sc considera que dos cstados del sistema serdn equivalentes si la configuracion cs la
misma para ambos, considerando las propicdades de simetria. Es decir, si los dos
cstados cuentan con igual cantidad de sitios con A, B 'y *, y ademds con un orden
cquivalente en cuanto a sus vecinos cercanos, corresponderdn a un mismo (ipo, o
microcstado representativo. Asi, los diferentes microestados ticnen distinto estado de
degencraciones g. Las degeneraciones correspondientes a los microestados de la Figura
3-3-1 sc listan a continuacion:

g=2
gr=4
g3 =4
g4 =4
gs=1
ge=1
gr=4

gs =8
go=4
g10=4
gii=8
g2=4
g13=4
g14=28

gis=4
gm=2
gi7=4
gig=2
gro=4
go=4
g =1

Tabla 3-3-2. Degencraciones de los microestados del sistema en una red de 2x2

Si clegimos que los reactantes A 'y B tengan presiones parciales iguales (pa = pg2 =
0.5), entonces la probabilidad p; de encontrar el sistema en un dado microcstado viene
dada porp; = ;,',-/81I .

" El factor de normalizacion 81 ¢s debido al hecho de que existen tres estados posibles de asignacion (A, B o

vueio) para cada sitio de la red de 4 sitios, de donde resulta que 3* =81
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Matriz de probabilidad de transicion

Las cantidades de interés como la velocidad de reaccion, o el cubrimiento superficial
promedio pueden ser obtenidas a partir de la matriz de probabilidad de transicion. A
medida que ¢l sistema cvoluciona en ¢l tiempo, el estado de la superfice cambia y
cntonces existe una probabilidad Pj; para cada transicién del estado  al estado j. Las
probabilidades de las posibles transiciones Py desde un cstado i hasta un estado j
pucden ordenarse en una matriz de 21 x 21 elementos.

A modo dc ¢jemplo, s¢ muestra en la Figura 3-3-3 todas las probabilidades dc
transicion a partir del microcstado 11. Las cuatro ramas principales corresponden a
cada sitio de la red (*, A, B, B), recorriendo el gréfico en el sentido de las agujas dcl
rcloj. y tienen asignada una probabilidad //4.

Figura 3-3-3. Probabilidades de transicién a partir del microestado 11. Los microestados s¢
identilican con circulos. Las cuatro ramas principales tienen asignada una probabilidad 4, las
demds probabilidades se indican ¢n cada rama.

A partir del esquema de la Figura 3-3-3 se construye la 11™ fila de la matriz P;; . Los
clementos no nulos de la matriz son:

P||'4=%S(1+1/2pd) P||‘11=% (2+SPd—S—Pd)
Pie=1/8SPy Piis=%Py(1-9S)
Phs=% SPy Piis=% Pya(1-S)
Pig="%S (1-Py) Prao="% (1-Py)(1-S)

Piiio="%S(1-Py)
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Tabla 3-3-4. Elementos no nulos correspondientes a la fila 11 de la matriz dc probabilidad de
fransicion del sistema con 21 microestados representativos. Mediante un procedimicnio
cquivalente se determinan los clementos no nulos de las filas restantes.

Andlogamente se construyen las restantcs 20 filas de la matriz de probabilidad. A partir
de esta matriz pucden calcularse valores medios de la velocidad de reaccion y los
cubrimicntos superficiales.

Velocidad de reaccion
Si ej ¢s 1a probabilidad de llegar al microestado i en k pasos, para k = 0 resulta:

€p =D i=12,.,21 (3-3-7)

F

Miceniras que para k>0 (cnemos:
21

e =Y e, p,  i=12..21 (3-3-6)
j=I

donde ambos ndicces i j recorren el conjunto completo de microestados (1,2,3,...,21). py;
cs la probabilidad de llegar al microestado i desde ¢l microestado j en un paso.

Si definimos la variable alcatoria X(k) como X(k) = I si se ha efecutado una reaccion, y
X(k) = 0 en caso contrario, entonces la velocidad promedio de reacciéon <v> puede
definirse como:

(V) =~Z(n) (3-3-9)

n

dondc Z(n) ¢s el nimero de moléculas producidas en n pasos:

Z(n)=i:X(k) (3-3-10)
k=0

Siv (i=1,2,3,...21) ¢s la probabilidad de que se produzca una reaccion quimica en cl (-
ésimo microcestado, tenemos que:

V/ZI—-Pd Vo9 Z‘%([—Pd)
v =v3 =% (] - Py vip = Yol -Py)
vg = | —Py viz =% (1 -Py)
vg = Yol - Py) vig = Vol - Py)

v; = 0 c¢n cualquicr otro caso
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La velocidad promedio de reaccion en el késimo paso <v(k)> es:
21

(v)= E(X (k) =D eV, (3-3-11)
i=l

Cubrimiento superficial promedio

Sca 'y (&) la probabilidad de encontrar s sitios de la red ocupados por ¢l adsorbato
A (B) cn ¢l paso k-ésimo, cnlonces

B =2es, + g s + iy ey T

O =€y +ey, +ey tey, +eg, e,

05, =e, +e, +e, +e, +e, e, (3-3-12)
0, =e, +e,,

A _
O =5

y andlogamente para B

O =5, + 5, + 05, + e, + Cor T €

B = ey + €y + €y, + 1y + 7y + g,

0) =e,+e, +te, te, tes +eg (3-3-13)
9;: =ey e,

B _
H4I< = €y

Sca 8., (m = 0,1,...,4) la probabilidad de cncontrar m sitios de la red ocupados por ¢l
adsorbato A (B) cuando el nimero de pasos tiende a infinito, es decir,

6 = ling - &'k (3-3-14)

Entonces, ¢l cubrimiento promedio <8'> (<6°>) puede ser evaluado como:
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(6) :%imﬂ”’: (3-3-15)

m=0

y su desviacidén estdndar pucde definirse como:

m=()

a((0A>):[§4:9,: (%_@A)ﬂ; (3-3-16)



3-4 Solucion analitica para red de 2x2

Distribucion inicial de microestados

Con ¢l objctivo de verificar si los resultados del modelo son dependicnics dc la
distribucidn inicial de microestados, se probaron varios conjuntos de distribucioncs
iniciales, sin que fucran halladas diferencias significativas en la velocidad de reaccion
promedio ni en los cubrimientos.

Para investigar la razon de tal independencia  se determinaron qué microcstados sc
gencraban a partir de cada uno de los microestados posibles.

Encontramos que ¢l conjunto de 21 microestados posibles para el sistema plantcado
pucden dividirse en dos conjuntos. El conjunto C/ estd formado por los microcstados 1,
12, y 18, (ver Figura 3-3-1) mientras que el conjunto C2 estda formado por los
microcstados restantes. De cada clemento de C1 se gencran en pocos pasos los 21
microcstados, mientras que los elementos de C2 s6lo generan elementos de C2. La
razOn de csta distribucion radica en la matriz de transicion de probabilidad. Es posible
obscrvar que los clementos py, en los cuales i € CI yj e C2, son idénticamente
nulos. Es decir, la probabilidad de transicién desde un microestado pertenccicente al
conjunto C2 hasta un microestado pertenecicente al conjunto C/ es nula. Por lo tanto,
independicniemente de la distribucién original de probabilidades de fos microcstados, al
cabo de una seric de pasos la probabilidad dec observar microestados pertenecientes al
conjunto C/ tiende a cero.

Como conclusion del parrafo anterior podemos ver que cuando S y P4 son diferentes de
10$ casos cx(remos Cero y uno, entonces

P;i#0 siieCl, jeC2,

y

Pi=0 siieCl, je C2.

Cuando cl numero de pasos tiende a infinito, llegamos a la conclusién de que
limg e ex=0con [ € Cl y limy—e €= e€j #0 con je C2

Entonces, lucgo de una clapa transicnte, independientemente de que sc parta dec un
anico microestado o de cudl sea ¢l conjunto de microestados iniciales, cuando cl
numecro de¢ pasos ticnde a infinito, ¢l sistema llega a una distribucion de microcstados
dnica:

¢ = f(S, Py)  jeCI
€ 0 i€ C2

dependiendo de los valores que tomen los pardmetros de control S'y Py en la matriz de
probabilidad de transicion.



Estas conclusiones permiten ver por qué la velocidad de reaccion promedio y los
cubrimientos promedios dc A y B son independientes de la distribucion inicial utilizada,
cuando ¢l nimero de pasos tiende a infinito.

De los 9 microestados reactivos (1 y 12, pertenecientes a C/, 2,34,89,11 y 14,
pertenccientes a C2) cuando el ndmero de pasos tiende a infinito, s6lo sobreviven los 7
microcstados del conjunto C2.

Si ¢l coeficiente de adherencia se incrementa (S — 1 ), aumenta la probabilidad de los
microcstados 2, 3 y 4 y entonces <6'> + <&>— [. Allcrnativamente, para valores
pequeiios de S (S — 0), la probabilidad de los microestados con 2, 3 y 4 sitios vacios
s¢ incrementa, siendo el microestados 14 el dnico reactivo de ese conjunto.

Siguiendo csta idca, para algiin valor intermedio de S para ¢l cual se alcanzard una

distribucion 6ptima de probabilidad de microestados reactivos, correspondiente a un
maximo cn la velocidad media de rcaccion <v>.
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3-5 Comparaciones con simulaciones Monte Carlo

El método de Monte Carlo ¢s, junto con las ecuaciones resultantcs de aplicar  la
aproximacion de campo medio, el método més empleado para la simulacion de las
rcacciones quimicas cataliticas. El método Monte Carlo no requicre para su aplicacion
(al 1gual que cl tratamicnto analitico) aproximaciones sobre la distribucion de las
particulas adsorbidas sobre la superficie, y los etectos de borde son tratados mediantc la
aplicacion de condiciones de contorno adecuadas.

Detalles computacionales

En cste trabajo sc ha implementado un algoritmo de simulacién Monte Carlo adecuado
al sistcma descrito. Se ha considerado una superficic homogénca, donde los sitios
activos ocupan los nodos de una red cuadrada con nimero de coordinacion 4 (primeros
VECINos).

El algoritmo manticnec S y P, como pardmetros ajustables, pero permite resolver ¢l
problema para redes de tamafio variable. Sc han fijado en los cdlculos condicionces de
contorno periddicas.

La cvolucion del sistema se mide en ciclos o etapas Monte Carlo: se considera que ha
transcurrido una ctapa cuando cl sistema ha recorrido un nimero de sitios al azar igual
al numcro total de sitios en la red empleada para hacer la simulacion.

Las simulaciones se detiene cuando se ha cumplido un nimero fijado de antemano de
pasos Monte Carlo, 0 bien cuando se considera que el sistema ha alcanzado un cstado
cstacionario (cuando la desviacidn estdndar de las medidas sea menor que una dada
cota).

Periddicamente s¢ hacen mediciones de cubrimiento de las especics, ¢l ndmero de sitios
libres y la cantidad dc reacciones que han ocurrido, de manera de obtener valores
medios.

Resultados

La Figura 3-5-1 muestra la dependencia de los cubrimientos y la velocidad de reaccion
media en [uncién de Py, obtenidos analiticamente.
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Velocidad de reaccion

1.0, = Cubrimiento de A
n -
094 ™ +  Cubrimiento de B
.., +  Cubrimiento de sitios libres
0,8 -
0,7
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Figura 3-5-1 Resultado analitico de 1a dependencia de los cubrimientos de A,
By sitios libres y la velocidad de reaccién, en funcién de P,, para valores

entre Oy 1.85=0.6, redde 2 x 2.

Pd

Sc¢ muestran cn la Figura 3-5-2 los resultados obtenidos por simulacion para los
cubrimicntos de A, B y sitios libres, asi como las velocidades de reaccion para S = 0.6
cn funcion de Py, paraunared de 2 x 2.

m  Cubrimiento de A
0.85 - @ Cubrimiento de B
0.80 & Cubrimiento de sitios libres
0.3 » w Velocidad de reaccion
0,70 4
0,65 =
] L]
060 .
0,55 ] s .
050 Red 2x2 - -
045 ] S =0.6
0,40 -
0,35
0,30 .
0,25 " s & . ¥
] & ) ®
0,20 - & - " N @ &
0,15 s ;
0,10 4 o ) . +
0,05 4 ; ¢« Y Yo o R
0,00 x T T T . T v .
00 0.2 0,4 06 08 1,0
Pd

Figura 3-5-2. Resultado Monte Carlo para los cubrimientos de A, By sitios libre, y la velocidad

de reaccion en funcion de P, $=0.6, red de 2 x 2,
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La Figura 3-5-3 muestra los resultados analiticos para la dependencia de <v> para un
dado valor dc S, y variando P, Se encuentra un mdximo en <v> dcbido a la
competencia entre los procesos de desercion y de reaccion. La Figura 3-5-4 ilustra la
dependencia de <v> con ¢l cocficiente S para una valor fijo de P,.

Extension a redes mayores

En la Figura 3-5-5 se presenta un grafico tridimensional de la velocidad mdxima versus
Sy P, para una red de 2 x 2. Seguidamente, la Figura 3-5-6 muestra ¢l mismo grafico
para redes de diferentes tamafios. De la Figura 3-5-6 puede observarse que sc obticnen
fos mismos comportamientos para ¢l maximo de la velocidad de reaccion cuando sc
incrementa ¢l tamafio de la red. Es decir, la solucion analitica para una red dec 2 x 2
muestra las caracteristicas generales que se observan simulando el mecanismo ¢n una
red de N x N.

<
<

o,
o

Figura 3-5-3 Grifico de la velocidad de reaccién media <v> versus Py, para un valor [ijo de S
= 0.6, dec acucrdo a la solucion analitica del problema para una red de 2 x 2. Se aprecia la
cxistencia de un mdximo en v.
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Figura 3-5-4 . Grafico de la velocidad de reaccion media <v> versus S, para un valor fijo de P,
= ().2, de acuerdo a la solucién analitica del problema para una red de 2 x 2. Sc aprecia la
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Figura 3-5-5. Grdifico tridimensional de la velocidad <v> mdxima versus S (abscisas) y Py
{ordenadas) para una red de 2 x 2. En la figura se aprecia la existencia de un méaximo absoluto
Vaax = 0,079 para S = 0.58 y P, = 0.45. La linca continua representa el resultado analitico

mientras que los puntos representan simulaciones Monte Carlo con 5.107 pasos.
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Figura 3-5-6 Grifico tridimensional de la velocidad médxima versus S (abscisas) y Py

(ordenadas) para redes de 4 x 4 (circulos) y 8 x 8 (tridngulos) respectivamente.



3-6 Conclusiones y trabajo futuro

En la Tereera Parte de la Tesis se estudié la reaccion quimica heterogénea 24, +Bo,)
— 2ABg a partir de un procedimiento analitico que permite obtener resultados exactos
de las variables de mayor interés.

La rcaccion ticne lugar sobre una superficie representada por una red pequefla de 2 x 2
sitios. En ¢l mecanismo planteado, de tipo Langmuir-Hinshelwood, se incluyen ctapas
clementales que representan los procesos de adsorcion, desercion y reaccion superficial.
El enfoque analitico presentado incluye un coeficiente de adhercncia, 0<S(8)<1, quc
pucde scr dependicnte de cubrimiento © 'y de la especie quimica considerada. Por
razones de simplicidad, se lo consider6é aqui constante e igual para ambas especics (A 'y
B»)

La adsorcién de las especies quimicas A y B requicre uno y dos sitios vacantes
respectivamente, mientras que la desercion sigue procesos de primer y segundo orden
respectivamente.

El enfoque analitico presentado en esta Tercera Parte de la Tesis permite explorar con
muy bajo costo computacional es cspacio de las coordenadas representado por las
presiones parciales de ambos reactivos, el coeficiente de adherencia de cada especic, las
constantes de velocidad correspondientes a los procesos de adsorcion, desercion 'y
rcaccion, cte. Esta exploracion del espacio de las coordenadas permite obtener
informacion valiosa como por ejemplo la dependencia funcional dcl cubrimiento de
cada cspecic quimica o de la velocidad de reaccion con las coordenadas restantes.

El cstudio realizado permitié detectar la existencia de un mdximo absoluto en la
velocidad de reaccién para un par de valores determinado de las coordenadas
mencionadas.

Las stnulacioncs computacionales Monte Carlo reprodujeron ¢l comportamicnto
obtenido analiticamente. Estos resultados muestran la conveniencia de realizar cstudios
analiticos exploratorios que permitan dirigir los recursos de cdlculo hacia las regiones
del espacio de coordenadas que se revelen de interés, cvitando la realizacion de costosas
simulacioncs.

De vista al futuro, ¢l procedimicnto descrito en esta Tercera Parte de la Tesis permitiria
cstudiar otro aspecto interesante de la reaccion: ¢l tiempo medio de envenenamicnto del
catalizador cn funcidén de las coordenadas rclevantes del problema. El conocimiento de
las variables que afectan a la reaccién permitc al mismo tiempo oplimizar su
rendimicento. Las fluctuaciones en ¢l cubrimiento de cualquicra de las especics
involucradas puedc scr responsable de la pasividad del catalizador. Debido a que dichas
fluctuaciones son dependientes del tamafio de la red, es posible esperar una
dependencia —no trivial- entre ¢l tiempo de envenenamiento dcl catalizador y sus
dimensiones lincales.
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Apéndice A.
Difusion Fickiana

Consideraremos aqui una solucién conteniendo N solutos diferentes. El potencial
quimico dc la cspecie i serd:

i, =u’+RTIna, (A-1)

donde R cs la constante del gas ideal, T es la temperatura absoluta, 4 cs ¢l potencial
quimico de referencia y a; la actividad de la especie i. Por definicion, el potencial
quimico dc referencia depende de la temperatura, la presién y la naturaleza del medio;
no asi de las concentraciones de la especies disucltas. S¢ asumird que ¢l medio c¢s
simple ¢ isotrépico, de modo que 4, c¢s una constante.

La actividad ¢s presentada normalmente como:
a =yc, /¢’ (A-2)

donde % es cl coeficiente de actividad, ¢; es la concentracién y ¢” es una concentracion
de referencia. En gencral, y pucde depender de las concentraciones de todos los solutos
presentes cn cl sistema, pero para soluciones ideales ¥ puede considerarse igual a la
unidad (valor limitc que se obtiene experimentalmente a alta dilucion).

Si la concentracion de la especie i varia en el espacio, 1o mismo ocurrird con cl
potencial quimico correspondiente. Por simplicidad consideraremos sélo un gradicnle
de potencial quimico en la direccién x, aunque la generalizacion a 3 dimensioncs no
plantca dificultades adicionales.

El potencial quimico es la energia libre por mol de sustancia i, la encrgia libre cs cl
trabajo méximo que puede realizar el sistema (cambiado de signo), y cl trabajo esté
rclacionado con la fucrza por dw = F dx, y entonces, un potencial quimico
inhomogénco csta relacionado a una fuerza virtual por molécula

p}z__l_ﬂ:_.lf'_’zwfi aiai (A-3)
N, dx yie, 5dc; ox

dondc N, cs ¢l nimero de Avogadro, kg es la constante de Boltzmann y la sumatoria
corre sobre todas las especies en el sistema.

La lucrza virtual podria acelerar indefinidamente el soluto, si no fucra cventualmente
compensada por una fuerza viscosa F,,, proporcional a la velocidad media v; con que

¢l soluto s¢ mueve en ¢l solvente:
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Fr,i = v, (A-4)

donde f'¢s el coeliciente de riccion.

El flujo —l ndmero dc moles de material por unidad de tiempo y de drea,
scraJ, = ¢,v,(moléculas por unidad de volumen multiplicadas por la distancia lineal
rccorrida por unidad de tiempo). Combinando la fuerza virtual con la definicion de flujo
(enemos quc:

k,Tc® « da. Ic;
Jo=——B— Nt A-5)
' 7. fi Zac ; Ox (
¢s dectir,
Jc;
J. == D —L (A-6)
' Z, Y ox
. 0
donde D, = —I‘BTC_ 9, (A-7)
| s

Puede verse aqui que en gencral el flujo de una cspecie depende de los gradientes de
concentracion de todas las otras, y no solamente del suyo propio. La primera Ley de
Fick cs cntonces una aproximacion vdlida cuando a; depende muy débilmente de las
concentraciones de 1os otros solutos, es decir, cuando D, ={) para i# j. En caso

contrario, cl flujo difusivo contendré términos cruzados.

Si los términos cruzados fucran despreciables, los términos diagonales, D, =D, ,
dependerdn de las concentraciones ¢; en soluciones suficientemente concentradas, ya
gue ¥% -y a;- tienen en general una dependencia no trivial con ¢;. Solo en el caso
particular de que sc¢ trate de un soluto ideal (3=1) se obticne un cocliciente dc
dilusion conslante, como se asume cn la teorfa clésica:

D = k,T (A-8)
B
Considerando la Iey de conservacién de materia, la velocidad de cambio @; dc la

concentracion de la sustancia i debido a la difusién cs

oY (A-9)
ox

Si la primera ley de Fick se considera vélida entonces
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o =_p L& (A-10)
ox*

y cn general

d _\ac.

D, =—| D,(¢)=—= (A-11)
ox ox

donde ¢ cs ¢l vector de concentraciones locales. La velocidad de (ransporte depende

ahora dc la derivada segunda de la concentracion, y de los gradientes espaciales de las

concentraciones:

d%c;, dc, 9D, Ic; (A-12)

+ — i i

D =D c
'(C)ax? dx 5% dc; ox
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Apéndice B

Clasificacion de puntos fijos

La dindmica del sistcma plantcado puede obtenerse de la expresion (1-2-4) descartando
cl término difusivo y analizando ¢l conjunto de ccuaciones diferenciales ordinarias
resultante, donde cada clemento puede escribirse como:

l) =F({U},z) (B-1)

Los procesos dindmicos corresponderdn a curvas (o a un punto, en el caso degencrado)
en ¢l espacio de fase determinado por {U} que son llamadas curvas soluci6n, o

traycctorias. Acs el conjunto de pardmetros cxternos que gobiernan al sistema.

L.os subconjuntos dec esc espacio al cual s¢ aproximan las traycctorias cuando t—» oo
s¢ denominan conjuntos limite, o atractores, y pueden corresponder a estados
cstacionarios del sistema, o bien a cstados dindmicos periddicos, cuasiperiddicos o
cadticos. El sentido de 1 creciente define una orientacion en dicha curva.

Los puntos P, ={U,} donde U =0 VU e {U} se denominan puntos criticos, o puntos
tijos. Estos puntos criticos sc clasifican de acuerdo a su estabilidad.

Si £, cs un punto critico aislado del sistema, scra estable si todas las raycclorias que
cn algun instante cstén lo suficientemente préximas a £, lo seguirdn cstando cn todos
los instantes [uturos. Scrd ademds atractivo si todas las trayectorias de un dado entrono
de F, converjan a Py cuando (—<. El punto P, scrd un punto critico inestable si las
condicionges anteriores no se satisfacen.

Los puntos fijos pucden ser nodos, sillas de montar, centros o focos, de acuerdo a la
forma dc las (raycctorias descritas en su entorno. Para detcrminar a qué Lipo
corresponde un dado punto fijo, puede utilizarse un procedimiento que se denomina
linealizacion. Entlonces, la estabilidad lineal de un dato punto fijo P, scrd cvaluada
introducicndo una pequefia perturbacion U =U,+8U YU e{U }. Lucgo de la

lincalizacion respecto de oU , la perturbacion evoluciona de acuerdo a:

8U = J(U,)U
(B-2)
donde
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a . :
I, ==—F (B-3)
‘ ()Ul.
Son cntonces los autovalores 4,,4,,...., 4, de la matriz lincal de evolucién J, evaluada

cn ¢l punto [ijo, los que delerminan la estabilidad. Si las partes reales de todos los
autovalores son negativas (Vi Re(4,)>0) entonces el punto fijo es estable, si la parte

rcal de al menos uno de los autovalores es positiva, ¢l punto fijo ¢s inestable.

En un cspacio de fasc de dos dimensiones, los autovalores A, y A4, pueden ser ambos
rcales o bicn complejos conjugados, determinando la cxistencia de distintos tipos de
puntos f{ijos posibles.

Si los dos autovalores son reales negativos, ¢l punto fijo ¢s un nodo estable; si 1os dos
autovalores son reales positivos, ¢l nodo ¢s inestable.

Si un autovalor ¢s real positivo y el otro es real negativo, el punto cs de tipo silla de
montar (0 saddle point)

Autovalores complejos conjugados corresponden a un foco, cuya estabilidad depende
dc Ta parte real de los mismos: si es positiva, el punto fijo es un foco inestable: si cs

nula, ¢l punto fijo es un centro; si ¢s negativa, el punto fijo ¢s un foco estable.

Estas posibilidades sc ilustran en la Figura B-1.
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.__‘# \,..‘.\\:)—-. \r { ‘@ j__} (\\ K»\Q:) y ), n\" -,,,__\-* A
. R 3 e . . ’
,‘ é‘ * \‘m. _ . g
a) b) ¢) d) e) D

Figura B-1. Puntos criticos en un espacio de fase bidimensional, clasificados a partir de la
forma de las trayectorias en un entormo del punto: a) nodo estable, b) silla de montar, ¢) nodo
inestable, d) foco estable, €) foco incstable f) centro.

Si la matriz. J en un punto fijo u Orbita cerrada dados ticne autovalores cn cl cje
imaginario, ¢sc¢ punto critico serd un punto de bifurcacion. Cuando el pardmetro de
control del sistema no lincal alcance cierto valor critico, ¢l comportamiento dindmico
del mismo puede cambiar notablemente. En el entorno del punto fijo u Orbita cerrada
pucden aparecer nuevos puntos fijos, desaparecer los ya existentes o -cuando al menos
uno de los autovalores del sistema cambia de signo-, cambiar la cstabilidad de los
mismos. Entonces, para ese valor del pardmetro de control se dice que ha ocurrido una
bifurcacion.
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Gralicando la posicion de los puntos fijos para los diferentes valores del pardmetro de
control sc obticne ¢l diagrama de bifurcaciones.

Hay tres tipos de bifurcaciones vinculadas a la aparicién de un autovalor real nulo:
nodo-silla, transcritica y pitchfork o tridente.

La bifurcacion nodo-silla cs el tipo mds simple de bifurcacién, pudicndo ocurrir cn
sistemas sin puntos fijos. En este tipo de bifurcacion se crean y destruyen puntos [ijos.
A medida que ¢l pardmetro del sistema varfa, aparecen dos puntos [ijos cn la
bifurcacion, uno estable y cl otro inestable.

En la bilurcacion transcritica, no s¢ crean ni destruyen puntos fijos. A medida que cl
pardmctro varfa, 1os puntos {ijos sc encuentran y intcrcambian su estabilidad. Es dccir,
en cl punto de bifurcacién cl punto fijo estable se hace inestable, y el inestable sc
vuclve cstable.

En la bifurcacion pitchfork, los puntos fijos tienden a aparecer y desaparecer en pares
simétricos. En general, un dnico punto fijo se bifurca en tres, uno de los cuales ticne la
misma cstabilidad que ¢l original y los otros dos la opuesta.

Cuando los autovalores que aparccen son complejos conjugados, la bifurcacion serd de
Hopf. Este tipo de bifurcacioncs cstd asociado al comportamiento oscilatorio. Sc la
cncucntra —cntre otros- en el modelo de Hodgkin-Houxley, ¢l modelo FHN, ¢l modcelo
Brusselator, ¢l atractor de Lorenz, y en varias reacciones quimicas como la rcaccion
BZ, 14 oxidacién de CO sobre platino y la disolucién de hierro en dcido sulfurico.

En las bifurcacioncs de Hop{ un punto fijo s¢ bifurca en un ciclo lmite, o bien un ciclo
colapsa ¢n un punto fijo.

(a) s s = (b)
Figura B-1I Ejemplo de bifurcacién de Hopf. El punto atractivo (a) decviene repulsivo (b),
aparccicndo como consecuencia una 6rbita periddica (linea llena).
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Apéndice C

Modelo de FitzHugh-Nagumo

El modclo FHN cstd formado por un conjunto de ecuacioncs quc representan la
conduccion de potenciales de accion a lo largo de fibras nerviosas no miclinizadas. Es
una version simplificada del modelo més realista de Hodgkin-Huxley para la actividad
cléetrica en membranas de sistemas bioldgicos, que mantienc ¢l comportamicnto
cualitativo de las soluciones sin introducir la complejidad de este dltimo. El modclo fue
plantcado a partir del cstudio por Hodgkin y Huxley del comportamicnto dc las
corricntes i6nicas de sodio y potasio en ¢l ax6n gigante de 1a neurona de calamar al scr
estimulada con una corriente externa. En 1952, propusieron un sistema de cuatro
ccuaciones diferenciales no lincales que describen la dindmica del potencial de
membrana de una neurona ante la accion de una corriente aplicada.

Micntras ¢l modelo de Hodgkin-Huxley tiene cuatro variables, ¢l modelo FHN
manticne solo dos de cllas: la variable excitable y la de restitucion, que se caracterizan
como vanables rdpida y lenta, respectivamente. De este modo, €l modelo FHN provee
un cscenario de complejidad minima para el fendmeno de la excitabilidad que da lugar
a los potenciales de accion. También describe adecuadamente la transicion del régimen
cxcitable hacia el régimen oscilatorio, que se manificsta en forma de trenes de
potenciales de accidn, cuando se aplica a la célula una corriente eléctrica cxterna. El
cambio del flujo en los canales i6nicos de la membrana gencrado por un cstimulo
mayor a cierto valor umbral, da lugar a un cambio cn el potencial —potencial de accion-
guc c¢s usado como sefial cléetrica para la comunicacion intercelular.
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Figura C- 1. Esquema de un potencial de accién. El intervalo minimo entre dos potenciales de
accion sucesivos se denomina periodo refractario. Se divide en absoluto —en ¢l cual ¢s



imposiblc desencadenar otra seiial- y relativo-durante el cual se puede provocar una seiial de
menor lamano, con despolarizaciones mayores que el umbral.

El modelo FHN original fue modificado por Rogers y McCulloch en 1994 para generar
una representacion mds realista del potencial de accién. En 1996 fue modificado
nucvamente por Alicv y Panfilov para obtener un periodo refractario més adecuado y
permitir asi la descripcion del fendmeno de las reentradas cardiacas.

Las ccuaciones del modelo -en version gencralizada- son:

€%=]"(u.\’)+1 (C-l)

or
(C-2)

ﬁﬁ = g(u,v)
()l‘

donde « representa el voltaje a través de la membrana, v ¢s una variable de recuperacion
que representa la repolarizacion del sistema, / es la corriente extcrna aplicada al sistcma,
fiu,v) = O ¢s una funcién de forma cuibica y g(u,v) = 0 cs una {funcién con una tnica
interseccion con flu,v) = 0.

Una forma usual de cste modelo —en versidn extendida espacialmente- ¢s

_()i:€282¢¢+v+u_£+1

T ad 3 (€3
v —1(d%

—_—=— +u-pB+ C-4)
o g(_ax? S W) (

donde f controla la asimetria cntre excitacién y recuperacion y € controla la cscala
. . . 2
espaciotemporal del sistema, y se satisface que 1-2y3<p<l ,0<y<1,y<e".

Las isolincas nulas de u y v (sin considerar el término difusivo) son del tipo quc sc
ilustra cn la ligura [.
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Figura C-11. Isolincas nulas de u (linca curva) y v (linea recta) para el modelo FHN.

Si la pendiente de la isolinca nula de v es mayor que 1, s6lo existe un unico punto fijo,
para cualquicr valor de 1. Este punto picerde estabilidad via una bifurcacién de Hopl.

Si la pendicnte es menor que 1, es posible entonces la existencia de 3 puntos [ijos, uno
incstable y dos cstables. El sistema es entonces biestable y no presenta oscilaciones.

En dos dimensiones, para ciertos valores de los pardmetros B, € y v, el sistema no decae
al cstado cstable homogéneo sino que s¢ generan patrones que se propagan cn cl
ticmpo: espirales, serpenteo y estados cadticos. En la figura C-II1 se ilustra la transicion
de cspiral a cstado turbulento. El diagrama de fase se mucstra en la figura C-1V.

Figura C-1H. Desestabilizacion de una espiral hacia un estado turbulento cn el modelo FHN.
Resultados numéricos obtenidos mediante el método de Euler en una Red de 512 x 512. No se
considera difusion en Ja variable lenta v. Figura tomada de Wang et al. PRE 72 (2005).
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Figura C-1V Diagrama de fasc de la dindmica de espirales en ¢l modelo FHN, para y=0.5. las
curvas scparan distintas regiones; dP denota el limite de las solucioncs viajeras. oM indica la
transicion a patrones del tipo meandering o serpenteo. dC marca la transicion hacia estados
cadticos. Se muestran también las trayectorias de los centros de las espiralcs. Figura obtenida de
Barkley ct al Chaos. 4 (1994)

Los cxperimentos indican que las neuronas tienen un solo estado de cquilibrio,
correspondiente al potencial de reposo de la membrana. Por este motivo, para que el
modclo de FHN sea un buen modelo de la actividad neurocléctrica, debe configurarse
de tal forma que se garantice la existencia de una unica solucién de equilibrio, es decir,
debe tener un Gnico punto fijo estable.

El comportamicnto que muestra el sistema en esta situacion se corresponde con 1os
resultados experimentales:

i) Cuando cl voltaje de reposo de la membrana celular es perturbado, sin
superar cl voltaje umbral, lucgo de un corto transientc s¢ relaja a su valor
original.

ii) Cuando la perturbacién del voltaje a través de la membrana supera el valor
umbral, se genera un potencial de accion. El voltaje de 1a membrana retorna a
su valor de reposo lucgo de un lapso del orden de miliscgundos.

1i1) Cuando, se aplica una corriente cléctrica constante el sistcma
responde generando una seric periédica de potenciales de accion,
cuya frecuencia es una funcidn creciente de la intensidad de la
corricnte aplicada.
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En ¢l caso de 1a dindmica cardiaca, el modelo incluye s6lo 1a excitacion rapida debido a
las corrientes de sodio y la corriente repolarizadora lenta debida al potasio. El pscudos-
clectrocardiograma correspondiente se obtienc integrando las pscudos-corrientes de
membrana I, ¢n un punto remoto p:

!
Plx, v) = dxdy
.\‘u[pJ(x—xp)'i'(y_yp) (C-5)
donde
_Fgli—u(l—f—%kv (C-6)
" ’ af 3 '
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