CAPITULO 1

INTRODUCCION

La meta de la Fisica Tedérica consiste en describir el mayor

nimero posible de fenémenos fisicos por medio de una teoria simple

y concisa. En la Fisica de las Particulas Elementales, esta meta

Se concreta en la formulacién de un esquema unificado que combine

a todas las particulas Y sus interacciones en una teoria

consistente.

St concentramos nuestra atencién en las interacciones
propiamente dichas, encontramos que todas C(excepto la gravitaciéon)

pueden ser interpretadas en el marco de las teorias de calibre'!

(o teorias de g¢auge). La gravitacién queda excluida Caunque

€auged por responder ésta a .la estructura geométrica del propio

espacio-tiempo {donde se definien los campos de calibre,

responsables de las interacciones electromagnética, débil y

fuerte). La supergravedad™®’ es un {intento interesante para

concretar en esa direccién un altimo paso en la unificacién de

todas las interacciones conocidas,

Sin embargo, es posible enfocar el problema de la unificacién

desde un angulo diferente si atendemos al principio basico de la

Relatividad General: las interacciones son manifestaciones de Ia

geometria del espacio- tiempo.




LEstan los campos de gauge vinculados con la curvat.ura del
espacio-t.iempo? Esta es una pregunta que se formuld y contestéd
Kaluza en los primeros affos de vida de la Relatividad General.

Kaluza™ mostré que en efecto, es posible incluir al potencial

electromagnético en la métrica del espacio~tiempo, pero a un

precio sin duda singular: debe aumentarse en uno el namero de

dimensiones espaciales. Sélo en un espacio-tiempo de 5 dimensiones

los potenciales electromagnético y gravitatorio adquieren el

caracter de ser componentes de un objeto geométrico coman, el

tensor métrico del espacio.

El resultado de Kaluza contiene los ingredientes tipicos de

una propuesta ingeniosa vy desconcertante; es simple y elegante,

presenta la unificacién de las interacciones de manera natural y

potente, =sin embargo requiere que abandonemos la idea que somos

simplemente seres tetradimensionales. Algo que no es trivial, si

se piensa en el legado de nuestra propia historia.

La concepcién de la naturaleza y el significado fisico de las

dimensiones extra se vio sujeta a cambios a lo largo de las

diferentes etapas que esta teorta cumplié6 en su largo trayecto. El

propio Kaluza fue muy escéptico en cuanto a atribuir algan

significado fisico a la dimensién extra que su formalismo

contenia; para él la coordenada xs Jugaba unicamente el papel de

un vehiculo matematico necesario para producir la unificacién

deseada, mientras que toda la fisica estaba contenida en un

subespacio tetradimensional donde no quedaban restos de la quinta



dimensién. Toda la geometria elaborada por Kaluza esta inspirada

en esos principios.

La geometria de Kaluza resulta de hecho demasiado restrictiva
en varios aspectos y no demoraron en aparecer otras propuestas
donde se modifica sustancialmente el papel de la nueva dimension.

Asi, tiene lugar la sugerencia de Klein'’

de confinar el dominio
de variacién de la nueva coordenada a un intervalo acotado. Con
esta hipétesis se asigna una topologia diferente a la estructura
geométrica basica del . espacio-tiempo, la cual supone que Ila
porcién agregada es esencialmente compacta. Calculos inmediatos
muestran la existencia de un vinculo directo entre la longitud
caracteristica de dicho espacio y la constante de acoplamiento
asociado con los campos de calibre. El resultado: la escala tipica
del espacio compacto se reduce a la escala de Planck 10™ cmd,

colocandose totalmente fuera del alcance de nuestra deteccién

experiment.alls’.

Estos argumentos sugieren una participacién mas fundamental
de las nuevas dimensiones en el esquema de unificacién propuesto
por Kaluza. Estas no serfian ya simplemente mediadores maiemét.icos
que deben ser necesariamente eliminados, sino que su presencia
adquiere un significado particular <(vinculado con el problema de
la cuantificacién de la carga). Dicho significado no debe atentar
sin embargo contra el caracter indudablemente tetradimensional de
(1

nuestro espacio fisico. En este contexto, Einstein y Bergmann

muestran cémo es posible construir una geometria que contemple la



hip6étesis de Klein y que mantenga las caracteristicas basicas del
espacio-tiempo de Kaluza; este nuevo espacio smse supone periédico

con respecto a la dimensién extra.

La idea de una realidad fisica asignable a las dimensiones

extra resulté finalmente apoyada por la posibilidad de construir

modelos cosmolécicosm que hacen compatibles la imagen de un

universo efectivo tetradimensional con la evoiucién céOsmica de un

universo primitivo de D = 4 4+ p dimensiones. En las etapas

iniciales, todas la= dimensiones espaciales serian comparables en

tamafio. Su evolucién =in embargo estaria caracterizada por la

expansién de tres y la contraccién de las restantes p dimensiones

espaciales a una escala comparable a la lonéitud de Planck.

Tanto el desarrollo de las ideas béasicas de Kaluza-Klein asi

como la implementacién de modelos cosmolégicos adolece de

dificultades, algunas de ellam sin solucién inmediata aparente.

Ast por ejemplo, existe una gran arbitrariedad en los modelos

desarrollados de universos multidimensionales, no logrando

dilucidarse la razén Gltima del mecanismo de compactificacion.

También existen problemas tipicos ligados con el mecanismo de

acoplamiento con la materia. Por ejemplo, al acoplar una métrica
5-dimensional con un campo de materia, se produce una generacién
dindmica de masa por |« compactificacién de la quinta dimensién

del orden de la masa de Planck'®. La particula se vuelve

superpesada, obligando a un ajuste extremadamente artificial de la

constante de masa en el lagrangiano original a los efectos de



recuperar la descripcién de una particula liviana (problema del
fine-tunming de las condiciones ' iniciales). Este problema se
agrava cuando se incorpora un par&m&tro de evolucién césmica en la

métrica BS-dimensional™. En este ‘caso, el radio de la quinta

dimensién es funcién del tiempo, lo que hace que las constantes .
fundamentales también dependan del tiempo. Asi, aun fijando la
masa desnuda del lagrangiano en un valor cercano a la masa ' de

Planck a un tiempo dado, para valores anteriores = ese tiempo 1la

particula es un taquién y, en el futuro suficientemente lejano,

ser& otra vez superpesada,

Un ingrediente singular de la teoria BS-dimensional de

Kaluza-Klein es el coeficiente [ g del tensor métrico. Este

aparece como una funcién escalar en el espacio-tiempo efectivo y

no posee una interpretacién definitiva en término de magnitudes

observables de nuestro espacio fisico't?’, En muchos trabajos

(sobre todo en el periodo de Kaluza, Klein, Einstein y Bergmann)
se lo elimina, tomando como condicién de normalizacién Yoo ™ 1

(condicién que simplifica la estructura geométrica del

espacio-tiempo). En las ecuaciones de Einstein, este campo aparece

como un campo de Brans-Dicke'*!’ Por este motivo, algunos autores

lo han relacionado con una constante gravitatoria variable™?,

Esta tesis se propone avanzar en la comprension de distintos

problemas que se plantean en la teoria de Kaluza-Klein, vinculados

baAsicamente con la fisica que ven observadores impedidos de

acceder a una parte de su universo.



Por un lado, nos proponemos mostrar que existe evidencia
experimental directa de las dimensiones compactificadas a nivel
del espacio-tiempo efectivo. Mostraremos que ciertos fendmenos
cuénticos <(pero de naturaleza esencialmente electromagnéticad

Pueden ser interpretados cldsticamente a través de la teoria de
Kaluza-Klein <(por su naturaleza electromagnética, estos fenémenos

involucran dGnicamente a la quinta dimensién). Asi, el efecto
Aharonov-Bohm'? y el efecto Meisfper-Ochsenfeld(“’ de la
superconductividad son explicados correctamente por esta teoria,
con consecuencias fundamentales ligadas tanto al significade de

las dimensiones extra como al origen . (sin duda controvertido) de

dichos fenémenos™*> 19

Otro aspecto desarrollado en este traba Jo se refiere al papel

del campo escalar r en 1a fisica del

- espacio-tiempo

tetradimensional. Analizando el caso de la QED escalar, mostramos

que esta teoria presenta un caracter esenclalmente local para esos
observadores en la formulacién de Kaluza-Klein. El caracter local

Se pone de manifiesto basicamente en un vinculo entre las

constantes fundamentales y ol campo t g que nosotros
generalizamos a cualquier métrica S-dimensional. El acoplamient.o
campo~constantes fundamentales permite a los observadores

tetradimensionales establecer cotas experimentales para el campo

escalar a través del analisis del corrimiento gravitacional de la

frecuencia de las lineas espectrales. Este resultado muestra

ademés que el campo escalar introducido a nivel de los

observadores tetradimensionales por la compactificacién de la



quinta dimensién no agota sus propiedades como un campo de
Brans-Dicke, ya que estos campos no alteran el corrimiento

gravitacional en frecuencia de las sefiales''”’.

Finalmente, a partir de la formulacién local de la QED vy .

utilizando una métrica S-dimensional tipo Kasnerm_", se propone

un modelo para la variacién temporal de lag constantes
fundamentales a escala cosmolégica. Mostramos que la inclusién de
las propledades cuanticas del campo de materia (especificamente, a

través de las ecuacionems del grupo de renormalizacién) permiten
realizar un planteo novedoso sobre el comportamiento cosmolégico

de las constantes fundamentales. En este planteo se modifican

sustancialmente los resultados clasicos relativos al problema de

la generacién dinaAmica de masa por la compactificacién y al

fine-tunaing de las condiciones iniciales. Se muestra ademas cémo
es posible definir correctamente un sistema de unidades donde la

constante de estructura fina sea independiente de la expansién de

universo y se respeten ademas las peculiares dependencias

temporales que el formalismo de Kaluza-Klein asigna a las

constantes fundamentales C(anslisis que no es satisfactorio st se

limita a considerar dnicamente las propiedades clasicas de los

campos).

El plan de la tesis se desarrolla de la siguiente manera: en

el capitulo 2 se presentan las bases conceptuales de la teoria de

Kaluza-Klein, atendiendo principalmente a la estructura geométrica

del espacio-tiempo. Se analizan las contribuciones principales de



diferentes autores, siguiendo el orden cronolégico que conforma la

larga historia de esta teortia.

El capitulo 3 estA dedicado a las ecuaciones del campo. Este
tal vez sea el capitulo mAs ‘pesado” desde el punto de vista
matematico. Se desarrolla la geometria diferencial necesaria para
describir con suficiente rigor la estructura de fibrado implicita
en el espacio-tiempo de Kaluza y se analiza en detalle la

descomposicién  del escalar de curvatura multidimensional en

término del escalar de curvatura de la Relatividad General y 1la

curvatura de los campos de gauge. Este capitulo termina con el

estudio de algunas soluciones de las ecuaciones del campo que

tienen aplicacién en cosmologia (soluciones de Kasner>.

El capitulo 4 se refiere al acoplamiento entre la métrica y
los campos de materia. Se analiza el tema desde un punto de vista
general y luego se estudian los dos mecanismos utilizados de

reduccién dimensional: invarianza derecha de 1a métrica y

compactificacién. En el vprimer caso se considera el efecto de

renormalizacién cldsica de la masa y la carga de la particula,

mientras que en el segundo se estudia especificamente la

formulacién de 1la QED escalar, el problema de Ila generacién

dinamica de masa y el fine-tunming de las condiciones iniciales.

Los capit.ulosi 8, 6 Yy 7 contienen basicamente las

contribuciones originales que sobre la teoria de Kaluza-Klein se

han realizado en el desarrollo de esta tesis doctoral. Los puntos



tratados ya han sido comentados en la discusién de los objetivos
propuestos, por lo que no repetiremos detalles. Asi, en el
capitulo 8 se analiza el problema de Ila realidad fisica de la
quinta dimensién, en el capitulo 6 se estudia el papel del campo
escalar en la teorta de Kaluza-Klein S-dimensional y, finalmente,

en el capitulo 7 se desarrolla un modelo para la variacién

temporal de las constantes fundamentales.

Ha pasado mucho tiempo desde las contribuciones de Kaluza,

Klein, Einstein y Bergmann hasta nuestros dias. En todo ese

periodo la teoria de Kaluza-Klein ha sufrido los vaivenes propios
de una  propuesta valida Caunque no totalmente libre de
dificultades) en un tema tan dificil y- atractivo como lo es la

unificacién de todas las interacciones de la naturaleza. Sin

embargo, hoy podemos afirmar que aunque el programa inicial de

Kaluza y Klein (y sus posteriores extensiones) esta aun lejos de

ser realizado, lo= avances producidos en la comprensién del

problema de la unificacién Yy su relacién actual con otras teorias

(supercuerdas, supergravedad) Justifican sin duda el esfuerzo

dedicado por muchos fisicos durante diferentes perfodos, algunos

pertenecientes a la  historia, otros vigentes hoy dia y

participantes activos en la evolucién de las ideas actuales sobre

la estructura daltima de la "naturaleza. Esperamos que nuestro

trabajo contribuya al esfuerzo comGn realizado. Ese es nuestro

deseo sincero.
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CAPITULO 11

RESENA HISTORICA DE LA TEORIA DE KALUZA-KLEIN
2.1 - EL TRABAJO DE KALUZA (1921)

Kaluza™™®  4esarrolls las bases de un modelo unificado de

la gravitacién y el electromagnetismo. Encontreé que la formulaqién

de la Relatividad General en 8 dimensiones provee el marco

adecuado para crear una g¢eometria donde los potenciales

electromagnético y egravitatorio determinen la estructura del

espacio~tiempo.

Para Kaluza, el planteo de una estructura geométrica

S-dimensional constituye sélo un procedimiento formal, carente de

contenido fisico en si. Los objetos geométricos que tienen
correlato con el mundo fisico estan contenidos en su totalidad en

una variedad de cuatro dimensiones, incluida de cierta manera en

un espacio de mayor numero de dimensiones. Esta estructura se

construye sobre la base de la existencia de un campo vectorial que

satisface ciertas propiedades definidas de simetria.

La idea central sobre la que descansa la estructura del
espacio-tiempo de la teoria de Kaluza es el caracter ‘'cilindrico"
que se atribuye al espacio con respecto a dicho campo vectorial.
Con esta hipétesis se logra introducir un esquema adecuado de

"proyeccién” del formalismo S-dimensional a uno 4-dimensional y

ademas se logra que los campos fisicos posean la esperable

12



propiedad de ser independientes de la quinta dimensién.

Consideremos una variedad riemanniana S5-dimensional V con

las coordenadas ta o = 1,..,8) y tensor métrico yuv' tal que
ds® = y  dHax” @0
prv .

es el elemento de linea en ese espacio. Introduzcamos ademas

cuatro parametros x‘t <k = 1,.,4) linealmente independientes,

funciones en general de las coordenadas ta. Esto siempre puede

hacerse de tal modo que las curvas /xk = constante definan en Vs

una estructura geométrica invariante frente a transformaciones

arbitrarias de los parametros

x* = Ko 2.2>

Para ver esto, consideremos las derivadas de los x* con respecto a

las coordenadas

Yo =x% o 2.3

Con la ayuda de estas magnitudes es posible introducir un campo

vectorial Aa, definido por los vectores tangentes a las curvas xk

= constante y que satisface las siguientes relaciones

k ,a
raA = 0

o .p 2.4>
A" A 1
70'3 -

13



Estas cinco condiciones determinan el campo A completamente. Las
magnitudes ‘‘reciprocas" rak pueden definirse a través de las

ecuaciones

o 2.5
Aq b d ™ 0

Las cantidades rka <y sus in\‘mrsas) mezclan los indices
griegos y latinos y permiten, junto con el campo Aa. expresar toda
relacién tensorial *8-dimensional” en términos de relaciones
4-dimensionales y escalares. En efecto, es inmediato ver que la

contraccién del indice griego de las magnitudes mixtas con

cualquier tensor definido en Vs produce una cantidad que se
transforma con respecto a (2.2) como un tensor 4-dimensional <(que
denominaremos abreviadamente un p-tensor). Asi, es posible asociar

a cada vector ordinario W* un escalar y un p-vector en la forma

w" - rk we
a
2.6>
o
W Aa w
procediéndose de la misma manera con las componentes covariantes,.

Las propiedades proyectivas de las cantidades mixtas se ponen de

manifiesto al introducir el tensor e Fg definido por la

contraccién de sus p-indices

= €4 Q.7>

14



Es inmediato ver que se verifican las sigulentes relaciones

a®n o acﬂ-ea 2.8>

Una expresién conveniente para caﬂ que se deduce directamente de

su definicién es

2.9>

donde se muestra claramente su funcién como proyector: al

aplicarlo sobre cualquier vector obtenémos otro vector ortogonal a
A. Todo vector ordinario W% puede seoer entonces representado por un

p-vector y escalar asociados

o

w - W+ A% w 210>

El primer término da la componente de W% ortogonal a A, mientras

que el segundo su componente paralela.

En el espacio de parametros, los p-tensores se comportan como
tensores 4-dimensionales frente a t.ransformaciox'\es arbitrarias de
los x*. En el formalismo de Kaluza, las x* son los candidatos a
representar las coordenadas del espacio-tiempo fisico y los

P-tensores las entidades geométricas asociadas con objetos
fisicos. Es claro el papel de base que desempefia el campo A en la

construccién de la p-estructura inmersa en Vs.

18



Es posible definir una métrica en el espacio de parametros a

través del p-tensor asociado con r“v

v
YR G S G 211>

El elemento de linea 5-d1mensiona'l admite una representacién

en términos de la p-métrica y la proyeccién del vector diferencial

de las coordenadas en la direccién del campo A. Invirtiendo la

<2.11> se obtiene

k L y
¥ o Vv ) 6 " raﬁ Aa Aﬁ 212>
de modo que resulta

2 k L a r 2 2
ds ""a"ﬁ‘kt*‘a‘f?‘“ d?"” = ar® + do 213>

donde
dr® = g % Pt ar® 4l 214>
kLl a’‘'nnp '
es el elemento de linea en el espacio de parametros vy

d6® = A, dr €2.15>

es la componente del diferencial de las coordenadas en la

direccién del campo A.

16



Una operacién importante, Y que es peculiar del formalismo

que estamos desarrollando, resulta de Ila contraccién de la

derivada ordinaria de un p-tensor con A% El resultado es otro

p-tensor del mismo tipo, que lamaremos su A-derivada. Si la
A-derivada de un p-tensor se anula, diremos que se trata de un
campo tensorial cilindrico con respect.o al campo A, o

abreviadamente, 4-ciltndrico.

A través de estas magnitudes es que se introduce la hipétesis

de cilindricidad en la teoria de Kaluza. En particular, Kaluza

exigira que la métrica 5-dimensional sea A-cilindrica.

Para aclarar el significado y las consecuencias geométricas

de esta hipétesis, comenzaremos por calcular la A-derivada de la

p-métrica €1

a e o r . a
‘kt,a AT = ¥ v o b4 o g"'a A 216>

El término a la derecha del punto puede expresarse, luego de un

poco de 4Algebra, en funcién s6lo de derivadas covariantes del

campo A

r s a
- + . .
r o Y o cr-,c( A" = Ap:o + Aor;p (Bp AO Ba Ap) @2A?d

donde ; indica derivada covariante y Bp es el vector

2.18>
P po po (X o.p

17



De (2.17) se obtiene inmediatamente

o o o
AT m X 14 " <Ap;o + Ao:p> 2.19>

€ria
Obsérvese que para que la p-métrica sea A-cilindrica es suficiente

que se anule el segundo miembro de 247>,

Consideremos ahora una curva arbitraria C que une dos puntos

cualesquiera del espacio 8-dimensional. Si esta curva es

desplazada en la direccién del campo A (de tal mode que cada uno
de sus puntos se traslada la misma distancia a lo largo de una

A-curva)d, es claro que la longitud de C medida en el espacio de

parametros sera la misma =i la p-métrica es A-cilindrica. La

longitud medida en la direccién del campo A d(dada a través de

(2.15>> tampoco se modifica si exigimos que el vector Bp (que da
la derivada cilindrica del propio campo A y por tanto su rapidez

de cambio sobre una A-curva) sea nulo. En estas condiciones

Ccilindricidad de la p-métrica y también de la “A-métrica"), las
ecuaciones (2.17) y la (2.19) contendran la misma informacién vy

por tanto, se verificaran las condiciones de Killing para el campo

A

€2.20>
o oo

En este caso, la longitud (S-dimensional) de C se mantendra

también invariante frente a un desplazamiento en la direccién de
A. La hipétesis de cilindricidad de la p-~métrica junto con la

cilindricidad de la A-métrica implican que el campo A defina una

18



ilsometria sobre la métrica B-dimensional. Decimos entonces que la

métrica S-dimensional es .t.ambién A-cilindrica C(estas condiciones

son naturalmente reciprocas, dada la descomposicién ¢2.13) del

elemento de linea 5-dimensional).

Una consecuencia importante que se desprende del caracter
A-cilindrico de la métrica S5-dimensional es que las A-curvas son

geodésicas de Vs. Analiticamente esto significa que las

curvas
definidas por
ar®
- SN .21
do
(donde 1% es la norma de A) deben satisfacer la ecuacién
z2_ v a 3
di +r:’wg—di--o 2.22>
do do do
Sustituyendo obtenemos
d» v 2 ,v o 2 .V a .
daA + A A‘pA + A r‘an A" = Q
o sea
AU0A 42 AY + A% AY = 0 2.23>
Ota et

El primer término se anula debido a que las condiciones de Killing
aseguran que la norma de A se mantiene constante a lo largo de las
curvas que tienen a AH por tangente (y A es una funcién de la

norma de A). En efecto, multiplicando ¢2.20> por AP A% se obtiene
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R4 o,p = AC (AP O (AP
ATAT A+ AN A, = A7 CA A, = A% A Ap).a =0 2.24>

Ademas, como el vector Bp es nulo, podemos escribir

A A wA A =ica? a>
Z' o,

o0 oo €2.25>

Pero, por las condiciones de Killing AaAp = - A% » de manera

g op
que necesariamente

Ao ™0 €2.26>

por lo que el segundo término de ¢2.23) también es nulo. Obsérvese

que la anulacién de ¢2.25) nos dice que la norma de A es constante

no sdélo a lo largo de las A-curvas, sino también en todo el
espacio. Esta propiedad caracteriza la estructura del

espacio-tiempo en la teoria de Kaluza.

La p-estructura construida como base de una teoria unificada

de las interacciones incluye toda una =serie de entidades

geométricas d(como la p-derivada o derivada respecto a los

parametros, la derivada covariante de p~tensores - con su

estructura afin correspondiente -, etc.)), que tendran luego una

interpretacién en término de objetos fisicos.

Sin embargo, existe un tipo de sistemas de coordenadas donde
el p-formalismo tiene una aplicacién especialmente simple y cuya

interpretacion fisica es mas inmediata. Estos sistemas se definen
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identificando las primeras cuatro coordenadas con los parametros

xk. La quinta coordenada se introduce imponiendo condiciones sobre

el campo A.

Sea entonces una superficie 4-dimensional que corta cada una

de las A-lineas wuna y s6lo una vesz. Sobre esta superficie

introducimos cuatro coordenadas ta = X (aa = 1,.,4) y suponemos

que ts = 0. A través de cada punto de la superficie pasa una
A-curva con una cierta orientacién (que tomamos la misma para

todas las curvas)., Definiremos Ila quinta coordenada como la

distancia tomada a lo largo de una A-carva, es decir

S '
4
S 1/2 S
T = j‘o gy & €227

Esto exige tomar, en todo el espacio

55 2.27>

Como el valor absoluto de A es siempre uno, tenemos
5.5
r”A A" = 1

o sea

2.28>

puesto que, debido a nuestra eleccién del sistema de coordenadas,
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A‘- - Az = As = A‘ = 0. Llamaremos al sistema de coordenadas

definido a través de estas condiciones, sistema especial de

coordenadas.

Las condiciones de Killing (2.20) se escariben ahora con P = o

= 5, obteniéndose al desarrollar

y =0 2.29>
HL,S

En el sistema especial de coordenadas, la hipétesis de

cilindricidad es equivalente a pedir que las componentes del

tensor métrico sean independientes de la quinta dimensién.

Obsérvese que las componentes covariantes A“ =y vAv no son

M
constantes en este sistema y se identifican con las componentes

diagonales Yus del tensor métrico. Tendremos entonces

K xs * s ™ Vo ™ 1 2.30

Es interesante preguntarse si pueden admitirse en el

p-formalismo transformaciones que‘ mantengan el sistema especial de

coordenadas. Por su construccién, las coordenadas xk fueron

elegidas arbitrariamente sobre una superficie 4-dimensional <con

{5 = 0). Es evidente entonces que las siguientes transformaciones

son todavia permitidas:

2.31>
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Estas son naturalmente las transformaciones entre parametros

consideradas en (2.2). Ademas, la superficie 4-dimensional puede

ser elegida arbitrariamente: ésta puede ser reemplazada por otra

superficie (sin cambiar las coordenadas xk) desplazandola sobre

una A-curva. La transformacién apropiada es:

x’5 - xs + {’(xk)
2.32>

Llamaremos a (2.32) transformacién de corte. El hecho que

todos los sistemas de referencia ligados por estas

transformaciones puedan ser llevados a la forma de un sistema

especial se deduce directamente de la invariancia de (2.29): es

inmediato verificar que si ruvs Cuna magnitud no covariante) se

anula en un sistema, se anular&4 en todos aquellos sistemas de

coordenadas conectados entre si por las transformaciones ¢2.31) Yy

(2.32>. Esta condici6én, como vimos, es equivalente a la condicién

de Killing escrita en el sistema especial de coordenadas.

Es importante observar que la representacién del p-formalismo
en el sistema especial admite transformaciones arbitrarias entre

las xk; de otro modo no seria posible considerarlas coordenadas

fisicas. Necesitamos identificar ahora aquellos ob jetos

geométricos que representaran objetos fisicos en esta formulacién.

En nuestro sistema especial de coordenadas la estructura del
espacio es descrita por 10 funciones Y Y 4 funciones Vs (= Ak)’

que no dependen de (’8. Los Y, Se comportan como un tensor
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4-dimensional y los rks como un cuadrivector con respecto a las

transformaciones 4~-dimensionales €2.31). Con respecto a las

transformaciones de corte tenemos

},;5 ol — 233>

(naturalmente 755 ©S un escalar bajo (231> y (232X, y

S 3 S 3
, R S N
M " T s T T e Y T T @34

ax ax ax” ox

El comportamiento de los 4 frente a traslaciones de la quinta
dimensién indica que éstos no pueden considerarse como una entidad

intrinseca del espacio-tiempo “efectivo" tetradimensional,

representado en este esquema por las superficies {5 = constante,

Esto era esperable, ya que los Y, ho son las componentes de un

p-tensor. De acuerdo con 211>, la p-métrica sobre esta

superficie esta dada por

€ " Vi T Vs Vs €2.35>

ya que, en este caso, los coeficientes mixtos toman la forma

1,2,8,4
2.36>

(=)
[
Q
"
a
!
>
e
Q
"
a

(-]
N éa-ta=a.z,a.4 o ék-ta
Y = » rks

donde la segunda igualdad se sigue directamente de (28> y <Q29.
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Dada su condicién de p-métrica, €, Se comportard como un tensor
4-dimensional frente a (2.31) y adem&s sera invariante frente a
(2.32>. Es por esto conveniente elegir los campos L 4 Ak como
variéxbles para describir la estructura del espacio-tiempo en el

sistema especial de coordenadas, tomando a los cu como las

componentes del tensor métrico fisico. Por otro lado, vemos que
traslaciones puras en la quinta dimensién inducen transformaciones
de gauge sobre campos que son cuadrivectores en el espacio-tiempo

efectivo. Este es el comportamiento tipico del potencial

electromagnético, definido salvo términos aditivos que son el

gradiente de una funcién escalar. En este contexto, la

identificacién de las componentes Vs con el potencial

electromagnético parece natural, mostrandose que la simetria

interna de los campos de gauge se originan en simetrias

espaciotemporales que involucran transformaciones de la quinta

dimensién (es decir, de aquella porcién del espacio-tiempo que no

vemos).

Como dijimos en la Introduccién, ésta em la idea central

sobre la que descansa el principlo de unificacién en la teoria de
Kaluza. Pareceria que en esta idea Juegan un papel fundamental dos
ingredientes independientes: la métrica S-dimensional y el campo

vectorial A, sobre el que se imponen restricciones en cierto grado

arbitrarias. Podria cuestionarse entonces st la descripcién
unificada de los campos gravitatorio y electromagnético dada por
Kaluza representa un avance real con respecto a la estructura

original de un espacio tetradimensional mas un cuadrivector. En

este sentido debe tenerse presente que la introduccién del campo A
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€S una consecuencia necesaria una vez que se asume una estructura

espacio~temporal S-dimensional Canica hipétesis arbitraria en la
teoria de Kaluza), exigida por el caracter indudablemente

4-dimensional del espacio-tiempo fisico. La representacién del

campo electromagnético por medio de un potencial vector lograda de

esta manera es ciertamente un resultado no trivial.

Las ecuaciones del campo pueden obtenerse con la ayuda de un

principio variacional. Es natural tomar como la accién del campo

en el vacfo la expresién

S = [ dx® 72 R, : .37

donde Rs es el escalar de curvatura S35-dimensional y v =

= det(y“vl
En el sistema . especial de coordenadas, €2.37) admite una
descomposicién directa en términos del escalar de curvatura

4-dimensional (computado a través de la métrica ‘kt) y el tensor

de campo electromagnético F = A = A . De esta forma, las
kt kst Lk

ecuaciones del campo derivadas de la teoria de Kaluza reproducen
<y, en principio, no contendrian mas  informacién que) las

ecuaciones de Einstein y Maxwell en cuatro dimensiones.

De jaremos para mas adelante el andlisis detallado de la

reduccién dimensional de la accién en la teoria de Kaluza. Digamos
para terminar que si bien la reproduccién de las teorias de
Einstein y Maxwell a nivel del espacio efectivo es un hecho

indudablemente importante, también es clerto que el no obtener

nuevos aspectos fisicos para la gravitacién y el electromagnetismo
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como consecuencia de introducir una estructura de campos unitaria

constituye un paso lmitante para su aplicacién y desarrollo.

Veremos sin embargo que son posibles generalizaciones del plant.eo

original de Kaluza C{como la hipétesis de Klein sobre la

periodicidad de la quinta dimensién o la eliminacién de 1la

restriccién impuesta al coeficiente yss de la métrica

S-dimensional) que incluyen nuevos aspectos fisicos, capaces en

principio de darle a la teoria de Kaluza trascendencia respecto a

las aceptadas teorias 4-dimensionales. Parte de nuestro trabajo

consiste precisamente en mostrar que la teoria de Kaluza no sélo
reproduce los fendémenos electromagnéticos convencionales, sino que
incluye otros fenémenos no-convencionales", ligados con la

existencia de la quinta dimensién.
2.2 - LA HIPOTESIS DE O. KLEIN (1926)

Las ideas propuestas por Kaluza tuvieron diferentes

repercusiones en el “"ambiente" de la fisica de la época. Estas

ideas entusiasmaron a muchos fisicos, entusiasmo que se oriento

principalmente en la busquda de conexiones entre las dos grandes

teorias en desarrollo en ese tiempo: Relatividad y Mecanica

Cuantica ™',

Estos trabajos se caracterizaron ademas por la diferente
posicién asumida respecto a la naturaleza de la quinta dimensioén.
Algunos (siguiendo a Kaluza) tomaban la dimensién extra
simplemente como un vehiculo matematico con el que se podian

desarrollar modelos de unificacién de las interacciones (como en
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las teorias proyectivas de Pauli y Velben' "%, Sin embargo,

otros autores comenzaron a interesarse por las consecuencias que

resultaban de asignar algun significado fisico a la nueva

dimensién, consideraciones que dieron cuerpo a la idea de una

nueva dimensién existente pero inaccesible en el admbito de nuestra

experiencia usual.

Sin duda, la contribucién mas importante a este ultimo

programa fue la sugerencia de Klein acerca de las propledades

topolégicas de la quinta dimensién. La idea de Klein™ surge de

la relacién que puede establecerse entre la mecanica ondulatoria y

la relatividad en 85 dimensiones. Mediante un  argumento muy

sencillo puede derivarse un vinculo entre la carga y la quinta

componente del momento lineal de una particula material. La

cuantizacién de la carga muestra que es posible introducir una

nueva condicién topolégica sobre la’ quinta dimensién; en

particular, que la coordenada x° esta restringida a un 1intervalo
de variacién acotado. Aparece entonces una longitud caracteristica

asociada con esta coordenada y el hiperespacio definido por la

dimensién extra resulta compactificado.

Para derivar el vinculo entre carga y momento, comencemos

escribiendo el elemento de linea S-dimensional en la forma

ds® = G, + AAD dx*ax' + 27 Akdx"dx’ + dx>H? €2.38>

que resulta simplemente de expresar (2.13) en el sistema especial

de coordenadas (coeficientes mixtos dados en (236)), y donde
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hemos puesto

g =B A, 239

siendo ahora Ak el potencial electromagnético y 3 una constante

dimensional. El lagranciano 5-dimensional para una particula de

masa m y carga q es

<2.40>

donde dr es el diferencial de tiempo propio. De ¢2.38> y (240 gme

obtiene la siguiente expresién para los momentos conjugados P,

dx"
p,=m €. ar + 3 A‘t Py <2.41>

que se corresponde con la definicién usual si identificamos

p5 = q/3 = Ne/f? 2.42>

donde e es la carga electrénica y N un entero Ces claro que esta

ultima relacién insinga la unificacién de la energia, el momento vy

la carga en un unico "B-vector", idea ya sugerida por Kaluza). La

cuantizacién de la carga implica que la quinta componente del

momento para toda particula cargada esté también cuantizado.

Introduciendo ahora 1la relacién de de Broglie p = 2n/A, se

encuentra que la longitud de onda en direccién de x° es siempre un

multiplo entero de 2n7/e.
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La generalidad de este resultado sugiere la idea de que el
espacio-tiempo puede considerarse periédico en la quinta
dimensién: el espacio-tiempo 5S-dimensional debe

verse como el

producto directo entre el espacio-tiempo 4-dimensional Yy un

circulo shH. Esta nueva topologia permite introducir las

condiciones de borde apropiadas para cuantizar la carga a través
de P la condicién de interferencia constructiva para las ondas
de de Broglie en la nueva direccién exige que N’?\s - ans, siendo
R_ el radio de S'. Haclendo N’ = N se obtiene finalmente

R, = pre, 0 < x° < 2nR_ 2.43>

Mas adelante veremos que la constante 3 es proporcional a [G]Vz.
siendo G la constante gravitatoria. La longitud caracteristica
asociada con la quinta dimensién resulta entonces escaleada por la
longitud de Planck, presentando un “tamafo" no-observable en la

escala de energias disponibles por nosotros (l-!5 ~ 107 cmd,

La hipétesis de periodicidad del espacio en la quinta
dimensién introduce algunas variantes en la estructura original de

Kaluza. Analizaremos estas variantes en el marco de las

contribuciones hechas por Einstein y Bergmann.

30



2.3 - LAS CONTRIBUCIONES DE EINSTEIN Y BERGMANN 1938>

El desarrollo que Einstein y Bercmann“m hicieron de 1la
teoria de Kaluza estuvo motivado en principio en consideraciones
fisicas. Estos autores intentaron reconciliar la

indeterminacién

subyacente en la Mecanica Cuénuca;n (expresada a través del

principio de Heisenberg) con el hecho que, en nuestra experiencia
habitual, tendriamos acceso s6loc a una parte del espacio-tiempo

(el universo efectivo tetradimensional). Puesto que la descripcién

de un universo de 85 dimensiones dada a través de un formalismo

4-dimensional es necesariamente inconipleta, puede esperarse que el

indeterminismo mostrado por nuestras leyes 4-dimensionales sea

consecuencia de la imposibilidad de “detectar" variaciones de las

magnitudes fisicas con la nueva dimensién.

Einstein y Bergmann muestran que es posible asignar

significado fisico a la quinta coordenada sin contradecir el
caracter tetradimensional del éspacio-tiempo. Para esto basan la

estructura del espacio en las siguientes propiedades:

1. Suponen un espacio 5-dimensional con la métrica .1,

2. El espacio es cerrado con respecto a una dimensién espacial.
Este espacio cerrado se representara por un espacio que es abierto
y periédico con respecto a esa dimensién: un punto P del espacio
fisico se correspondera por tanto con un numero infinito de puntos
P, P’, P”’, etc., todos equivalentes.

3. A través de todo punté del espacio pasa una linea geodésica

cerrada en si misma y libre de singularidades.
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Debemos recordar que, en el marco de la teoria de Kaluza,

és esencial el hecho que el espacio sea cilindrico no sélo con
'respecto a un campo vectorial A, sino que este campo sea la
unidad; es decir, que sea constante y de norma unidad en todo el
espacio. Por esta razén, las A-curvas de Kaluza son geodésicas vy,
en un sistema especial de coordenadas, 755 es constante e igual a
uno. En la extensién propuesta por Einstein y Bergmann, la
condicién de cilindricidad es reemplazada por la hipétesis de un
espacio cerrado (el espacio-tiempo S8-dimensional es homeomorfo a
un “tubo", producto directo de V‘ con S‘). Ademas, se supone que
aquellas geodésicas que conectan un- punto con su equivalente al
dar una vuelta alrededor del tubo se intersectan con angulo cero
(curvas cerradas continuas). Veremos que esta suposicién toma el
lugar de la condicién de Kaluza de que el espacio sea cilindrico

con respecto a un campo vectorial unidad.

Comencemos mostrando que la “circunferencia" de un espacio
cerrado, en el que todas las geodésicas que se cortan sobre st
mismas son lineas cerradas sin discontinuidades de direccién, es
una caracteristica constante de ese espacio. Sea una geodésica

cerrada que pasa por el punto P. Su longitud es

P

M Vatrz
darH ar
= I, [r“v d_{; d—ﬂ ] dn 2.44>

siendo n una funcién arbitraria de las coordenadas. Si variamos

las coordenadas de todo punto de la geodésica en las cantidades

infinitesimales étp, obtendremos una nueva curva de longitud ¢
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Uos "extremos"” de la curva cerrada “punto P- no se mantienen

fijos en esta variacién). La diferencia en la longitud de estas

dos curvas sera

P » »-272 » » » »
58 = j’ [rwt“ t”] [ R Lot A= A 7t 6:”] dn

o Ssea

P . - . .
&l = f' { : ”pv,a‘“ £ 6% + ?‘W!“ &g¥ } dr €2.45>

donde la coma indica diferenciacién respecto de n, y el punto

respecto de T, el parAmetro de arco medido desde P. Integrando por

partes obtenemos, luego de un poco de Algebra

P . - . . P
St = - | y“v{ M+ Mo &° z"} 8¢ dv + ¥ sg¥ 2.46>
P H P

El contenido del paréntesis se anula ya que la curva inicial es

una geodésica. La variacién de ¢ depende pues sélo del producto.

escalar de los vectores t“ y 6{v, evaluado en el doble punto

extremo P. Pero este escalar es nulo, ya que los valores de étv y
z” dan contribuciones idénticas en “ambos" extremos P. La longitud
de la curva geodésica cerrada que pasa por un punto arbitrario P
no cambia pues al efectuar variaciones arbitrarias de las
coordenadas. Si efectuamos sucesivas variaciones de una geodésica
cerrada a otra, de manera que todas las curvas intermedias sean

también geodésicas, ¢ se mantendra constante en este proceso. El
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postulado 3 de la teoria de Einstein y Bergmann muestra entonces

que la circunferencia del espacio cerrado es una constante.

Los vectores tangentes a las geodésicas cerradas (d{a/d'r)
constituyen un campo de vectores unitarios, que desempefia en esta
formulacién el papel del campo A en la teoria de Kaluza. Por su

caracteristica de vectores tangentes a geodésicas se verifica

naturalmente

lo que significa, de acuerdo con €2.20> y 2.26>, que la

A-métrica d@ = Aa dta es A-cllindrica.

La hipétesis de periodicidad del espacio introduce algunas
modificaciones en el p-formalismo desarrollado en la seccién 2.1.

En este caso puede definirse también un sistema especial de
coordenadas, pero ahora los coeficientes Y del tensor métrico
5-dimensional no son necesariamente independientes de la quinta
dimensién. Este sistema especial se define, como sabemos, a través
de las superficies 4-dimensionales (x° = constante) que cortan las

A-curvas una y sélo una vez. La quinta coordenada verificara en

este caso

x = 3 J do 2.47>

donde B8 se define como
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P’
3 = j‘ do €2.48>
| o

siendo P, P’ dos puntos correspondientes Yy consecutivos que estan

en la A-curva y Po el punto de interseccién de esa curva con la

superficie x° = 0. Naturalmente, Yoo - 2% También vemos que 2

puede depender s6lo de las coordenadas xk (o sea, por construccién

Vo ™ 0>. Las curvas xk = constante son geodésicas. Como para
»

éstas se tiene

1 2 a < s ]
dx dx dx dx dx 1 d (dx
" &% "% "@&"” H"3° :w[&]"0
resulta la condicién Fass = 0, 0o sea
2 Yas,s - rss.a = 0 2.49)>

Integrando (2.49) sobre un pertodo a lo largo de la A-curva

se obtiene (el primer sumando da contribucién nula debido a la

periodicidad del espacio)

P” ',’
a 3 a a 2
;x—aj",r”dx-—— {.sj‘da}-—a[z]-o €2.50>

De <250 se desprende que 8 C(y por tanto rss) son constantes en

todo el espacio. Tomaremos naturalmente también aqui Yoo ™ 1. De

(2.49) se sigue entonces
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Yigs = © 251>

En la teoria generalizada de Einstein y Bergmann, Ilos

coeficientes Y.,y SOn, como para Kaluza, independientes de la
quinta dimensién. Sin embargo, los Y serén en general funciones
periodica_s de x°. Esta es la diferencia fundamental entre ambas

formulaciones, y deriva del diferente significado que tiene la
aplicacién de la condicién de cilindricidad <(ecuaciones (229> vy

(2.51>) en el sistema especial de coordenadas.

Einstein y Bergmann desarrollan el analisis tensorial en el
sistema especial de coordenadas. Introducen la derivada covariante
corax® - Aa0/0x5) con respecto a las transformaciones de corte

(232> y la utilizan para definir magnitudes tensoriales con

respecto a las transformaciones de coordenadas 4-dimensionales

(2.31) e invariantes respecto a las de corte. Calculan entonces el
tensor de curvatura apropiado para su espacio y lo utilizan para

derivar las ecuaciones del campo por un principio variacional.
2.4 -~ LA TEORIA DE JORDAN Y THIRY (1948)

Diez afios mas tarde del trabajo presentado por Einstein vy
Bergamnn, P. Jv:n-dan“u e independientemente Y. 'I‘hiry“21
propusieron una nueva modificacién en el planteo original de

Kaluza. Esta modificacién se basé en la eliminacién de 1a

condicién de que el campo vectorial subyacente a la estructura

geométrica del espacio de Kaluza y Einstein-Bergmann sea

113}
constante ",
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Debe distinguirse claramente el significado de las dos

condiciones que hasta ahora han jugado un papel determinante en la
estructura geométrica del espacio-tiempo 8-dimensional: la
hipétesis de cilindricidad y la hipétesis de que las trayectorias
del grupo de isometria sean geodésicas del espacio. En realidad,
son hipétesis diferentes y tienen consecuencias diferentes en la

determinacién de las propiedades del espacio-tiempo.

En la seccién 21 mostramos que la propiedad A-cilindrica de

la métrica B5-dimensional se expresa en el sistema especial de

coordenadas por la condicién que los coeficientes Yuv son

independientes de la quinta dimensién. Jordan y Thiry toman a ésta

como la condicién definitoria del cardcter ciltndrico del tensor

métrico. Naturalmente, esta propiedad es invariante frente a

transformaciones generales en V‘ y traslaciones en la quinta

coordenada (condicién que define al sistema especial de

coordenadas). Sin embargo, esta hipétesis por si sola no es

suficiente para asegurar que las trayectorias del grupo de

isometria (desplazamientos en la quinta dimensién) sean geadésicas
del espacio. Para esto necesitamos la condicién C(mas fuerte) que

el campo escalar Y., Sea constante en todo el espacio.

En el lenguaje de Kaluza, la suposicién que el campo A no sea
constante en todo el espacio conduce a tomar como A-cilindrica la
p-métrica , pero no la A-métrica. En otras palabras, liberamos la
condicién que el vector Bp sea nulo <(ver ecuaciones 217> a

(2.20>>. En este caso, todavia es posible definir el sistema

especial de coordenadas (donde los vi son independientes de xs),
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pero las A-curvas (2.21) no son ya geodésicas de V5

(en

particular, no vale ya que A? Ap‘a = 0 - ec. (2.26) -).

Thiryuz) Justifica esta posicién mostrando que la hipétesis
de cilindricidad <(tomada como condicién sobre los y“v) resulta
sustentada por consideraciones fisicas que determinan wun tipo

especial de problema de calculo de variaciones, mientras que la

condicién rss = constante, =i bien simplifica el " planteo de las

ecuaciones del campo, no puede ser introducida a priori y debe
aceptarse o descartarse sélo por las consecuencias fisicas que

ésta pueda tener. En particular, Jordan y Thiry relacionan el

campo escalar con la constante de la gravitacién, de modo que la

condicién Yo variable se traduce en una “constante" de
acoplamiento para la interaccién gravitatoria que es funcién de

las coordenadas. En lo que sigue, analizaremos el planteo hecho

por Thiry de este problema.

En principio, Thiry se propuso encontrar una representacién
paramétrica para el conjunto de las geodésicas de una particula

cargada. En Relatividad General, las trayectorias de una

particula de masa m y carga e se obtienen como las curvas que

extreman la integral

v = [ (gkl)'{k $H172 4 = A 3 ] du 252>

donde Ak es el potencial vector y el punto indica derivacién

respecto a un parametro de arco u adecuado. Estas trayectorias
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aparecen pues como las geodésicas de un espacio de e

Finsler

asociado al espacio-tiempo usual, donde la métrica esta dada por

la expresién

, k., L.1/2 e k
dr’ = (cktdx dx D + m Akdx 253>
Como la relacién carga/masa varia de una particula a otra,
uno de estos espacios de Finsler estar& asociado con cada tipo de

particula que tengamos. Las trayectorias de todas las particulas

cargadas determinan una familia de geodésicas Gx, estando cada

elemento de la familla caracterizado por un cierto valor del

parametro y = e/m.

Si una variedad diferenciable P admite un grupo conexo <G> de

isometrias globales, es posible wutilizar las trayectorias del
¢rupo de isometria para definir una variedad M de dimensién menor

(la variedad cociente de P por la relacién de equivalencia
definida por el grupo) de forma tal que se establezca un
homomorfismo entre P y el producto topolégico M @ G. La isometria
induce una estructura de fibrado P(M,G> en P, donde M es la

variedad base y G da la estructura de grupo ddiscutiremos mas en

detalle las propiedades de los fibrados en la seccién 3.2).

El espacio-tiempo de Kaluza muestra una estructura de este
tipo: el campo vectorial A introducido en 2.1 define una isometria
en vs Yy, por tanto, el espacio-tiempo fisico puede pensarse como
el espacio cociente entre Vs y las trayectorias del grupo (que en

este caso, es un grupo conexo a un parémetro). En este contexto,
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Thiry se propone resolver el problema siguiente: Jes posible dotar
a la variedad cociente V‘ de una estructura finsleriana por medio
de funciones L, de forma que las geodésicas de V5 (determinadas

por las curvas que extreman la integral f.'ed:;) correspondan por

proyeccién sobre V‘ a las curvas extremales de deu?.

Para el caso de las geodésicas asociadas con particulas
cargadas se encuentra la importante propiedad qué el conjuntoe @G
derivado de la métrica de Finsler (253> puede ser representado

paramétricamente por las geodésicas de un espacio de Riemann

S-dimensional. Este resultado muestra el punto de contacto entre

el enfoque de Thiry y la estructura unitaria de Kaluza-Klein.
Consideremos la funcién £ definida por la relacién
22 -y MY 2.54>
HY

donde r“v representa una métrica riemanniana. En el sistema
especial de coordenadas {(definido a través del grupo de isometria
que opera en Vs), los coeficientes del tensor métrico son
independientes de x°. Supondremos ademaés que r” no se anula en

ningun punto del dominio considerado.

Puesto que la coordenada x° es cficlica (052 = 0), el sistema

admite la integral primera ps = h = 32/3%°. De este modo, resulta

2 * 3 * k
. ‘- 288>
M £ - rasx + Yksx - h
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La funcién L = £ - h ;‘5 no dependerd4 entonces de ;‘5 <ni,
s

naturalmente, de x ). Para determinarla, expresemos £ en funcién

de las variables (xk, ;(k, h). En primer Ilugar, podemos descomponer

a £ en un suma de cuadrados a partir de la variable directriz x>

-— | 3 =5 256>
53
con
3° - g x* x -y - / 257>
€ » K SV S Sy g SN y

Si r” # 0 y siendo la forma 22 no degenerada, resulta 3~ no
degenerada y g = det(gkl> # 0. Reciprocamente, si g > 0y ¢ = 0,

resulta £° no degenerada. De (255> y (256> se deduce entonces

xz_hzxz

+ 3? - 32 - 21 - D 258
SS 53

La ultima ecuacién en ¢258) da la expresién de ¥ en funcién de
las variables deseadas. A partir de (255> podemos expresar a x>

en funcién de las coordenadas (xk, ;ck) y de £

-k

. Vo X

x> m D e ISk 259>
rsﬂ -1. ]

Resulta entonces para L la expresién

2 Y .
L-xci-—h-)i-h—kzxk
V35 L
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o, utilizando (258> y (2.57>

<

k

kS x €2.60>

2 q1/2

L-[1-L] g, X x>+ n k2
v Ve

Reciprocamente, a toda funcién L del tipo (2.60> <con Y5 = 0 vy g

# 0> le correspondera una métrica riemanniana no degenerada

<2.54)>.
Es conveniente evaluar la variacién de la coordenada x° a lo
largo de la trayectoria de una particula cargada en V4. En primer

lugar, vemos que (2.59) puede expresarse en la forma

2 ~-1/2
M [1-__..h ] e x* x"H>Y7% - pa XK
% Kt k
595 55

O sea

S X k
dx” = do - LA dx €2.61>
2 Iel

k
S5

donde do’ es el elemento de linea asociado a la trayectoria de una

particula libre en V‘ y hemos usado <(2.63>. Resulta entonces

1 . x
=l [794_] do - p [ Aaxr +cC €2.62>
B uo S5 u

o

La eleccién de la constante C de una vez para siempre introduce

una correspondencia biunivoca entre las trayectorias de una
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particula cargada en el espacio-tiempo efectivo y las geodésicas

de un espacio riemanniano S-dimensional. En efecto, dada la

trayectoria de la particula en V‘, es posible evaluar KoCud por
medio de (2.62). Las funciones x Cw Yy xk('u.) correspondientes a

este movimiento proveen una representacién paramétrica de una

geodésica en Vs. Reciprocamente, las trayectorias de particulas

cargadas se obtienen proyectando en V‘ las geodésicas de esa

variedad riemanniana, para las cuales ds® es dado por (254> y se

satisface la condicién (2.61).

Para determinar el espacio de Riemman asociado al espacio de
Finsler de wuna particula cargada es suficiente identificar las
expresiones (2.60) y (253). La solucién mas inmediata al problema

consiste en tomar Y ys constante y realizar la identificacién

’/
3 h k3
- , A = 2.63>
(e - hz/rw]uz k IE] ¥ as

e
m

siendo 3 una constante que nos permitir& poner Vo ™ 1. Con estas
hipétesis se reproduce la estructura geométrica de Kaluza vy

Einstein-Bergmann. Sin embargo, el requisito de tomar Vs

constante no es fundamental en este punto.

En la aproximacién de Thiry, la diferente naturaleza de las

5

hip6tesis de cilindricidad (ruv independiente de x> 'y Yo ™
constante involucradas en la determinacién de las propiedades del
espacio-tiempo de Kaluza resultan pues bien diferenciadas. La

primera es sugerida por la naturaleza misma del problema
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variacional considerado y responde directamente a la exigencia de
obtener una estructura geométrica independiente del factor x =

e/m. La segunda aparece como el medio mas sencillo de aplicar esa

A

estructura al caso unitario de Kaluza-Klein.

El planteo de Jordan y Thiry muestra en definitiva que es
posible mantener al campo escalar 755 como un potencial de la
teoria sin atentar contra el principio que confiere al espacio
S~-dimensional de Kaluza su propiedad fundamental di.e., que este
espacio contenga una estructura tetradimensional que no ‘vea" a la
quinta dimensién). La hipétesis de que este campo sea constante en
todo el espacio s6lo puede introducirse a posteriori, de acuerdo
con las predicciones observacionales que de ¢l se deriven. Ademas,
como lo sefiala Thiry, el hecho que la teoria contenga 15
potenciéles <y no 14 como en las formulaciones anteriores de
Kaluza y Einstein-Bergmann) resulta mas satisfactorio de acuerdo
con el principio de wunificacién que se pretende establecer: las
ecuaciones de Einstein en V5 {mplicadas por una teorfa unitaria

basada en una variedad 5-dimensional) contienen 15 <(y no 14

ecuaciones del campo.

La introduccién del campo escalar plantea como era de esperar
dificultades adicionales. Una inmediata concierne precisamente a
las trayectorias relativistas de particulas cargadas. Es claro que
dichas curvas no se caracterizaran ya por poseer un valor unico de
la relacién carga-masa dver ecuacién (2.63)). Estas curvas se
obtienen ahora como las trayectorias que extreman el elemento de

linea S5-dimensional ds?® y que satisfacen (255>, con h una
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constante a determinar. La trayectoria espacio-temporal de una

particula cargada debe definirse en este caso como la proyeccién

sobre V‘ de una geodésica de esa clase.

Naturalmente, para poder apreciar las consecuencias fisicas

de esta hipétesis debemos remitirnos a las ecuaciones del campo de

la teoria. Sin embargo, nos parece conveniente realizar aqut una

breve discusién sobre el comportamiento "anémalo” de una particula

cargada, tal como se deriva de la teoria de Jordan y Thiry.

El planteo de las ecuaciones del campo muestra inmediatamente
la existencia de un vinculo entre la constante de la gravitacién G

y el campo escalar Y gy En particular, es posible demostrar que

vale la relacién

r. > Y% ag ¢ 2 2.64>
35 o ] 33

Q
|
NID
A

siendo Go el valor de dicha constante correspondiente a la
solucién Yy ™ 1 dconstante de la gravitacién de Einstein).

Obsérvese que el valor de 3 deducido de la ecuacién anterior
1-2
A = [20,]
determina en (2.61) que la relacién carga~masa adquiera su valor

clasico cuando Vo ™ 1. La constante h puede escribirse entonces

en término de los valores clasicos de e/m y G, resultando
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h.[uze
o

OQN I OaN

~-1/2
€2.65>

Es curioso notar que h depende Gnicamente de la relacién entre las
interacciones electromagnética y gravitatoria. Como (92/26m2>° B¢

10*°, resulta esta constante practicamente uno para las diferentes

trayectorias de una particula cargada.

Podemos estimar la variacién relativa del cociente e/m y de G

a lo largo de una de estas trayectorias tomando la derivada

logaritmica en <2.61). Resulta entonces

3 > 2.66>

donde ¥ = e/m y ¢ = 755' En condiciones normales (esto es, cuando
la relacién carga masa no se aparta ‘“demasiado" de su valor
clasicod, el factor (1 - h®’/¢>™! es un nuamero muy grande (h®’/¢ es
practicamente la unidad cuando ¢ =~ 1), La variacién relativa de la
relacién carga-masa de la particula resulta entonces notablemente

afectada por una variacién del campo escalar ¢. (2.66> puede

expresarse en la forma

C2.67>

R '3'
Sl

1
40
o

y como

I
QQ

€2.68>

N -



resulta

36 ¢ S 2.69

De acuerdo con (2.61) y (2.65) resulta ademas

2
-1 X T %
¢ =1+ zeo —_— €2.70>

2
(xxo >

de modo que se obtiene la siguiente expresién para las variaciones

relatives en la constante gravitatoria y la relacién carga-masa de

la particula

_‘
2 2 2 S 1
< - —
[ 1 26 (x x X<xx > ] - Q.71

s 2G
o

R

Suponiendo que x y G no se apartan significativamente de sus

valores clasicos, podremos expresar (2.71) aproximadamente en la

forma

2
1 2
Sx = T [ X276, ] 56 272>

Este resultado tiene varias consecuencias interesantes. En
primer lugar, las variaciones relativas de xy y @ son del mismo
signo. Por lo tanto, a un crecimiento del factor de interaccién

gravitatoria le corresponder& una disminucién de la masa <(en
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reposo) de la particula respecto a su carga. Ademas, nuevamente

aparece como factor determinante del vinculo entre ambas

variaciones la constante adimensional <ez/(ilmz)o >  10%°. Esto

produce una amplificacién notable de las posibles variaciones

espacio-temporales de la constante gravitatoria en la relacién

carga~masa de una particula de prueba. Esta amplificacién hace

imposible pensar en detectar variacién alguna de las magnitudes

involucradas a nivel local C.e., en la superficie de la tierra).

Sin embargo, este vinculo es viable en una escala cosmolégica.

Este analisis induce pues a esperar que el campo escalar incluido

por Jordan y Thiry en el esquema de unificacién de Kaluza-Klein

tenga una manifestacién significativa <(es decir, una solucién que

se aparte del valor constante Yoo ™ 1 con significado fisico) sélo

a escala cosmolégica.
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2.5 - LA TEORIA DE KALUZA-KLEIN EN NUESTROS DIAS

En la actualidad existe el amplio reconocimiento que las

teorias formuladas en espacios con dimensién mayor que cuatro,
cuando son suplementadas con un mecanismo de reduccién

dimensional, proveen un marco valido donde es posible un mas

profundo entendimiento de la fisica a muy altas energias.

Son varios los motivos que impulsan a esta conclusién. En

particular, el explosivo desarrollo de la teoria de cuerdas y de

la supergravedad en las dos ultimas décadas.

Aun hoy estamos lejos de poder asegurar el éxito de estos

modelos en lograr finalmente la wunificacién d.e las particulas

elementales y sus interacciones en una unica teoria consistente.

Sin embargo, es totalmente claro el vinculo existente entre estos

nuevos planteos y el ' viejo programa de unificacién de

Kaluza y Klein. De hecho, tanto los modelos de supercuerdas como

las teorfas de supergravedad contienen los principios basicos de

dicho programa.

No es sorprendente pues que el desarrollo de los primeros

modelos de cuerdas reavivaran el interés sobre las ideas de Kaluza

y Klein*®™" 1%, En supergravedad, los trabajos pioneros de J.

Scherk vy colaboradores™” sobre 1la obtencién de supersimetrias

extendidas por reducciétn dimensional de supersimetrias simples en

espacios de dimensién superior mostraban claramente la
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participacion de mecanismos del tipo de Kaluza-Klein. En

particular, Cremmer, Julia vy Scherk® fueron los primeros en

utilizar el escenario 1i-dimensional en la baisqueda de la

supergravedad N = 8,

Resulta altamente significativa la coincidencia del namero de

dimensiones mane jados por los modelos supersimétricos y por la

teoria de Kaluza-Klein. Una teoria de campos supersimétrica no

puede formularse consistentemente en un espacio-tiempo de

dimensién arbitraria. El nuamero maximo de dimensiones permitida

para los modelos de supergravedad es precisamente once*®. Once
también es el numero minimo de dimensiones donde puede construirse
una teoria realista de Kaluza-Klein, en la cual los campos de
gauge asoclados con el grupo SUCIIXSUC2IxUCD surgen como
componentes del campo gravitatorio (la variedad de minima
dimensién que contiene la simetria SUMDIxSUIXUUD es CP?xSZxs?,

que posee 4 + 2 + 1 = 7 dimensiones'*°),

En el contexto de la supergravedad, el paso final hacia la
teoria de Kaluza-Klein fue dado por Cremmer vy Jul.iau". quienes
lograron en 1979 resolver exactamente el modelo D = 11. Estos
autores obtuvieron la solucién exacta de las ecuaciones de los
campos en D = 11 asignando al estado de vacio la topologia M‘ ®
(7-toro), expandiendo todos los campos en arménicos sobre el toro
y manteniendo unicamente el modo cero del desarrollo de Fourier.

Todo este procedimiento tiene un lenguaje natural en la teoria de

Kaluza-Klein: la compactificacién espontdnea del espacio-tiempo
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11-dimensional sobre un toro de siete dimensiones.

Hoy dia la incorporacién del programa de Kaluza-Klein en
supergravedad es un hecho que registra una intensa actividad por

parte de la comunidad cientifica. Referencias abundantes sobre el

tema podran encontrarse en los traba jos de revisién de P. Van

Neuwenhuizen'*" y de Duff, Nilsson vy Popemz’. La incidencia de

las propuestas de Kaluza en nuestros dias se manifiesta claramente

en las siguientes palabras de Duff y colaboradores: "“No conocemos

atn si ‘la supergravedad es una teoria del mundo real, o si el
mundo real tiene mas de cuatro. dimensiones como es requerido por

las teorfas de Kaluza-Klein. Sin embargo, nuestra actividad de

investigacion en esta area nos ha convencido que la uUnica manera

de hacer supergravedad es via Kaluza-Klein Y que la unica teoria

viable de Kaluza-Klein es la supergravedad".
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CAPITULO 111
ECUACIONES DEL CAMPO

3.4 - INTRODUCCION

El programa de unificacién de las interacciones realizado por
Kaluza vy Klein debe completarse con la formulacién de las

ecuaciones del campo. Naturalmente, el hecho que este programa

funcione depende esencialmente de las propiedades de estas

ecuacliones.

Es clara la ldea acerca de la forma en que estas ecuaciones
participan en el esquema de unificacién planteado. En particular,
un punto fundamental lo constituye la descomposicién del escalar

de curvatura multidimensional en términos del escalar de curvatura

de la Relatividad General y de la curvatura del espacio interno

asociado con los campos de gauge.

Las propiedades que se manifiestan a nivel de las ecuaciones
del campo pasan naturalmente por el reconocimiento de wuna
estructura geométrica particular del espacio-tiempo, de la cual
nos hemos ocupado parcialmente en el capitulo anterior. El calculo
de la curvatura en una variedad riemanniana multidimensional exige
un desarrollo mas preciso de esta geometria; a saber, la
descripcién de una estructura de fibrado en <4 + p> dimensiones,

donde el espacio de Minkowski juega el papel de base y el espacio
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de las dimensiones extra resulta determinado por un cierto grupo G

de isometrias. En la teoria efectiva (uego de un proceso de

reduccién dimensional), @ aparecera como el grupo de las

transformaciones de gauge sobre M.

‘Comenzaremos este capitulo con un planteo mas preciso de la

‘geometria diferencial necesaria para la descripcién de la

estructura del espacio-tiempo de Kaluza-Klein. La préxima seccién
consiste en un resumen de las propledades de los fibrados. En la
seccidn 33 realizamos el calculo explicito del

tensor de

curvatura y su reduccién dimensionsl, ldmitandonos al caso y

53
constante. Los problemas que surgen al incorporar el campo escalar

y Su relacién con la cosmologia seran ob Jeto de las secciones 3.4

y 3.5.

3.2 - LA GEOMETRIA DIFERENCIAL DEL ESPACIO DE KALUZA-KLEIN

Trabajaremos sobre una variedad diferenciable E de dimensién
finita cualquiera D. En E tendremos definidos (sin necesidad de
ninguna estructura adicional) campos vectoriales v, € Tx<E)
(espacio tangente en el punto x € E) y campos de covectores
definidos en el espacio dual w € T‘x(B). TXCB) es isomorfo a R"
(R = eje reald y permite una Mlnealizacién local de la variedad en
un entorno del punto x. El dual T‘x(E) del espacio tangente es el
espacio de las formas lineales definidas en TXCE). Por su
definicién, resulta wx(vx) €e R y vx(wx) - wx(vx), esto ultimo

consecuencia de la relacién 'r"‘xcm = T (B>
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No existe un isomorfismo natural (canénicod entre un espacio

y su dual. Sin embargo, dada una base (o!,..., eD) en 'l‘x, podemos

»

construir una base dual en T.x a través de la forma e“cvx> = v“x

donde v.= v“x eu. Resulta entonces
M = <aM M
e (ev) = <6 ’°v> = & v 3.1

Designaremos como es usual por x> el dual de 1la base natural

aradt>. si wx“ son las componentes de w en la cobase natural

(dx‘, v, AX™, se tendra en general
W ,v > = <w dxM,vPoroxt> = w vH 3.2>
X x X X %

Consideremos el grupo de transformaciones (de dimensién
finita) de la variedad en si misma (ag: € es8 un elemento de un
grupo de Lie de dimensién p). El conjunto (ag} es un grupo de Lie

de transformaciones si la aplicacién
o: GeE + E por @,x> +» o€g,x>

es diferenciable y si el conjunto {a'g: E » E; ag(x) = o(g,x>)
satisface la propiedad de grupo: ogh = ag ° 0, Yy o, es la
transformaciéon identidad si e es el elemento neutro del grupo.

G opera efectivamente sobre E si ¢ (x) = x para todo x € E implica

¢ = e. Las operaciones de traslacién por la izquierda y derecha

sobre G se definen a través de las aplicaciones
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L:G G <
g - Lgh)-gh

3.3>
R:G +0 R Ch) = hg
g 9

Un conjunto importante de campos vectoriales lo constituyen
aqueuo.s vectorés invariantes bajo las operaciones L y R. Cada uno
de estos conjuntos forma un espacio vectorial de la misma
dimensién que @ y, si se Iintroducen los paréntesis de Lie

(conmut.adores), estos conjuntos definen sendas algebras de Lie.

Un campo vectorial v en G es invariante L si
L’g vied = v(gd 3.4>

donde L'g(h): Th(G) > Tgh(G). Es posible demostrar sin mayor

dificultad que existe una correspondencia biyectiva entre el

conjunto de vectores invariantes L (Rl y el conjunto de vectores

T.(G) tangentes a G en e.

Un subgrupo a un parametro de un grupo de Lie es una curva
diferenciable R + G por t + gdt) tal que respeta la propiedad de

grupo: gltdgls) = glt + =), g(0> = e. La curva generada por las

transformaciones (ogm; t € R)Y operando sobre x es la imagen del

subgrupo uniparamétrico <{(gdt); t e R> por o G -+ E, donde

ox(g(t,» = o(gltr),x>) = agm(x). El campo vectorial que genera el

grupo de transformaciones agm constituye un campo vectorial de
Killing sobre E relativo a la accién del grupo G. Estos estan

dados por las tangentes a las trayectorias o(t) que pasan por x
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{ dax[g(b)]/dt - v(ax[g(b)])

3.5>
ax (e) = x

Un subgrupo uniparamétrico es definido pPor su vector tangente en e

d
y = g(t.)

ac 3.6>
t = o

En efecto, utilizando la traslacién  izquierda es posible escribir

Lgmg(s) = gt + s>, de modo que resulta

L’gmd—icm-d—‘-ct+s>-5’-§<t+s>

ds ds dt

Evaluando la expresién anterior en s = 0, obtenemos

L’gm Y = dgdto/dt .7
Esta ecuacién muestra que g(t) es la curva integral del campo

vectorial y. Puede verse que este campo es invariante R frente a

traslaciones del grupo.

Como el reciproco es también cierto, concluimos que un
elemento y € T.(G) define el generador v [vnl de un subgrupo a un

parametro de transformaciones (Lg( > ) L

R . es un vector
L g

invariante R, ya que

L - »
vithy = dL_ (hysdt l, .o = dR, CeCtDsAL | _ =R 7 3.8>
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En forma similar se demuestra que el generador v es invariante L.

Es claro que vt y vi son campos de Killing sobre G relativos

a las operaciones de traslacién izquierda y derecha. Resulta

entonces que ) define también un campo v sobre E que genera el

grupo de transformaciones {ogm} segun

vK(x) - o’x(e) bd 3.9

donde o’x(g): Tg(G) » To' (g)(E). La dimensién del espacio > de
X

vectores de Killing es igual al rango r de la aplicacién o’xCe);

siendo r < p, p = dim(T.(G)). Puede demostrarse que las siguientes

cuatro proposiciones son equivalentes
1> r = p

2> v = 0 sty sélo si y = 0

3> @ actua efectivamente sobre E

4> el espacio w*> de vectores de Killing sobre E es isomorfo a

T <GO.
e

Si en v se introducen los paréntesis de Lie se g€enera un
a4lgebra de Lie. Resulta entonces que el Algebra de Lie de los
vectores de Killing sobre E <(definida por la accién efectiva
izquierda (derechal de G sobre E) es isomorfa al algebra de Lie de
los generadores de las operaciones izquierda [derechal de G sobre

Q. Todas estas propiedades seran de utilidad en la caracterizacién

de la geometria subyacente al espacio-tiempo en la teoria de

Kaluza-Klein.
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Introduciremos ahora el concepto de fibrado como estructura

adicional sobre la variedad y discutiremos su utilidad en la

generalizacién de algunas propiedades topolégicas de E.

Llamaremos envolvente vectorial Cvect.or bundle) de la

variedad E a una aplicacién n: E » B sobreyectiva (n(E) = B) de E

sobre otra variedad B, llamada su base. Supondremos ademas que los

espacios topolégicos nlGo < E para todo x € B son homeomorfos a
un espacio vectorial F. nl(x) es denominada la fibra en x
(denotada por Fx) y F se conoce como la fibra estandar.

.

Es posible que el espacio F posea una estructura adicional
dada por un cierto g¢rupo de transformaciones G, Ademéas, es
conveniente restringirnos al caso que B posea un recubrimiento

dado por una familia {Uj; J € J> de conjuntos ablertos. Con estas

hipétesis adicionales se determina sobre E la estructura de

fibrado, definida especificamente como sigue:

un fibrado (E, B, n, F) es una envolvente vectorial <E, B, m™
Junto con una fibra estandar F, un grupo de homeomorfismos de F en
si mismo y un recubrimiento de B por una familia de conjuntos
abiertos U," tales que la envolvente es localmente trivial (para
todo x € B existe un U.i < B que contiene a x, tal que n-‘(Uj> es

isomorfo al producto topolégico Uj @® P,

En primer lugar, debe observarse que la estructura de fibrado

definida en E tiene por consecuencia que no todos los sistemas de
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coordenadas apropiados para E como variedad son apropiados para E
como fibrado. Sea wun fibrado diferenciable C(E, B, n), con E y B
variedades diferenciables de dimensiones D = n + P Yy n

respectivamente. Una carta (U, p> sobre E define un sistema de

coordenadas apropiado en el fibrado si la aplicacién ¢: U » R™P

(U € E> es un homeomorfismo que posee la estructura de producto

Car_t,esiano R™P = R” x RP.

No existe en general un tsomorfismo canénico entre una fibra
definida sobre un punto x de la base y la fibra estandar. No
existirA por tanto tampoco un isomorfismo canénico entre fibras en
diferentes puntos; para esto es necesario introducir nuevas

estructuras en la variedad, como el transporte paralelo.

Un caso importante es cuando la fibra estandar F y el grupo

estructural @ son idénticos: en este caso tenemos un fibrado

principal (P, M, n, G) = PC(M, G). Necesitaremos definir la accién
por la derecha del grupo G sobre el Sfibrado principal.
Designaremos esta operacién por fig: GeP +» P, tal que <(p,g> » pg ¥y
P(gg’> = (pglg’ para todo ¢,° € G. Esta operacién esta
relacionada naturalmente con la traslacién derecha R sobre el
grupo. Puede demostrarse que
Rp> =g ™ ¢R e o > X = nepd €3.10>
g P t,x g Lx ’
donde ;; pd) = € es el homeomorfismo de la fibra l'-‘x sobre G.
L,X

Debe observarse también que la aplicacién diferencial define un
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isomorfismo <{canénico) del a&lgebra de Lie ¢ del grupo estructural

sobre el espacio tangente Tp(l‘-‘x).

P es localmente trivial: para cualquier x € M, existe un U
i

abierto de M que lo contiene tal que el conjunto n-1(U,) definido
i

por ncn ! (Uj>) - Uj es isomorfo a UJ,@G. Esto significa

naturalmente que existe un

difeomorfismo que aplica los

puntos p e n—‘(Uj) sobre los

4
puntos (n(pd, ¢(pdd e U G, tal oo

que ¢<(pgd = @(pdg para todo € € yeo ¢(:’ peF

G (ver la figura). Debe notarse

que, en este caso, la fibra "
u Tip)
sobre x es isomorfa a G. (== M
XEM

En la estructura descrita, el grado de libertad asociado con
la fibra sobre x <n '(x) es una subvariedad suave) puede verse
como una libertad local de gauge, y la operacién de multiplicacién
por la derecha dada por ﬁg como una transformacién local de gauge

correspondiente al elemento g del grupo.

Debemos ahora introducir una estructura afin sobre Ila
variedad, que permita consolidar un isomorfismo entre las
diferentes fibras. Para esto definiremos una conexién sobre el
fibrado. Una conexién I' en P, M, n, G es una aplicacién o :

T M> » Tp(P), x = n(p) para todo p € P tal que:
X
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a1d ap es lineal y suave en p

b1> n’ap es la aplicacién idéntica en Tx<M)
C¢1) para todo € q €eP,o =R o,
p 9 Yy p * %og g %

Puesto que ap es lineal, el espacio de vectores Hp = ap(Tx(M)) o8

un subespacio de TP(P), que denominaremos subespacio tangente

horizontal del fibrado. Ademas, por la propiedad (bi1d resulta rz'Hp
= Tx(M> de modo que Hp es isomorfo a Tx(M) por la aplicacién
lineal n’. Dar una conexién en el fibrado consiste pues en definir
un campo de espacios vectoriales Hp < Tp(P) tales que:

az2d) n’; Hp + Tx(M), X = nd(p), es un isomérfismo

~
b2) para todo € G € P, H = R H
p g yp » o g p

c2) Hp es suave sobre P.

Obsérvese que la condicién <¢bz) implica que dos subespacios
horizontales definidos en dos puntos diferentes de la misma fibra
difieren unicamente en una transformacién de gauge. Los elementos

de Hp son los vectores horizontales en p. Los elementos del

espacio tangente Tp(Gx) = Vp a la fibra Gx en p son llamados

vectores verticales. Puesto que n’Vp = 0 resulta
TP)=H oV
P P P

y> por tanto, cualquier vector v e Tp(P) puede ser escrito
univocamente en la forma v = Vu + vy con v = hor v € H su

componente horizontal y v = ver v € V la

= correspondiente
v

componente vertical..
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Es fundamental en este Punto reconocer la posibilidad de

establecer un isomorfismo candénico entre el élgebra de Lie ¢ de @

y los espacios verticales Vp. En primer lugar, puesto que G actua

efectivamente sobre P a través de ﬁg, existe un isomorfismo

vectorial “natural" entre ¢ y el espacio de vectores de Killing
(vk}, definidos en P relativos a la accién del grupo G. Si ¢ € gy

K

v e {vK}, el isomorfismo ¢ e v¥ es generado por el elemento

vie) = dg(s)/ds|.=o € T (G, pues

~

Vel e ved y v¥p> = a® prrds | €3.11>
9 gie) =0

Ahora bien, ﬁgp Y P pertenecen a la misma fibra. Por tanto,

cualquier vector de Killing vK(p) es un vector vertical. Ademas,

un campo de Killing no se anula en ningan punto a no ser que

corresponda al element.o nulo del 4&lgebra. Puesto

Y

que la
correspondencia es lineal resulta dim((v"(p))) = dim «v*» igual

a la dimensién de G y de Vp. En conclusién, st ¢ e ¥ corresponde a

dg(s)/dslr0 € T (6, la ecuacién

3.12>

~
vip) = d(Rg“)p)/ds |'=°

define un isomorfismo canénico entre ¢ y Vp
vip) & © vip) € Vp

Dado un elemento y € ¥, el isomorfismo anterior induce sobre

P un campo vectorial vr, llamado el campo vectorial fundamental.
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Una conexién sobre la variedad define como sabemos un campo

de subespacios horizontales Hp. Para cada p € P es posible

establecer entonces wuna familia bien definida de aplicaciones

lineales

TP » ¢ por v + ver v

Esta familia define una 1-forma w sobre P con valores en ¢

w(v) = ver v % wChor v) = 0 para todo Vv € TP(P) 3.13>

No es dificil Caunque st algo trabajoso) el observar que las
propiedades que surgen de la definicién de una conexién sobre el
fibrado se transfieren a la 1-forma que resulta del isomorfismo
entre el Algebra del grupo y el espacio vertical. De hecho, la

propia conexién puede establecerse en términos de las propiedades

que posee esta 1-forma' Cla llamaremos, por tanto, una

conexién-forma).

Consideremos ahora la relacién entre bases definidas en My @
y las correspondientes bases inducidas en el fibrado' ™',
Debido a la propiedad fundamental del fibrado, siempre es posible
parametrizar localmente p e ntaw por (ndipd, ¢(pdd) = (x, ¢) € U @
G. Dadas dos bases cualquiera de U y G, uno siempre puede tomar

como base sobre el fibrado el producto directo local de dichas

bases.
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Supongamos que sobre M tomamos la base coordenada tk - ak <k

= 1, .., n) y para el grupo estructural elegimos un conjunto & >
o

de p campos vectoriales linealmente independientes invariantes por

la izquierda sobre G. En general, tendremos

[tk’tl] = 0 k,l= 1,

YAl
3.14)
B, Z1= fcob Z. a,b,c = net,...,n+p

donde f§° ob SON las constantes de estructura del grupo.

Designaremos por Ek y Ea las correspondientes bases inducidas

por el difeomorfismo definido sobre el fibrado. Para estos dos

conjuntos de vectores se verifican las siguientes relaciones de

conmutactién

% 1=0

[Ek,f J=o0 <3.15>

[zo.’ zb] - fab {c

La conexién hace posible introducir otras bases relacionadas
con k} y {:'°> que dan sobre Tp(P) una descripcién en términos de
los subespacios horizontal y vertical. En efecto, el isomorfismo
entre ¥ vy Vp induce una correspondncia §° > ta., siendo éstos

ultimos vectores base de Vp. A su vez, la aplicacién o'p: Tx(M) >

TP<P) determina un conjunto (?k) de vectores base horizontales

que generan a HP (n’(?k) - tk).
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En general, el conmutador de dos vectores horizontales

pPosee una componente vertical. Esto es consecuencia de la relacién

m’Chor v, hor ul) = [v ,ul Vv, u € Tx(M) <3.16>
Yy naturalmente de la propiedad n’Cver v) = 0. Esto plantea una
diferencia esencial entre las bases inducidas en el fibrado. En

particular, las relaciones de conmutacién para las bases inducidas

por la conexién son ahora

i *, Tim=o 317>
~ ~ c -
B $ = - F L 2,

Ahora bien, es a través de la conexién que se establece un
mecanismo de transporte paralelo sobre el fibrado. Las fibras en
diferentes puntos pueden orientarse unas respecto a otras en forma
candénica <(por medio del campo de subespacios horizontales). La
base preferencial (ta‘, ?k) hace ese trabajo. Sin embargo, el
calculo de la curvatura dduego de introducir una métrica y de

dotar a la variedad de una geometria riemanniana) es conveniente

realizarlo en la base local producto directo. El vinculo entre

ambas bases esta dado por la t-forma w.

La accién de esta 1-forma sobre la base “paralela'" esta dada

por las relaciones
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La eleccién del gauge corresponde a la eleccién de una seccién

transversal part)icu{ar en esta imagen.

pg(x), € € O, representa pues la familia de secciones
transversales vinculadas con la base (E k}' Podémos especificar

sobre ésta los potenciales de gauge B(pg) : en la forma

BYG = W&, x, € <3.22>

siendo naturalmente Ek(x, ¢ = pg(x) . {k. Estos gauges pg(x)

resultan parametrizados por los elementos del grupo, de modo que

para todo ¢ € O corresponde una seccién transversal trivial.

Ahora bien, sabemos que u°(?k) = 0 Jver ecuacién <¢3.20)).

Esto permite poner en general

~ - - o~
:k - {k :c w ({k) €3.23>
pues !
~ s = a, s b b = a_ >
WD = 0@ - o ) WE D> - [o) & - W€D WA ] z,

Es posible identificar E° con tc. Cambas bases surgen de un

difeomorfismo y satisfacen la misma &lgebra). Entonces, por (3.20D

N\ .

W& > = W ¥ - s® €3.24)
a a [. 3

y resulta finalmente
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W@ > = [ wb(Ek) - w"(Ek) ] g, =0

Obsérvese que la ecuacién €3.23)

da la descomposicién general de

oon
ZB) [N
los vectores de la base @ 4 K

WJ)

g > P (x)

horizontal en términos de 1la P \l g
base local producio directo (lo :k
que es detallado en la figurad. tk v
Esta expresion define la x
derivada covariante Dk

(4 o - A% x, e F D 3.25>

- - =
S X X €2 L, =D, a.

donde A“k(x, g = B(pg):Cx, €2 es una notacién simplificada para

los potenciales de gauge.

De acuerdo con las propiedades que la 1-forma « tiene bajo

transformaciones del grupo, es posible demostrar que los

potenciales obedecen la siguiente relacién
- 1) ® b b c
aa A l‘(x,g) - 0° A ™ f ac A k(x,c) (3.26>

A partir de éstas dos ultimas ecuaciones es posible reconfirmar

las relaciones de conmutacién (3.17)
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T N L AR I AR A WA
iz *, g3 = iz, %, - EbAbk] =t ,D1=0
3.27>
& .¥ 1= tZ, - g A%, g, - E’bAbl] =D, D)
= P Rt

Debe observarse que (3.27) determina que los Fakt Se expresan

en término de los potenciales A°k segun la relaction

a a " o b -]
Foo ™ 0, A% olAk'..'fcbcAkAt €3.28>
Estas ultimas expresiones muestran definitivamente el vinculo
de las magnitudes geométricas caracteristicas del espacio fibrado
(da conexién-forma w°(fk) y .los coeficientes verticales F°k del

L
conmutador [?k, ?lD con los potenciales y los campos en una

teoria de Yang-Mills.
3.3 - LA CURVATURA DEL ESPACIO FIBRADO

Introduciremos ahora una métrica en el fibrado de modo de
instalar alli una geometria riemanniana. Esto no es necesario a
los efectos de calcular la curvatura del espacio Cpuede utilizarse
el &algebra dada por la derivada covariante exterior construida en
t:érminos de la conexién-forma w). Sin embargo, el introducir una

métrica facilita los calculos y sirve mejor a nuestros fines.

Supondremos que M es una variedad métrica con tensor métrico
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€. Para el grupo estructural G tomaremos la métrica invariante

gab

€ = oy £y 3.29>

Supondremos ademas que G es semisimple de modo que la métrica

anterior pueda ser invertida.

Es posible definir sobre el fibrado una métrica Yuv

compatible con las dadas en M y @ si exigimos que r“v ?k“ E'lv -
L - .

€ Y Ty &, F t0 Y = €. SI, ademas de la condicién de

compatibilidad, hacemos que la métrica mantenga la ortogonalidad

de los subespacios horizontal y vertical, obtenemos una r“v Gnica.

Esta métrica resulta definida pues por las relaciones

w Sk Sy €

r . THr*Vao €3.30>

ub "k a )
*u s v

Yuv zc :b - ‘ab

Debe notarse que esta definicién es independiente de 1la

eleccién de una base. Para el caso abeliano y con r__ = 1 (en una

variedad 5-dimensional), (3.30) se reduce a la expresién de la

métrica considerada por Kaluza (ver seccién 2.1, ecuacién (2.112).

Ahora la tenemos escrita en su generalizacién al caso no-abeliano.
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Una vez dotado de una geometria riemanniana y teniendo en

cuenta las peculiaridades geométricas del espacio fibrado, es

posible evaluar el escalar de curvatura en la forma usual.

Supondremos que la dimensién de la variedad base es 4 (los

indices k,l,. corren de 1 a 4). En la base local producto

directo, utilizando la descomposicién €3.23) de la base horizontal

y la identificacién de <« ') con (E >, la métrica <3.30> puede
-3 a

escribirse explicitamente en la forma

a b a
ckl+‘obAkAL’| Ak Sap
y“v - S 3.3
€ap Ay I €ab
y
Kkt kL ,a
€ e A
M - | : 3.32>
a kt ab kil a ,b
-A x € € +¢ A I:A v
donde
k k ac a
‘m‘mt-él' € €, "%,
y
Mo H
vt =4,
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La base producto directo no es una base coordenada y, por

tanto, deben tenerse en cuenta los conmutadores no nulos en el

calculo de la curvatura. Los simbolos de Christoffel y el tensor

de curvatura en una teoria libre de torsién resultan dados C(en una

base de este tipo) por las expresiones

= 1 _uo - R R ¥
r o3 = 2 ¥ (aarﬂa + o{?raa oarc(B c cnarr?v < rio'rav>
1 M
+ —C
2 o €3.33>
[+4 (s} X 4 =X 4 =0 b= o4 - i+ 4 -t
R C - + -r r +r r
e Tl e T %W Tt o, T, pa ' ve va ' up
donde aa es la derivada en la direccién ea, siendo
o
[ea. eﬂ] = C o e, <3.34>

las relaciones de conmutacién de una base no-coordenada (ea}. En

la base local producto directo tendremos ea - E

k =

& con a = (k, a),

1,,,4 v a = 4 + 1,..,4 + p. De acuerdo con (3.15) resulta

entonces

3.38>
k a k o k

Usando las ecuaciones (331), (333> y <(3.35) se obtiene,

luego de un calculo sencillo aunque trabajoso
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-1
|
N
.
|
-3
[+

-
"
(=]

-1

]
]
N =
la)
-
]

ed Fim €3.36)

N
]
|

lm tm z
donde l"°bc y Fklm son los coeficientes de Christoffel <(libres de
torsién) de G y M evaluados con las métricas €. Y &, El tensor

de Ricci del espacio fibrado admite también la siguiente

descomposicién segun los indices a,b,c,... y k,l,m,...

= 1 km in_c d
Ro.b = Rcb + < cac‘bd‘ € F le mn

b

= 1 1 tm pn ,c
Ra = T 8auA ¥ 06,646 € A

F F

1
+ - .
z ccbg Vm F Kn 3.37

o
alm

1 a pm qn ,a ,c b d
+ - + ~
Rou = Ry Y 06,0 A7, €avbcg® € A A FF

1 P a c a c
+ - v + VF .
ac kp lq 2 ‘cc‘ A k pF lq A L' p kq

1
- M v
donde qu T S Y Rl:l. son los tensores de Ricci de G y M, y o

es la derivada covariante general y de gauge; es decir
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v F‘d 3 - - m (-3 - m (.3 b ¢
p K pF ki r 9kF mt r pl.P mk + ""abcA pF kil 3.38>

Finalmente se obtiene para el escalar de curvatura la expresion

kl ab 1 km tn_a b
+ - -
R=¢ Rkt € Rcb < ‘cb‘ € F le m

n

o sea

= 1 .2
+ - =
R = Ru R0 " F 3.39
La accién de Einstein-Hilbert en el fibrado P se escribe
ent.onces
- il 5 4 P
s“p = j -2 R d°x d°a 3.40>

Los ¢grados de libertad correspondientes al grupo pueden ser

integrados formalmente, obteniéndose la siguiente accién efectiva

4-dimensional
172 1 2 4
S, =V, xf[g“] R+ R, - T FD>d% 3.41>

donde Vo es el volumen (constante) de la variedad G compacta. Esta

es la accién unificada de la teoria de Kaluza-Klein.

Obsérvese que si la variedad espacio-temporal M no es plana,
la constante Ro desempefia el rol (no triviald> de una constante

cosmol6gica. Esto plantea una situacién particular en la teoria.
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En efecto, las unicas constantes dimensionales de que se disponen
son la constante de la gravitacién universal G y una longitud

caracteristica en el espacio del g¢rupo (esencialmente la magnitud

de gab). En el sistema de unidades h = ¢ = 1, resultan las

longitudes fundamentales de Planck L, = VG y la del espacio del

grupo Lc' Si Lo se mantiene arbitrario, la teoria contiene una

constante cosmolégica indefinida. Sin embargo, no resulta claro

que tipo de consideraciones dinamicas deben hacerse para

determinarla., Si Lo fuera del orden de la longitud de Planck <(de
modo que resulta éste el uanico parametro dimensional

significativo), se obtiene una constante cosmolégica

prohibitivamente grande ¢ 10'%°>. En este caso, uno puede

intentar trabajar con métricas para el grupo estructural que hagan

Ro = 0, de modo de eliminar el término cosmolégico. En otro

caso, se debera recurrir a un contratérmino cosmolégico ad hoc.

Terminaremos esta seccién con algunas consideraciones

relativas al calculo de la curvatura. Hemos probado la relacién

fundamental (3.39> haciendo uso explicito de wuna base local

producto directo sobre el fibrado <o que corresponde a una
eleccién de una clase especifica de gauge). Naturalmente, uno
puede elegir diferentes bases y obtener el mismo resultado. En
general, las componentes del tensor de Ricci tomaran una expresién

mas o menos complicada, dependiendo del gauge elegido. La

curvatura R, siendo un escalar, no depender& de estos cambios de

base en la variedad.
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Con respecto a esto podemos agregar que la base "horizontal®

('E'k, ta‘} es especialmente atil a los efectos de realizar

calculos, por proveer de una expresion mas simplificada de las

diferentes magnitudes tensoriales. En este caso, los E'k no son
vectores base del espacio tangente de ninguna seccién transversal
Pp(x) (éste conjunto no es cerrado bajo conmutacién, ver ecuacién
(3.17>>. Sin embargo, pueden introducirse aan potenciales B™®

k’
ya que éstos son definidos independientemente de la eleccién de

una base en el espacio fibrado.

Digamos finalmente que las ecuaciones del campo de la teoria
de Jordan y Thiry pueden deducirse como extensién directa de los

resultados aqui obtenidos. Para esto debemos simplemente hacer
* u s p
Y“v L4 a 4 b L] ¢cb(x> 3.42>
donde los ¢ab(x) representan ahora campos escalares. La
generalizacién de las ecuaciones del campo producida por la

versién de Jordan y Thiry de la teortia de Kaluza y su vinculacién

con la cosmologia ser&n objeto de las secciones siguientes.
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3.4 - LAS ECUACIONES DEL CAMPO EN LA TEORIA DE JORDAN-THIRY

En el planteo realizado hasta ahora un ingrediente basico lo

constituye el suponer que las trayectorias del grupo de isometrias
son también geodésicas del espacio. Esta es una propiedad que

deriva de la métrica €.y definida sobre el espacio del grupo y su

modificacién plantea algunas cuestiones interesantes vinculadas

con la cosmologia.

El vinculo existente entre las propiedades de laS

trayectorias del grupo de isometria y la geometria del

espacio-tiempo de Kaluza-Klein ha sido discutida en las secciones

2.1 y 2.3. Analizaremos ahora nuevamente este punto.

En la seccién 3.2 (especialmente ecuacién (3.11>) mostramos
que la accién del grupo G sobre el fibrado define un con Junto de
vectores de Killing w™ sobre P. El isomorfismo existente entre
este conjunto y el Aalgebra del grupo ¥ permite tomar como base
{Eu) de los espacios verticales una constituida completamente por
vectores de esa clase. Cada uno de estos vectores genera (al menos
localmente) un flujo, dado por las trayectorias sobre P que tienen

por tangente a un (y siempre el mismo) vx(p). Estos flujos generan

como sabemos la variedad del grupo.

El cambio de las diferentes magnitudes tensoriales definidas
sobre P y producidas por el flujo de un campo vectorial v(p) esta
dado, en general, por la derivada de Lie .?v de dicha magnltudw’.

La accién de este operador sobre otro campo vectorial ud(p) se
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reduce a evaluar el conmutador de ambos campos

£ (W = v, ul (3.43>

Interesa evaluar la derivada de Lie del tensor métrico en la

direccién de los vectores de Killing. En la base horizontal

Y % ~ ~ ] .
tenemos y“v = tp.{ v’ donde tu = ({k, tc ). Resulta entonces

xE (ruv) - xE <z“> ST g“ . xE @& > =
* @ @ €3.44>
- ~ o N — ~
Ro,(uhtv'*tu-w .€J

Utilizando las relaciones de conmutacién ¢3.17) <Ce identif icando

E con ¥ ‘) obtenemos
(-9 a

b ® A~ b ~ »
xE ("uv) - f‘ob 6“ .- 8, + fab s, :u. z_ €3.45>
a
O sea
3.46)
xg(rpv)-faurcv+f°uyrcv Q.46
a
Definamos ahora las cantidades
£ r. =f 3.47>

ap Yev apy

Cuando & y v son indices del grupo, estas cantidades resultan

completamente antisimétricas respecto a sus tres indices. Si no lo
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son, las funciones delta en (3.48>) anulan automaticamente esa

expresién (pues b corre en el espacio del grupod. En cualquier

caso se verifica entonces

xz (r“v> = 0 (3.48>
a
Esta ecuacién expresa, como es sabido, la propiedad

fundamental de los vectores de Killing: el grupo local a un

parametro de difeomorfismos dado por los EG genera en P una

isometrta (es dectr, transformaciones que de Jan invariante la

métrica del espacio).

En un espacio libre de torsién, la derivada de Lie se vincula

directamente con la derivada covariante. El conmutador de dos
campos vectoriales se expresa en este caso por
v, ul = Vvu - Vuv 3.49)
donde
H Moy (3.50>
(Vvu) = u ;vv
siendo
H H 3.51)
o W = Vvu

y ¥ dado en (3.38). Debe observarse que la definicién de la
v
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derivada de Lie no depende de la existencia de una conexién en el

espacio. Esta es una estructura previa, que resulta de las

propiedades de los campos vectoriales definidos en la variedad. La

relacién (3.49) expresa basicamente la ausencia de torsién y

permitira vincular los flujos de los vectores de Killing con

las geodésicas del espacio.

En efecto, de (3.44) y (3.49) vemos que es posible escribir

~ - Lo d ~ Lad -
£_C > = (V -9 > . + . (Vv -V d
@, _ 7, £ . T, + 2 . 2 z

~ a v M v n 4 a
:a :a fu :a (v
3.52>
v < FT>H>-v F .F T .v ?
- - - - -
: Culy y fa- 80 - T, ¥ %
a M v
Como v. (r“v) = 0 (da métrica es covariantemente constante),
:a - .
resulta de (3.52) que ta es un vector de Killing si, y sélo st
- ~ ~ -
v. to.{vﬂ'{“.v? (6-0 3.53>
4 y v

Obsérvese que (3.53) no es mas que (2.20), escrita ahora en una

base local general. De estas ecuaciones se deduce inmediatamente

que
SV, X ZD>= v _T>.7 - -% . T 354>

donde la segunda igualdad se deriva directamente de (353> tomando

?v = E . Esta dltima ecuacién muestra un resultado ya conocido por
(-3
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nosotros: un vector de Killing Eo es también un campo geodésico

si, y solo si, su longitud es constante

- . M - -
v_ to. = 0 <(geodésicay ¢= z v. ({o.ta) = 0

Z ¥,

(norma constante)

Estos resultados no hacen mas que reproducir los obtenidos en la

seccién 2.1 C(ecuaciones (221> a €2.263), y derivan directamente

de la estructura de fibrado del espacio-tiempo en la teoria de

Kaluza-Klein.

Es claro que la métrica invariante €.y introducida en ¢3.29
posee esta propiedad. Como consecuencia y de acuerdo a lo visto en
la seccién 2.3 (ecuacién (2.46)>, la longitud de la circunferencia

en las dimensiones extra (supuesto éstas topolégicamente

equivalentes a un circulo) es una constante del espacio.

La modificacién de Jordan y Thiry

€, = ¢°b(x) (campos escalares)

implica que el ‘radio” del espacio interno no sea mas una
constante global sino una cantidad dinamica de la teoria. En la
seccién 2.4 hemos justificado esta posicién tomando el punto de
vista de Thiry y estudiamos algunas de sus consecuencias.

Completaremos finalmente este analisis estudiando las ecuaciones

del campo en esta versién'' ..
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Para esto escribiremos la métrica del fibrado en 1la base

local producto directo (Ea, Ek) {(donde los Ec representan una base

de Killing) en la forma

2 2 a ,b a
+
€. o xn ¢abAk Al | o Ak ¢°b

- 355
ox ¢ A° I
ab k ¢

ab
donde » es una constante dimensional <(con dimensiones de longitud)
que basicamente hace a las constantes de estructura fc ab numeros

adimensionados (y puede ser interpretada como una escala de

longitud tipica del espacio interno)

B, 20 =" f b & €3.56

al <

Esta constante se relacionara4 mas adelante con la constante de 1a
gravitacién G. En (3.55) hemos introducido ademas la constante de
acoplamiento e de Yang-Mills (adimensional en el sistema natural h

= ¢ = 1), Con estas constantes, la ecuacién ¢(3.22) se expresa en

la £ orm::xlm

ox A“kcx, € = w‘('{'k(x, e» 357>

La isometria (3.48) fija univocamente la dependencia de la
métrica respecto de las coordenadas internas. Es directo probar

que esta condicién se escribe en términos de las métricas

inducidas por M y G en la forma
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o 8y F (A
c -1 b
aa Ak = x fcqb Ak (B) (3.58>
-1 _d -1 d
a = +
a ¢bc * f ab ¢dc * f ac ¢bd @

donde aq es la derivada direccional con respecto a Ea. La ecuacién
(3.58A) expresa basicamente la independencia de la métrica gkl con
respecto a las coordenadas del espacio interno. Esta resulta
Unicamente funcién de las coordenadas espacio-temporales xk de M.
En (358B> se reobtiene la (3.26>, que da una fijacién parcial del

gauge. Finalmente, la (3.58C) muestra que ¢bc transforma como un

tensor simétrico bajo el gurpo G.

Cuando el grupo G es unimodular, puede demostrarse'’’ que el
lagrangiano (4 + p)-dimensional de la accion de Einstein-Hilbert
para el fibrado resulta explicitamente independiente de las
coordenadas internas. En este caso, la condicién impuesta sobre G

provee naturalmente de un mecanismo de reduccion dimensional.

En estas condiciones, se obtiene el siguiente lagrangiano

4-dimensional

L = - (16na@™* v ¥3 R, + A <3.59>
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donde g = |det ‘kl" ¢ = |det ¢°b|, RP es el escalar de curvatura

de P(M, G y A la constante cosmolégica.

Repitiendo los calculos realizados en la seccién 3.3 para la

curvatura del fibrado, se obtiene ahora Ca menos de una

divergenciad la siguiente descomposicién para el escalar de

curvatura

2
. R =R _+R +22% 4 p* p°

(3.60>

1 ab .cd
M A [(Dk¢ac>(Dk¢bd) <Dk¢ab)(Dk¢cd) ]

donde Fau representa como siempre el tensor de intensidad de

campo asociado a Ao'k. Con la eleccién

e’x® = 16nG €3.61)

se obtiene nuevament.e la unificacién deseada.

Para D = 5, la expresién anterior se reduce a

4

kU
€3.62>
R, =R, * ¢ F.F

El principio de minima accién produce a partir de <359 vy

(3.62> las siguientes ecuaciones del campo
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- y - L 3 m mn.
Rkl. 1/2 ‘kLR = 8nG ¢ [Pka L 1/4 €., anl" ]

-4 m
- [¢"'dD D ¢~ ¢ D™D ¢l
k
t kte m €3.63>
R = 12 2 kil
- 12rn6 ¢* F_F

| -]
D (¢ F‘H) = 0
donde Rkl indica ahora el tensor de Ricci de la variedad M.

Estas ecuaciones admiten la solucién ¢ = 1,

Pero existen

casos en que la solucién constante para el campo escalar resulta
incompatible con la situacién fisica planteada (como en el calculo

de los campos producidos por una distribucién de cargas con

simetria esféricad. Es posible demostrar que, en el caso

mencionado, el campo escalar produce modificaciones significativas

(del orden del 1%> a la ley de fuerzas de Lorentz'® .
3.5 - SOLUCIONES DE INTERES COSMOLOGICO

La dinamica que las ecuaciones del campo de Jordan y Thiry
confieren al espacio interno depende esencialmente del
comportamiento espacio-temporal de las funciones escalares ¢°b(x).

Estos campos tienen en general sentido unicamente en una escala

cosmolégica.

Resulta interesante plantearse si son posibles soluciones de
dichas ecuaciones que provean un modelo fisicamente aceptable para
la  evolucién cosmolégica de un universo multidimensional (por

fisicamente aceptable entendemos un modelo que contenga un

89



subespacio efectivo tetradimensional que manifieste las

caracteristicas propias de nuestro universo en expansiéon).

Es posible buscar soluciones con estas caracteristicas

admitiendo que la métrica del espacio-tiempo dependa unicamente de

la variable temporal x° = t. En este caso, diferentes tipos de

soluciones se obtienen segin sea o no posible elegir un sistema de
referencia en el que todas las componentes VoA CA = coordenada
espacial) sean nulas mientras, a la vez, todas las

restantes

componentes siguen dependlendo de una sola variable. Analizaremos

dichas soluciones en el caso S-d.lmonslonaluo’.
Consideremos transformaciones de coordenadas de la forma

* e xt m Ao €3.64>

donde A = 1, 2, 3, 8 vy las }A son funciones arbitrarias de t. Este
tipo de transformaciones son admitidas por los sistemas especiales

de coordenadas introducidos en la seccién 2.1. Bajo (3.64) tenemos
que

, + 3.65>
Toa * Via ™ Vou * Vap (Af°7dtd

Si

det ()'A.) »” 0 (3.66>

el sistema de ecuaciones
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¥ .. *r _ dffsdud) = 0

oA AB 3.67>

determina funciones }A (t> que permiten el Paso a un sistema de

referencia en el que Yo ™ 0. Redefiniendo la variable ¢ puede

tomarse siempre "% oo igual a la unidad, de manera que

Yoo ™ -1, Yoa ™ 0 y Y8 ™ rAB(t) (3.68>

son las condiciones que definen finalmente el sistema stncrono

S-dimensional. Obsérvese que para esto resulta basico la no

anulacién del determinante (3.66).

Es inmediato reconocer las propiedades que establece este

sistema en el espacio-tiempo efectivo. Por un lado, €3.68>

implica You & Ao = 0, de manera que el gauge resulta fi Jado en el

gauge de Weyl. Ademas

2
1,2, 3.69>
o "V * (A AkAl. &kl = 0,1,2,® <
por lo que
' 2, €3.70>
gOL-r°L+(JZ¢A°AL=0 w = 1,28

y el sistema de referencia de los observadores tetradimensionales

es un sistema sincrono el el sentido usual.

A partir de (333> y (3.68) <(con c® o 2 0 para todos los

valores de los {indices pentadimensionales) se obtienen las
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siguientes expresiones para los simbolds de Christoffel

-0 -0 -A -A

OO-OA-roo-lc-o

=0 1 1

AB - — oor‘“ = z x‘“ €3.71>
-A 1 _Ac 1 A

ron-'z-r oornceix-

Vemos que las magnitudes relevantes son las derivadas
temporales de los coeficientes de la métrica con 1indices
unicamente espaciales. A estas cantidades la hemos designado por

X,s Y ©s posible considerarlas como entidades tensoriales que

suben y bajan sus indices por medio de LR

Es inmediato ahora calcular las componentes no triviales del

tensor de Ricci. Estas son

)
[}
N|»
gl@
R

>
v
+
|
~
>
Nﬂ

3.72>

Las componentes mixtas del tensor de Ricci adquieren una forma
mas apropiada para resolver las ecuaciones del campo en el vacto.

Contrayendo con r‘c y haciendo uso de la igualdad

AC

(do que determina que (00 Y ) x - - x‘czc'), se obtiene a

cB
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partir de la ecuacién anterior

o _1 0 A - ]
R o™ Tz X A) « X X
.73
A _ 1 A _ c
R e ™~z X g2 " o x 8% ¢
Ahora bien,
x°, = r oy = 2 InC-p> €3.75>
c = o‘cp at :

pues, de la definicién del determinante, dy = rd r“vdr“v. La

segunda ecuacién en (3.73) puede escribirse entonces

A 1 L4 1/2 A
R s ™ I 3t([ Yy Tx .) 3.76>
2[-y)

Las ecuaciones del campo en el vacio resultan de igualar la

primera de las expresiones (3.73) y (3.76) a cero. De la condicién

RAB = 0 se obtiene inmediatamente

i/2 A A
o2 MEF S I B N Q.77

donde las A“ son constantes. Contrayendo respecto a los indices a

y B resulta entonces

1 A 3.78)
A Y o -71*2 A

de donde se deduce que -y = C(const)> t% Sin pérdida de
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generalidad es posible igualar esa constante a uno <(simplemente,
con un cambio de escala de las coordenadas x‘). Entonces J\AA - 1,

y la sustitucién de (3.77) en la primera de las ecuaciones ¢3.73)
produce la relacién

A .8
A -7\ A" 1 a.79>

que liga entre si{ a las constantes AA..

Si bajamos ahora el indice a en (3.77) se obtiene el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

Yen 3.80>

El conjunto de coeficientes KQA se puede considerar como la
matriz de una cierta transformacién lineal. Es posible en general

reducir esta matriz a la forma diagonal mediante un cambio lineal
adecuado de las coordenadas x™*. Representaremos sus valores
principales por P, A = 1, 2, 3, 5 y supondremos que son reales y
distintos dlos otros casos no preientan interés cosmolégicod. Si

los vectores unitarios correspondientes a los ejes principales son

n‘”, la solucién de las ecuaciones ¢3.80) puede escribirse en

la forma
2
1 “1) 1) pz

@ (®
Y = ¢ n n + t nmn +t °n n

(donde los coeficientes de las potencias de t se han igualado a la
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unidad mediante un nuevo cambio de escala de las coordenadas).

tA)

Finalmente, eligiendo los vectores n como los

vectores

unitarios de nuestros e jes coordenados, la métrica se reduce a la

expresién

zp

2 m-at? e z t  *cax™? .81

ds

En ella p‘, pz, o] Yy p

s s Son cuatro numeros cualesquiera que

satisfacen los vinculos

Z p, =1 vy Z p: -1 3.82>

(el primero se deduce de -y = t2 y el segundo de <3.79>>. EIl

primero en obtener esta solucién fue E. Kasner en 1921

Las relaciones anteriores requieren que al menos una de las
cantidades P, Sea negativa. Asi pues, en un espacio-tiempo de
cuatro dimensiones la solucién de vacio de Kasner no se a Justa al

comportamiento observado de la evolucién del wuniverso. Sin

embargo, la prediccién de la contraccién de al menos una de las

dimensiones espaciales es una propiedad deseable en un universo

5-dimensional.

A los efectos de garantizar la isotropia, una solucién

posible es P, = P, = P, = %, P, = = % Esta es la solucién

particular elegida por Chodos vy Detweiler®. A pesar que estos

autores no realizan el calculo, sugieren que dicha eleccién podria
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Justificarse mediante un estudio de la estabilidad de las

diferentes soluciones posibles.

La solucién de Kasner puede extenderse directamente a

espacios de dimensién mayoru”. A pesar que ésta es una solucién

demasiado restrictiva para ser reallst,a(“"m”, provee un modelo

adecuado para la evolucién de un universo multidimensional. Para

los valores elegidos por Chodos y Detweller

ds® = - dt? + <t./t,°)<d§%>’ + <t,o/t,><<:|x”>z €3.83>

el universo resulta espacialmente plano e isotrépico en el

instante t = t,o con cuatro dimensiones espaciales. Para t « t el

universo tiene esencialmente una unica dimensién espacial, cuya

longitud se hace infinita en la singularidad inicial t = 0. Para t
» t’o’ la distancia a lo largo de la quinta dimensién se reduce a
(to/t)‘/zL (i L es su longitud a t.o), mientras que las otras tres

dimensiones espaciales aumentan a (t./t.o)vzl.. Suponiendo que

(to/t,)’/zL es suficientemente pequefio (o sea, el wuniverso es
suficientemente viejo), el hecho que la quinta dimensién no es

observada resulta una consecuencia de la dinamica de la evolucién

del cosmos.
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En particular, no hay razén a priori para exigir la maxima

simetria en las dimensiones extra. En este sentido, el

ansatz propuesto C(extendido a D dimensiones) no contempla la
variedad 7-dimensional (.‘3F’z><Sz><S1 considerada por Witten
(Nucl. Phys. B186, 412 (1981)) como la apropiada para
contener la simetria SU3)xSUCZIxUC1).

Se han estudiado numerosos ejemplos de modelos cosmolégicos
de Kaluza-Klein, resolviendo la ecuacién de Einstein D = 4 +

P dimensional en diferentes situaciones: tensor

energia~-momento de un polvo puro D-dimensional (R. Bergamini
and G. A. Orzalesi, Phys. Lett. B135, 38 (1984)>), de un
fluido perfecto <(D. Sahdev, Phys. Lett. B137, 155 (1984)) y
en el caso de una cosmologia de Robertson-Walker-Friedman
(S. Randjbar-Daemi, A. Salam and J. Strathdee, Phys. Lett.
B135, 388 (1984)). Dichos modelos admiten soluciones en las

cuales todas excepto tres de las dimensiones espaciales se

contraen a un tamafio microscépico.

98



CAPITULO 1V

ACOPLAMIENTO DE LOS CAMPOS DE MATERIA
4.1 - ASPECTOS GENERALES DEL PROBLEMA

Estudiaremos ahora la incorporacién de la materia en el

fibrado <4 + pd)-dimensional. Toda descripcién realista de Ila

naturaleza a través de una teoria de campos unificada se enfrenta

necesariamente con este problema. No basta con tener los campos de

gauge d(que describen las interacciones entre particulas), sino que

debemos tener también a los proplos quarks y leptones.

Con respecto a esto debemos decir que la teoria de

Kaluza-Klein esta& aun lejos de resolver este problema en forma

completam. Se plantean algunas dificultades, en particular con

la naturaleza del espectro de masas generado en el acoplamiento
del fibrado con campos bosénicos y fermidnicos; e incluso con la

propia definicién de las constantes fundamentales asociadas con

una particula material'®, Analizaremos esta situacién primero

desde un punto de vista g¢eneral, dejando para las secciones

siguientes el planteo especifico del problema que a nosotros

interesa -acoplamiento de un campo escalar con una métrica

5-dimensional tipo Kasner- y sobre el que volveremos en el

capitulo VII.
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Para comprender la idea basica, Supongamos que en una teoria
(4 + pd-dimensional tenemos un fermién de spin 1/2 no masivo. El

campo y que lo representa satisface la ecuacién de Dirac 4 +

po>-dimensional

rH D=0 4.1

donde las r“ constituyen una representacién en ese espacio del
Algebra de Clifford. El operador de Dirac admite la descomposicién

r* Dy + r° D"‘:“ oy =0 4.2>

donde DY representa el operador de Dirac usual 4-dimensional y
D(i.nu

el correspondiente al espacio interno de p dimensiones

compactas.

La ecuacién (4.2) muestra inmediatamente que los autovalores

de pnt Juegan a nivel efectivo el papel de masas

4-dimensionales. Si D“"”w = m y, entonces y ser& considerado por

observadores 4-dimensionales (que no acceden a las coordenadas

internas) como un fermi6én de masa |m|.

El operador D(.‘"” actia sobre un espacio compacto y, por
tanto, el espectro de masas que genera es discreto. Se encuentra
que sus valores propios son cero o del orden de 1/R, siendo R el
"radio” de las dimensiones extra. Puesto que 1/R es, en el esquema

de Kaluza-Klein, presumiblemente del orden de la masa de Planck,
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resulta que los valores propios no nulos de D"V corresponden a

fermiones extremadamente masivos, sin posibilidades clertas de

deteccién experimental.

Con respecto a esto, es usual tomar dos caminos diferentes:

introducir masas a nivel del lagrangiano original del orden de la

masa de Planck <a los efectos de recuperar la descripcién de

particulas livianas), o buscar a los quarks vy leptones en los

modos cero de D™, La primera opcién plantea un ajuste notable

de las condiciones iniciales (problema del fine-tunning>, y por

tanto, es un argumento que se debilita por su propia
artificialidad. La segunda posibilidad es mas elaborada y busca la
generacién de masa de las particulas livianas mediante mecanismos

de ruptura de simetria®, Los modelos desarrollados en

supergravedad permiten avances significativos en este sentido.

Sin embargo, existe una razén basica que dificulta un planteo

completamente satisfactorio del problema por esta via, razén que

Se apoya en una de las propiedades fundamentales de las particulas

elementales'?’; fermiones de diferente helicidad transforman
diferente bajo la accién del grupo de gauge (por e Jemplo, se
encuentra que los tripletes de color de mano-izquierda son

dobletes SU(2), mientras que tripletes de color de mano~derecha
son singletes SU(2)). Esta es la razén por la cual los quarks y
leptones no presentan masas desnudas, sino que las adquieren a
través de un mecanismo de Higgs. Este es un hecho muy importante

desde el punto de vista tedrico, puesto que es la base de nuestra
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comprensién del porqué los quarks y leptones son extremadamente

livianos <1-10° Mev) comparados con la escala de masas de la gran

unificacién <10'> Gevd> o

la masa de Planck <10 Gev). Si los

fermiones de mano-izquierda y derecha transformaran de la misma

forma bajo el grupo de gauge, las masas desnudas de las particulas

elementales estarian permitidas y éstas podrian ser

arbitrariamente grandes.

Ahora bien, los modelos en supercravedadw’ propuestos que

buscan reproducir el espectro observado de las particulas

elementales mediante mecanismos de . ruptura de simetria, son

incapaces de diferenciar la quiralidad de los fermiones

involucrados: fermiones izquierdos y derechos transforman

inevitablemente de la misma manera bajo SU(3IxSU2>xUC1)>. La razén
de esto reside en la suposicién que los fermiones lvianos surgen

de los modos cero del operador de Rarita-Schwinger en las

dimensiones extra.

En efecto, la formulacién de la supergravedad en once dimensiones
muestra que el unico campo de Fermi f undamental es el campo de
Rarita-Schwinger w“a de espin 3/2, donde u es un indice vectorial

y &« uno espinorial (estos campos se comportan como campos

efectivos de espin 12 para # = B,., 11). El operador de
Rarita-Scwinger en las slete dimensiones extra es incapaz de
reconocer cuando un espinor es mano-izquierda o mano-derecha con

respecto a las transformaciones de Lorentz 4-dimensionales.

Resulta entonces que las masas desnudas son permitidas para todos
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los fermiones, haciendo no-natural la obtencion final de

particulas de masa nula por este procedimiento.

A modo de conclusién de los comentarios anteriores podemos

decir que, cualquiera sea el camino adoptado en la determinacién

del espectro de masas de una teoria multidimensional, parece

existir siempre un Paso no claramente fundamentado que debe

introducirse a los efectos de obtener una descripcién realista de

las particulas contenidas en la teoria.

4.2 - RENORMALIZACION “"CLASICA" DE LAS CONSTANTES FUNDAMENTALES

En la seccién 34 vimos que el planteo de una métrica

invariante derecha determina automaticamente un mecanismo de

reduccién dimensional. Cuando sobre esta métrica se establece un

campo de materia, las constantes de acoplamiento del modelo

resultan renormalizadas'® "’ (ya a nivel clasico) por los campos

escalares derivados de las dimensiones extra.

Tomemos en primer lugar la expresién <3.60> para el escalar
de curvatura del espacio fibrado. Es conveniente normalizar la

métrica del espacio interno en la forma

1/p ‘
¢°b = ¢ Pab 4.3

de modo que ¢ = det(¢ab) y det.(pcb) = 1. Resulta entonces para RP

la expresidm"n
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Ly €O
R, =R, +R +4nG ¢! o F* p° . 1> "k

ab ki ki 41p ¢z
4.4
1 ab _ecd
+ = -
zP P (ka“)(kabd> + Addet pcb 1>
donde A es un multiplicador de Lagrange. Obsérvese que (4.4

distingue claramente la contribucién del campo escalar ¢ danico

sobreviviente en el caso S-dimensional). Este campo juega un papel

importante tanto en la determinacién de las propiedades

geométricas del espacio-tiempo como en el proceso de acoplamient.o

de campos de materia.

En efecto, este campo presenta (excepto para el caso

5-dimensional <(p = 1> un término cinético esencialmente negativo.

El lagrangiano (359) es pues inestable, y por tanto, resulta

necesaria la realizacién de una transformacién conforme sobre la

métrica inducida en M

¢ - ¢1/2

" €., 4.5>

a los efectos de eliminar esa anomalia. La transformacién <45

permite expresar al lagrangiano (3.59) en la forma

104



;’_ - p+2 12 -~ 1/2
Log - 16nG> {3 RM + exp [“ [—p-] 0] Ro + exp [' [p—_EZ] C'] A

172
p+2 a 1Y 1 2 €4.6>
+ —= =
4nG exp[[ ] 0] Pav F Kt F ki + (aka)

1 ab _cd
+ —
3P P (kaqc)(kabd) + Adldet Pav 1> }

mas un término que es una divergencia total. En la ultima

~

ecuacién, Rc - Ra(po.b> y ademas se introdujo el dilatsén
definido como

o>

1.7

Es interesante observar que, a este nivel, la dinamica de P, ©S
determinada por un modelo sigma no-lineal acoplado minimamente a
Bmk con un potencial de autointeraccién especificado por Rc(pab).

Los resultados anteriores sugieren que, para p > 1, debe
considerarse a la nueva métrica (¢Vz) €. <y no gu) como la

métrica del espacio-tiempo fisico.

El acoplamiento de un campo fermiénico con la métrica

anterior nos leva a completar el lagrangiano (359> con el

término

maoteria

=VEV6[;:<¢r“v“>w+m;,w] 4.8
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La reduccién dimensional del término de materia se realiza de
acuerdo a la propiedad invariante~-R de la métrica r“v. Es facil

probar que la invarianza derecha requiere que se satisfaga la

condicién(m

dy=0 4.9>

de manera que este procedimiento asegura nuevamente la eliminacién
automatica de las coordenadas internas. La transformacién 4.5

lleva al lagrangiano de materia a adoptar la expresién

- 1 /2 - &
Lmatori.o. = Vc {e,‘p[— 2 [p-‘-ﬁ] d] vir ka‘ -

p+1
exp |~ 172
L [pCp+2)]

0] v vy +

. 1-2 ! 1-2 - x
I [P*Z] exp L— 5 [p+2] a] (Oka> vy oy - <4.10>
ex 1 a =_ ki
——exp[ a]G piés" '@ y dyp +
4 [p(p+2)]"z ki a

1,2
1 p+i ¢ =_ab -1 (p =
I X [- o a]f ab¥S rcw +m exp[ 5 [p_—"-Z] a] v«.rsw}
[pCp+2)]

Los calculos que levan a (4.10) son directos aunque engorrosos,
por lo que nos los incluiremos aqui. Las matrices ) dan una

representacion particular del Algebra de Clifford
multidimensional:
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Fk-ykoﬂk

l"aL - v, ® v, {ra, rb} = - 2 6ab

y ademas

1
Sap = 3 7 72

El acoplamiento minimo de fermiones en una teoria de Einstein

(4+pi-dimensional es descrito entonces por el lagrangiano

L =L +191L
o

materia 410

Puede hacerse a este lagrangiano fisicamente mas transparente

normalizando apropiadamente a los campos. Con los cambios

o 1 (pt+2 1/2 a . p 1/2
B e ? exp[— Y [T] o] B R exp[ ’y -—_._3] o] ¥ - (412>

e introduciendo la constante de gauge e fectiva

172
e=e exp |- % [E;—z] o] 14.13>

resulta en términos de estas nuevas variables la siguiente

expresién para este lagrangiano
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- Ve _(p*2 1,2 -
L —a {R“ + exp[ [p ] o] Rc +
exv[- [;%]Vza] A+ o, o>% +

1 ab cd
P P (kaac><kabd) + Addet Poy = 1> } +

2

a 1 172 a a
F + = + -
[ Kt z {p+2/pl <B koLa B toka) ] <4.14>

M
——
1 :
aln

+ Eér"[ v, + -:_ tpCp+2>1172 o0 ]w -

Y1onG a 1 1/72,.a a - ki
— [ F Y ; [p+2/p1 B kola - B loka> ] vsoey y

1 - ab - -
+« 1
- LS rcw*mwtr,w}
e
donde
1,2 12
- + -
2% = uexp[% [Ep—z-] o] y m = m exp|- :;. —g-z-] a] <4.15>

Con las nuevas constantes de acoplamiento, el lagrangiano

toma la forma estandard. La implicancia fisica de los resultados

anteriores es clara: el campo o se acopla con las constantes

fundamentales del sistema considerado. Es interesante notar que no

sdélo la constante de acoplamiento y la escala de longitudes

caracteristica del espacio interno son renormalizadas por el
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dilat6én, sino también la masa resulta afectada de acuerdo con la

expresion (4.18).

4.3 - APROXIMACION DEL "MODO CERO"

El proceso de reduccién dimensional puede efectuarse también

a partir de la compactificacién de las dimensiones extra. De

hecho, este método (basado en la hipétesis de Klein) es el que se
aplica usualmente, tanto en la determinacién del vacio de la

teoria como en el acoplamiento con campos de materia™®’.

En el caso S-dimensional, la compactificacién implica la

ruptura de simetria M° » M* ¢ st para el vacfo de la teoria. Ambos

M> y M e st resuelven trivialmente las ecuaciones del campo
5-dimensionales. Clasicamente no es sencillo decidir cual de estos
espacios es mas apropiado para caracterizar el estado

fundamental''?’ Cambos tienen energia ‘cero*, aunque existen

dificultades -propias de la relatividad general- en la definicién

y comparacién de dicha energia). Ademas, existen problemas

vinculados con la estabilidad del vacio de Kaluza-Klein'?.

Las simetrias de M* @ S!' son las del grupo de Poincaré
actuando sobre M* y el grupo UW) de rotaciones del circulo S'.
Pequefias oscilaciones en torno al estado fundamental producen un
namero infinito de excitaciones masivas, cuyas masas resultan del
orden de la inversa de la circunferencia de S'™”. Se encuentra

ademas un numero finito de modos no masivos, los que constituyen
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el limite de ba Jas energias de la teoria. Estos modos no masivose

incluyen al gravitén y al fotén como las particulas de gauge de

las simetrias de M*' e S‘, Y un escalar de "Brans-Dicke", el

coeficiente Vs del elemento de linea S-dimensional.

Suponiendo que la compactificacién esta4 establecida, es
posible efectuar una expansién de los potenciales y los campos en

término de los modos normales del espacio 14

compacto Las

ecuaciones pueden ser integradas directamente en las coordenadas
internas, resultando una accién efectiva dependiente unicamente de
las coordenadas xk. El modo cero de esta expansién provee de un
esquema aproximado de reduccién dimensional, donde uno pretende

restringirse a la regién de baja energia de la teoria.

Limitaremos la discusién de este punto al caso 5-dimensional
y al tratamiento de un campo de materia escalar. La reduccién
dimensional por la compactificacién de un campo mesénico en 8
dimensiones nos permitirA considerar en los capit.‘u.los VI y VI
cuestiones interesantes relativas al significado fisico del campo
de "Brans-Dicke' Vs Y también <(utilizando un modelo cosmolégico
simple de tipo Kasner) los problemas que surgen en la definicién

de las constantes fundamentales.
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4.4 - QED ESCALAR A PARTIR DE LA TEORIA DE KALUZA-KLEIN“>

Consideremos un campo escalar real w(x“ > en un espacio-tiempo

5-dimensional cuya accién es

S, = f ax Yir| { id opw oy + m:,wz H 4.16>

donde y = det va = ¢ g, ¢ = det gk" y la métrica plana es, como

siempre, nuv = diag(-,+,+,+,+>. Tomando sobre el fibrado una base

local producto directo, los elementos del tensor métrico resultan

dados por las expresiones 331 vy (3.32). En el caso

5-dimensional €, = @

éab Ca, b = 1), de modo que tenemos

Celiminando el {ndice trivial correspondiente a las

variables
internas)
2 2

Yro " 6 Y ex @A A

rks = ax ¢ Ak 447>

Ves ™ ¢
y

kl kl

Y =

7> m - ox g*! A, 4.18>

55 -1 2.2 ki

Yy = @ + oex ¢ AkAl

En estas expresiones hemos introducido la constante dimensional 2

y la carga electrénica en la definicién del potencial de gauge Ak’

~
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segin hemos visto en (337). En el sistema de coordenadas

considerado, la métrica S-dimensional tiene la forma estandar

ds® = ¢ ax® + A ax>? + 6, <4.19>

siendo

$=e x = Y/16nG <4.20>

de acuerdo con ¢3.61).

La compactificacién de la quinta dimensién permite plantear

el siguiente desarollo de Fourier para el campo de materia

| -] k s
px ,x DO m X v, () exp{éqnx + 4.21>
donde
ann
q, = 220 4.22>

Introduciendo (4.21) en (4.16) y efectuando la integracién

sobre x° (r“ YV se supone independiente de la coordenada x°) se

obtiene la siguiente expresiéon para la accién reducida
tetradimensional
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< kl L] s ks L
S4 - Z J. d'x ./IYI [ Y akwn olwn + ‘qn v <wr~. okwn
4.23>
- 2 53 = 2 =
wn oltwn) + qn r wn v’r\ + mo Wr\ wn

Utilizando las expresiones de r“v dadas en (4.18), la accién puede

escribirse en la forma

< ki - 2 2 =
S, = z J' d'x 7|r| [ 'S (Dkwn) Dlwn + m_ + 9/ v v ] 4.24>

donde

D =93 -1 a, 6A, 4.25>
es la derivada covariante de ¢auge. El principio de minima accién,

aplicado sobre cada componente S‘n de la suma (4.24), genera la

siguiente ecuacién de ondas para el campo wn(xk)
7]%[ D,V|r| €'y - my =0 . 426>
donde
m: - m: + q:/¢ 4.27>

Es obvio que la presencia del campo escalar ¢ impide una
interpretacién fisica directa de este resultado. Sélo en el caso

de Kaluza, donde ¢ = constante = 1, (4.26) se reduce a la ecuacién
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de ondas de un campo de Klein-Gordon acoplado minimamente con el

potencial electromagnético Ak' Esta prescripcién hace que

identifiquemos la constante de acoplamiento para el campo y con
n

la expresién

2nn

RS

e . =fq =p W@ =1 <4.28>

(h = ¢ = 1), Este es naturalmente el resultado principal de la

hipétesis de Klein, establecido ya en la ecuacién (2.43),

La ecuacién (4.27) muestra cémo la masa asociada con el campo

v, resulta afectada por la compactificacién de la quinta

dimensién. El proceso de compactificacién genera un término de

masa del orden de la masa de Planck, puesto que R5 es del orden de
la longitud de Planck. Por lo tanto, aun limitandonos al primer

modo del desarrollo de Fourier <4.21), la (masad? en el

lagrangiano original debe ajustarse a un valor enorme y negativo
de forma de recuperar una descripcién realista de una particula
liviana. Este ajuste tan riguroso de las condiciones iniciales
confiere a la descripcion anterior un alto grado de

artificialidad, constituyéndose en uno de los problemas tipicos

inherentes a toda formulacién de Kaluza-Klein (problema del
fine-tunming).

Los resultados obtenidos muestran pues como puede generarse

la QED escalar en 4 dimensiones a partir de un campo de materia
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neutro 5-dimensional. La QED escalar se obtiene rigurosamente en

el caso mas restrictivo de asumir una métrica S5-dimensional del

tipo de Kaluza, con Ve ™ constante. Los puntos caracteristicos

que surgen en esta aproximacién lo constituyen la relacién Cya

establecida anteriormente) entre la carga eléctrica y el radio de

la quinta dimensién, y la generacién dinadmica de masa producida

por la compactificacién.
4.5 ~ LA SOLUCION DE CHODOS Y DETWEILER‘®

Supongamos ahora que la métrica del espacio-tiempo

S-dimensional es de tipo Kasner

2

ds® = -dt? + st > @ + b /D Cdx>>® €4.29)

Como sabemos, esta solucién de las ecuaciones del campo trata
de manera diferente a sus dimensiones espaciales, permitiendo
describir un universo efectivo tetradimensional {para valores de t

suficientemente grandes) a partir de un universo de 5 dimensiones.

A los efectos de vincular la coordenada temporal t con las
constantes de la particula, Chodos y Detweiler efectuan un

reescaleo de las coordenadas de manera que la métrica de Kasner

adopte la forma

ds® m ~dt? + W TIERI? + Ct /L) 4.30
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con t/t x 1. Este cambio de escala hace que la nueva coordenada x°

satisfaga la condicién

0 < x° < Rs(bo/-r)‘/ z 4.31)>

Sobre la métrica anterior se incluye ahora al potencial

electromagnético Vs - (?Ak como una pequefia perturbacién.

Considerando entonces un campo cuantico w(x“ > acoplado con esta

métrica por la ecuacién

oV +ay=0 <4.32>

(donde O, es el operador d’Alambertiano covariante S5-dimensionald,

suponiendo que y es periédica con periodo Rs(to/r)uz en la
coordenada x° e ignorando variaciones en la cantidad t/T (supuesta

igual a uno), Chodos y Detweiler obtienen la siguiente expresién a

segundo orden en Ak

oy - ¢ - @y - ZIq(Akakw) - lq(akAk)w

€4.33>
- @ AA y - A o*v+2iqa*A Dy w0
k k,s k.3
donde resulta ahora
q= 2n 434>
R <t ,1XY2
S -]

116



Como era de eéperar, ¥ es un campo de Klein~Gordon acoplado con el

campo electromagnético Cademas de otras interacciones debidas a la

posible variacién de A, en la quinta direccién). Se encuentra

ahora que la unidad basica de carga obedece la relacién

ez c’ T 1
- o —_— <4.35)>
4nhc [ 16nth ] t'o[ Rsz ]

donde se ha incluido explicitamente las constantes h y ¢ El

parametro Tt representa un tiempo caracteristico de la edad actual

del universo y t’o es el tiempo para el cual las cuatro dimensiones

espaciales son equivalentes. Utilizando los valores conocidos de

las constantes en (4.35) se obtiene nuevamente

(t.o/'r)‘/zks = 2.38x10 > cm €4.36)
© sea, la quinta dimensién resulta restringida a un intervalo de

variacién sumameht.e pequefio (del orden de la longitud de Planck).

La ecuacién (4.33) muestra que el cociente de las constantes
de acoplamiento eléctrica y g¢ravitatoria es proporcional a la edad
del universo, resultado que esta de acuerdo con la hipétesis de

Dirac de los grandes numeros'*’’. En particular, cuando ¢t =~ t_(y

sSuponiendo m constante) ambas interacciones resultan
aproximadamente de la misma intensidad, y hoy el enorme valor de

la razén entre la interaccién eléctrica a la gravitatoria es una

consecuencia de la edad del universo.
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La dindmica <en una escala cosmolégicad que adquieren las

constantes fundamentales responde al comportamiento peculiar del

campo escalar ¢ de Kaluza-Klein. Esta dinamica complica el

problema del fine-tunming asociado con la masa del campo y. En

efecto, vemos que en este modelo atn un ajuste Cen un instante To)
extremadamente estricto de la constante a@ no resulta suficiente,

ya que la particula es un tachion para tiempos anteriores a v y

se vuelve extremadamente masiva para valores de T mucho mayores

e T _.
qu °

El andlisis de Chodos y Detweiler plantea ciertas cuestiones
sobre el comportamiento temporal de las constantes del sistema a

partir de la relacién fundament.al (4.35). Estos autores suponen

dos hipétesis sobre Ila dependencia temporal individual de estas

constantes:

1- la constante de estructura fina o = e’ /4nhc es
constante sobre periodos cosmolégicos.

2- la masa de la particula Cen unidades atémicas) es

también independiente de T.
La hipétesis (1) cuenta con un fuerte apoyo experimental, mientras

que (2> "es una suposicién extra, pero la mas razonable que puede

hacerse",

Sobre esta base (y tomando un sistema de unidades en que c
= 1, lo que es siempre posible), resulta de <4.35) que Gh « 1/7.
En unidades atémicas h = constante, de manera que G &« 1/t. La

hipétesis (2> asegura entonces en esta situacién el siguiente
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comportamiento Para la razén entre las interacciones elétrica y

gravitatoria

e2/0m® x T €4.37>

en un todo de acuerdo con la hipétesis de Dirac. En unidades

gravitacionales tenemos que G = constante, de modo que ahora h «

1/t. Puesto que a es constante, resulta oz x 1/t y, en orden de
satis facer C4.37), concluimos que m o 1/t en unidades
gravitacionales.

Un resultado interesante de este analisis lo constituye el

comportamiento de las frecuencias atémicas ligadas con la emisién

de seflales por atomos. E = mfcc) representa la energia de un nivel

atomico tipico y v = 1 /hdmfCod su frecuencia. Es inmediato ver

entonces que, tanto en unidades atémicas como gravitacionales, el

cociente m/h es independiente de 7. La variacién temporal de las

constantes fundamentales no afecta pues, de acuerdo con este

enfoque, el corrimiento al rojo de las lineas espectrales.

Es claro observar que las conclusiones anteriores se
obtuvieron contemplando principalmente la validez de la hipétesis
de Dirac 4.37). De hecho, todo lo razonable que puede atribuirse
a la hipdtesis (2> se apoya en este punto. Ahora bien, el modelo
considerado provee especificamente de un vinculo entre la masa de
la particula y el parametro de evolucién del wuniverso t. Este

vinculo es claramente patolégico y resultaria deseable poder
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ignorarlo en el analisis general del comportamiento de las
constantes con respecto a la edad del universo. Sin embargo, la
inclusién de dicha relacién en el analisis de Chodos y Detwetiler
produce resultados que se apartan notablemente de la hipétesis de
Dirac.

Esto produce un divorcio importante entre el vinculo dado

entre las constantes y la edad del universo por
Kaluza-

la teoria de

Klein y el requisito que dichas constantes se ajusten a la

hipétesis de Dirac. Veamos esto mas en detalle.

De acuerdo con (4.33) y (434> <(ver también <4.27)), la

variacién de la masa con el parédmetro T viene dada por

m = (t) - a Ca > 0O <4.38>

La inclusién de <¢4.38) en la relacién entre las interacciones

eléctrica y gravitatoria escrita en el sistema atémico de unidades

resulta en la expresién

2 2 2
e T , b = aR /4n €4.39>
16nGm* T - bto

donde hemos utilizado el resultado (4.35) de Chodos y Detweller.
2
Las graficas que siguen muestran el comportamiento de e>/16nGm y

m en funcién del parametro adimensionado ? = r/bo.
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Cong fanle

m‘b)'lg 3

En las figuras anteriores se observa lo siguiente:
1- para valores de I mayores y préximos a b, m&d> x 0 C(zona de
particula liviana) y ademas d/d! = o C(crecimiento extremadamente
répido de la masa con 7). La razén de las fuerzas eléctricas y

gravitatorias en esta situacién es completamente anormal:

se hace infinita cuando { = b y disminuye con rapidez a medida que

crece T.
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2~ cuando ¢ » b se hace valida la aproximacién dm/dr = 0 (zona de

masa constante). En esta situacién, ez/sz se aproxima
asintéticamente (y disminuyendo con 1) a uno, en total desacuerdo

con la hipétesis de Dirac.

Las conclusiones de este anAlisis elemental son claras: la

generacién dinamica de masa producida por la compactificacién
altera de tal modo el comportamiento de las constantes que no es

posible asignarle un significado fisico clerto. Estamos sin duda

frente a una situacién ambigua: por un lado el resultado de Chodos
y Detweiler sobre el comportamiento cosmolégico de e’/G es
significativo desde el punto de vista fisico, no s6lo a través de
la posibilidad que ofrece - ya desde la época de Klein - de dar un
marco teérico a un problema tan importante como la cuantificacién
de la carga, sino también por proveer de un modelo de evolucién
cosmolégica de las constantes fundamentales. Este modelo - el
propuesto por Chodos y Detweiler - ignora sin embargo conclusiones

fundamentales provenientes de la compactificacién de la quinta

dimensioén.

En realidad, el planteo de Chodos y Detweiler no es completo.
Por ejemplo. no tiene en cuenta la alteracién de la constante
gravitatoria por el cambio de escala en la métrica de Kasner.
Tampoco considera los efectos de la renormalizacién de la carga y
la masa asociadas al campo cuantico yw. En el capitulo VI haremos
un planteo méas preciso (y generald) del comportamiento de un campo

escalar de materia acoplado con una métrica S-dimensional de
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Kaluza-Klein, atendiendo especialmente el problema de las

constantes asociadas a la particula. Los resultados que se

obtienen difieren notablemente con los de Chodos y Detweiler

(veremos por ejemplo que es posible - dentro de ciertos limites

compatibilizar la hip6tesis de Dirac con la funcién mlr) de

Kaluza-Klein). También, en el capitulo VII, veremos como Ila

utilizacién de las técnicas del ¢rupo de renormalizacién permite

definir un sistema de unidades que contemple las peculiares

dependencias cosmolégicas que la teoria de Kaluza-Klein atribuye a

las constantes fundamentales.
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CAPITULO V

LA REALIDAD FISICA DE LA QUINTA DIMENSION

5.4 - INTRODUCCION

En los capitulos anteriores hemos considerado diferentes

aspectos del programa de unificacién de Kaluza-Klein. También

hemos discutido su relacién con otras teorias actualmente en

desarrollo, como la supergravedad y la teoria de cuerdas.

Un punto importante entre los distintos ingredientes que

conforman este programa lo constituye la propia interpretacién del

significado de las dimensiones extra. La evolucién de las ideas en

Juego marcan, en este aspecto, una tendencia a dotar a estas

dimensiones de una realidad fisi_ca concreta. Segun esta

interpretacién, nuestro universo contendria una parte oculta

(ciertamente inaccesible en la escala de energias fisicamente

mane jables) aunque muy importante en sus funciones, ya que
determina todos los mecanismos de interaccién de la parte visible,
donde se manifiesta la naturaleza tal cual la Percibimos ho;;. En
el capitulo II mostramos someramente la influencia de estas ideas

en el desarrollo de la teoria de Kaluza-Klein.

Un aspecto fundamental vinculado con este punto lo constituye
la posibilidad de manejar modelos cosmolégicos consistentes con

estas hipétesis. En la seccién 38 mostramos como se obtienen a
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partir de las ecuaciones del campo soluciones cosmologicas que
modelan un universo como el que acabamos de describir. Este
universo, por alguna razén que desconocemos, decide tratar en
forma diferente a las dimensiones fisicas que 1lo conforman,
produciendo la expansién de 3 y la compactificacién y contraccién

del resto de sus dimensiones espaciales.

Esta imagen presenta, a nuestro juicio, dos caracteristicas
contrapuestas: es atrayente pero débil. No deja de ser sugestiva
la posibilidad de construir modelos del universo consistentes que

permitan a las dimensiones extra existir pero no ser detectadas.
Sin embargo, la no unicidad inherente de estos modelos C(en
realidad, podriamos vivir hoy en un. universo completamente
diferente, con un numero arbitrario de dimensiqnes en expansién y
otro tanto compactificadas), no deja abandonar en definitiva el

terreno especulativo del problema.

Resulta pues interesante preguntarse si existe en el campo
fenomenolégico la posibilidad de encontrar evidencia adicional de
la existencia de las dimensiones extra. En principio, no habria
razén para que no existiesen vestigios de las dimensiones extra
del universo de Kaluza-Klein que puedan manifestarse en la forma
de fenémemos observables a nivel del espacio-tiempo

tetradimensional.

Nuestro propésito es mostrar que existen ciertos fenémemos

fisicos de naturaleza cuantica (el efecto Aharonov-Bohm vy el
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efecto Meissner-Ochensfeld en superconductoread que pueden ser

explicados satisfactoriamente en el marco de la teoria de

Kaluza-Klein. En este sentido, dichos efectos pueden ser

considerados como evidencia experimental sobre la existencia de la

quinta dimensién <(obsérvese que al involucrar éstos fenémenos

esencialmente a la interaccion electromagnética, sélo resulta

afectada una dimensién extra en el formalismo de Kaluza-Klein).

Otro aspecto sugestivo ligado con los resultados que
presentaremos lo constituye la posibilidad de dar un fundamento
clasico a fendmenos de naturaleza cuantica. En la seccién
siguiente discutiremos en detalle este aspecto ligado al efecto
Aharonov-Bohm. Con respecto al efecto Meissner-Ochsenfeld, el

trabajo de W. Farrel Edwards'’ constituye un antecedente sobre la

derivacién clasica de las ecuaciones de London.
5.2 - EL EFECTO AB Y LA TEORIA DE KALUZA-KLEIN, MOTIVACIONES

Pocos fendmenos han producido en Fisica un debate tan intenso

sobre sus fundamentos como lo ha hecho el efecto Aharonov-Bohm <o

efecto ABD.

En 1959 Aharonov vy Bohm'*!

mostraron que existen efectos
fisicos observables de naturaleza electromagnética sobre

particulas cargadas que se mueven en regiones donde los campos son

nulos. Los potenciales, considerados siempre como vehiculos
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matematicos convenientes para expresar a los campos (carentes por

tanto de toda vinculacién con el mundo real), aparecen aqui como

los responsables directos de un fenémeno experimental'®.

Una intensa controversia'® sobre el significado de los

potenciales electromagnéticos se Planteé desde que este efecto fue

predicho en 1959, vVvarios autores se esforzaron por hacer

desaparecer a los potenciales del pl.anteo inicial hecho por

Aharonov y Bohm. También se discutia el propio disefto

experimental, buscando la posibilidad de que el efecto Cya

observado) se debiera a otras causa® (por ejemplo, influencia de

campos no previstos, etc.). Los intentos realizados para revertir
estas consecuencias resultaron claramente insatisfactorios, y hoy
hay consenso general sobre su interpretacién en términos de los
potenciales (méas precisamente, en funcién de magnitudes

invariantes gauge que se manifiestan aun en ausencia de campos).

A pesar de las diferentes reacciones producidas, no existié
en principio desacuerdo sobre la existencia del efecto en si
mismo. Y esto fue ast pues este fenémeno contaba con un apoyo
fundamental: el de la mecanica cuantica. Sin embargo, en 1982
Bocchieri vy Loinger“’ mostraron que la explicacién cusntica
usualmente aceptada del efecto AB conduce a inconsistencias con
principios baAsicos, sustentados por la propia mecaénica cuéntica.
Si aceptamos estos argumentos, es claro que se involucra ahora al

efecto mismo como carente de un marco teérico apropiado.

129



En este contexto, se vuelve necesaria una nueva

interpretacién teérica de todos aquellos experimentos que son

considerados verificaciones del efecto AB. La teoria de

Kaluza-Klein provee esta explicacién, con las consecuencias

(relativas tanto a dicho efecto como a la propia teoria de

Kaluza-Klein> comentadas en la seccién anterior.
5.3 - EL EFECTO AB Y LA MECANICA CUANTICA

El experimento de Aharonov y Bohm se refiere al
desplazamiento del patrén de interferencia de las ondas de de
Broglie en un dispositivo de doble rendija por causa de un

solenoide infinito. El solenoide se ubica inmediatamente por

detras y entre las rendijas de una pantalla sobre la que se hace

incidir un haz monoenergético y homogéneo de electrones (ver la

figurad.

El paquete de ondas que incide sobre las rendijas se
descompone en dos paquetes coherentes (1) y <2, cuyos ‘centros"

viajan por encima y por debajo del solenoide, respectivamente.

Sean p(? y p“: lass funciones de onda asociadas a dichos
Paquetes en ausencia de campo magnético en el interior del
solenoide. Las funciones de onda que describen la interferencia de

los electrones cuando se establece un campo B = VAA en el interior
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del mismo son entonces, de acuerdo con Aharonov y Bohm

p(r,t) = exp [—‘% JAdr
1)

) {o
] P, L+ exp[-ﬁ- JAdr

2)

] p‘:’ r,td

donde e es la carga electrénica y las integrales son evaluadas

sobre las trayectorias

del centro de

los

correspondientes

paquetes. La ecuacién anterior puede ser escrita en la forma
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P(r,td> = exp [2;‘ I A.dr] {p‘:” L) + exp [?]p‘:’ (r,t)} B0
(1)

donde % = § Adr representa el flujo magnético a través de la

superficie encerrada por las trayectorias 1) y 2.

A partir de (5.1) puede obtenerse una expresién para el

patrén de interferencia en funcién del flujo magnético 3. Puede

demostrarse facilmente™’ que ésta funcién determina un

desplazamiente global 8> del patrén de dos rendijas en la

magnitud

sen 6 = — — B5.2>

Q.
©

siendo p la magnitud del momento lineal de los electrones y d la

separacién entre las rendi jas.

Esta es la solucién que la mecanica cuantica provee de la
situacién considerada. Para encontrarla, basta con resolver Ila
ecuacién de Schrddinger correspondiente. Lo peculiar de la
situacién resulta de la naturaleza de los campos presentes: al ser
el solenoide infinitamente largo, B = 0 en todos los puntos no
interiores del mismo. Sin embargo, el potencial vector no se anula

en toda la regién exterior al solenoide (pues su integral de linea

a lo largo de cualquier curva que rodee a la bobina es diferente

de cero si & = 0.
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Si nos colocamos en la posicién de un electrén en viaje al

punto P de la pantalla detectora, vemos que éste sblo es capaz de

interactuar localmente con los potenciales, pero no con los

campos. La influencia de los campos sobre su movimiento es, a lo

Sumo, de naturaleza no local. Esta situacién coloca en una

posicién comprometida al electromagnetismo clasico, construido

basicamente sobre la hipétesis que sélo 1la interaccién local de

los campos posee significado fisico. Por esto, la discusién sobre

la interpretacién de este efecto se centré principalmente en el

significado de localizacidn y de la accién a distancia de las

diferentes magnitudes electromagnéticas.

Sin embargo, como ya lo sefialamos, en 1982 Bocchieri

Loinger“’

y

plantearon un nuevo enfoque de este problema, dando
argumentos sobre la incompatibilidad del efecto AB con las leyes

de la mecanica cuantica. Su intencién es “probar que la concepcién

de Aharonov y Bohm conduce a inconsistencias con los principios

fundamentales de la teoria cuantica. De acuerdo con esto la

interpretacién corriente de los experimentos concernientes al

efecto AB resulta insostenible”.

El argumento de Bocchieri es realmente simple y se refiere a
la dependencia de las magnitudes observables Cvalores medios de
operadores hermiticos) con el flujo del campo magnético. Si por ;
representamos el operador correspondiente a un observable fisico,

el valor esperado de dicha magnitud en el estado superpuesto (5.1

es
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~ ~ ~
(p, Fpd) = (P(:’. F‘p“:)) + (p(:). Fp(:’)

5.3
+ 2 Re{ exp [- i:‘—Q-] (p‘:”, Fp(:') }

-~

Si F = r, se produce de acuerdo con (83> un corrimiento -

dependiente del flujo magnético & - del baricentro del sistema de
anillos de interferencia de Young aun cuando no se efectiue trabajo
alguno sobre el sistema. Este resultado es contrario, de acuerdo
con Bocchieri y Loinger, con el principio de conservacién de 1a
energia (conclusiones similares se obtienen tomando simplemente f'

= H, el operador hamiltoniano del sistema).

5.4 - DERIVACION DEL EFECTO AB A PARTIR DE LA TEORIA DE
KALUZA-KLEIN'®"?

Consideraremos primero la descripcién de las trayectorias de

particulas cargadas desde el punto de vista de la teoria de

Kaluza-Klein. Como sabemos, éstas estan dadas por la proyeccién de

las geodésicas asociadas a una particula material

en 8
dimensiones. Estas ultimas se obtienen a partir de la ecuacién
2_u - a €]
dx" L p  dxmdx” B4
das* o3 ds ds

siendo s el parémetro afin usual, proporcional al tiempo propio

dr? = ywdx“dx" = @ + pA adD? + €, dx"dx’ 5.5
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donde hemos tomado Y,5 ™ Constante = 1 y Vs ™ ﬁAk. Separando los

indices k = 1,.4 y a = 8 en (54) y desarrollando 1los simbolos

de Christoffel se obtienen las siguientes ecuaciones del

movimiento

m L
d X +r® dx" dx” | & BF* g—_’-s‘_- 5.6a>
ds ™ ds ds
L} k
g—g- + A, gg = X (constante) (5.6b>

donde, como en la seccién 3.3, r‘"lm representan los simbolos de
Christoffel asociados con la métrica €, Y Fu es el tensor de
campo electromagnético. Comparese (5.6b) con la ecuacién (2.62) de

la seccién 2.4. Vemos que (5.6a) se vuelve idéntica a la expresion

de la fuerza de Lorentz si tomamos

X3 =e/m .7

siendo m la masa en reposo.

En el experimento de Aharonov-Bohm los efectos gravitatorios

no son importantes. Los €. toman pues sus valores minkowskianos y

(5.6a> adopta la forma

k k
% - X3 Fktvt wk = 3%, 5.8
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Esta udltima ecuacién indica claramente que

vkvk = constante 5.9

Obsérvese que si las geodésicas son parametrizadas por medio de =T

(es decir, si tomamos s = ), se tiene vkvk L ckl(dxk/m-)(dxl/dr)

= 1 - (dx°dr + erdx"/d:uz 1 - 9% de manera que, en la

ecuacién anterior, constante = 1 - 92 Por otra parte, si el
movimiento es parametrizado con el tiempo propio de las particulas

o sea, si ds® = gktdxkdxl), resulta simplemente constante = 1.

Ahora bien, a partir de (5.6b) y €85> puede obtenerse la

siguiente expresién para el intervalo de tiempo proplo

5 k dxk L
dr = X dx” + [?Akdx > + ckl ar dx- 5.10>
El tiempo propio de vuelo de los electrones entre los puntos S

(fuented y P <(pantallad se obtiene entonces integrando <¢5.10>

sobre las trayectorias 4-dimensionales (1) y (2>

P P
k
e k dx !
T = J A, dx + 6. ar I 5.11>
s (1) S (1) ‘

donde (I> = 1 o 2. Es posible ver que la condicién X = constante,

necesaria para la integracién en (5.11), resulta de una fi Jacién

particular del gauge.
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En ef ectc;, Supongamos por un momento que X = hi(s>) =
constante y que describimos la situacién utilizando un sistema de
referencia tetradimensional en reposo con respecto a la particula.
En ese sistema, (5.9) nos dice que ¥ x s Sabemos ademas que en

una transformacién de corte

x> = x>+ O v PA, = (A - 3 f

)

donde f es una funcién arbitraria escalar bajo transformaciones

4-dimensionales. Si hacemos f(xk) = - his) mediante una

transformacién de €auge resulta directamente x’° = 0. Vemos pues

que, en cualquier situacién, siempre es posible encontrar una

transformacién de gauge que satisfaga la suposicién que x° es una

constante del movimiento.

Volvamos ahora al experimento de Aharonov y Bohm. En primer
lugar, resulta claro que cualquier intento por interprgtar este
efecto <(aun sobre bases no-cuanticas) debe incluir el fenémeno

(tipicamente cuantico) de la interferencia de particulas

materiales. Esto implica aceptar la naturaleza ondulatoria de la
materia, contenida en el principio de dualidad onda-corpusculo de
de Broglie. También es claro que el aceptar este principlo no es

equivalente a convalidar toda la mecanica cuantica.

Aceptaremos pues la hipétesis de complementaridad
onda-corpusculo y la utilizaremos para explicar la formacién de

patrén de interferencia de los electrones, pero explicaremos el
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corrimtento AB de ese patrén sin resolver la ecuacién de

Schrddinger; lo haremos unicamente a partir de la diferencia de

fase en las ondas de de Broglie producido por la diferencia de

tiempo propio de vuelo de los electrones que arriban al mismo

punto de la pantalla detectora.

Las ondas de de Broglie pueden escribirse en forma covariante

como

p(xk) =9, exp(iklx") B12>

donde kt es el cuadrivector numero de onda de la particula libre,

definido a través de la relacién

>3
B1%
'
b 4

5.13>

Escritas en forma covariante, 35.12> y .13 son

naturalmente invariantes frente a las transformaciones de
coordenadas usuales 4-dimensionales del espacio-tiempo. La
covariancia de estas ecuaciones es fisicamente significativa:

reflejan el hecho que la forma de las ecuaciones fisicas se

mantienen invariantes cuando se conecta un campo gravitatorio.

Es posible extender dicha nocién de covariancia al
espacio-tiempo B8-dimensional. El concepto de covariancia general
en 35 dimensiones es naturalmente un ingrediente esencial en la

unificacién geométrica de la gravitacién y el electromegnetismo
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lograda por Kaluza-Klein. En este contexto, todas las leyes de la

fisica resultan invariantes también al conectar el campo

electromagnético.

En el lenguaje de Kaluza esto significa que debe introducirse

la quinta dimensién, sustituir €,, Ppor rm) y también las derivadas

covariantes 4-dimensionales por derivadas covariantes

5-dimensionales, en todas las ecuaciones fisicas. Este mecanismo

permite introducir a los potenciales electromagnéticos (via el

tiempo propio) en la fase de las ondas de de Broglie.

En efecto, resulta directamente

N dx

M m H M
kR dx ™ + k dx" = —_ Ak -
t o £ .
k
m dx° dxk -] k.2 dx L
h [ [ ds * PA, 35 ](d" * AR AT+ g G5 IX ] =

m 3 e k dxkl
?\‘[[de +5Akdx ]*‘u&d"]'

e k 1
+ R Akdx + kldx 5.14>

Obsérvese que los kl son las componentes usuales del vector de
ondas de de Broglie obtenidas por la proyeccién de ku sobre el
espacio-tiempo 4-dimensional. Comparese ademas este resultado con
la expresién (310> para el diferencial de Liempo propio en el
espacio de 5 dimensiones. Dicha coincidencia no es nada

sorprendente, pues (m/h)T] no es otra cosa que la fase de la
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funcién de onda (5.12) en el sistema propio de la particula.

Integrando <514 a lo largo de las trayectorias 1) y (2> en

el dispositivo de Aharonov-Bohm (por lo que debemos tomar x° =

constante, ver ecuacién ¢5.11)) resulta

af hudx“ - % af Akdxk +af hldx" ¢5.15)>

donde A indica la diferencia tomada entre las trayectorias.
Introduciendo esta fase en la funcién de onda superpuesta (5.1> de
Aharonov y Bohm (extendida naturalmente a 8 dimensiones a través

de (512> y (5.14)) obtenemos finalmente

P =P g exp[ 4,[ FAfAdd +a] K ax' ] ] €5.16>

En esta expresién, ¢7 exp <A flrldxl) es responsable de la
interferencia de los electrones sobre la pantalla detectora. El
término que contiene el cuadrivector potencial Al: = (¢, A) produce

un corrimiento de fase global

saf Akdxk =5 & Aar - § Jeagrar 817>

en un todo de acuerdo con el efecto Aharonov-Bohm.
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5.5 - DERIVACION CLASICA DE LAS ECUACIONES DE LONDON'"’

Consideremos un medio continuo constituido por particulas

cargadas de naturaleza unica C(e. g. electrones), con tiempos de

colisién grandes comparados con los tiempos de persistencia de los
fenémenos de interés. Este requerimiento asegura que las pérdidas
por disipacién en dicho sistema sean despreciables (distribucién
de materia de "resistencia cero’). Este modelo constituye pues una

version simplificada (aunque suficiente para nuestros propésitos)

de medio superconductor.

Supondremos que el campo de velocidades asociado con la
distribucién de materia varia con continuidad de un punto a otro.
Es decir, si x representa las coordenadas de un elemento de
materia, consideraremos al vector velocidad v* = dx*/ds como una
funcién continua sobre la regién en lugar de constituir

una

magnitud con significado sobre una uUnica linea del mundo.

Supondremos ademas que cada porcién elemental de materia describe
geodésicas en el espacio-tiempo B-~dimensional, de manera que el

movimiento del fluido resulta determinado por las ecuaciones

6.4,

Para u = k = 1,...,4 se reobtiene en este caso (5.8

k
dv k L »
== -KﬂFlv 5.8”

pero con vk - vk(x), de manera que (5.8’) constituye ahora la
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ecuacién usual de movimiento de un fluido cargado, con

X =e/mmn= po/pm B.18>

el cociente entre las densidades propias de carga y materia del

medio, si éste esta constituido por particulas de carga e y masa

en reposo m.

Para u4 = 8 se obtiene (ver ecuacién (5.6b)

AvE = 9p

. 5.19>

donde hemos realizado una fijacién de gauge que elimina a x°. El
significado de ¢5.19) esm nuevamente diferente al de G.6b), ya que
esta ultima se refiere a magnitudes definidas Gnicamente sobre una
ltnea del mundo (particulas) mientras que 5.19> relaciona

funciones de campo continuas.

La ecuacién de movimiento ¢5.8’) se deriva de un principio

variacional. En el enfoque que estamos haclendo, esto significa

que debemos considerar a los campos Ak y vk como grados de

libertad independientes. Entonces, en una variacién virtual &v' de

las velocidades se cumple, de acuerdo con ¢5.19)

Atévt =0 €5.20>
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Ahora bien, es claro que no todas las v' son independientes debido

a la condicién

i
v vi_ = constante

que se deriva directamente de las ecuaciones del movimiento. En el

proceso de variacién debe introducirse un multiplicador de

Lagrange, de manera que resulta
A = AV 6v' = 0 5.21>
donde A es una constante a ser determinada.

El valor de dicha constante se determina facilmente

considerando la relacién de fuerzas de Lorentz en su forma

euleriana

v"ov"-p—°<oA - dA)> v 5.22>
o Ay T 9 :

i

m

Usando el hecho que vi otv’ - % dt(vjvj> = 0 y que po/pm = e/m,

obtenemos en (5.22)

[.d
m

i i + 2 5.23
vd(v_‘ + At’ - vc".<v‘i m Aj)

i

Sustituyendo A_‘ = M’t’ se obtiene de (5.23)
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eA j el dv
+ == + — ——tl
« ) v ojv,‘ = (1 > = 0 3.24>

Este resultado muestra que

A= - m/e 5.25>

pues, en general, dv"/ds »* 0. Resulta pues la siguiente relacién

constitutiva entre el potencial y la velocidad

>
[}
'
°|3
<

X 3.26>

Esta ecuacién es muy importante ya que determina las propiedades

superconductoras del medio considerado <(usualmente se la obtiene

utilizando mecanica cuénticad. A partir de (5.26> se deducen las

ecuaciones de London de la superconductividad, eliminando los Ak

de la expresién del tensor de campo electromagnético

Fkl = (m/e) (dkvl - Olvk) 8.27
Concluimos pues que las ecuaciones de London (5.27) Y
consecuentemente, el efecto Meissner-Ochsenfeld encuentran una

explicacién simple dentro del contexto de las ideas de

Kaluza-Klein.
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5.6 - CONCLUSIONES

Lo desarrollado en este capitulo muestra un hecho singular:

la teoria de Kaluza-Klein no sélo reproduce el electromagnetismo

convencional de Maxwell-Lorentz, sino que también incluye

fenémenos electromagnéticos no-convencionales bien conocidos, como

el efecto de interferencia de Aharonov y Bohm y el efecto Meissner

en superconductores.

El vinculo entre la teoria de Kaluza-Klein y el efecto de

interferencia de ondas de materia <no asfi el fenémeno de la

superconductividad) ha sido analizado por otros autores en forma

simultanea al trabajo aqui presentado'™®. Sin embargo, el enfoque

de estos trabajos difiere tanto en presentacién como en espiritu
del nuestro. En particular, nuestro punto de vista destaca el
vinculo fenomenolégico existente entre dichos experimentos y el
espacio interno de la teortia de Kaluza-Klein: la existencia de mas
de cuatro dimensiones del espacio-tiempo tiene, de acuerdo con

estos resultados, una influencia sensible y directa sobre nuestro

Ambito experimental observable.
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CAPITULO VI

EL CAMPO ESCALAR EN LA TEORIA DE KALUZA-KLEIN 5-DIMENSIONAL

En este capitulo consideraremos mas en detalle las

propiedades del campo escalar de la teorfa de Kaluza-Klein. Nos

restringiremos en primer lugar a los aspectos clasicos derivados

de la existencia del campo escalar en la teoria efectiva

4-dimensional, poniendo especial énfasis en las propiedades de

acoplamiento con los campos de materia y en los aspectos

fenomenol6gicos que resultan de dicho acoplamiento.

En general, existen dos formas en que un campo asociado con

la gravedad puede afectar a la materia. En primer lugar, puede

acoplarse de manera indirecta con la materia al participar éste de
las ecuaciones del campo que determinan la geometria del

espacio-tiempo. En segundo lugar, puede acoplarse directamente con
los campos de materia produciendo, por e jemplo, ldgeras

dependencias de las masas y cargas con las coordenadas

espacio-temporales.

El protagonismo del campo ¢ es bien conocido con respecto a
la primera posibindadm: en los desarrollos usuales de la teoria
de Kaluza-Klein se discute ampliamente su papel como un campo de
Brans-Dicke en una teoria tensor-escalar de la gravitacién. Como
consecuencia, el campo ¢ se vincula con una ‘“constante” de

acoplamiento para la interaccién gravitatoria que es funcién de
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las coordenadas.

Sin embargo, este campo no agota de esta forma sus

propiedades. Interviene también en otro tipo de acoplamientos con

la materia, que no son posibles para campos de Brans-Dicke. En

particular, la teoria de Brans-Dicke muestra que el campo escalar

no afecta el corrimiento gravitacional de las Uneas

espect.ralesm, mientras que esto si sucede para el campo ¢ de

Kaluza-Klein.

61 - CARACTER LOCAL DE LA QED ESCALAR DERIVADA DE LA TEORIA DE
KALUZA-KLEIN'®

En la seccién 45 mostramos el acoplamiento de un campo
escalar de materia con una métrica 5-dimensional del tipo Kasner.
Vimos en ese caso como eran afectadas las constantes (m, e, G> por

un parametro temporal significativo Gnicamente a escala

cosmolégica.

En esta seccién realizaremos una extensién de esos
resultados, mostrando que son facilmente generalizables a
cualquier métrica S5-dimensional. Dicha extensién esta de acuerdo
con el efecto de renormalizacién que las constantes tienen ya a

nivel clasico, segtn hemos visto en la seccién 4.2. Sin embargo,

nuestro enfoque es diferente del realizado en esa oportunidad <no

utilizamos la invariancia derecha de la métrica sino la

compactificacién como mecanismo de reduccién "dimensional), y es
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ademas simple y apropiado para derivar consecuencias

fenomenolégicas <(obsérvese ademas que la renormalizacién de las
constantes fundamentales no se produce por el método de la seccién

42 en el caso S~dimensional, que es el considerado en esta

oportunidad).

Tomemos entonces un campo escalar real w(x}" > en un

espacio-tiempo 5-dimensional cuya accién este dada por (4.16>
3 (9% * 2
S,= [ d&x Ay {r o ¥ oy +my } 6.1

Antes de efectuar la reduccién dimensional de 6.1, es
conveniente realizar un cambio de escala local en las coordenadas
a los efectos que la accién reducida adopte una forma mas
transparente desde el punto de vista fisico. Dadas las coordenadas
de un evento ?o del espacio-tiempo <(escritas en el sistema 2,
introducimos un nuevo sistema de coordenadas x’™ definido por

ok

X' = xk - xk(.”o)

6.2>
3 k 12 3 3
X" - [¢[x < >1 ] X = XCPD

Si suponemos que el coeficiente de la métrica asociado con la

quinta dimensién es una funcién suave de las coordenadas

4-dimensionales xk, la condicién

@ y ~ 0 6.3
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sera valida muy exactamente en alguna regi6én alrededor del evento

.7’0. Esta hipétesis permite definir un sistema local de coordenadas

en ese punto tal que, para alguna vecindad de .1’0, el nuevo

coeficiente 7'55 Puede ser considerado constante Yy normalizado a

uno

» - »
Vi =¢" =1 6.4
En este sistema, el tiempo propio toma la forma

2

dt® = x® + pAs a’>? + 6, it 6.5

La covarianza de la accién €6.1> nos permite escribir
= v z .2
S, = [ & vig| { M vy + niy? | €6.6>

como la accién local S-dimensional para el campo de materia.

Repitiendo sobre la accién (€6.6) el procedimiento de reduccién

dimensional desarrollado en la seccién 4.4, obtenemos la siguiente

ecuacién de ondas para la componente wn(xk) de la expansién de

Fourier <4.21

1 kL 2
7]?[ Dk(V|c| c Dtv/n) m oy =0 .7

donde hemos eliminado todas las primas a fin de facilitar la
notacién. Naturalmente, ¢6.7) no es mas que (4.26> reducida al

caso ¢ = constante. Para nosotros, esta ecuacién tiene sentido
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solo localmente y se obtiene de la ecuacién general via una

trans formacién de escala local (los campos se transforman de
acuerdo con (6.2)). Para esos observadores locales, (6.7) describe
una secuencia de particulas cargadas, estando la carga basica y la

masa del modo mas bajo dados por las expresiones

e-ﬂq‘-ﬁ—-—z—"—— 6.8>

y
2
m* - md o+ :" 6.9>
Rs ¢o
donde '¢o = ¢{xk<?o)]. Obsérvese en estas ecuaciones el reescaleo

del parametro R; asociado con la quinta dimensién, necesario para

preservar el caracter escalar de las component.es wr"(x’k) bajo la

transformacién <¢6.2).

Es evidente el vinculo entre estos resultados y los obtenidos
en las secciones 44 y 45. En primer l;xgar, vemos que la QED
escalar derivada de la teoria de Kaluza-Klein conduce a una
descripcién esencialmente local de los campos. La localidad es
determinada por el campo escalar de la métrica S5S-dimensional.
Ademas, el caracter local se transfiere también a las constantes
asociadas con la particula, de acuerdo con las expresiones (68> y

(6.9>. Obsérvese que si en estas ecuaciones ponemos ¢° - t,o/'r
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(magnitud que da el cambio de escala realizado en la seccién 45
sobre la métrica de Kasner), se reobtienen los resultados de

Chodos y Detweller.

6.2 - VARIACION DE LAS CONSTANTES FUNDAMENTALES

Analizaremos ahora el comportamiento de las ecuaciones de

Einstein desde el punto de vista de los sistemas de referencia

locales. La accién de Einstein en 5 dimensiones se escribe en la
forma
S, = - s [ x V|r| R €6.10>
s 16nGs s '
donde (35 es la constante gravitatoria S~-dimensional. De acuerdo

con €3.62), el escalar de curvatura admite la siguiente

descomposicién en el espacio fibrado
R_ = R + 16n@ <¢ ~4> F. F< 611>
-} < | 38

donde la constante G proviene de la identificacién 3 = Y16nG en la
relacién que vincula los coeficientes Y., con el cuadripotencial
Ak (obsérvese que dicha constante no tiene por que coincidir con la
constante gravitatoria 4-dimensional, la cual resulta definida por

la expresién final de la accién efectiva tetradimensional).

En el sistema local de coordenadas, la ecuacién anterior toma

la forma
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ki
Rs - R‘ + 16nG> (¢°/4) Fle 6.12>

Introduciendo ¢6.12> en ¢6.10) y efectuando la integracién en S

se obtiene

1 . kt
S, = - 13713‘ I d'x 7|¢| { R, + 6n@_r4> F..F } €6.13>
con
GS
G, =0G¢ = €6.14>
‘ 2nR (¢ 17*

Esta expresién da la constante gravitatoria ‘“medida" por los

observadores locales 4-dimensionales. Vuelve a ser importante aqui

el papel del campo ¢ como factor de escala asociado con el sistema

de referencia local (debe observarse que el vinculo entre la

constante gravitatoria 4-dimensional y el radio de la quinta

dimensién es consecuencia de la compactificacién del espacio

interno y no del caracter local de nuestra descripcion).

De (68> se deduce entonces que, en el sistema atémico de

unidades, resulta valida la siguiente expresién para la constante

de estructura fina en funcién del campo ¢

) €6.15)
[
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Las ecuaciones 6.14), €6.15)> y 6.9 muestran el

comportamiento espacio-temporal de e, m Yy G‘ como resultado de una

descripcién local del acoplamiento entre materia Yy gravitacién en

la teoria de Kaluza-Klein. Como ya sefialamos, este resultado esta

de acuerdo con la renormalizacién clasica de las constantes
producida por el dilatén o. Nuestro planteo muestra sin embargo de
que manera este campo determina una variacién de las constantes
que es significativa (de acuerdo con la hipdtesis (6.3) y el
cardcter local de la ecuacién de ondas (6.7)) unicamente st los
eventos considerados estdn Sufictentemente separados uno del otro
en el espacio-tiempo. La informacién contenida en nuestros

resultados es pues diferente a la ofrecida en el método anterior,

Ya que establece un rol especial para el campo ¢ en la

determinacién de escalas apropiadas para la definicién de

las
constantes fundamentales.

Los resultados obtenidos para e, m vy G‘ determinan el
siguiente comportamiento local de la relacién entre fuerzas
electromagnéticas y gravitatorias

2 1
hd - €6.16>

2
16nG‘m ¢° a b¢°)

estando b definida en ¢4.39). Para ¢° - t.o/'r se obtiene la

siguiente expresién en funcién del parémetro temporal t
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2 S = T 61T
16n@ m t ¢t - bt >
e [ o
Para 'r/t,o » b, esta relacién se reduce a
o T
3 ~ = €6.18>
16nG‘m t

en acuerdo con la hipétesis de Dirac. En esta situacién dmsdr = o0,

de manera que resulta pausible la hipétesis m = constante para la

masa de la particula. La variacién de - las constantes predicha por

el modelo de Kaluza-Klein y la hipétesis de Dirac son ahora

concordantes para valores de T del orden de la edad del universo.

La situacién anterior no esta libre de dificultades. En

realidad, <6.18) se ajusta al comportamiento esperado sélo en el

limite T + o Para valores de r/t.o del orden de b (zona de masas

pequefias), el cociente ez/(-l‘mz muestra la misma patologia que

aparece en el caso de Chodos y Detweiler. Ademas, el caracter

local de G‘ dado por (6.14) complica un analisis al estilo del
realizado en la seccién 4.5. Veremos mas adelante que es
posible (utilizando especificamente las propiedades cuanticas del
campo de materia) introducir un nuevo sistema de unidades

(diferente al atémico o el gravitacional) donde puede definirse

apropiadamente una constante de estructura fina independiente de

la expansién del universo.
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6.3 - COTAS EXPERIMENTALES PARA EL CAMPO ¢

El analisis realizado hasta ahora permite establecer cotas

experimentales para la variacién espacio-temporal del campo

escalar. Aunque éstas se ref iferen a propiedades clasicas de los

campos, es claro que la obtencién de informacién de caracter

fenomenolégico vinculada con este tipo de soluciones resulta

importante para el esclarecimiento de la fisica subyacente a toda

teoria de Kaluza-Klein. De hecho, el estudio de soluciones

clasicas en la teoria de Kaluza-Klein es un A_rea de intensa

actividad, tanto por los aspectos vinculados con la relatividad

genex.-al como a la teoria de campos propiamente dicha.

Anteriormente observamos el comportamiento peculiar de la
masa asignada a la particula con ‘respecto al campo ¢. El término
correspondiente a la generacién dinAmica de masa “conecta” de

manera particular las variaciones relativas de ambas magnitudes.

En efecto, de (6.9) se obtiene directamente

q
Sm | | & 619>
m Zmz ¢

Sustituyendo el término entre paréntesis por los valores conocidos

de las constantes (tomados para ¢o = 1 por simplicidad), se tiene

2 2 ]

e c 1
B U g — - ] ~ 10°° €6.20>
2m? 2 hc hG‘ 16nm
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Este resultado muestra una amplificacién notable de la

variacién relativa del campo escalar sobre la de la masa de la

particula. Por otra parte, las variaciones en la carga y la

constante gravitatoria son del mismo orden que las del campo

escalar

ol?

5 6¢ . < 1 &
'—z‘—; ; _G:-_i% €6.21>

Consideremos ahora un experimento tipico de corrimiento al

rojo de las lineas espectrales. Para ser especificos, tomaremos

una fuente () constituida por Atomos de tipo hidrogenoide que
emite fotones de frecuencia propia v* hacia un obsevador <O

distante. Supondremos que la fuente y el observador estan en

reposo relativo.

A los efectos de calcular el corrimiento en frecuencia de la

sefial debemos comparar los intervalos de tiempo entre los frentes
de onda que arrivan al observador (descrito en términos de
observadores localizados en /) con los de una fuente idéntica

localizada en o, Estos eventos se describen en

sistemas
coordenados locales diferentes, de manera que todas las magnitudes

resultan afectadas por el factor de escala ¢[xk<?)].

La frecuencia propia se relaciona con la frecuencia

coordenada por la expresién

ve " [ -g, 0 ] 6.22>
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donde x representa las coordenadas de la fuente. Como es usual al

calcular el efecto gravitacional de dilatacién del tiempo,

supondremos que la métrica es independiente de la coordenada

temporal x°. En estas condiciones (y al estar Yy © en reposo
relativo), el tiempo que demora una cresta de la onda en viajar de

S a © es constante. Por tanto, el intervalo de tiempo entre

crestas sucesivas que llegan al © Cy medidos por 61> es el mismo

que el registrado por S en su emisién, o sea

ALJ, - Ato 6.23>

En término de observadores locales en s, este tiempo sera

igual a

. - = -1/2 '
- 24>
at, = At [ -g,,x,0]) 6.24

donde AT f' es el tiempo propio entre crestas para una fuente
ubicada en » y 6‘.)') resulta definido, de acuerdo con €6.2>, por
X = x* - xk(d’)

€6.25)
> - %’uz > = S

Los observadores locales en © deben comparar ¢6.23) con el
tiempo entre crestas de una fuente idéntica localizada ahora en

el punto de recepci6on. Este tiempo viene dado por
’ *r-e xD]V2 €6.26>
At, = At [ c°o<xo)]
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siendo (xo) el sistema de referencia local definido en ©. Es facil

demostrar que el coeficiente €00 es invariante frente a

transformaciones x + x’ del tipo €6.2), es decir

» »
' 3 oo(x d = coo(x) €6.27>

en general. De (6.23>, €6.24), €6.26) y €6.27) se obtiene entonces

v v e Cx ) 1z ’
(4] vo ‘oo (4]

donde los coeficientes de la métrica son ahora evaluados en el

sistema de coordenadas “no local" :éu . €628 se reduce a la

expresién usual del corrimiento gravitacional en frecuencias para

la emisién de lineas espectrales si v; - v;. En nuestro caso, la

frecuencia propia de la fuente es una magnitud local. Como v‘ x R

x me* (R es la constante de Rydberg), ambas frecuencias estaran

relacionadas, a primer orden en 6¢ = ¢.r - ¢°, en la forma

] . SR
Ve = v, [ 1+ = ] 6.29>
donde
SR ém Se
== = = 6.300
R - m +4 e

Resulta entonces
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‘—&—) R ] 6.31>

1/2

v ¢ _(x D

g 00 P d [ 1+ SR
oo O

En 6.31)> aparece una contribucién extra al corrimiento

gravitacional debido a la variacién espacio-temporal de la
frecuencia propia de la fuente. Si por Zg indicamos el corrimiento
gravitacional usual, utilizando €6.19> y 6.21> es posible

expresar este resultado en la forma

8 q2
é_z.-[_+_;]5_$ €6.32>

2l = = |6az7z | = 10'“|AZ/Z°| €6.33>

Esta ecuacién establece un limite superior para la variacién

relativa del campo escalar. El enorme factor exponencial
involucrado en (6.32) hace a este test extremadamente sensitivo:

el redshift gravitacional es fuertemente afectado por cualquier

variacién relativa del campo ¢.

De acuerdo a los datos observacionales reportados por Barult

y Snider'®  sobre el redshift gravitacional del espectro solar,

podemos tomar

Iz=| =6 . 1072 634>
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Por tanto

€6.35>

La variacién relativa del campo escalar es absolutamente

despreciable y puede asumirse

6¢(cl6.ico) =0 . 6.36>

dentro del sistema solar.

En nuestra galaxia, el redshift medido en enanas blancas

muestra una desviacién respecto al calculado por la teoria de

Einstein de aproximadamente un 10%'°’. Asi pues, (6.36) parece ser

valida también a esa escala. De hecho, la fuerte dependencia entre
ambas magnitudes dada por (6.33) sugiere, con un alto grado de

confianza, que puede tomarse ¢

. constante a escala
(clésico) ’

cosmolégica.

Dos apreciaciones deben hacerse aqui. Las correcciones

cuanticas se calculan como una expansién en h alrededor de la

solucién de “vacio clasico” de las ecuaciones del campo
5-dimensionales. En la literatura se toma usualmente esta solucién
como {‘kl - 6kl, Ak = 0, ¢ = ¢c = constante), Segin Appelquist vy
Chodosm, “"la cuestién de porqué Lla teoria B-dimensional elige

esta solucién clasica sobre otras posibles permanece

incontestada”. Nuestros resultados proveen una respuesta a este
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importante punto. En segundo lugar debe observarse que la

dependencia de ¢c con respecto al tiempo fue eliminada como

condicién preliminar al calculo. En realidad, nuestros resultados

se refieren especificamente a la dependencia del campo escalar

respecto a las coordenadas espaciales. Veremos mas adelante como

tratar especificamente el caso en que ¢ dependa del tiempo.

El requerimiento fisico impuesto por €6.33> limita las

soluciones posibles de las ecuaciones del campo. Por ejemplo, para
un  cuerpo macroscépico cargado con simetria esférica, Hsu y
Yeung'm encontraron que las geodésicas reducidas 4-dimensionales
describen correctamente el movimiento de particulas elementales si

se toma la siguiente solucién para el campo ¢

¢<r)-a[t-§gﬁ]-a[1-z¢g(r)] 6.37>

donde a es una constante y M la masa del objeto. La variacién de

€6.37> muestra que, en este caso

26¢
6¢
5" - 21_77%93 €6.38>

representa la variacién relativa del campo escalar en término del

potencial newtoniano ¢g. En el sistema solar, ¢g es despreciable

frente a la unidad y 6¢9 ~ 10°°. La solucién de Hsu y Yeung da

pues

| =10 : €6.39>
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Esta solucién de las ecuaciones del campo S5-dimensionales debe

considerarse sin significado fisico Yy por tanto descartarse

dentro del sistema solar al no satisfacer la condicién €6.33).

6.4 - CONCLUSIONES

A modo de conclusién y resumen de 1lo expuesto en este

capitulo podemos decir lo siguiente:

1 - la QED escalar derivada de la teoria de Kaluza-Klein presenta

un caracter esencialmente local, dado ‘por el coeficiente . de la

métrica S-dimensional. El caracter local del acoplamiento entre

materia y gravitacién se pone en evidencia fundamentalmente por el

vinculo entre las constantes e, m, G‘) y @.

2 - existen efectos observacionales ligados directamente a este

tipo de acoplamiento. El analisis del corrimiento gravitacional en

frecuencia de las lineas espectrales muestra dos aspectos

importantes: por un lado, distingue fisicamente entre las

diferentes soluciones clasicas posibles de las ecuaciones del

campo S-dimensional. Por otra parte, muestra que el campo ¢
contenido en la métrica S~dimensional no se comporta

exclusivamente como un campo de Brans-Dicke (en esta teoria, el

campo escalar no afecta la frecuencia de las lineas espectrales).

3- finalmente, el comportamiento cosmolégico de las constantes

fundamentales difiere del expuesto en trabajos anteriores, como en
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el caso de la solucién de Chodos y Detweller (seccién 45>,
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CAPITULO VIl

UN MODELO PARA LA VARIACION TEMPORAL DE LAS CONSTANTES
FUNDAMENTALES™

Consideraremos ahora el problema del comportamiento

cosmolégico de las constantes fundamentales desde el punto de

vista cuantico. De hecho, el analisis realizado en las secciones
43 y 6.2 se limita a manejar las ' propiedades clasicas de los

campos y es por tanto incompleto.

La cuantizacién de la gravedad es hoy aidn un problema abierto

y no serad incluida en este planteo. Nos limitaremos a utilizar

especificamente las propiedades de renormalizacién del campo de
materia acoplado con la gravitacién. Veremos que el manejo de las
constantes renormalizadas, ast como las propiedades del grupo de
renormalizacién, modifican sustancialmente las predicciones de 1la
teoria respecto al comportamiento cosmoldégico de las constantes
asociadas con la particula material, Se obtienen ademas

conclusiones novedosas respecto al problema del fine-tunming de

las condiciones iniciales.
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7.1 - DEFINICION DEL PARAMETRO DE TIEMPO COSMICO

Consideremos huevamente un campo escalar de materia ]

acoplado con una métrica S-dimensional de tipo Kasner

ds? = dt? - (35;)[ Z Cdx*>? ] - <:£><dx’>‘ @D

donde los indices latinos en mayascula identifican las coordenadas

espaciales usuales y hemos tomado ahora la signatura n“v -
diag(+,~-,-,~,-). El campo y satisface la ecuacién de ondas

S5~dimensional

nsw+m. w =0 7.2>

donde m_ es la masa desnuda de la particula.

En término de los observadores locales introducidos en la

seccion 6.2, es posible dar una descripcién de la evolucién de v
en la que se '"congela"” los efectos de la expansién del universo.
La definicién de wun tiempo local minkowskiano requiere de un

cambio de escala ligeramente diferente del considerado en 6.2,

dado por

A T 72 A
,t-tx_r x’ -(G) X

t

7.3
K/ ?_:_)1/2 x>
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En este sistema

t’+ 1
14 14 -
Yea " 7y, Yan * T 64\3
7.4>
’ -t - T
Yos ™ t - t'+ 1
de manera que resulta
2 2 . A+ T A2l T 5.2
ds” = at <=5 [Z(dx > D dx™ @5
mas pequefias perturbaciones rl"s. De (75> se observa que
ar’
s - —— =1 .0 7.6>
W+ 1) . .
s s
t-«r T»T
o
donde To ©S un valor de referencia del parsametro 7. Si se

restringe el dominio de variacién de la nueva coordenada t’ al
intervalo |t’| « T, el espacio-tiempo descrito por la métrica
(74> se vuelve esencialmente minkowskiano Caproximacién que

mejora a medida que T crece). Este vinculo sobre la coordenada

temporal (y que determina el caracter local de la descripciénd
implica que un sistema fisico que evoluciona de acuerdo con t’ no
es afectado por la expansién del universo. Se distinguen en esta

formulacién dos escalas de tiempo: una escala local <’ y otra

cosmolégica ().
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Obsérvese que la condicién t° =z 0 (es decir, 7 = t) no

necesariamente implica v =~ ¢

~

o’ Y& que el factor t,o ha sido

transferido a las coordenadas espaciales (x‘, xs). De hecho, la

transformacién (7.3)> permite recobrar la estructura minkowskiana
del espacio~tiempo (que se tiene en la métrica de Kasner para t =
to) para cualquier valor de t. Podemos imaginar un reloj que mide
el tiempo T controlado por algun fenémeno cosmolégico C(como el

corrimiento al rojo de las galaxias Ile Janas); la aproximacién

(7.6> deja de ser valida cuando el redshift cosmolégico comienza a

ser detectable para un observador t’ localizado en cierto valor de

7. Un reajuste del parametro =T permite entonces recuperar Ila

geometria minkowskiana para nuevos observadores t’. Este reajuste

implica, como sabemos, un cambio en las constantes fundamentales

del sistema. De ahora en adelante, llamaremos al tiempo 7t tiempo

césmico.

De acuerdo con los resultados de la seccién 6.1>, los
observadores locales 4-dimensionales describen a partir de (7.2>
un meson ‘carcado interactuando con el potencial eletromagnético
Ak. La masa y la carga desnudas de esta particula medidas por los

observadores t’, asf como la constante gravitatoria efectiva G‘

introducida en ¢6.14), resultan depender del tiempo césmico en la

forma
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’ 3211st 172 . 35/4 s,
e, = . [ + ] =cC o7 .7
R

s ]
(¢] 172
5 T 1,2
S, " 3m [g] =C’ T 7.8
s o
e 2
-2 _ 2 B 2 2n T
m o= my + GG ™ my + [R—] S 7.9

7.2 - COMENTARIOS SOBRE EL PROCEDIMIENTO DE RENORMALIZACION

El lagrangiano efectivo de la QED escalar que se obtiene en

la teoria de Kaluza-Klein puede ser escrito en la forma

NI

ki 1 k @ -2 » - .k
Ple + 5 [ okw dy movy + te'Ak(wdkw -y ayw
2

k -
+e. AkA v vy ] 7.10>

No estamos interesados en desarrollar aqui la renormalizacién
detallada de <7.10>. El obtener una teoria finita a partir de Ila
QED es un problema bien conocido(z], y el procedimiento general no
se modifica esencialmente en el marco de Kaluza-Klein. Nos
limitaremos a considerar el efecto de la generacién dinamica de
masa en el desplazamiento del polo del propagador del meson y la
influencia de la dependencia de las constantes desnudas con el

tiempo césmico sobre la fijacién del punto de renormalizacién.
Consideremos el método de renormalizacién independiente de la

masa propuesto por Collins vy Macfarlane'”. Estos autores han

mostrado que este esquema de renormalizacién (propuesto
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inicialmente por Weinberg“’ para campos fermidnicos) puede

aplicarse también a campos escalares utilizando regularizacién

dimensional (prescripcién de t’Hooft).

En esta prescripcién, las constantes desnudas se expresan en

términos de las magnitudes renormalizadas en la forma

2 2 bv(en) 2
m*=m [1*-2-——-—‘;]-_-zmm't 741>
i - 4
y

n/z-1 av<e.)
e, H - + Z = 712>

n - 4
Expresiones similares se plantean para las constantes

renormalizadas Zz y Zs asociados con las amplitudes del campo de

materia y del campo de gauge. u es una constante dimensionada que

introduce wuna cierta “unidad de masa" Yy 9que permite que la

constante de acoplamiento renormalizada sea adimensional para todo

n, siendo n la dimensionalidad del espacio-tiempo

en
regularizacién dimensional.
Tomaremos el lagrangiano libre del meson como
1 kL 1 k ® — 2 »
- = - 743>
Lo =~ 3 FuF +5["k""’”’ mn"""]

El lagrangiano de interaccién resulta ser entonces
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1. k_» LR 2 k » —_ ™
Lx -i[w'Ak(W Fy -~ WOV')*G. AkA vy -6m.zww] 714>

donde 65'!2 - (m: - m:) + (e: - o:)/16n6 da el término de insercién

de masa.

A orden e: es posible sustituir m: por m® en (711> ya que

todos los términos adicionales son O(e:)

2 2
mZ=m?2ae+ °» - 2 1.’_bszen +elt + 0Ce*> 7
B = T i6nG@ = ™M n-4 | %G e <7.15>
2 2 F
b e m b e
— 2 12 R R < - 2 12 R <
+ + —_—
=m —1 O(o")--mlt [1+ rl_.4]-0'0(e“)

b e p. Como era de

donde se ha utilizado la expansién bv - E ve®n

esperar, el Gnico efecto de la compactificacién en la aproximaciéon

a un loop consiste en desplazar el polo del propagador del meson
en una cantidad finita, dada por la generacién dinaAmica de masa.
Los infinitos introducidos por este término apareceran en o6rdenes

superiores de la expansién y deben se compensados por el ajuste

correspondiente de los coeficientes del desarrollo (7.11>. Para

nuestros propésitos, es suficiente mantenernos en este orden de la

expansién perturbativa.

La definicién de ﬁ'z y 2, es tal que Zz-is-r resulta finita

para n -+ 4, o, equivalentemente, que Zz(pz - '-“-'z -

siendo I la autoenergia y S'r el propagador total del meson.

L) es finita,
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A orden e:, la autoenergia del meson esta dada porwl

. el 2p® + m >
EPH - - ¢ — +4& e €7.16>
8n? n 4 finito

El término finito Zﬂnuo (libre de divergencias UV) contiene una

constante indeterminada que puede utilizarse para ri Jar su valor

pPara determinado valor del momento ‘6’. Si

P se ajusta esta

constante de manera que zl’inuo Sea cero para pz - r'ﬁ: Yy se define

3 e?m?

b_ = | — R_R ATy

12 ez ‘4 :
n n-

resulta para el propagador total (Zz
final

= 1 + OCQRZ)) la expresién

-1 2 -2
S, =pt-m 7.18>

es decir, la masa fisica viene dada directamente por la masa

renormalizada asignada a la particula.

La renormalizacién de la carga y de los campos se realizan de

la manera usual en esta prescripcién.

Consideremos ahora la forma en que el parAmetro de evolucién
césmica puede ser incorporado en el esquema de renormalizacién. A
partir del anAlisis de los aspectos clasicos vinculados con la

formulacién de Kaluza-Klein de Ila QED, se concluye que la
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dependencia de las constantes desnudas con respecto al tiempo

cosmico es dada a través de la constante G C(una magnitud clasica,

vinculada con la constante gravitatoria 4-dimensional> y e, Como

en la aproximacién a un loop, e”z - elz + OCeR‘), la misma

dependencia es transferida a la constante de acoplamiento y a la
masa renormalizadas. Finalmente, para obtener la masa fisica
Clocal) de la particula, se ajustara la constante en (7.16) de

manera que (7.18) sea vaAlida para cada valor del parametro r.
7.3 - DEFINICION DE UN SISTEMA DE UNIDADES COSMICO

En la seccién anterior mostramos que las constantes

renormalizadas resultan parametrizadas por el tiempo césmico en la

forma

e. - T <7.19>

2
2 T
2= - 200
me =M+ [R ] t <«
para un punto de renormalizacién u fijo.

Bajo un cambio en la escala de masas 4, la carga
renormalizada varia de acuerdo con la ecuacién del grupo de

7
renormalizacién

o"‘ €7.21>
M 3“—- - ﬂ(O‘) .
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donde ﬂ(el) - eu’/48rzz (ver por ejemplo, de Wit Integrando

(7.21> se obtiene la siguiente expresion para la running coupling

constant

e Zcud

-1
e.’q_o =efw> |l 1-2 2 > 7.22>
R [+ ] 247!: (e ]

Es importante el observar aqui que (7.21) se mantiene valida
aun cuando se permite a las constantes desnudas variar con el

tiempo césmico. En este caso tendremos d(constante desnuda)./dr =

0, pero obviamente

R ,
% (constante desnuda) T fijo = 0 7.23>

Esta propledad permite extender la solucién de la ecuacién
del grupo de renormalizacién al caso en que las constantes varien

con el tiempo césmico en la forma

z .
el I:po,'r]

: -1
e.z[u;'t] - enztuo;ﬂ [ 1 - 2an ln(u/uo) ] 7.24>

donde enz[uo;r] (que da la variacién con T de la carga
renormalizada para clerta escala fija arbitraria de masa uo) viene
dado por (7.149). La generalizacién de (7.22) para todo valor del
parametro T constituye la ecuacién basica de nuestro analisis.
Obviamente, la expresién propuesta reproduce (7.19) para p = u .
Tomaremos entonces a (7.24> como la solucién general que determina

176



la carga renormalizada de la particula con respecto a las

variables independientes uy-T.

Consideremos ahora el pProblema de la definicién de un sistema

de unidades que contemple las peculiares dependencias de las

constantes fundamentales con el parametro de evolucién césmica.

Puesto que las constantes fisicas m, e vy G‘), son funciones

independientes del tiempo césmico, es imposible la fijacién

arbitraria de una <o dos) de estas constantes. Resultan pues
inadecuados en esta situacién tanto el sistema de unidades atémico
(¢ y m independientes de 7> o gravitacional (G‘ independiente de

™.

Como ya sefalamos, la hipétesis de que la constante de

estructura fina no es afectada por la expansién del! universo

cuenta con un fuerte apoyo experimental. Esta propiedad puede

implementarse a través de (7.24) imponiendo la condicién

de de de
R R R, o odu
ar [u;v] = = Tu;r) + _Ou (3Tl ar = 0 7.25>

La solucién de esta ecuacién define la siguiente funcién u =

[71& ]

2
In ['%T_) ] - -—zi‘% [ (‘ro/'r):vz -1 ] €7.26>

C'ro

donde se han ajustado las condiciones iniciales de manera que

p('ro) = 4,6 para T = T En la escala césmica dependiente del
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tiempo (7.26>, la carga renormalizada es de acuerdo con <7.25> una

verdadera constante

2z 2 ) 2_ 8/2
e, ;7] = e'l [po,'rol = C T, 7.27>

Obviamente, tomaremos a este valor como la carga fisica de la

particula. Este resultado puede ser interpretado de la siguiente

manera: el vinculo entre e, Vv la escala de masas arbitraria M que

aparece en una teoria de campos renormalizable surge de la

ambiguedad que existe a nivel de las constantes desnudas en el
lagrangiano no-renormalizado. De hecho, en lugar de tratar con una

Unica teoria definida por la constante e tenemos una familia de

teorfas con un parametro indefinido e.m. Dado que en nuestro

planteo e, ©S una funcién del tiempo césmico, un miembro diferente

de esta familia es seleccionado para cada valor de T (el punto de

renormalizacién cambia con =t y por tanto también la carga

renormalizada). Sin embargo, si tenemos cuidado de ajustar

nuestras reglas segun clerta ley de transformacién bajo cambios
del parametro T (i. e., se selecciona una escala apropiada u para
cada valor de 71), es posible compensar el cambio del punto de

renormalizacién de el, obteniendo un valor efectivo constante para

la carga de la particula.

Es claro que, en este planteo, la escala udr) adquiere
significado fisico y debe ser distinguida de la escala dada por la
constante de masa introducida en el lagrangiano. Mas aun, la masa

de la particula debe ser referida a dicha escala si se decide
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asignar un valor constante a la carga de la particula. Vemos pues

que la ecuacién general (7.24) Junto con la condicién que la

constante de estructura fina sea insensible a la expansién del

universo, define naturalmente un nuevo sistema de unidades (eR,

HCTIY Ch = ¢ = 1), que llamaremos sistema cdsmico de unidades.

Obsérvese que en este sistema G‘ [ r‘/z, resultado que

aparentemente contradice la hip6tesis de Dirac. ‘Sln embargo, la

conjetura de Dirac sobre la variacién de la constante gravitatoria

se establece bajo la condicién que tanto e como m no dependan del

tiempo. En nuestro caso, la escala’ de masas del sistema de

unidades ut.ilizédo es una funcién del tiempo césmico. De esta

forma, no hay contradiccién entre el resultado (78> y la ley de

los grandes numeros.

Debe observarse también que (7.26) provee uUnicamente la
relacién relativa entre las reglas que deben utilizarse en dos

tiempos diferentes 1 y T La escala de referencia Ho puede

elegirse libremente. De hecho, el valor seleccionado para la carga
de la particula en (7.27) no es afectado por cambios arbitrarios

en u _, como debe ser para una magnitud fisica.
Finalmente, vemos que de acuerdo con (7.26>

HCT) + ® st T » 0

7.28>
HETD » const. R 0 ei T +
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como podria esperarse desde un punto de fisico.

7.4 - VARIACION TEMPORAL DE LA MASA EN EL SISTEMA COSMICO

De acuerdo con la’ prescripcién dada en la seccién 7.2,

podemos expresar la masa fisica de la particula en la forma

—_2
ﬂ..i.co(r) = mn <t 7.29>

Puesto que en el sistema coésmico de unidades, un cambio en =t

implica un cambio de escala, la dépendencia temporal total de

m_ se obtiene de (7.29) haciendo
fisica

2
flesica

) = r_lilz[u('r 7] €7.30>

donde Enzluﬁ);ﬂ (para un T fijod es la running mass'®. Esta se

obtiene como solucién de la correspondiente ecuacién del grupo de

renormalizacién

' —
H e = rm(en> m, @30

El coeficiente 7m(°n) toma en nuestro caso la forma''°’
y (e D> = (3/8n%e 2 7.32>
m R R

de manera que la integracién de (7.31) provee la relacién
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[ . J 18
m [“;l] =m [“ ;l]
R . R (o]

P €7.33)
en<u o,'r)
Usando (7.9, (7.20) y (7.27) se obtiene a partir de este
resultado la expresién
2 T 43,2
— 2 2 ‘2n T o
m, (= [ mo o+ [ _Rs ] —-t’o ] ( P ] <7.34>

Definiendo a = (Rs/Zn)z(to/'ro) y b = a m? podemos a partir de

(7.34)> escribir finalmente

Z o L1+ b /131

mﬁ..ico To 82
z - [ — ] 7.35>

fl-Lco<To) {1 +b1

De acuerdo con (7.35), la masa fisica resulta ser una funcién
monstonamente decreciente del tiempo césmico. Este comportamiento
se aparta notablemente del asignado a partir de consideraciones
clasicas. Ademas, el enorme exponente incluido en esta expresion
hace que el segundo miembro 'de (7.38) se aproxime al valor limite
cero en forma practicamente inmediata ante cualquier variacién

significativa de 7. Puede apreciarse que el valor de la masa de la
Particula no ¢s sensible al valor que toma la constante b para v »

T haciendo por tanto 1rrelev$nte el problema del fine-tunming de

las condiciones iniciales.
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El modelo considerado muestra que la  hipétesis de wuna

constante de estructura fina independiente de la evolucién del

universo impone severas restricciones al comportamiento temporal
de la masa asignada a una particula elemental. El término de masa
(del orden de la masa de Planck) ¢enerado por la compactificacién
de la quinta dimensién se extingue rapidamente a medida que T

evoluciona. De hecho, de acuerdo con estos resultados, la QED

escalar derivada de la teoria de Kaluza-Klein describe unicamente

mesones no masivos en un universo en expansién suficientemente

vie jo.
7.5 - CONCLUSIONES

En este capitulo hemos mostrado de que forma se modifican
algunos aspectos patoélogicos vinculados con el modelo clasico de
Kaluza-Klein de un meson cargado al renormalizar los campos. El

trabajar con magnitudes renormalizadas hace posible el uso de las
ecuaciones del grupo de renormalizacién para fijar la dependencia
temporal de una de las constantes del sistema. Esta es sin duda
una interesante posibilidad, que permite compatibilizar el sistema
de unidades wutilizado con la hipétesis de wuna constante de
estructura fina independiente de la expansién del universo y con

la particular dependencia temporal que el modelo asigna a las

otras constantes fundamentales.

Mostramos que dicho sistema de unidades contiene una escala

de masas dependiente del tiempo césmico y vinculamos dicha
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dependencia con la fijacién del punto de renormalizacién de la

teorfa para diferentes valores del parametro r. Esta escala provee

las reglas que deben utilizarse (para un valor del parametro

asignado a los observadores locales minkowskianos) en la medida de

todas las cantidades dimensionales.

Un resultado significativo del modelo lo representa el propio
valor de la masa del meson. En el sistema de unidades cosmolégico,
la masa de 1la part,icul.a resulta ser una funcién rdpidamente
decreciente del tiempo césmico, en contraposicién con el resultado
clasico. De hecho, segun los resultados de la seccién anterior,

para tiempos ael orden de la edad del universo, la masa es

esencialmente cero. Este resultado no depende del valor inicial

del término de masa incluido en el lagrangiano, haciendo

irrelevante el problema del fine-tunming en la teortia de
Kaluza-Klein.
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