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1I1. DISTRIBUCION IONICA ALREDEDOR DE UN COLOIDE O MACROION
EN_SOLUCION.

IIT1.1. Ecuacidn de Poisson-Boltzmann.

El andlisis de 1a interaccién entre las cargas fijas a
una particula (coloide o macroion) y los iones méviles que
la rodean se realiza mediante la ecuacién de Poisson-Boltz-
mann <33 v 34> Dada una particula con una distribucion pro-
medio de cargas fijas y con un sistema de referencia solida-
rio a 1la misma, la funcién potencial eléctrico con respecto
a8 ese sistema se obtiene mediante la ecuacidén de Poisson:

VY = —(41/€2)( Pt Pu) (ITI.1)

donde el significado de cada simbolo es el siguiente:
V 2 operador laplaciano.

€1 constante dieléctrica del solvente.

Pt densidad volumétrica de cargas fijas.

m densidad volumétrica de cargas méviles.

En la ecuacién (III.1) el potencial eléctrico Wy la den-
sidad de cargsa Pm son promedios estadisticos y Pr es dis-
tinto de cero solo dentro de una regién bien definida del
espacio. Suponiendo que las cargas fijas en la particula son
negativas, la ecuacidén de Poisson-Boltzmann se obtiene reem-
plazando en la ec. (III.1) a en por la expresién siguiente:

Gm =Ze[c+(r)-c-(1)] (II1.2)

donde Z es la valencia de los iones (Z+=Z-=2), e es la carga
del electrén, c+(r) y c-(r) son las concentraciones numéri-
cas de cationes y aniones respectivamente que se calculan
mediante las distribuciones de Boltzmann siguientes:

c+(re) exp(-Ze¥Y(r)/KT) (I1I.3)
c-(ro) exp(+ZeY(r)/KT) (I11.4)

c+(r)

c-(r)
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donde c+(roe) y c-(re) son las concentraciones numéricas de
cationes y aniones respectivamente en el punto de referencia

To para el cual Wkro)zo, K es la constante de Boltzmann y T
la temperatura absoluta.

I11.2 Dos_placas cargadas paralelas sumergidas en una so-
lneiodn salina

Este sistema es analizado por VERWEY y OVERBEEK <35>, Sy~
ponen que las placas tienen una extensién infinita, que las
caras planas enfrentadas estan a una distancia 2d y tienen
una densidad superficial de carga uniforme, G . Despreciando
efectos de borde, el potencial, ¥, y la densidad de carga,
em, dependen solo de la coordenada (x) normal a las placas.
En estas condiciones, 1la ecuacién de Poisson-Boltzmann
(III.1) para la regién 0 < x < 2d resulta:

d2¥/dx=2 = —(4rr/51>()., (II1.5)
donde:

Qm = e{c+(x=0)exp(-ZeV/KT) - c-(x=00)exp(+ZeV/KT)}
= 2ecosenh(ZeY/KT) (III.6)

aqui c+(x=®0) = e-(%X=9) = Co ¥ Co €s el nimero de iones por
cm?® lejos de las superficies donde el potencial eléctrico se
anula. Si se definen las magnitudes adimensionales
y = ZeV¥ /KT s z = ZeYo/KT y g: K x (I11:7)
donde Yo es el potencial eléctrico sobre las placas y
X = (8WcoZ2e2/£1KT)1/2 (I11.8)

es la constante de Debye-Hlickel

dzy/dg2 = senh y (I11.9)
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con las condiciones de contorno siguientes:

vy =Zed)/KT = u y dy/dg = 0 para x=d (I11.,10)
Integrando una vez la ecuacién (I11.9) se obtiene:
dy/dg = -[2 cosh(y)-2 cosh(u)]isz (III.11)

A fin de encontrar la funcién potencial eléctrico se in-
tegra una segunda vez y resulta:

u

[2cosh(y)-2cosh(u)]-1/2dy = -xd (I11.12)
z

Una vez hallado el valor del potencial eléctrico
(adimensional), u, a media distancia entre las placas, d, se
obtiene el potencial eléctrico y en funcidén de x empleando
nuevamente la ecuacién (III.11):

y
[2cosh(y)-2cosh(u)}-1/2dy = -gx (I11.13)
z

Si no existe interaccién entre las placas, es decir si el
potencial eléctrico Yy su derivads dy/dg se anulan para
d=%, la solucién de la ecuacién (III.8) es:
ev/2 = {e=/2 +1+(e=/2-1)e-5 }/{e=/2+1-(e=/2-1)e-5 } (III.14)

Para g >>1 y z arbitrario:

v=4fve=>  con  AV'=(e=/2-1)/(ee/2+1) (II1.15)
La relacién entre la densidad superficial de carga y el

campo eléctrico para x=0 se obtiene mediante la ley de Gauss
de la electrostética y vale:
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0 = —(E1/4M)(d¥/dx)x=0 (I1I.16)
La Figura III.1 muestra una representacién esquemética

del potencial eléctrico entre dos placas en interaccién en

comparacidén con el de la regién exterior a las mismas.

Figura III.1

ITI.3 Macroiones cilindricos _en_solucién_con exceso de
sal.

ALEXANDROWICZ <38> gplica la ecuacién de Poisson-Bolzmann
a una solucidén de macroiones cilindricos, de radio a y lon-
gitud L con N cargas fijas distribuidas uniformemente sobre
su superficie. La valencia de los iones de 1a sal adicionada
la elige Z=1.

Realiza las siguientes suposiciones:
-Los cilindros en solucién estan dispuestos en forma para-
lela y son equidistantes, a una distancia 2R entre sus ejes.
-El potencial eléctrico '} tiene simetria cilindrica alrede-
dor de cada particula.
-El valor absoluto del potencial eléctrico, |W| , que es
maximo sobre la superficie de los cilindros, pasa por un mi-
nimo ((V V¥ )r=0 ) en la superficie del subvolumen cilindrico
de radio R que encierra a cada macroion. Este minimo es el
mismo para todos los macroiones del conjunto (soluciédn).
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-El1 subvolumen mencionado arriba, denominado tambien
“volumen libre", coincide con el ocupado en promedio por
cada macroion en la solucién, es decir:

WR2L = ¢1-1 (III.17)

donde c1 es el nimero promedio de macroiones por unidad de
volumen en la solucién. ‘
-El sistema de varillas cargadas se encuentran en equilibrio
de didlisis con una solucién salina.

Con 1la condicion ((V¥)r=0) se establece 1la electro-neu-
tralidad en cada subvolumen. Pero ademés existe una diferen-
cia de potencial entre las capas superficiales de los subvo-
lumenes por un lado y la solucién salina externa por el
otro. Esto se muestra en la Figura III.2 que es una repre-
sentacién esquemédtica del potencial eléctrico W dentro de
la solucién de polielectrolito y fuera de ella.

Y(w)-0

SOLUCiON DE

MACRO(ON (Cu) + SOLUCION SALINA
SAL EXTERNA(Co)
MEMBRANA

SEMI PERMEANLE

Figura III.2

La ecuacién de Poisson-Boltzmann (III.5) para este sis-

tema se escribe:

(1/r)(d/dr)[r(d¥/dr)] = -(8W e/€1)cosenh (e VW /KT) (III.18)

Esta ecuacién difiere de la presentada por ALEXANDROWICZ
(38> debido a un cambio en la eleccién del punto de referen-
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cia para el potencial nulo. Mientras gue en aquel trabajo se
hace cero el potencial en la periferia de los subvolumenes
cilindricos de radio R, aqui tomamos como referencia un pun-
to dentro del solvente en equilibrio de didlisis con la.so-
lucidén de macroiones, ro=%0.

Para em se usé la ec.(III1.8), con c+(r=0o)=c—_(r=°0)=co,
donde co es el nimero de iones por cm® en la solucién salina

externa.

Las condiciones de contorno para la ecuacién (I1I.18) son
las siguientes:

dW/dr]r=r=0 s dV¥ /drlr=a=-(47/€1) (II1.19)

donde G = -Ne/(2rwal) es 1la densidad superficial de carga.

Introduciendo el potencial adimensional y = eW/KT y 1la
distancia adimensional x = Xr, donde X es la constante de
Debye-Hiickel dada en la ecuacidén (III.8), 1la ecuacién de
Poisson-Boltzmann se reduce a:

(1/x)(d/dx)[x(dy/dx)] = senh y (III.20)

Esta dltima ecuacién no tiene solucién analitica, excepto
para algunos casos especiales. Por ejemplo para potenciales
débiles con y<<1 la ecuacién (III.20) se transforma en la
siguiente ecuacidén de Bessel modificada de orden cero:

x2(d2y/dx2) + x(dy/dx) - x2y = 0 (III.21)

Si no existe interaccién entre los macroiones, es decir
si y(R=o®) = 0 la solucidén de esta ecuacidn es:

y<(PH> = (yo<PH)/Ko(xo)) Ko(x) y<«1 (111.22)

donde yo es el potencial en la superficie del cilindro xo=Xa
vy Ko(x) es la funcién modificada de Bessel de segunda clase
y orden cero.

Relacién entre la densidad numérica lineal de carga,
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V:N/L, v el potencial eléctrico yo:
El campo eléctrico en 1la superficie del cilindro se ob-
tiene aplicando el teorema de Gauss del flujo eléctrico:

(dy<PH>/dx)xo = -2(N/L)e2/(xoE1KT) (III1.23)

Otra expresién para el campo eléctrico en 1la superficie
se encuentra derivando ys<PH> de 1s ecuacidn (I11.22) res-
pecto de x

(dy<PH>/dx)xe = -Yyo¢PHIK1(xeo)/Ko(xo) (III.24)

Igualando las ecuaciones (II1.23) y (II1.24) results la si-
guiente expresién para yo¢DH>

Yo<PH> =(2e2/£1KT)(N/L)[Ko(%X0)/XcK1(x0)] (I1I.25)

Para eliminar la restriccién de validez para potencidles
pequefios se introduce un factor de correccién(% dependiente
de xo e yo que se determina mediante la integracién numérica
de la ecuacién (III1.20). Este procedimiento es realizado por
STIGTER <37>,

Vo = [1/((X0,¥0)1(2€2/£1KT)(N/L)[Ko(Xa)/XoK1(Xo)] (III.2B)

Para cilindros con una gran densidad de carga STIGTER
<38> define una densidad de carga equivalente de manera que
su curva potencial-distancia coincida en la regién de poten-
ciales pequefios (yo<<1) con la curva correspondiente al po-
tencial de Debye-Hlickel de la ecuacidn (III.22). En la Fig.
IIT1.3 se aclara esta definicién.

Para encontrar la densidad de carga equivalente se reali-
zan las mismas operaciones que lleva:on 8 las ecuaciones
(IIT.23) y (I11.24) pero correspondientes a superficies ci-
lindricas con radio arbitrario x en lugar de xo. Se llega a
la siguiente expresién para la densidad lineal numérica de
carga equivalente
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Ve = [€1KT/(2e2)]{yo¢PH) /Ka(xa)]1lim[xK1(x)] (I11.27)

x40

El limite en la ecuacidn (III1.27) vale 1. Ademas se define
el factor de correccidén ¥(Xo,Yo) =yo/yo<(DH)> que elimina 1a
restriccién de validez para potenciales pequehios. Este se
encuentra resolviendo numéricamente 1la ecuacion (III.20).

\10.1_¢ Xotr——s

Figura III.3

Procediendo de esta manera se llega a la siguiente expresién
para la densidad numérica lineal de carga equivalente

Ve = {EKT/[2e2¥(X0,V0)]1}[Vo/Ko(Xa)] (II1.28)

STIGTER <37> tabula los factores de correccién @(xo,yo)
Yy ¥(x0,¥0).

Empleando las ecuaciones (II1.22) y (III.27) el potencial
lejos del macroion, donde y<<1, puede escribirse

VY= (2Vee/E1)Ko( K1) (111.29)

Mientras que el campo eléctrico resulta
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E=-MNOr = (2Vee/E1)KK1(XK r) (I11.30)

IIT.4. Condensacién _de contraiones.

G. S. MANNING<38> elaboré una teoria que analiza 1a
interaccién entre pequefios iones con macroiones cilindriqos.
De acuerdo con esta teoria , los contraiones se "condensan”
alrededor del polielectrolito cilindrico hasta que la suma
de sus cargas originales mas las de los iones condensados
cae a un valor caracteristico dependiente de la valencia de
los contraiones, de la constante dielectrica del solvente y
de 1la temperatura del sistema. La demostracién de 1la
condensacién de contraiones estd basada en un andlisis de 'la
interaccién entre wun cilindros cargados y iones pequeTos
segin la teoria de la mecénica estadistica para soluciones
i6énicas de Mayer. Este andlisis muestra la divergencia de 1la
energia 1libre cuando 1la densidad de carga lineal del
macroion es mayor que un valor critico y cuando 1la
concentracién de cilindros tiende 8 cero. Se define 1a
densidad de carga adimensional Q=(e2/£1KT)(N/L) donde (N/L)
es el nimero de cargas por unidad de longitud del macroion.
El valor critico de Q resulta ser Qerat.=|z|-1 donde z es la
valencia de los contraiones. Para z=1 el valor critico de la
densidad lineal de cargs real correspondiente es
e(N/L)er1t.=6,6x10-2 esu/cm. Si el pardmetro Q es mayor que
la unidad, vy solo estan presentes contraiones univalentes,
entonces esos contraiones se condensan en la linea cargada
hasta que el valor neto de Q@ sea igual a 1.

Un concepto fundamental de la teoria de condensacién es
que después de ocurrida la misma, esto es, cuando Q=Qcrit.,
toda interaccién entre los iones sin condensar y la entidad
compuesta por el cilindro mas los iones condensados puede
tratarse mediante la aproximacién de Debye-Hilckel. h

En un trabajo posterior <40> MANNING cuantifica el volu-
men de 1la solucién dentro del cual estan localizados los
contraiones condensados. Supone que los contraiones conden-
sados ocupan una capa cilindrica libre de coiones de volumen
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Ve rodeando al polion. Aunque los contraiones condensados
estan atrapados radialmente, se los considera libre de tras-
ladarse sobre 1a superficie del macroion, es decir se los
considera territorialmente ligados. La carga del macroion se
reemplaza por una linea de cargas discretas igualmente espa-
ciadas. Para el caso de macroiones de ADN los contraiones
ligados (1-Q-1=0,76 por grupo fosfato) ocupan una regién que
se extiende radialmente desde 1a superficie de la moléculs
(radioleK) hasta una distancia de 7 K-

III.5. QalgnlguagngximndQ“Hdgmla"wdisxxibngiﬁnwdQwigngs
alrededor de macroiones cilindricos en solucién.

-Sin exceso de sal:

La distribucién de los iones alrededor de los macroiones
de una solucién, es determinada en forma aproximada por
F.OOSAWA <41> empleando un modelo de "dos fases" que se ex-
plica a continuacion.

En 1la figura II1.4, r es la distancia al eje del cilin-
dro, r=R es la periferia del subvolumen de cada macroion de-
finido en la seccidn II1.3 y r=b determina la superficie ci-
lindrica de separacién entre "dos fases", 1la fase de con-
traiones ligados (pero méviles) al macroion (regidén a<r<b) y
la fase de contraiones libres (regién b<r«<R).

La distribucién de equilibrio entre los iones libres y
ligados se expresa, de la siguiente manera:

Ne/v = {(N-Nm)/[(V/M)-v]}exp(-e&V¥/KT) (II1.31)

donde el significado de cada simbolo es el siguiente:

M : nimero de macroiones de la solucién.

V : volumen de la solucién.

Ns: nimero de contraiones ligados al macroion

v : volumen aparente del macroion (cilindro de longitud L y
radio b).

éﬂ'z Yi- Yo es 1a diferencia de potencial promedio entre 1lsa
region interna (con potencial Wi) y la regién externa (con
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potencial Wﬂ). Esta diferencia de potencial pronedio,&qj, es
una funcién de (N-Ns) y del tamafio y forma del macroion.

Para el modelo cilindrico se expresa aproximadamente me-
diante la siguiente relacién:

oY= -[2e(N-NB)/€1L] 1n(R/b) (III.32)

Reemplazando la ecuacién (III.32) en 1la ecuacién (III1.31)
vy definiendo la fraccién de volumen de contraiones ligados
f=Mv/V y el grado de disociach&1§=(H-Ns)/N, la ecuacién que
determina el equilibrio entre iones libres y ligados re-
sulta:

In[(1-§)/¥ 1 = In[£/(1-£)1+E Qln(1/f) (II1.33)
PERIPERIA DEL VOLUMEN APARENTE
pEL rAcRoion cil/NbRico
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Figura III.4
donde Q=(e2/£1KT)(N/L).

-Con exceso de sal: -

)

8i J es el nimero total de moléculas de sal en la solu-
cién y se supone Jv/NV = j << 1 (pequefia concentracién sa-
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lina), la ecuacién de equilibrio ionico (I1I.33) se trans-
forma de la siguiente manera

1n[(1—§)/(§+j/f)] = 1n[f/(1-£)] +§ Qln(1/f) (III.34)

O0SAWA<42> fye capaz de predecir el fendémeno de condensa-
cién de contraiones empleando el modelo en dos fases para
describir la distribucién de contraiones y encontré el mismo
valor critico para el pardmetro Q, que 1la teoria,ﬂmés
rigurosa de MANNING (seccién IIT1.4). E1 requerimiénto
matemédtico para 1la condensacién de contraiones establecido
por el modelo de dos fases es que la concentracidén de
macroiones sea nula. Sin embargo tambien a la luz de este
modelo se prueba que 1la condensacién de contraiones es
numéricamente insensible de 1s concentracién especialmente
para concentracién de volumen menores que 0, 1<e2>





