
Apéndice A
Resumen para los métodos variacionales

Dada la cantidad de experimentos y de técnicas variacionales analizadas en el trabajo
de tesis, este Apéndice tiene como objetivo agrupar en forma compacta los resultados. Con
este propósito elaboramos la Tabla A.1 donde se detallan los rendimientos de cada método
variacional en función de las caracteŕısticas estudiadas, y la Tabla A.2 donde presentamos las
explicaciones que se corresponden a las llamadas hechas en la Tabla A.1. En estas explicaciones
describimos por qué consideramos tal o cual desempeño de un indicador como ventajoso o no,
para tener al método en cuenta en la conformación de la CIsF junto al FMFT.
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1
5
4

Escenarios: vFSM, H&H, potencial triaxial LI RLI D/SSNs MEGNO/lLCE (5.2) FLI/OFLI (0) OFLI 2
TT (5.4.1) SALI (1)/GALI k>2 APLE (5.4.1)

P
od
er

re
so
lv
en

te
Evolución

Niveles de
caoticidad
(4.1.5.1)

⊙ ⊙ ⊙ ⊙ ⊙ ⊙ ⊙ ⊙

temporal
Stickiness
(4.1.5.2)

⊙ ⊙ ⊙ ⊙ ⊙ ⊙ ⊙ ⊙

(4.1.3, 4.2.3)
Niveles de
estabilidad

⊙ ⊙ ⊙ ⊙

(2)
⊙ ⊙ ⊙ ⊗ ⊙ ⊙

Periodicidad
⊗ ⊗ ⊗ ⊙

(3) –
⊗⊙ ⊙ ⊙⊙

(4) –

Valores

Niveles de
caoticidad
(4.1.5.1)

⊙ ⊙ ⊙ ⊙ ⊙

(5)
⊙

(5)(8)
⊙

(5)
⊙

(5)

finales
Stickiness
(4.1.5.2)

⊙ ⊙ ⊙

(6)
⊙ ⊙ ⊙

(8)
⊙ ⊙

(4.1.4, 4.2.4)
Niveles de
estabilidad

⊙ ⊙

(7)
⊙

(6)
⊙

(7)
⊙ ⊙ ⊙

(8)
⊗⊙

(5)
⊙

Periodicidad
⊗ ⊗ ⊗ ⊙

(3) –
⊗⊙ ⊙ ⊙⊙

(4) –

Velocidad de convergencia (4.1.3, 4.2.3)
Separación
de compo-
nentes

L(9) R R(6) R R R R/R(10) R

Solidez de los Vc (4.1.2, 4.2.2, 5.4.1.2)
Grupos: A,
B, C

B B I C(7)/I B B A(11)/B B

Tiempos de CPU (4.2.5, 5.4.1.3)
Grupos: A,
B, C

A(12) A C(13) A A-B(14)(15) B-C(5)(13)(15) A(5)/C(5)(13) A-B(5)(15)

Tabla A.1: Rendimientos, ventajas y desventajas de los indicadores variacionales analizados en el trabajo de tesis.

Referencias:

El color � indica una ventaja; el color � indica una desventaja

Poder resolvente.
⊙

: identifica;
⊗

: no identifica

Velocidad de convergencia. L: baja velocidad de convergencia; R: alta velocidad de convergencia

Solidez de los Vc. Grupo A: Vc muy confiable, B: Vc confiable; C: Vc poco confiable; I: sin Vc

Tiempos de CPU. Grupo A: de bajo costo computacional; B: de costo medio; C: de alto costo computacional

Entre paréntesis hacemos resferencia a las secciones donde se llevó a cabo el estudio.
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Llamada Comentarios

(0) Resultaron ser los indicadores más versátiles.

(1)
No hemos incluido al GALI 2 dado que sus resultados son similares al del SALI. La
diferencia fundamental está en el tiempo de CPU, donde el último es mucho más veloz
que el primero.

(2)
Debido al valor de convergencia de carácter asintótico que posee el MEGNO para
las órbitas regulares, el indicador resulta muy eficiente para identificar los niveles de
estabilidad por medio de su evolución temporal.

(3)
Si bien, teóricamente el MEGNO es capaz de detectar órbitas periódicas, se observa
que la condición inicial debe estar medida con mucha precisión para poder identificarla
numéricamente.

(4)

Los GALI k>2 pueden sufrir de cierto tipo de ambigüedades en la identificación de
órbitas periódicas, e.g.: sea un sistema de dos d.o.f., s la dimensión del toro donde
se mueve la órbita regular (s=1 para una órbita periódica) y k el número de i.d.v.,
entonces para el GALI 3 se puede dar que el GALI 3(s=1,k=3)∝ 1

t2 y también que el
GALI 3(s=2,k=3)∝ 1

t2
y para el GALI 4 se puede dar que el GALI 4(s=1,k=4)∝ 1

t4
y

también que el GALI 4(s=2,k=4)∝ 1
t4
.

(5)
Todos estos indicadores cuentan con tiempos de saturación: Nsat, los mismos brindan
la información suficiente para reconstruir la estructura de la componente caótica sin
necesidad de cálculos adicionales y permite reducir los tiempos de CPU.

(6)

La diferenciación entre el fenómeno de stickiness y aquellas órbitas regulares cercanas
a objetos hiperbólicos que logra la D, puede dilatarse debido a la estad́ıstica en la cual
se basa su cálculo. Además, hace de la clasificación un proceso más lento que para el
resto de los indicadores rápidos.

(7)

El valor de corte emṕırico del RLI debe ser iterado considerando distintos niveles de
estabilidad, dado que puede dejar de caracterizar como órbitas regulares, aquéllas que
simplemente pasen cerca de objetos hiperbólicos. En el caso del MEGNO, el valor de
corte teórico no permite detallar los distintos niveles de estabilidad en un espacio de
fases fuertemente dividido si se toman exclusivamente los valores finales del indicador.
Además, dado el carácter asintótico del Vc, el mismo se muestra muy inestable frente a
pequeños ajustes de naturaleza emṕırica. Sin embargo, se resuelve calculando el lLCE.

(8)
Es en el poder resolvente, a través de los valores finales, donde se hace más evidente
la mejora que provoca considerar la integración de las variacionales de segundo orden
para el cálculo del OFLI 2TT .

(9) El LI es el de menor velocidad de convergencia, por eso la necesidad de la introducción
de indicadores rápidos de la dinámica.

(10) El GALI 2N , con N los d.o.f. del sistema, resultó ser el indicador de mayor velocidad
de convergencia para determinar la caoticidad de una órbita.

(11)

Dadas las caracteŕısticas del SALI, un valor de corte que no depende del tiempo como
el que posee, parece suficientemente sólido. No obstante, el valor analizado de 10−4 no
se muestra como un valor emṕırico confiable para gran diversidad de experimentos y
por ende, debe ser iterado.

(12) El LI es el de menor costo computacional, dado que los demás indicadores requieren
de mayor cantidad de cálculos para incrementar sus velocidades de convergencia.

(13) Tanto la D, el OFLI 2TT y el GALI k son métodos de un elevado costo computacional, lo
que en determinadas circunstancias, puede convertirse en una caracteŕıstica restrictiva.

(14) El par FLI /OFLI mostró los mejores rendimientos en cuanto a la eficiencia del Nsat

para reducir el tiempo de CPU.

(15) Los tiempos de cómputo dependerán sensiblemente de la cantidad de i.d.v. que se
utilicen. Aqúı tomamos 1 i.d.v. o 2N con N los d.o.f. del sistema.

Tabla A.2: Comentarios sobre las caracteŕısticas mencionadas en la Tabla A.1.
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Apéndice B
Cálculos relacionados con el potencial

En este Apéndice presentamos los desarrollos necesarios para el cálculo de las ecuaciones
de movimiento, de las ecuaciones variacionales linealizadas (de las que hacen uso todos los
indicadores variacionales del presente trabajo) y de las ecuaciones variacionales de segundo
orden (de las que hace uso el OFLI 2TT ) dado el potencial asociado al modelo triaxial de galaxia
eĺıptica considerado en los Caṕıtulos 3 y 5.

Dado el potencial:

V (x, y, z) = −f0(x, y, y) − fx(x, y, z) · (x
2 − y2)− fz(x, y, z) · (z

2 − y2),

donde
f0(x, y, z) =

α0

[pa00 + δa00 ]b0
,

con p20 = x2 + y2 + z2 + ǫ2 ≡ r2 + ǫ2 y además α0, δ0, a0, b0 constantes,

fx(x, y, z) =
αx

[pax + δaxx ]bx

con p2 = x2 + y2 + z2 + 2 · ǫ2 ≡ r2 + 2 · ǫ2; αx, δx, ax, bx constantes, y

fz(x, y, z) =
αz

[paz + δazz ]bz

con p2 = x2 + y2 + z2 + 2 · ǫ2 ≡ r2 + 2 · ǫ2; αz, δz , az, bz constantes, llamamos δann ≡ dan,
n = 0, x, z, y trabajamos entonces con la expresión general:

fn(x, y, z) =
αn

[pann + dan]
bn

con p0 ó px = pz = p según corresponda.

B.1. Cálculo de las derivadas primeras

Sea:
fn(x, y, z) =

αn

[pann + dan]
bn
,
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Cálculo de las derivadas primeras 157

∂fn(x, y, z)

∂pn
= −

αn · acn

[pann + dan]
bn+1

· pan−1
n ,

donde hemos rotulado an · bn ≡ acn. Por lo tanto, por regla de la cadena encontramos las
siguientes expresiones para las derivadas parciales de fn(x, y, z):

∂fn(x, y, z)

∂x
=

(

1

pn
·
∂fn(x, y, z)

∂pn

)

· x,

∂fn(x, y, z)

∂y
=

(

1

pn
·
∂fn(x, y, z)

∂pn

)

· y,

∂fn(x, y, z)

∂z
=

(

1

pn
·
∂fn(x, y, z)

∂pn

)

· z.

Tomemos la siguiente definición de variables:

(

1

pn
·
∂fn(x, y, z)

∂pn

)

= −
αn · acn

[pann + dan]
bn+1

· pan−2
n = An.

Recordemos que n = 0, x, z, es decir:

(

1

p0
·
∂f0(x, y, z)

∂p0

)

= −
α0 · ac0

[pa00 + da0]
b0+1

· pa0−2
0 = A0,

(

1

p
·
∂fx(x, y, z)

∂p

)

= −
αx · acx

[pax + dax]
bx+1

· pax−2 = Ax,

(

1

p
·
∂fz(x, y, z)

∂p

)

= −
αz · acz

[paz + daz]
bz+1

· paz−2 = Az.

Procedemos entonces al cálculo espećıfico de las derivadas primeras del potencial:

∂V

∂x
= −

(

1

p0
·
∂f0(x, y, z)

∂p0

)

· x−

(

1

p
·
∂fx(x, y, z)

∂p

)

· x · (x2 − y2)− 2 · x · fx(x, y, z)−

−

(

1

p
·
∂fz(x, y, z)

∂p

)

·x·(z2−y2) = −2·x·fx(x, y, z)−x·
{

A0 +Ax · (x
2 − y2) +Az · (z

2 − y2)
}

.

Renombremos de la siguiente forma: B1 = A0 y por otro lado B2 = Ax ·(x
2−y2)+Az ·(z

2−y2)
y B1 +B2 = B con lo cual:

∂V

∂x
= −x · {2 · fx(x, y, z) +B} . (A1)

Por otra parte,

∂V

∂y
= −

(

1

p0
·
∂f0(x, y, z)

∂p0

)

· y −

(

1

p
·
∂fx(x, y, z)

∂p

)

· y · (x2 − y2) + 2 · y · fx(x, y, z)−

−

(

1

p
·
∂fz(x, y, z)

∂p

)

· y · (z2 − y2) + 2 · y · fz(x, y, z) = 2 · y · (fx(x, y, z) + fz(x, y, z))−

−y·
{

A0 +Ax · (x
2 − y2) +Az · (z

2 − y2)
}

= 2·y·(fx(x, y, z) + fz(x, y, z))−y·{B1 +B2} .
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Cálculo de las derivadas segundas 158

Obtenemos aśı para la derivada en y:

∂V

∂y
= −y · {−2 · (fx(x, y, z) + fz(x, y, z)) +B} . (A2)

Finalmente, encontramos para la derivada en z la expresión:

∂V

∂z
= −

(

1

p0
·
∂f0(x, y, z)

∂p0

)

· z −

(

1

p
·
∂fx(x, y, z)

∂p

)

· z · (x2 − y2)−

−

(

1

p
·
∂fz(x, y, z)

∂p

)

· z · (z2 − y2)− 2 · z · fz(x, y, z) = −2 · z · fz(x, y, z)−

− z ·
{

A0 +Ax · (x
2 − y2) +Az · (z

2 − y2)
}

= −2 · z · fz(x, y, z) − z · {B1 +B2} ,

es decir
∂V

∂z
= −z · {2 · fz(x, y, z) +B} . (A3)

B.2. Cálculo de las derivadas segundas

Recordemos que:

fn(x, y, z) =
αn

[pann + dan]
bn
,

y
∂fn(x, y, z)

∂pn
= −

αn · acn

[pann + dan]
bn+1

· pan−1
n .

Entonces, derivando una segunda vez por medio del parámetro pn, obtenemos la siguiente
expresión:

∂2fn(x, y, z)

∂p2n
=
αn · acn · an · (bn + 1)

[pann + dan]
bn+2

· p2·an−2
n −

αn · acn · (an − 1)

[pann + dan]
bn+1

· pan−2
n =

= −
αn · acn

[pann + dan]
bn+1

· pan−2
n ·

{

−
an · (bn + 1)

[pann + dan]
· pann + (an − 1)

}

=

=
1

pn
·
∂fn(x, y, z)

∂pn
·

{

an − 1−
an · (bn + 1)

[pann + dan]
· pann

}

.

Llamemos

an − 1−
an · (bn + 1)

[pann + dan]
· pann = Dn;

o, expĺıcitamente hablando:

a0 − 1−
a0 · (b0 + 1)

[pa00 + da0]
· pa00 = D0,

ax − 1−
ax · (bx + 1)

[pax + dax]
· pax = Dx,

az − 1−
az · (bz + 1)

[paz + daz]
· paz = Dz.
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Cálculo de las derivadas segundas 159

A través de dichas definiciones podemos compactar la información de la siguiente manera:

∂2fn(x, y, z)

∂p2n
= An ·Dn = Cn.

En otras palabras,
∂2f0(x, y, z)

∂p20
= A0 ·D0 = C0,

∂2fx(x, y, z)

∂p2
= Ax ·Dx = Cx,

∂2fz(x, y, z)

∂p2
= Az ·Dz = Cz.

Procedemos al cálculo de las componentes de las derivadas segundas del potencial. Para ello
recordemos que la estructura básica de las derivadas primeras se sostiene sobre tres tipos
de expresiones: fn(x, y, z), B1 y B2, por lo que es conveniente a fin de seguir un desarrollo
sistemático, calcular las derivadas parciales de cada una de ellas.

B.2.1. El término B1

Sab́ıamos que:

B1 = A0 =

(

1

p0
·
∂f0(x, y, z)

∂p0

)

;

luego:
∂B1

∂x
=

x

p0
·
∂B1

∂p0
,

∂B1

∂y
=

y

p0
·
∂B1

∂p0
,

∂B1

∂z
=

z

p0
·
∂B1

∂p0
.

Desarrollamos las derivadas en función de las cantidades auxiliares:
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Cálculo de las derivadas segundas 160

∂B1

∂p0
=

∂

∂p0

(

1

p0
·
∂f0(x, y, z)

∂p0

)

= −
1

p20
·
∂f0(x, y, z)

∂p0
+

1

p0
·
∂2f0(x, y, z)

∂p20
=

= −
A0

p0
+
C0

p0
=

(C0 −A0)

p0
.

Haciendo un nuevo reemplazo,

F1 =
(C0 −A0)

p20
,

podemos resumir las derivadas en las siguientes expresiones:

∂B1

∂x
=

x

p20
· (C0 −A0) = x · F1,

∂B1

∂y
=

y

p20
· (C0 −A0) = y · F1,

∂B1

∂z
=

z

p20
· (C0 −A0) = z · F1.

B.2.2. El término B2

Obtenemos
B2 = Ax · (x

2 − y2) +Az · (z
2 − y2),

cuyas derivadas parciales tendrán la siguiente forma:

∂B2

∂x
=
x

p
·
∂B2

∂p
+ 2 · x · Ax,

∂B2

∂y
=
y

p
·
∂B2

∂p
− 2 · y · (Ax +Az),

∂B2

∂z
=
z

p
·
∂B2

∂p
+ 2 · z ·Ay.

Calculamos:

∂B2

∂p
= −

1

p2
·
∂fx(x, y, z)

∂p
· (x2 − y2)−

1

p2
·
∂fz(x, y, z)

∂p
· (z2 − y2)+

+
1

p
·
∂2fx(x, y, z)

∂p2
· (x2 − y2) +

1

p
·
∂2fz(x, y, z)

∂p2
· (z2 − y2) =

= −
1

p

{

Ax · (x
2 − y2) +Az · (z

2 − y2)
}

+
1

p

{

Cx · (x
2 − y2) + Cz · (z

2 − y2)
}

.

Finalmente, obtenemos

∂B2

∂p
=

1

p

{

(Cx −Ax) · (x
2 − y2) + (Cz −Az) · (z

2 − y2)
}

,

y resulta

∂B2

∂x
= 2 · x ·Ax +

x

p2
{

(Cx −Ax) · (x
2 − y2) + (Cz −Az) · (z

2 − y2)
}

=
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Cálculo de las derivadas segundas 161

= x ·

{

2 ·Ax +
1

p2
{

(Cx −Ax) · (x
2 − y2) + (Cz −Az) · (z

2 − y2)
}

}

.

Siguiendo los mismos procedimientos y debido a la simetŕıa de las ecuaciones podemos escribir:

∂B2

∂y
= y ·

{

−2 · (Ax +Az) +
1

p2
{

(Cx −Ax) · (x
2 − y2) + (Cz −Az) · (z

2 − y2)
}

}

,

∂B2

∂z
= z ·

{

−2 ·Az +
1

p2
{

(Cx −Ax) · (x
2 − y2) + (Cz −Az) · (z

2 − y2)
}

}

.

Nominemos:

F2 =
1

p2
{

(Cx −Ax) · (x
2 − y2) + (Cz −Az) · (z

2 − y2)
}

.

Podemos, entonces, resumir las expresiones de la siguiente manera:

∂B2

∂x
= x · {2 · Ax + F2} ,

∂B2

∂y
= y · {−2 · (Ax +Az) + F2} ,

∂B2

∂z
= z · {2 · Az + F2} .

B.2.3. Construimos las derivadas segundas

Teniendo presente las derivadas primeras y llamando F1 + F2 = F , encontramos:

∂2V

∂x2
= −2 · fx(x, y, z) −B1 −B2 − x ·

{

2 ·
x

p
·
∂fx(x, y, z)

∂p
+
∂B1

∂x
+
∂B2

∂x

}

=

= −2 · fx(x, y, z)−B1 −B2 − x · {2 · x ·Ax + x · F1 + x · (2 ·Ax + F2)} =

= −2 · fx(x, y, z) −B1 −B2 − x2 · {4 ·Ax + F1 + F2} ,

es decir,
∂2V

∂x2
= −2 · fx(x, y, z)−B − x2 · {4 · Ax + F} ; (A4)

∂2V

∂x∂y
= −x ·

{

2 ·
y

p
·
∂fx(x, y, z)

∂p
+
∂B1

∂y
+
∂B2

∂y

}

=

= −x · {2 · y · Ax + y · F1 + y · (−2 · (Ax +Az) + F2)} ,

que se escribe
∂2V

∂x∂y
= −x · y · {−2 · Az + F} ; (A5)

∂2V

∂x∂z
= −x · {2 · z · Ax + z · F1 + z · (2 ·Az + F2)} ,

o bien
∂2V

∂x∂z
= −x · z · {2 · (Ax +Az) + F} ; (A6)
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∂2V

∂y2
= 2 · (fx(x, y, z) + fz(x, y, z)) −B1 −B2+

+ y ·

{

2 ·
y

p
·

(

∂fx(x, y, z)

∂p
+
∂fz(x, y, z)

∂p

)

−
∂B1

∂y
−
∂B2

∂y

}

=

= 2 · (fx(x, y, z)+ fz(x, y, z))−B1−B2+ y
2 · {2 · (Ax +Az)− F1 − F2 + 2 · (Ax +Az)} ,

∂2V

∂y2
= 2 · (fx(x, y, z) + fz(x, y, z)) −B − y2 · {−4 · (Ax +Az) + F} ; (A7)

∂2V

∂y∂z
= y ·

{

2 ·
z

p
·

(

∂fx(x, y, z)

∂p
+
∂fz(x, y, z)

∂p

)

− z · F1 − z · (2 ·Az + F2)

}

,

es decir
∂2V

∂y∂z
= −y · z · {−2 ·Ax + F} , (A8)

y finalmente

∂2V

∂z2
= −2 · fz(x, y, z) −B1 −B2 − z ·

{

2 ·
z

p
·
∂fz(x, y, z)

∂p
+
∂B1

∂z
+
∂B2

∂z

}

=

= −2 · fz(x, y, z) −B1 −B2 − z2 · {4 ·Az + F1 + F2} ,

o
∂2V

∂z2
= −2 · fz(x, y, z) −B − z2 · {4 · Az + F} . (A9)

B.3. Cálculo de las derivadas terceras

Ahora partimos de:

∂2fn(x, y, z)

∂p2n
=

1

pn
·
∂fn(x, y, z)

∂pn
·

{

an − 1−
an · (bn + 1)

[pann + dan]
· pann

}

.

Y derivamos una tercera vez por medio del parámetro pn, obteniendo la siguiente expresión:

∂3fn(x, y, z)

∂p3n
= −

1

p2n
·
∂fn(x, y, z)

∂pn
·

{

an − 1−
an · (bn + 1)

[pann + dan]
· pann

}

+

+
1

pn
·

{

∂2fn(x, y, z)

∂p2n
·

[

an − 1−
an · (bn + 1)

[pann + dan]
· pann

]

+

+
∂fn(x, y, z)

∂pn
·

[

a2n · (bn + 1)

[pann + dan]
2 · p2·an−1

n −
a2n · (bn + 1)

[pann + dan]
· pan−1

n

]}

,

luego,

∂3fn(x, y, z)

∂p3n
=

1

p2n
·
∂fn(x, y, z)

∂pn
·

[

an − 1−
an · (bn + 1)

[pann + dan]
· pann

]

·

·

[

−1 + an − 1−
an · (bn + 1)

[pann + dan]
· pann

]

+
1

pn
·
∂fn(x, y, z)

∂pn
·

[

−a2n · (bn + 1) · dan

[pann + dan]
2 · pan−1

n

]

,
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y definiendo:
−a2n · (bn + 1) · dan

[pann + dan]
2 · pan−1

n = En;

o, expĺıcitamente hablando:

−a20 · (b0 + 1) · da0

[pa00 + da0]
2 · pa0−1

0 = E0,

−a2x · (bx + 1) · dax

[pax + dax]
2 · pax−1 = Ex,

−a2z · (bz + 1) · daz

[paz + daz]
2 · paz−1 = Ez,

podemos compactar las expresiones como sigue,

∂3fn(x, y, z)

∂p3n
=

1

pn
· Cn · (Dn − 1) +An ·En.

En otras palabras,
∂3f0(x, y, z)

∂p30
=

1

p0
· C0 · (D0 − 1) +A0 · E0,

∂3fx(x, y, z)

∂p3
=

1

p
· Cx · (Dx − 1) +Ax · Ex,

∂3fz(x, y, z)

∂p3
=

1

p
· Cz · (Dz − 1) +Az · Ez.

Siguiendo el mismo procedimiento para las derivadas segundas, recordamos que la estructura
básica de las derivadas segundas se sostiene sobre las siguientes expresiones: fn(x, y, z), B,
Ax, Az y F por lo que es conveniente a fin de seguir un desarrollo sistemático, calcular
las derivadas parciales de cada una de ellas. Las derivadas parciales para la expresión de
B = B1 +B2 ya fueron calculadas, por lo que comenzamos con Ax y Az.

B.3.1. El término Ax

Sab́ıamos que:

(

1

p
·
∂fx(x, y, z)

∂p

)

= −
αx · acx

[pax + dax]
bx+1

· pax−2 = Ax,

luego:
∂Ax

∂x
=
∂p

∂x
·
d

dp

[

1

p
·
∂fx(x, y, z)

∂p

]

=
x

p
·

[

Cx −Ax

p

]

,

∂Ax

∂y
=
∂p

∂y
·
d

dp

[

1

p
·
∂fx(x, y, z)

∂p

]

=
y

p
·

[

Cx −Ax

p

]

,

∂Ax

∂z
=
∂p

∂z
·
d

dp

[

1

p
·
∂fx(x, y, z)

∂p

]

=
z

p
·

[

Cx −Ax

p

]

.

Donde desarrollamos las derivadas en función de las cantidades auxiliares.
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B.3.2. El término Az

Sab́ıamos que:

(

1

p
·
∂fz(x, y, z)

∂p

)

= −
αz · acz

[paz + daz]
bz+1

· paz−2 = Az.

luego:
∂Az

∂x
=
∂p

∂x
·
d

dp

[

1

p
·
∂fz(x, y, z)

∂p

]

=
x

p
·

[

Cz −Az

p

]

,

∂Az

∂y
=
∂p

∂y
·
d

dp

[

1

p
·
∂fz(x, y, z)

∂p

]

=
y

p
·

[

Cz −Az

p

]

,

∂Az

∂z
=
∂p

∂z
·
d

dp

[

1

p
·
∂fz(x, y, z)

∂p

]

=
z

p
·

[

Cz −Az

p

]

.

Donde nuevamente desarrollamos las derivadas en función de las cantidades auxiliares.

B.3.3. El término F

Recordemos que F = F1 + F2 donde:

F1 =
(C0 −A0)

p20
,

F2 =
1

p2
{

(Cx −Ax) · (x
2 − y2) + (Cz −Az) · (z

2 − y2)
}

.

Entonces comenzamos derivando cada una de las Fi, i = 1, 2.

∂F1

∂x
=
∂p0
∂x

·
d

dp0

[

C0 −A0

p20

]

=
x

p0
·
d

dp0

[

C0 −A0

p20

]

,

∂F1

∂y
=
∂p0
∂y

·
d

dp0

[

C0 −A0

p20

]

=
y

p0
·
d

dp0

[

C0 −A0

p20

]

,

∂F1

∂z
=
∂p0
∂z

·
d

dp0

[

C0 −A0

p20

]

=
z

p0
·
d

dp0

[

C0 −A0

p20

]

.

Y entonces calculamos:

d

dp0

[

C0 −A0

p20

]

=

[

C. 0
dp0

−
A. 0
dp0

]

·
1

p20
−

2

p30
· (C0 −A0) ,

donde considerando que

C0 =
∂2f0(x, y, z)

∂p20
,

tendremos que:
dC0

dp0
=
∂3f0(x, y, z)

∂p30
=

1

p0
· C0 · (D0 − 1) +A0 ·E0,

además
dA0

dp0
=
C0 −A0

p0
,
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por lo tanto, tendremos finalmente que:

d

dp0

[

C0 −A0

p20

]

=
C0 ·D0

p30
−

4 · C0

p30
+

3 ·A0

p30
+
A0 ·E0

p20
.

Y las derivadas parciales:

∂F1

∂x
=

x

p0
·

{

C0 ·D0

p30
−

4 · C0

p30
+

3 ·A0

p30
+
A0 ·E0

p20

}

,

∂F1

∂y
=

y

p0
·

{

C0 ·D0

p30
−

4 · C0

p30
+

3 ·A0

p30
+
A0 ·E0

p20

}

,

∂F1

∂z
=

z

p0
·

{

C0 ·D0

p30
−

4 · C0

p30
+

3 ·A0

p30
+
A0 ·E0

p20

}

.

Ahora seguimos con el término F2:

∂F2

∂x
=
∂p

∂x
·
dF2

dp
+

2 · x

p2
· (Cx −Ax) ,

∂F2

∂y
=
∂p

∂y
·
dF2

dp
−

2 · y

p2
· (Cx −Ax + Cz −Az) ,

∂F2

∂z
=
∂p

∂z
·
dF2

dp
+

2 · z

p2
· (Cz −Az) ,

donde falta calcular el término:
dF2

dp
.

Tenemos que:

dF2

dp
=

d

dp

{

1

p2
[

(Cx −Ax) · (x
2 − y2) + (Cz −Az) · (z

2 − y2)
]

}

=

= −
2

p3
·
[

(Cx −Ax) · (x
2 − y2) + (Cz −Az) · (z

2 − y2)
]

+

+
1

p2
d

dp

[

(Cx −Ax) · (x
2 − y2) + (Cz −Az) · (z

2 − y2)
]

.

Donde

d

dp

[

(Cx −Ax) · (x
2 − y2) + (Cz −Az) · (z

2 − y2)
]

=

=

[

dCx

dp
−
dAx

dp

]

· (x2 − y2) +

[

dCz

dp
−
dAz

dp

]

· (z2 − y2),

y reemplazando las expresiones correspondientes, tendremos:

dF2

dp
=

[

3 ·Ax

p3
−

4 · Cx

p3
+
Cx ·Dx

p3
+
Ax · Ex

p2

]

· (x2 − y2)+

+

[

3 · Az

p3
−

4 · Cz

p3
+
Cz ·Dz

p3
+
Az · Ez

p2

]

· (x2 − z2).
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Ahora, las expresiones para las derivadas parciales serán:

∂F2

∂x
=
x

p

{[

3 ·Ax

p3
−

4 · Cx

p3
+
Cx ·Dx

p3
+
Ax · Ex

p2

]

· (x2 − y2)+

+

[

3 · Az

p3
−

4 · Cz

p3
+
Cz ·Dz

p3
+
Az · Ez

p2

]

· (x2 − z2)

}

+
2 · x

p2
· (Cx −Ax) ,

∂F2

∂y
=
y

p

{[

3 ·Ax

p3
−

4 · Cx

p3
+
Cx ·Dx

p3
+
Ax · Ex

p2

]

· (x2 − y2)+

+

[

3 · Az

p3
−

4 · Cz

p3
+
Cz ·Dz

p3
+
Az · Ez

p2

]

· (x2 − z2)

}

−
2 · y

p2
· (Cx −Ax + Cz −Az) ,

∂F2

∂z
=
z

p

{[

3 · Ax

p3
−

4 · Cx

p3
+
Cx ·Dx

p3
+
Ax ·Ex

p2

]

· (x2 − y2)+

+

[

3 · Az

p3
−

4 · Cz

p3
+
Cz ·Dz

p3
+
Az · Ez

p2

]

· (x2 − z2)

}

+
2 · z

p2
· (Cz −Az) .

B.3.4. Construimos las derivadas terceras

Las derivadas terceras son las siguientes:

∂3V

∂x3
= −2 ·

∂fx(x, y, z)

∂x
−
∂B

∂x
−

[

2 · x · (4 · Ax + F ) + x2 ·

(

4 ·
∂Ax

∂x
+
∂F

∂x

)]

,

∂3V

∂y∂x2
= −2 ·

∂fx(x, y, z)

∂y
−
∂B

∂y
− x2 ·

(

4 ·
∂Ax

∂y
+
∂F

∂y

)

,

∂3V

∂z∂x2
= −2 ·

∂fx(x, y, z)

∂z
−
∂B

∂z
− x2 ·

(

4 ·
∂Ax

∂z
+
∂F

∂z

)

,

∂3V

∂y3
= 2 ·

[

∂fx(x, y, z)

∂y
+
∂fz(x, y, z)

∂y

]

−
∂B

∂y
− {2 · y · [−4 · (Ax +Az) + F ] +

+y2 ·

[

−4 ·

(

∂Ax

∂y
+
∂Az

∂y

)

+
∂F

∂y

]}

,

∂3V

∂x∂y2
= 2 ·

[

∂fx(x, y, z)

∂x
+
∂fz(x, y, z)

∂x

]

−
∂B

∂x
− y2 ·

[

−4 ·

(

∂Ax

∂x
+
∂Az

∂x

)

+
∂F

∂x

]

,

∂3V

∂z∂y2
= 2 ·

[

∂fx(x, y, z)

∂z
+
∂fz(x, y, z)

∂z

]

−
∂B

∂z
− y2 ·

[

−4 ·

(

∂Ax

∂z
+
∂Az

∂z

)

+
∂F

∂z

]

,

∂3V

∂z3
= −2 ·

∂fz(x, y, z)

∂z
−
∂B

∂z
−

[

2 · z · (4 · Az + F ) + z2 ·

(

4 ·
∂Az

∂z
+
∂F

∂z

)]

,
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∂3V

∂x∂z2
= −2 ·

∂fz(x, y, z)

∂x
−
∂B

∂x
− z2 ·

(

4 ·
∂Ax

∂z
+
∂F

∂x

)

,

∂3V

∂y∂z2
= −2 ·

∂fz(x, y, z)

∂y
−
∂B

∂y
− z2 ·

(

4 ·
∂Az

∂y
+
∂F

∂y

)

,

∂3V

∂z∂x∂y
= −x · y

[

−2 ·
∂Az

∂z
+
∂F

∂z

]

.

Definimos entonces las cantidades auxiliares

AUXn =
1

p3n
·

[

Cn ·Dn + 3 · An − 4 · Cn

pn
+An · En

]

,

o expĺıcitamente:

AUX0 =
1

p30
·

[

C0 ·D0 + 3 · A0 − 4 · C0

p0
+A0 ·E0

]

,

AUXx =
1

p3
·

[

Cx ·Dx + 3 ·Ax − 4 · Cx

p
+Ax ·Ex

]

,

AUXz =
1

p3
·

[

Cz ·Dz + 3 ·Az − 4 · Cz

p
+Az ·Ez

]

;

y
AUX1 = AUXx ·

(

x2 − y2
)

+AUXz ·
(

z2 − y2
)

,

AUX = AUX0 +AUX1.

Aśı podemos escribir las derivadas terceras de forma compacta y como sigue:

∂3V

∂x3
= −12 · x · Ax − 3 · x · F −

6 · x3

p2
· (Cx −Ax)− x3 · AUX,

∂3V

∂y∂x2
= 2 · y ·Az − y · F +

2 · y · x2

p2
· (Cz − Cx +Ax −Az)− y · x2 · AUX,

∂3V

∂z∂x2
= −2·z ·(Ax +Az)−z ·F−

2 · z · x2

p2
·(Cz + 2 · Cx − 2 · Ax −Az)−z ·x

2 ·AUX,

∂3V

∂y3
= 12 · y · (Ax +Az)− 3 · y · F +

6 · y3

p2
· (Cz + Cx −Ax −Az)− y3 ·AUX,

∂3V

∂x∂y2
= x ·Az − x · F +

2 · x · y2

p2
· (Cx + 2 · Cz − 2 ·Az −Ax)− x · y2 ·AUX,

∂3V

∂z∂y2
= 2 · z · Ax − z · F +

2 · z · y2

p2
· (Cz + 2 · Cx − 2 ·Ax −Az)− z · y2 · AUX,
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∂3V

∂z3
= −12 · z ·Az − 3 · z · F −

6 · z3

p2
· (Cz −Az)− z3 ·AUX,

∂3V

∂y∂z2
= 2 · y · Ax − y · F +

2 · y · z2

p2
· (Cx − Cz +Az −Ax)− y · z2 ·AUX,

∂3V

∂x∂z2
= −2·x·(Ax +Az)−x·F−

2 · x · z2

p2
·(Cx + 2 · Cz − 2 ·Az −Ax)−x·z

2 ·AUX,

∂3V

∂z∂x∂y
= −x · y · z · AUX.

B.4. Resumen de las derivadas obtenidas

Sobreentendiendo la igualdad de las derivadas cruzadas:

∂V

∂x
= −x · {2 · fx(x, y, z) +B} ,

∂V

∂y
= −y · {−2 · (fx(x, y, z) + fz(x, y, z)) +B} ,

∂V

∂z
= −z · {2 · fz(x, y, z) +B} ,

∂2V

∂x2
= −2 · fx(x, y, z)−B − x2 · {4 · Ax + F} ,

∂2V

∂x∂y
= −x · y · {−2 · Az + F} ,

∂2V

∂x∂z
= −x · z · {2 · (Ax +Az) + F} ,

∂2V

∂y2
= 2 · (fx(x, y, z) + fz(x, y, z)) −B − y2 · {−4 · (Ax +Az) + F} ,

∂2V

∂y∂z
= −y · z · {−2 ·Ax + F} ,

∂2V

∂z2
= −2 · fz(x, y, z) −B − z2 · {4 · Az + F} ,

∂3V

∂x3
= −12 · x · Ax − 3 · x · F −

6 · x3

p2
· (Cx −Ax)− x3 · AUX,

∂3V

∂y∂x2
= 2 · y ·Az − y · F +

2 · y · x2

p2
· (Cz − Cx +Ax −Az)− y · x2 · AUX,
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∂3V

∂z∂x2
= −2·z ·(Ax +Az)−z ·F−

2 · z · x2

p2
·(Cz + 2 · Cx − 2 · Ax −Az)−z ·x

2 ·AUX,

∂3V

∂y3
= 12 · y · (Ax +Az)− 3 · y · F +

6 · y3

p2
· (Cz + Cx −Ax −Az)− y3 ·AUX,

∂3V

∂x∂y2
= x ·Az − x · F +

2 · x · y2

p2
· (Cx + 2 · Cz − 2 ·Az −Ax)− x · y2 ·AUX,

∂3V

∂z∂y2
= 2 · z · Ax − z · F +

2 · z · y2

p2
· (Cz + 2 · Cx − 2 ·Ax −Az)− z · y2 · AUX,

∂3V

∂z3
= −12 · z ·Az − 3 · z · F −

6 · z3

p2
· (Cz −Az)− z3 ·AUX,

∂3V

∂y∂z2
= 2 · y · Ax − y · F +

2 · y · z2

p2
· (Cx − Cz +Az −Ax)− y · z2 ·AUX,

∂3V

∂x∂z2
= −2·x·(Ax +Az)−x·F−

2 · x · z2

p2
·(Cx + 2 · Cz − 2 ·Az −Ax)−x·z

2 ·AUX,

∂3V

∂z∂x∂y
= −x · y · z · AUX.

donde las cantidades auxiliares utilizadas tienen las siguientes definiciones:

f0(x, y, z) =
α0

[pa00 + δa00 ]b0
,

fx(x, y, z) =
αx

[pax + δaxx ]bx
,

fz(x, y, z) =
αz

[paz + δazz ]bz
,

A0 =

(

1

p0
·
∂f0(x, y, z)

∂p0

)

= −
α0 · ac0

[pa00 + da0]
b0+1

· pa0−2
0 ,

Ax =

(

1

p
·
∂fx(x, y, z)

∂p

)

= −
αx · acx

[pax + dax]
bx+1

· pax−2,

Az =

(

1

p
·
∂fz(x, y, z)

∂p

)

= −
αz · acz

[paz + daz ]
bz+1

· paz−2,

B1 = A0,
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B2 = Ax · (x
2 − y2) +Az · (z

2 − y2),

B1 +B2 = B,

D0 = a0 − 1−
a0 · (b0 + 1)

[pa00 + da0]
· pa00 ,

Dx = ax − 1−
ax · (bx + 1)

[pax + dax]
· pax ,

Dz = az − 1−
az · (bz + 1)

[paz + daz]
· paz ,

C0 = A0 ·D0 =
∂2f0(x, y, z)

∂p20
,

Cx = Ax ·Dx =
∂2fx(x, y, z)

∂p2
,

Cz = Az ·Dz =
∂2fz(x, y, z)

∂p2
,

F1 =
(C0 −A0)

p20
,

F2 =
1

p2
{

(Cx −Ax) · (x
2 − y2) + (Cz −Az) · (z

2 − y2)
}

,

F1 + F2 = F,

E0 =
−a20 · (b0 + 1) · da0

[pa00 + da0]
2 · pa0−1

0 ,

Ex =
−a2x · (bx + 1) · dax

[pax + dax]
2 · pax−1,

Ez =
−a2z · (bz + 1) · daz

[paz + daz]
2 · paz−1,

AUX0 =
1

p30
·

[

C0 ·D0 + 3 · A0 − 4 · C0

p0
+A0 ·E0

]

,

AUXx =
1

p3
·

[

Cx ·Dx + 3 ·Ax − 4 · Cx

p
+Ax ·Ex

]

,

AUXz =
1

p3
·

[

Cz ·Dz + 3 ·Az − 4 · Cz

p
+Az ·Ez

]

,

AUX1 = AUXx ·
(

x2 − y2
)

+AUXz ·
(

z2 − y2
)

,

AUX = AUX0 +AUX1.
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B.5. Ecuaciones de movimiento y ecuaciones variacionales

Sea el Hamiltoniano:

H(x, y, z; px, py, pz) =
p2x
2

+
p2y
2

+
p2z
2

+ V (x, y, z).

Las ecuaciones de movimiento para el sistema en estudio vienen dadas por:

ẋ = px,

ẏ = py,

ż = pz,

ṗx = −
∂V

∂x
,

ṗy = −
∂V

∂y
,

ṗz = −
∂V

∂z
,

las ecuaciones variacionales linealizadas por:

δ̇x = δpx ,

δ̇y = δpy ,

δ̇z = δpz ,

δ̇px = −

{

∂2V

∂x2
· δx +

∂2V

∂x∂y
· δy +

∂2V

∂x∂z
· δz

}

,

δ̇py = −

{

∂2V

∂y∂x
· δx +

∂2V

∂y2
· δy +

∂2V

∂y∂z
· δz

}

,

δ̇pz = −

{

∂2V

∂z∂x
· δx +

∂2V

∂z∂y
· δy +

∂2V

∂z2
· δz

}

.

y las ecuaciones variacionales de segundo orden por:

δ̇(2)x = δ(2)px + (δpx)
2,

δ̇(2)y = δ(2)py + (δpy)
2,

δ̇(2)z = δ(2)pz + (δpz)
2,

δ̇(2)px = −

{

∂2V

∂x2
· δ(2)x +

∂2V

∂y∂x
· δ(2)y +

∂2V

∂z∂x
· δ(2)z +
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+
∂3V

∂x3
· (δx)

2 +
∂3V

∂y∂x2
· δyδx +

∂3V

∂z∂x2
· δzδx+

+
∂3V

∂y∂x2
· δxδy +

∂3V

∂y2∂x
· (δy)

2 +
∂3V

∂y∂z∂x
· δzδy+

+
∂3V

∂z∂x2
· δxδz +

∂3V

∂z∂y∂x
· δyδz +

∂3V

∂z2∂x
· (δz)

2

}

,

δ̇(2)py = −

{

∂2V

∂x∂y
· δ(2)x +

∂2V

∂y2
· δ(2)y +

∂2V

∂z∂y
· δ(2)z +

+
∂3V

∂x2∂y
· (δx)

2 +
∂3V

∂x∂y2
· δyδx +

∂3V

∂z∂x∂y
· δzδx+

+
∂3V

∂x∂y2
· δxδy +

∂3V

∂y3
· (δy)

2 +
∂3V

∂z∂y2
· δzδy+

+
∂3V

∂x∂z∂y
· δxδz +

∂3V

∂z∂y2
· δyδz +

∂3V

∂z2∂y
· (δz)

2

}

,

δ̇(2)pz = −

{

∂2V

∂x∂z
· δ(2)x +

∂2V

∂y∂z
· δ(2)y +

∂2V

∂z2
· δ(2)z +

+
∂3V

∂x2∂z
· (δx)

2 +
∂3V

∂x∂y∂z
· δyδx +

∂3V

∂x∂z2
· δzδx+

+
∂3V

∂x∂y∂z
· δxδy +

∂3V

∂y2∂z
· (δy)

2 +
∂3V

∂y∂z2
· δzδy+

+
∂3V

∂x∂z2
· δxδz +

∂3V

∂y∂z2
· δyδz +

∂3V

∂z3
· (δz)

2

}

.

Finalmente, se hacen los reemplazos correspondientes para obtener las ecuaciones de movi-
miento y las variacionales primeras para aśı resolverlas simultáneamente y obtener los indica-
dores variacionales: LI, MEGNO, SALI, GALI, FLI, OFLI, D, SSNs y APLE. Y para obtener
las variacionales segundas para que junto con las ecuaciones de movimiento y las variacionales
primeras permita el cómputo del OFLI 2TT para el Hamiltoniano asociado.
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Apéndice C
Lista de abreviaturas

Dada la extensa cantidad de abreviaturas utilizadas en el trabajo de tesis, en este tercer
Apéndice las ordenamos alfabéticamente para facilitar la búsqueda de los correspondientes
significados.

APLE Average Power Law Exponente Medio de Ley
Exponent de Potencias

CIs Chaos Indicators indicadores de caos

CIsFs Chaos Indicators Functions paquetes minimales de
indicadores de caos

D Spectral Distance Distancia Espectral

d.o.f. degrees of freedom grados de libertad

EAs Evolutionary Algorithms Algoritmos Evolutivos

FFT Fast Fourier Transform Transformada Rápida de
Fourier

FLI Fast Lyapunov Indicator Indicador Rápido de Lyapunov

FMFT Frequency Modified Fourier Transformada Modificada
Transform de Fourier en las Frecuencias

FMI Frequency Modulation Indicador de Modulación de
Indicator Frecuencias

FT–LCNs Finite Time Lyapunov Números Caracteŕısticos
Characteristic Numbers de Lyapunov a Tiempo Finito

GALI Generalized Alignment Índice de Alineamiento
Index Generalizado

H&H Hénon & Heiles Hénon & Heiles

i.d.v. initial deviation vectors vectores desviación iniciales

LCEs Lyapunov Characteristic Exponentes Caracteŕısticos
Exponents de Lyapunov
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LI Lyapunov Indicator Indicador de Lyapunov

lLCE largest Lyapunov máximo Exponente
Characteristic Exponent Caracteŕıstico de Lyapunov

lLCN largest Lyapunov máximo Número
Characteristic Number Caracteŕıstico de Lyapunov

LLCNs Local Lyapunov Números Caracteŕısticos
Characteristic Numbers Locales de Lyapunov

LP–VIcode La Plata Variational Indicators código de La Plata para
code la integración de

Indicadores Variacionales

MEGNO Mean Exponential Growth factor de Crecimiento
factor of Nearby Orbits Exponencial Medio entre

Órbitas Cercanas

MFT Modified Fourier Transform Transformada Modificada de
Fourier

OFLI Orthogonal Fast Lyapunov componente Ortogonal del
Indicator Indicador Rápido de

Lyapunov

OFLI 2TT componente Ortogonal del
Indicador Rápido de
Lyapunov de segundo orden

RLI Relative Lyapunov Indicator Indicador Relativo de Lyapunov

SALI Smaller Alignment Index Índice Menor de Alineamiento

SNs Spectral Numbers Números Espectrales

SSNs Spectra of Stretching Espectros Dinámicos de los
Numbers Números de Dilatación Local

vFSM variant of Froeschlé Symplectic variante del Mapa Simpléctico
Mapping de Froeschlé
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